PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212457/CB

PONTIFTCIA UNIVERSIDADE CAT(’)LICA
DO RIO DE JANEIRO

Lldcio Sebastiao Coelho da Silva

O Teorema de Morley

Dissertacdo de Mestrado

Dissertacdo apresentada como requisito parcial para a
obtencdo do grau de Mestre pelo Programa de Pos-
Graduacdo em Matematica do departamento de
Matematica da PUC-Rio.

Orientador: Prof. Marcos Craizer

Rio de Janeiro
Marco 2014


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212457/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212457/CB

PONTIFTCIA UNIVERSIDADE CATéLlCA
DO RIO DE JANEIRO

Lucio Sebastido Coelho da Silva

O Teorema de Morley

Dissertacdo apresentada ao Programa de POs-Graduacédo em
Matematica da PUC-Rio como requisito parcial para a obtencao
do grau de Mestre em Matematica. Aprovada pela Comisséo
Examinadora abaixo assinada.

Prof. Marcos Craizer
Orientador
Departamento de Mateméatica PUC-Rio

Profa. Christine Serta Costa
Departamento de Matematica PUC-Rio

Profa. Gabriela dos Santos Barbosa
Fundacdo Educacional Unificada Campograndense — FEUC

Prof. Antonio Carlos Saraiva Branco
Fundacao Getulio Vargas — FGV

Prof. José Eugénio Leal
Coordenador Setorial do Centro
Técnico Cientifico PUC-Rio

Rio de Janeiro, 26 de marco de 2014


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212457/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212457/CB

Todos os direitos reservados. E proibida a reproducéo total
ou parcial do trabalho sem autorizagdo do autor, do
orientador e da universidade.

Ldcio Sebastiao Coelho da Silva

Licenciou-se em Ciéncias com habilitacdo em Matematica
pela. FEUC (Fundagdo  Educacional  Unificada
Campograndense) em 1994. Especializou-se em
Matematica Pura pelo programa de Pdés-graduacdo do
CEPOPE/FEUC em 1996. Atua como professor de Ensino
Fundamental na Secretaria Municipal de Educacdo do Rio
de Janeiro e de Ensino Médio no Centro Educacional da
Lagoa (CEL), no qual também faz parte da coordenagao
de Matematica. Docente do dos cursos de graduagdo em
Matematica, Informatica, Pedagogia e Ciéncias Sociais na
FEUC.

Ficha Catalografica

Silva, Lucio Sebastido Coelho da

O teorema de Morley / Lucio Sebastido Coelho da
Silva ; orientador: Marcos Craizer. — 2014.

58 f. :il. (color.) ; 30 cm

Dissertacdo (mestrado)—Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro, Departamento de
Matematica, 2014.

CDD: 510


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212457/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212457/CB

A minha avé Maria (in memorian) pelos ensinamentos de vida, pela garra e pelo
exemplo de dedicacédo a familia.

Aos meus pais pelo investimento na minha formacao como pessoa.

A minha esposa Gleici Naira, que divide comigo a caminhada da vida.
A minha filha, Mariani Vitoria, presente de Deus em minha vida.

A Jorge Crim Valente, meu grande amigo.

Aos meus professores, que me fazerem descobrir 0 encantamento pelo Magistério,
em especial a Vera Bellis, Cleber Amaral, Alzir Fourny e Mary de Sousa e Silva.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212457/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212457/CB

Agradecimentos

A Deus, pois sem Ele nada podemos fazer.
A CAPES, pelo auxilio financeiro.

A SBM e & PUC-Rio, pela organizacgéo do curso.

Ao meu orientador, professor Marcos Craizer, pela incansavel dedicacdo e
incentivo permanente durante todo o curso e, principalmente no desenvolvimento
do TCC.

Aos demais professores da PUC, pelas aulas ministradas.

Aos meus colegas de mestrado, pelo companheirismo, pela amizade e pelo bom
humor, mesmo nos momentos mais dificeis.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212457/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212457/CB

Resumo

Silva, Lucio Sebastido Coelho da; Craizer, Marcos. O Teorema de Morley.
Rio de Janeiro, 2014. 58p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

Neste trabalho, o foco principal € o Teorema de Morley, cuja formulacdo tem
como base um dos trés problemas classicos da Geometria: a trisseccdo de um
angulo. A partir da contextualizagdo histdrica, procura-se inserir o tema como
motivacao ao estudo da Geometria. Seja pela riqueza dos conteudos envolvidos ou
pela dificuldade na sua construcao, o Triangulo de Morley € um belo exemplo de
aplicagéo a ser trabalhado em sala de aula. Em paralelo é feita uma analise critica
das dificuldades encontradas no processo de ensino e aprendizagem em
Matematica, principalmente em Geometria, visando oferecer subsidios
importantes a atividade docente e impactando positivamente o seu trabalho. Com
as demonstracbes e aplicacbes apresentadas, procura-se sedimentar
conhecimentos adquiridos, bem como apontar caminhos para solugdes de diversos

problemas geométricos similares.

Palavras-Chave

Geometria; triangulo; trisseccdo; Morley.
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Abstract

Silva, Lucio Sebastido Coelho da; Craizer, Marcos (Advisor). Morley’s
Theorem. Rio de Janeiro, 2014. 58p. MSc. Dissertation — Departamento
de Matematica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

In this work, the main focus is the Morley’s Theorem, whose formulation
is based on one of three classical problems of Geometry: a trisection of an angle.
From the historical context, it tries to insert the subject as motivation to the study
of geometry. By the richness of the content or the difficulty involved in its
construction, the Morley’s triangle is a fine example of application to work with
in the classroom. In parallel, a critical analysis of the difficulties that are found on
the process of teaching and learning Mathematics, especially Geometry, is done in
order to offer important benefits to the teaching activity and positively impacting
their work. With demonstrations and applications that are shown it tries to fix up
the acquired knowledge, as well as identifying ways to solutions of several similar

geometric problems.

Keywords

Geometry; triangle; trisection; Morley.
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1
INTRODUGCAO

A presenca da Geometria no cotidiano, tanto pela forma de utensilios e
objetos quanto pela propria ocupacao territorial, da as pessoas certa familiaridade
com alguns conceitos basicos indispensaveis em qualquer estudo. A beleza dos
problemas geométricos fascina até mesmo 0s menos adeptos a Matematica
enquanto Ciéncia. Seja pela plasticidade das figuras ou mesmo pelo tom artistico
evidente em algumas construgdes, a Geometria se mostra como um grande
atrativo.

Na abordagem aqui proposta, a intencdo é ir além de uma simples percepcao
ou reconhecimento das caracteristicas de figuras, trata-se de uma aplicacéo
inspirada em um dos trés problemas classicos da Matematica grega: a trissec¢éo
de um angulo (os outros dois eram a quadratura do circulo e a duplicacdo do
cubo). Embora esse ndo seja o foco principal do trabalho, a citagdo desses
registros histéricos reforca o carater pedagogico, um dos principais objetivos de
um curso de Mestrado Profissional.

O uso de recursos computacionais para as construcoes geométricas pode até
sugerir ao leitor um grau de dificuldade aguém do enfrentado pelos gebmetras no
passado. A utilizacdo de régua nao graduada e do compasso esta cada vez mais
distante da realidade das salas de aula e muito se perde no desenvolvimento
cognitivo e motor do aluno quando ndo € submetido a manipulacdo desses
instrumentos fundamentais.

Destaca-se, entdo, a versatilidade do programa GeoGebra'. Com ele é
possivel trabalhar as construcdes e propriedades geométricas de maneira bem
simples, mas com muitos recursos. Sua aplicabilidade ndo se restringe a
Geometria Plana, pois com ele se pode trabalhar FuncGes, Aritmética, Geometria

Analitica, Matrizes e até mesmo Probabilidade.

! O GeoGebra é um aplicativo de Geometria e Algebra, gratuito, de manipulacio
relativamente simples e bastante didatica.
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Sob o aspecto pragmatico, muitas vezes desejado pela sociedade, a
tecnologia tem prestado relevantes servigos. Porém, muito se perde ao deixar de
lado o pensar matematico, o desenvolver, o investigar e, principalmente,
conjecturar. No caso especifico das construcdes geométricas, a justificativa para
cada passo envolve uma fundamentacdo tedrica que se torna mais sedimentada
pela propria execugao.

Em nome de uma busca mais rapida de resultados, jovens estdo sendo
formados com pouca ou quase nenhuma fundamentacdo matematica, apenas
fazendo uso da Ciéncia como consumidores, ndo como adeptos de suas ideias.
Afinal, como j& se tornou cliché, a Matemética é “coisa de maluco”. Muitos
desistem dos problemas geométricos em que a figura ndo faz parte do enunciado,
outros se sentem incapazes quando a solugéo se da através de linhas tracadas sem
aparente justificativa ou quando a visualizacdo requer um pouco mais de atengéo.

Com o foco direcionado a aprendizagem em Matematica, mais
especificamente na Geometria euclidiana plana, séo citadas algumas ideias de
estudiosos que ajudam a entender como ocorre 0 processo de aquisicdo de
conteddos. Trazer a baila alguns questionamentos quanto a evolucdo desejada e 0s
resultados obtidos pode ajudar a definir linhas de trabalho docente, respaldando-se
no estudo do pensamento matematico e no aprofundamento de conteldos
especificos da disciplina; assim, a atuacdo do profissional se torna mais completa.

E sob esse aspecto que se pretende desenvolver esse trabalho cuja esséncia
se traduz em uma tentativa de motivar os ja simpatizantes e conquistar novos
adeptos a tdo estigmatizada Matematica, direcionando a abordagem do tema aos
formadores de opinido: professores do Ensino Basico. Tanto se discute sobre a
formacdo desse membro de suma importancia na sociedade e pouco se realiza,
concretamente, para mudar a configuracdo do cenario educacional no pais.
Notadamente o PROFMAT assume papel de grande relevancia no cenario

educacional, buscando revitalizar o ensino de Matematica.

A constatacdo da sua importancia apoia-se no fato de que a
Matemdtica desempenha papel decisivo, pois permite resolver
problemas da vida cotidiana, tem muitas aplicagdes no mundo do
trabalho e funciona como instrumento essencial para a construcdo de
conhecimentos em outras areas curriculares. Do mesmo modo,
interfere fortemente na formacdo de capacidades intelectuais, na
estruturacdo do pensamento e na agilizacdo do raciocinio dedutivo do
aluno. [1]
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De forma mais especifica, pretende-se partir dos conceitos geométricos
béasicos, destacando a evolucéo historica e a dedicacdo dos estudiosos na busca de
solugdes para problemas que atravessaram geracOes, muitas vezes sem lograr
éxito. A grande contribuicdo dessa investigacdo metddica e perseverante
geralmente se traduz em teoremas que futuramente irdo subsidiar grandes
descobertas, estendendo-se a outras aplicacoes.

A proposta € de conduzir o leitor a uma abstracdo de propriedades
geométricas em situacdes cujo aparente grau de dificuldade seja minimizado pela
compreensdo do fundamento, ndo pela mera repeticdo de processos automatizados
— apesar de ser inevitavel a utilizacdo menos reflexiva de conceitos ja
sedimentados.

A apresentacdo de algumas demonstracfes tem por objetivo, aléem de fixar
conceitos, valorizar o aspecto motivacional. Com abordagens adequadas aos
diversos niveis de ensino, pretende-se propiciar uma leitura agradavel, mas sem

deixar de lado o rigor teorico.
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2
A GEOMETRIA GREGA

A Matematica mais intuitiva e experimental, praticada pelos egipcios e
babilénios, assumiu um carater dedutivo com os gregos. Essa foi uma das
mudangas mais substanciais na Historia da Ciéncia. Euclides® foi o primeiro a dar
uma consisténcia tedrica a tudo de Matematica que havia sido registrado até o
momento. Utilizando apenas a régua ndo graduada e o compasso, realizou as
construgcdes geométricas fundamentais para a axiomatizacdo da Geometria. A
partir dai, o critério para ser admitida uma verdade matematica deixou de ser a
experimentacao e passou a ser a demonstracao.

Muitos problemas até hoje considerados de grande complexidade foram
resolvidos pelos gregos categoricamente, na maioria das vezes seguindo 0s passos
de Euclides. Mas, apesar de grandes conquistas, continuavam sem solucao trés
problemas classicos: a quadratura do circulo, a duplicacdo do cubo e a trisseccao

de um angulo.

Os matemaéticos gregos estudaram trés problemas de Geometria que
desempenharam papel importante no desenvolvimento da Matematica.
Eles s&o problemas de construcéo e resistiram a todas as tentativas dos
gregos para resolvé-los utilizando somente a régua sem graduacéo e o
compasso, 0s Unicos instrumentos utilizados por Euclides nos
Elementos. [2]

Porém, ao contrario do que se pode pensar, nem sempre 0S gregos se
limitaram a esses instrumentos ou as ideias de Euclides. Suas conquistas foram

bastante além disso.

E lugar comum afirmarmos que as figuras geométricas aceitas na
geometria grega deviam ser construidas com régua e compasso. De
fato, isto é verdade se temos em mente as construgdes realizadas nos
Elementos de Euclides. Dizer que o mesmo é verdade para toda a
geometria grega significa considerar que o conjunto das praticas
gregas seguia o padrdo de rigor estabelecido por Euclides, o que ndo
acontecia. [3]

A evolucdo conquistada ap6s Euclides propiciou aos gregos o emprego de

curvas que iriam ajuda-los a resolver os problemas classicos, especialmente a

! Euclides de Alexandria (300 a. C.), matematico grego autor da obra Os Elementos na qual
se baseia a Geometria mais conhecida atualmente e por isso intitulada de Euclidiana.
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trisseccdo de um angulo, de maior relevancia nessa abordagem. Nicomedes?,
através de uma curva chamada Conchoide propds uma solucdo para esse
problema.

Considerando uma reta r e tragcando-se uma reta a ela concorrente a partir de
um ponto A exterior, determina-se um ponto C na intersecdo das duas. Com

centro em C, é construida uma circunferéncia de raio fixo. Os pontos da

conchoide s&o os pontos de interse¢do da reta AC com a circunferéncia, quando o

ponto C se desloca sobre r.

Figura 1: Conchoide de Nicomedes.

A construcio desta curva no GeoGebra esta descrita no APENDICE 1.

O termo conchoide (ou concoide®) se refere a objetos que tenham forma
similar a uma concha. Na figura abaixo, uma conchoide de Nicomedes foi

sobreposta a uma concha, justificando o nome a ela atribuido.

Figura 2: A conchoide sobreposta a uma concha.

2 Nicomedes foi um famoso matemético grego que viveu, aproximadamente, entre 280 a.C.
e 210 a.C. a quem € atribuida a constru¢do mecéanica da curva conchoide.
¥ Conchoide ¢ um sinénimo de concoide e significa “que tem a forma de concha”.
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3
A TRISSECGAO DE UM ANGULO

3.1. Asolugéo de Nicomedes

Seja BAC o angulo que se deseja trissectar, de modo que se tenha um
triangulo ABC, de hipotenusa AC = a. Prolongando a semirreta AC até um ponto
D, de tal modo que se tenha CD = 2a e com centro sobre um ponto qualquer da
reta suporte do lado BC e raio 2a, séo definidas circunferéncias cujas interseccdes
com as semirretas que partem de A e passam pelos seus respectivos centros

determinam a conchoide.

Figura 3: Trisseccao pela Conchoide (12 parte).
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Se AB // CE, entdo CEF = BAF = @ e, tomando o ponto M, médio do
segmento EF, tem-se FM = EM = AC = a. Mas, CM é mediana relativa a
hipotenusa EF do triangulo CEF, logo CM = a também.

Como CMF é angulo externo relativo ao vértice M do triangulo CEM, no
qual ECM = CEM = 6, entdo CMF = 2.ECM = 26. Sendo ACM um triangulo
isosceles, com AC = CM ent&io CMF = CAF = 26,

Logo, BAC = CAF + BAF = 26 + # = 36. Portanto, BAF representa a

trissecgdo de BAC conforme a figura 4, construida a partir da figura 3.

Figura 4: Trisseccao pela Conchoide (22 parte).

Um importante resultado dessa construcdo é a figura destacada abaixo,
formada pelos triangulos considerados na resolucdo de Nicomedes. A trissec¢do
(BAF=BAC ou CAF = 2.BAF) decorre, portanto, do fato de AB / CE L BC e

=CM= FM = EM .

S

C E

Figura 5: Trisseccdo sem a Conchoide.

Essa construcdo inspirou a elaboragdo de questOes interessantes, propostas

em conceituados livros de Geometria (ver [4, p. 98] e [5, p. 110]). Geralmente é
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apresentada uma figura com todas as caracteristicas dadas acima, apenas omitindo
o segmento CM, cobrando uma relacdo entre as medidas de BAF e CAF. Para
completar o enunciado, ¢ dito que EF = 2.AC. Para quem ndo conhece a situago,
essa ¢ uma informacdo aparentemente desconexa. Dai, quando é tracado o
segmento CM e aparecem os triangulos isosceles, o mistério acaba.

Foram capturadas as questdes abaixo como exemplo. Em cada uma a
solugdo se torna simples quando comparamos com o modelo trissector de

Nicomedes.

Sendo r e s retas paralelas e
DE = 2AB, determine x. r 8
&
D
S 4180
S i —|
A C

Figura 6: Questdo em [4].

Com a mesma simplicidade, a mediana BM, relativa ao lado DE determina
um tridngulo isésceles ABM (AB = BM). Dai entdo, BAD = 2.CAD = 36°.

Um ponto A qualquer —
é considerado sobre
o lado Ox do éngulo
xay da figura.

Tragamos entdo:

1) AB L Oy

2) AQ// Oy

3) OPQ tal que
PQ = 2 OA. P

Se POB = 26°, s v

xOy mede: ;

A) 61°

B) 66°

Cl-72°

D) 78°

E) N.R.A.

Figura 7: Questdo em [5].

Para resolvé-la, basta tracar a mediana relativa a hipotenusa PQ. Assim,
AOB = 3.POB = 78° (opgéo D).
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3.2. As solucdes de Arquimedes’

Os trabalhos de Arquimedes sdo obras-primas de exposi¢do
matematica. Além de exibirem grande originalidade, habilidade
computacional e rigor nas demonstracfes, sdo escritos numa
linguagem altamente acabada e objetiva. [6]

Uma das solucbes de Arquimedes consistia em trissectar o angulo AOB
utilizando a construgdo neusis’, fazendo coincidir o vértice do angulo com o
centro da circunferéncia e marcando os pontos A e B sobre a mesma. A seguir,
devem ser determinados os pontos M e N, o primeiro sobre a circunferéncia e o
segundo no prolongamento de OA de modo que MN = OM = OB. E importante
ressaltar o quanto era imprecisa essa técnica, tendo em vista a necessidade de
ajuste visual, com o auxilio de uma régua na qual eram feitas marcacdes auxiliares

(passando a ser, de alguma forma, graduada), até chegar ao modelo idealizado.

Figura 8: A trisseccao através de neusis.

Pelo teorema do angulo externo, aplicado nos triangulos OMN e ONB,
respectivamente: OMB= ONM + MON e AOB = ONM + OBM . Além disso,
ONM = MON e OMB= OBM, ja que MN = OM = OB. Dai, entdo, decorre

! Arquimedes de Siracusa viveu de 287 a.C. a 212 a.C. e foi um brilhante cientista grego ao
qual foram atribuidas diversas descobertas e a famosa expressao: Eureka!

2 Em uma construcio neusis deve-se ajustar um determinado segmento entre duas curvas
dadas, com a exigéncia de que o segmento passe por um ponto fixo, através de uma régua
graduada.
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que OMB= 2.0NM, logo, AOB = 3.0ONM , concluindo que o angulo ONM
representa a trissec¢éo de AOB.

Mais uma vez a figura 5 utilizada por Nicomedes estd envolvida no
processo, mesmo de forma ndo muito evidente. Comparando as duas figuras,
pode-se ter uma visdo mais clara da proximidade dos raciocinios geométricos

empregados nas demonstragoes.

Figura 9: Comparacéo entre as figuras de Arquimedes e Nicomedes.

A outra solucdo teve como base a espiral de Arquimedes. Valorizando
aspectos da Fisica, uma das areas de atuacdo de seu criador, essa espiral pode ser

definida conforme a citacao:

Fisicamente o espiral de Arquimedes pode ser descrito como o lugar
geomeétrico dos pontos P de uma reta que gira em torno do centro O
com velocidade angular constante e o ponto P se desloca sobre a reta e
a partir de O com velocidade constante em relagéo a essa reta. [7]

Porém, na época de Arquimedes, ndo havia recursos para executar o
movimento continuo do ponto. Até mesmo hoje, os computadores provocam a
ilusdo de continuidade pela grande quantidade de pontos utilizados para
construcdo. Mas ainda é realizada de forma discreta, como na época de sua

concepgéo.
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Figura 10: Espiral de Arquimedes construida com recursos computacionais.

O meétodo de construcdo consiste primeiramente em dividir uma
circunferéncia em n partes iguais, tracando os raios nos pontos divisores. Em
seguida, deve-se fazer o mesmo com um dos raios tracados, obtendo n segmentos
congruentes. Tragam-se, entdo, circunferéncias concéntricas passando pelos
pontos divisores do raio tomado inicialmente. A espiral é a linha obtida, a partir
do centro comum, ligando com segmentos de reta 0s pontos de intersec¢do dos
raios tracados com as circunferéncias obtidas, sequencialmente, para a direita

(dextrégira) ou esquerda (levagira).

Nas figuras apresentadas adiante foram tracados segmentos de reta para
destacar a precariedade da construcdo inicial. Porém, de forma bastante intuitiva,
havia um esforco no sentido de aumentar significativamente o niumero de
divisdes, tendendo para o que atualmente se define melhor com o estudo do

Célculo Diferencial e Integral.
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Figura 11: Espirais de Arquimedes com segmentos de retas.

A trisseccdo do angulo BAC, feita com o uso da espiral de Arquimedes,
inicia-se com a marcagdo dos pontos C; e C, dividindo AC em trés partes iguais.
Mas, pela definicdo da espiral, os comprimentos dos arcos entre dois pontos sao
proporcionais aos dos segmentos que unem suas extremidades. Por isso, com
centro em A e raios AC; e AC; sdo tracados dois arcos de circunferéncia, cujas
interseccdes com a espiral ocorrem nos pontos P; e P, respectivamente.
Prolongando os segmentos AP; e AP2, sdo obtidos trés angulos de mesma

medida.

Figura 12: Trissec¢do através da espiral de Arquimedes.
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3.3. Aimpossibilidade da trissecgéo

Durante séculos foram empregados métodos diversos para a trissec¢do de
angulos. Pela incansavel busca sem resultados contundentes, muitos gedmetras ja
admitiam ser essa uma tarefa impossivel com o uso de apenas régua ndo graduada
e compasso.

Um grande passo para se chegar a prova dessa impossibilidade veio da
Geometria Analitica, apresentada aos matematicos do século XVII pelo francés
René Descartes (1556-1650). Com ela foi possivel, a traducdo das propriedades
das figuras planas em equacOes, cujas solucbGes sdo obtidas a partir das quatro
operagbes fundamentais da aritmética e da raiz quadrada. Era a tentativa de
unificar a Geometria e a Aritmetica.

Dessa tentativa vem o conceito de nimero construtivel, correspondente ao
comprimento de um segmento construido atraves de um numero finito de
operagcdes com régua e compasso executadas a partir de um segmento tomado
como unidade.

De antemado, adicionar ou subtrair medidas de comprimentos na linha reta
utilizando régua ndo graduada e compasso sdo as operagGes mais simples e,
certamente, ndo carecem de demonstracdo. Considerando os pontos A, B, C e D
distintos e colineares, com AB = a e BD = b (sendo a e b construtiveis e b > a)
entdo, AD =a+b e CD = b —a podem ser construidos conforme sugere a

figura:

!

Figura 13: Adicdo e subtracdo com régua e compasso.
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A multiplicacdo e a divisdo decorrem da aplicacdo do Teorema de Tales®.

Tomando as paralelas distintas r, s e t, intersectadas pelas transversais u e v,

marcam-se 0s pontos de interseccdo A, B e C sobre u e 4°, B’ e C’ sobre v,

respectivamente. Tomando AB como unidade (AB = 1), obtém-se:

AB AFB 1 AB
== = = —= = =
BC B'C BC B'C
I~ _ Dr AlD! D7 — c —_B,C,
logo, B'C" = BC.A'B'e, consequentemente, A’B° = —== OU BC = —=.

Figura 14: Teorema de Tales.

Para a construcdo da raiz quadrada, pode-se levar em conta a média

geométrica das projecdes dos catetos de um triangulo retangulo sobre a

hipotenusa, que corresponde a altura a ela relativa. Assim, considere-se 0

triangulo ABC, retangulo em A, inscreve-se em uma semicircunferéncia de

diametro BC. Sendo H a projecdo ortogonal de A sobre BC, considerem-se:

AH = h, BH = m e CH = n. Das relagdes métricas no triangulo retangulo tem-

se: h> = m.n e, sabendo que h > 0, obtém-se h = Vm.n.

3 “Se duas retas sdo transversais de um feixe de retas paralelas, entdo a razdo entre dois
segmentos quaisquer de uma delas é igual & razdo entre o0s respectivos segmentos

correspondentes da outra.” [4, p. 185]
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- 4 [ ]

Figura 15: Construcéo da raiz quadrada.

Para construir uma raiz cujo indice seja uma poténcia de 2, aplica-se
sucessivamente a construcdo acima, gerando irracionais algébricos. Na tabela a

seguir, sao apresentados alguns nimeros construtiveis:

m n h? = m.n. h (h > 0)
1 1 h’=11=1=h=++1 1
2 1 h’=21=2=h=++2 V2
V2 1 h2=v2.1= V2= h=+JV2 V2
V2 | V3 h =v2/3= V6= h=+/V6 Ve

Tabela 1: Exemplos de nimeros construtiveis.

Uma prova por inducdo pode ser feita tomando-se dois numeros

construtiveis da formam = a2 en=5b2" coma, b € Rs: k, t eN. Substituindo

-t -k . - - —t5-1 -k 5—1
em h? = m.n tem-se h®> = a2 .b2™", ou seja, h =+ a2 ".p2 " = g2 27" p272

—(t+1 —(k+1
portanto h = g2 “* p2~ ¢+

, que também é um ndmero construtivel, pois o
produto de dois construtiveis também é construtivel. Além disso, para n = 1, séo
obtidos os irracionais que podem ser representados na forma de radical com indice
igual a uma poténcia de 2.

Segundo Sousa [8], 0s nimeros construtiveis sd0 nimeros algébricos* cujo

grau é uma poténcia de 2. De acordo com essa denominacdo, v'5 é um nimero

* Um namero real é dito algébrico se for raiz de uma equacéo polinomial da forma ax" +
X"t + an X" % + .+ aX + ap = 0, com neN*, e cujos coeficientes sdo nimeros inteiros ndo
simultaneamente todos nulos. O menor n nestas condicdes diz-se 0 grau do nimero algébrico.
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algébrico de grau 2 (raiz da equagéo X 5= 0), e por isso construtivel, mas /5
ndo, pois é algébrico de grau 3 (raiz da equacdo X 5= 0).

Somente no século XIX, os estudos sobre a resolucdo de equacdes cubicas
através de radicais permitiram chegar ao teorema citado por Sousa [6],
reproduzido a seguir: “Uma equagdo cubica de coeficientes inteiros que nao
tenha raizes racionais ndo tem raizes construtiveis. ”

Apoiado nesse teorema, o francés Pierre Laurent Wantzel (1814-1848)
demonstrou que a trisseccdo de um angulo ndo pode ser feita apenas com a
utilizacdo de compasso e uma régua nao graduada. De forma bem simplificada,
sera feita uma demonstracdo seguindo os passos de Wantzel. Considerando que
angulos de 60° sejam bastante comuns no cotidiano escolar, deseja-se obter a
exata seccdo para determinar o angulo de 20°. Para isso sera util voltar ao

trissector de Nicomedes, mas sem a conchoide.

Figura 16: Figura idealizada por Nicomedes.

Portanto, para determinar com precisio o angulo DAB = 20° e assim
trissectar CAF = 60°, além das propriedades ja citadas na analise da conchoide foi
tracada a altura CH relativa a hipotenusa do triangulo CDE. Pela semelhanca dos
triangulos EAF, CDE e CDH, tem-se:

AF  CD

AE  DE

S

Tomando como unidade de medida AC = CG = EG = DG = 1, fixando
AF = a e AE = v, atrisseccdo agora se resume em determinar a medida CD = x.

Deve-se ainda considerar que CH € altura do triangulo isésceles ACG e, portanto,
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mediana relativa ao lado AG. Nessas condi¢es H é ponto médio desse segmento

——  EG+AE _ 1+y —

e, por isso GH = — >, logo DH = G My

2 2

+DG=1+

Substituindo na proporgdo acima tem-se §= §= % donde vém as
relagdes: xX*=3+y e xy =2a. Dai, x.(x*—3) =2a e, portanto x* —3x — 2a = 0.
Para cada valor de a, fica determinado um angulo CAF a trissectar. Como a
proposta inicial mencionava um angulo de 60°, deve ser considerado a = % Assim
a equacao a ser resolvida é x> —3x — 1 = 0 cujas possiveis raizes racionais® seriam
+1 e -1. Mas x = 1 e x = —1 ndo sdo raizes dessa equacdo, 0 que, segundo o
teorema ja enunciado, garante que as raizes dessa equacdo ndo sdo construtiveis.
Com isso, chega-se a conclusio de que o angulo CAF n3o pode ser trissectado.

A titulo de curiosidade, tomando a = 0 na equacdo x® —3x — 2a = 0, 0s
pontos A e F da figura 14 coincidem e BAC passa a ser reto. Assim é possivel
obter raizes construtiveis em x* —3x = 0, que s&o 0, —/3 e ++/3. Esta é a prova

de que € possivel trissectar um angulo de 90°.

> O Teorema das raizes racionais para uma equacdo algébrica de coeficientes inteiros
garante que, se existirem, as raizes racionais da mesma sdo ndmeros da forma § onde p é divisor do

termo independente e q, divisor do coeficiente do termo de maior grau. A sua prova ndo faz parte
dos objetivos deste trabalho, mas pode ser encontrada nos livros didaticos de Ensino Médio.
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CONSIDERAGOES A RESPEITO DO ENSINO DE
GEOMETRIA

4.1. O pensar geométrico e aresolucdo de problemas

A Geometria € um campo fértil para se trabalhar com situacoes-
problema e é um tema pelo qual os alunos costumam se interessar
naturalmente. O trabalho com nogdes geométricas contribui para a
aprendizagem de ndmeros e medidas, pois estimula a crianga a
observar, perceber semelhangas e diferengas, identificar regularidades

e vice-versa. [1]

Resolver problemas é uma atividade inerente a qualquer estudo em
Matematica. Seja para compreender melhor o mundo, desenvolver técnicas para
contar ou medir, fazer inferéncias, modelar fenémenos, subsidiar pesquisas em

outros ramos das ciéncias e, inegavelmente, pelo prazer de vencer desafios.

“[...] o verdadeiro prazer em estudar Matematica é o sentimento de
alegria que vem da resolucéo de um problema, quanto mais dificil um
problema, maior a satisfa¢do.” (Thomas Butts, apud [7], p.15).

Polya [10], afirma que resolver um problema €é encontrar os meios
desconhecidos para um fim nitidamente imaginado. A resolucdo de problemas é a
realizacdo especifica da inteligéncia, dom especifico do ser humano. Por esse
motivo, todo professor de Matematica tem como primeira obrigacdo fazer o
méaximo possivel para desenvolver em seus alunos a habilidade de resolver
problemas. Mas ndo se pode ensinar 0 que nao se aprendeu.

Os dez mandamentos de Polya para professores citados em palestras e
artigos do emérito professor Elon Lages Lima [9] sdo:

1. Tenha interesse por sua matéria.

2. Conheca sua matéria.

3. Procure ler o semblante dos seus alunos; procure enxergar suas
expectativas e suas dificuldades; ponha-se no lugar deles.

4. Compreenda que a melhor maneira de aprender alguma coisa é

descobri-la vocé mesmo.
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5. Dé aos seus alunos ndo apenas informacao, mas know-how, atitudes
mentais, o habito de trabalho metddico.

6. Faca-os aprender a dar palpites.

7. Faca-os aprender a demonstrar.

8. Busque, no problema que esta abordando, aspectos que possam ser
Uteis nos problemas que virdo - procure descobrir o modelo geral que
esta por tras da presente situacdo concreta.

9. Ndo desvende o segredo de uma vez - deixe 0s alunos darem
palpites antes - deixe-0s descobrir por si préprios, na medida do
possivel.

10. Sugira; ndo os faca engolir a forca.

A luz desses mandamentos cuja aplicacdo serve para qualquer situacio de
ensino, o professor de Matematica deve orientar sua pratica docente motivando-se
para motivar seus alunos. Implementando uma aprendizagem dindmica, sem
contentar-se com atitudes passivas. Valorizar o trabalho metodico, sem dar
respostas prontas, aceitar sugestdes e buscar em cada problema aspectos que
possam ser Uteis em outas situagdes, fomentam a autonomia intelectual.

Os problemas de Geometria ndo se traduzem apenas na descoberta de um
valor que atenda a proposta de um enunciado. Muito antes disso € preciso
conceber a figura, reconhecer suas caracteristicas, interpretar suas propriedades,
enfim, uma sequéncia de raciocinios que pode até ndo ser percebida, mas é
certamente necessaria. Além do mais, 0 processo de construcao das figuras antes
e durante a resolucdo do problema, ja evidencia a utilizacdo de técnicas e
habilidades, estabelecendo relacdes entre formas e medidas capazes de solucionar
a questdo. De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais [10], ensinar
Geometria no Ensino Médio deve possibilitar que essas questdes aflorem e possam
ser discutidas e analisadas pelos alunos.

Para compreender melhor as dificuldades apresentadas pelos alunos, o casal
de holandeses, Pierre e Dina van Hiele (apud [11]), realizou estudos no sentido de
classificar a aprendizagem de Geometria em cinco diferentes niveis. A
identificacdo do nivel correspondente ao desenvolvimento apresentado pelo aluno
e subsidia o planejamento da atividade docente, visando facilitar a transicédo de um

nivel para o outro.
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Na tabela a seguir, é feita uma descricdo sucinta das habilidades adquiridas
e caracteristicas apresentadas em cada nivel. A expectativa € que um aluno, ao

terminar o Ensino Médio, tenha atingido o nivel 4 dessa escala.

Nivel | Habilidade Caracteristicas

o Reconhece visualmente uma figura geométrica, tem condicdes de
1 Visualizagd0 | aprender o vocabuldrio geométrico e ainda ndo reconhece as
propriedades de uma determinada figura.

2 Analise Identifica as propriedades de uma determinada figura, e ndo faz
incluso de classes.

3 Deducéo J4 é capaz de fazer a inclusdo de classes, acompanhar uma prova
Informal informal, mas ndo é capaz de construir uma outra.

4 Deducéo E capaz de fazer provas formais, e raciocina num contexto de um
Formal sistema matematico completo.

5 Rigor E capaz de comparar sistemas baseados em diferentes axiomas. E neste

nivel que as geometrias ndo euclidianas sdo compreendidas.

Tabela 2: Teoria van Hiele

Outros pesquisadores argumentam que 0s niveis de van Hiele ndo séo
discretos, e sim, continuos. Por isso sugerem dividir em niveis a aquisicdo dos
conceitos, propondo uma hierarquia resultante de avaliacbes. No entanto, as

discussdes a respeito de avaliagdo fogem ao escopo deste trabalho.

4.2. Problemas de Geometria pouco geométricos

E comum encontrarmos, no cotidiano escolar, listas e mais listas de
exercicios de Geometria nas quais 0 menos importante € o conhecimento
geométrico de fato. Na maioria das vezes ha uma exaustiva repeticdo de
aplicacdes de férmulas em detrimento de uma verdadeira analise de propriedades
geométricas, visualizacdo de particularidades das figuras e, principalmente a
construcdo de elementos auxiliares, responsaveis por algumas resolucées

brilhantes, de alto teor geométrico, pouco calculo e livre do algebrismo.

Uma préatica pedagdgica que privilegia apenas alguns temas
matematicos em detrimento de outros certamente trard graves
consequéncias para a construcdo dos saberes matemaéticos pelos
alunos.[24]
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Um bom exemplo disso ocorre nas aulas iniciais sobre aplicacbes do
Teorema de Pitgoras. Elas se transformam em uma repetitiva, e por vezes
exaustiva, resolucdo de equaces. Inicialmente sdo dadas as medidas dos catetos
para calculo da medida da hipotenusa e, em seguida, as medidas de um cateto e da
hipotenusa para que seja determinada a medida do outro cateto. Na fase seguinte
desse “treinamento”, as medidas dos lados do triangulo retdngulo sdo dadas na
forma de expressOes algébricas e se faz necessario um grande esforco para aplicar
a formula, desenvolver os produtos notaveis, resolver uma equacdo (geralmente
do 2° grau), determinar a incognita, verificar se a solucdo da equacdo atende as
condigdes iniciais do problema.

Por vezes, essa Ultima etapa fica sem o merecido destaque pelo desgaste do
aluno. O momento de analise das propriedades geométricas, da condicdo de
existéncia da figura e a consolidacdo geométrica do problema sdo deixados de

lado e a ateng@o maior é dada a parte algébrica.

A forma légica dedutiva que a Geometria utiliza para interpretar as
formas geométricas e deduzir propriedades dessas formas é um exemplo
de como a Matematica € e interpreta 0 mundo a nossa volta.[10]

E indiscutivel a importancia do algebrismo na resolugdo. O que se
questiona aqui é o desvio do foco geométrico. Questdes de Geometria com muitos
calculos costumam desmotivar boa parte dos alunos que até demonstram interesse,
principalmente quando a plasticidade das figuras é atrativa, mas ficam frustrados
quando a parte geométrica € o menos importante na resolucdo. Além disso, a
simples memorizacdo de formulas ou relaces nem sempre indica o grau de
compreensdo: 0 que pode acontecer € a reducao da esséncia do assunto a um nivel
inferior.

Mais uma vez o pragmatismo rouba a cena e mascara, através de
resultados em avaliagbes pouco significativas, a realidade da construcdo do
conhecimento por parte do aluno. Tornou-se uma rotina da pratica docente a
tentativa de mostrar todas as possiveis questdes a serem contempladas nas
avaliacGes e, por sua vez, os discentes muitas vezes conseguem lograr sucesso
pela repeticdo exaustiva de modelos, sem a preocupacdo com questionamentos e
muito menos com a busca de novos caminhos.

N&o se trata de abandonar a tarefa metddica de fixar conteudos através de

uma sistematica dedicacdo aos estudos. Mas a aprendizagem em Matematica se
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torna menos significativa quando se afasta do cunho investigativo, deixando de
ser Ciéncia. Certamente esse € um dos motivos para 0 nimero de estudantes

interessados em seguir carreira na Matematica ser cada vez menor.

4.3. A demonstracdo em Geometria

Né&o faz muito tempo que diversos livros didaticos do Ensino Fundamental
deixavam a parte de Geometria para os Ultimos capitulos. Essa era a grande
desculpa de alguns professores para ndo trabalharem esses contetdos, deixando-0s

para o préximo periodo e definitivamente esquecendo deles no ano seguinte.

A geometria é praticamente excluida do curriculo escolar ou passa a ser,
em alguns casos restritos, desenvolvida de uma forma muito mais
formal a partir da introducdo da Matematica Moderna, a qual se da
justamente quando se acirra a luta pela democratizagdo das
oportunidades educacionais, concomitante a necessidade de expansdo
da escolarizacdo a uma parcela mais significativa da populacéo. [24]

Mesmo atualmente quando, na maior parte dos livros didaticos, Geometria,
Algebra e Aritmética sdo trabalhadas ao longo de toda obra, a atencdo dispensada
as demonstracdes geométricas ainda é pequena. A priorizacdo no emprego de

formulas na memorizacdo e mecanizacdo de processos ainda é bastante frequente.

A Geometria, ostensivamente presente nas formas naturais e
construidas, € essencial a descricdo, & representacdo, a medida e ao
dimensionamento de uma infinidade de objetos e espacos na vida diéria
e nos sistemas produtivos e de servicos.[10]

Intuitivamente, € possivel abstrair algumas propriedades geométricas das
figuras. Conjecturar a respeito delas ja faz parte de um processo cientifico que s
ird se completar apds a consolidacdo do conhecimento. Sob esse aspecto, a
demonstracdo formal é decisiva, confirmando a Matematica como base para todas
as outras ciéncias exatas. Além disso, presta valiosos servicos em outras areas do

conhecimento.

O ensino de Geometria no ensino fundamental estd estruturado para
propiciar uma primeira reflexdo dos alunos através da experimentacéo e
de dedugdes informais sobre as propriedades relativas a lados, &ngulos e
diagonais de poligonos, bem como o estudo de congruéncia e
semelhanca de figuras planas. Para alcancar um maior desenvolvimento
do raciocinio ldgico, é necessario que no ensino médio haja um
aprofundamento dessas ideias no sentido de que o aluno possa conhecer
um sistema dedutivo, analisando o significado de postulados e teoremas
e o valor de uma demonstracéo para fatos que Ihe sdo familiares.[10]
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Para Fetissov [12], a Geometria apresenta trés etapas de evolucdo ao longo
da Historia: se inicia de forma subconsciente, passa por um estagio cientifico e
atinge o 4pice quando assume o carater demonstrativo. A Geometria
subconsciente é observada até mesmo nas nocGes mais basicas de ocupacgdo
territorial, comparagdo de distancias, formas, areas e volumes. Ja a fase cientifica,
se justifica pelo emprego de algum tipo de metodologia, se manifesta através de
procedimentos empiricos, de ensaio e erro, como na Geometria dos egipcios e
babilénios. Por fim, a fase demonstrativa surge na Geometria dos gregos se define
a partir da construcdo axiomatica proposta por Euclides, cuja compilacdo do
conhecimento geométrico mais significativo acumulado até aquele momento,
obedeceu a uma argumentacéo logica de formalidade inusitada para a época.

A descoberta de geometrias ndo euclidianas na primeira metade do século
XIX passou a exigir maior rigor nas demonstracdes. Cada vez mais o carater
intuitivo cedeu lugar a uma constru¢do axiomatica, marcada pela preocupacao
com a formalizagdo do discurso logico.

No entanto, somente em 1899 o matematico alemdo David Hilbert (1862-
1943) publicou a primeira sistematizacdo formal da Geometria. Na obra
Fundamentos de Geometria o0 autor preenche as falhas logicas de Euclides,
evitando as armadilhas da intuicdo e construindo um sistema geométrico
euclidiano grandemente aprimorado.

Assim, a demonstracdo de uma proposicdo geomeétrica tem por objetivo a
comprovacdo de sua validade. Consiste, portanto, em um conjunto de raciocinios
feitos a partir de axiomas e verdades ja demonstradas anteriormente,
fundamentando cada passo no sentido de se chegar a uma conclusdo irrefutavel.
Deixa de lado o carater indutivo, que leva a conclusdes gerais por meio do exame
de numerosos casos particulares e assume definitivamente o carater dedutivo, pois

verdades mais amplas passam a ser aplicadas a casos mais particulares.
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O TRIANGULO DE MORLEY

O matematico britanico Frank Morley (1860-1937), membro da American
Mathematical Society', instituicdo da qual foi presidente no periodo entre 1919 e
1920, desenvolveu estudos em Geometria e Algebra. Em 1899 conjecturou a
respeito do triangulo equilatero cujos vértices sdo obtidos a partir da interseccdo
de trissetrizes adjacentes dos angulos internos de um triangulo qualquer. Tal
conjectura permaneceu durante alguns anos como curiosidade matematica até que

algumas demonstracdes pudessem 36confirméa-la como teorema.

“Em qualquer triAngulo, 0s trés pontos de intersec¢do das trissetrizes

adjacentes formam sempre um triangulo equilatero.”
A

\/

)/

Figura 17: Triangulo de Morley

O triangulo de Morley, em sua primeira versdo apenas considerava
trissetrizes internas de angulos de um triangulo. Porém, hoje existem diversas
generalizacbes que utilizam angulos externos e até mesmo extensdes a outros

poligonos.

! Sociedade Americana de Matematica: associacdo de matematicos profissionais dedicados
a pesquisa e ao ensino de Matematica, de maneira analoga & SBM (Sociedade Brasileira de
Matematica).
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A construgdo desse triangulo apenas com régua ndo graduada e compasso
ndo é possivel, tendo em vista a trisseccdo dos angulos ja citada anteriormente.
Porém, a prova do teorema ndo tardou por esse motivo. A dificuldade na
construcgdo servia muito mais como desculpa do que propriamente como entrave.

Na concepcdo mais completa, as seis trissetrizes se intersectam em doze
pontos distintos. Perceber a formagdo de um tridngulo equilatero com vértices em

apenas trés ndo é tao simples quanto pode parecer.

Figura 18: Os doze pontos de interseccdo da trissetrizes de Morley.

A construcdo do triangulo de Morley com a utilizacdo do GeoGebra esta
descrita no APENDICE II. Inegavelmente, a utilizacdo do recurso computacional
facilita ndo s6 a construcao, mas principalmente a visualizacéo.

Mas, mesmo antes de serem conhecidos 0s recursos computacionais, ja
havia diversas demonstracGes. Uma das mais completas sob o ponto de vista
geométrico trata das propriedades de angulos formados entre retas paralelas e
transversais, congruéncia de figuras planas, inscricdo em uma circunferéncia e
muito outros conceitos e propriedades costumeiramente tratados em aulas de
Geometria.

O avango da Geometria Analitica, criando a possibilidade da constru¢do em
um sistema de coordenadas retangulares foi um dos fatores preponderantes para a
descoberta de novas relagdes entre as medidas dos lados e dos angulos do

triangulo. Determinar as equacOes das trissetrizes e seus pontos de interseccdo
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podia até ndo ser tarefa simples, mas se apresentava como uma boa estratégia para
chegar a prova.

A utilizacdo da Trigonometria ratificou as demonstracGes ja existentes.
Assim, aplicando-se algumas identidades, transformacdes trigonometricas, as leis
dos senos e dos cossenos chega-se a uma prova que possibilita resgatar contetdos
do Ensino Médio, porém com maior profundidade.

No proximo capitulo foi destacada a aplicagdo do Teorema de Morley em
uma questdo olimpica e, logo depois, algumas demonstracfes sdo apresentadas,
enfatizando a possibilidade de aplicagdo no Ensino Basico.
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UMA QUESTAO OLIMPICA

Na 1? fase da Olimpiada Brasileira de Matemética (OBM) de 2012, foi
proposta uma questdo aos alunos de Nivel 3 (Ensino Médio) envolvendo o
Triangulo de Morley. O enunciado dava os esclarecimentos basicos a respeito da
figura, cobrando aplicagdes de conceitos comumente trabalhados no Ensino

Basico. Abaixo esta a copia fiel da questdo da prova:

22) O teorema de Morley diz que, ao tragarmos as retas que dividem cada dngulo interno de um
tridngulo ABC em trés angulos iguais, obtemos um triangulo equilatero chamado tridngulo de
Morley de ABC, como o que esta destacado na figura a seguir:

A

B C

Qual é a medida do lado do tridngulo de Morley de um tridngulo retangulo isosceles cujos catetos
medem 2?

A) 242 -6 B) V3-42 ) V6-2
D) 2-+3 E) 243 -6

Figura 19: Teorema de Morley na OBM 2012.

A solucdo da banca valoriza aspectos fundamentais do pensar geométrico.
Primeiramente, em se tratando de um triangulo retdngulo isosceles, a simetria de
alguns elementos € de grande importancia. Além disso, os angulos obtidos nas

trisseccBes facilitam a aplicacdo de relacdes trigonométricas.
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22) (A)

Pela simetria da figura, temos que EDB = FDC . Pelo Teorema de Morley, temos que
EDF =60°. Além disso, BDC =150°, pois DBC = DCB=15°. Dai, teremos que
EDB =75°, donde o tridngulo BED é retangulo em E. A hipotenusa BC do triangulo ABC é

igual a 2\/5 . Tracando a altura relativa a base do triingulo isosceles BDC, temos que

2
D = J:SO e no trilngulo BED, temos que ED=BD-senl5° e dai
coS

Esz/Etan15°:«/§(2—\/§)=2«/§—\/€.

|Observagao: Usando a férmula tan( -b)= —tana—tanb , temos que
1+tanatanb
45° — o -
R e ) e e L IR —2_43.
I+tan45°tan30° J’

Figura 20: Resolucdo da questao 22, nivel 3, da OBM (12 fase — 2012).

A resolucdo acima pode ter alguns passos suprimidos se for visualizada a

congruéncia dos triangulos BED e BDH, determinado pela altura DH, tracada a
partir do ponto D no tridngulo BDC (pelo caso ALAY). A figura a seguir ilustra

melhor a situacdo proposta.

1 Um dos casos de congruéncia de triangulos é referenciado pela sigla ALA, significando
que ha nos tridngulos considerados, um lado congruente entre dois angulos respectivamente
congruentes.
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H

Figura 21: Triangulos BDE e BHE congruentes.

Essa intervencdo permite concluir que ED = DH = v/2.tan15°. Dai segue a

resolucdo da banca, inserindo o valor da tangente do angulo de 15°.

Temas importantes da Matematica, que foram abordados em competicdes
olimpicas, pouco conhecidos da maioria dos estudantes e professores, séo
costumeiramente tratados em publicacfes da Sociedade Brasileira de Matematica
(SBM). Confirmando essa observacado, em 2013 foi publicada uma demonstracéo
do Teorema de Morley em artigo da Revista EUREKA! N° 37 e nele, além de ser
ressaltada a beleza do teorema, a sua descoberta é considerada até certo ponto
inusitada, pois ja se esperava terem sido obtidos os resultados mais relevantes
sobre triangulos ha alguns séculos. [14]

Nesse artigo, os autores utilizaram a Trigonometria como principal recurso
para a demonstracdo. Porém, citam a existéncia de muitas outras possibilidades de
aplicacdo para esse fim. No capitulo seguinte ha duas dessas demonstracdes, nas
quais se pretende utilizar conteudos inerentes ao Ensino Basico, mas com um

pouco mais de profundidade.
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DEMONSTRAGOES DO TEOREMA DE MORLEY

7.1. Através da Geometria Euclidiana Plana

Observando a prova de Dan Sokolowsky publicada na Revista Escolar de la
Olimpiada Iberoamericana de Matematica [15], foi feita uma demonstracdo que
se vale apenas da Geometria Euclidiana Plana. A opcdo pela apresentacdo de
diversas figuras tem por objetivo facilitar a visualizacdo das propriedades
aplicadas, sem a necessidade de retorno ao enunciado.

Incialmente, se faz necessario provar o seguinte lema:.

Lema: Para um triangulo qualquer ABC, no qual as medidas dos

angulos internos sdo dadas por BAC = 3¢, ABC =38¢e ACB =3y,se BF e

CF sdo trissetrizes adjacentes ao lado BC, entdo os segmentos FP e FQ,

perpendiculares as outras trissetrizes de mesma origem que as primeiras,

formam entre si um angulo cuja medida € igual a 120° — 2.

A

Figura 22: Um lema importante.

Demonstracéao

Sendo BFC =180° — (8+ A1), BEP =90° — Be CFQ = 90° — 4, entdo:
PFQ =360° — [180° — (B+ 7) + 90° — B+ 90° — ] = 2(B + 7).

Mas, 3o + 34+ 3y=180°, ou seja, « + f+ y = 60° e dai decorre que:
(B+7) =60°— « e, finalmente, PFQ = 2(60°- a) = 120°- 2.
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A seguir, passo a passo conduz-se a demonstracdo do Teorema de Morley

propriamente dita:
Passo 1: Dado um triangulo ABC, constroem-se as trissetrizes de ABC e
de ACB, assim obtendo os pontos F e G. Assim, BF e CF s#o, respectivamente,

bissetrizes de CBG e BCG , portanto, F é incentro do triangulo BCG.

A

Figura 23: Demonstracdo geométrica — Passo 1.

Passo 2: Tracando PF e QF, respectivamente perpendiculares a BG e CG,
obtém-se os pontos R e S, médios desses segmentos e, consequentemente, as
mediatrizes BG e CG.

Mas, F € incentro do tridngulo BCG, logo PR = RF = FS = QS e,

obviamente, PF = QF.

Figura 24: Demonstracdo geométrica — Passo 2.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212457/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212457/CA

44

Passo 3: Tragando uma circunferéncia A definida pelos pontos A, P e Q ,

obtém-se os pontos X e Y, respectivamente, sobre BG e CG. Também sdo obtidos

-
c

em PR e QS, respectivamente. Sendo O o centro de A, tem-se POQ = 60 e
oT

e
oP

0X =0Y =0U =0Q.

Figura 25: Demonstracdo geométrica — Passo 3.

Passo 4: Sendo OP = 0Q e PF = QF, ligando os pontos O e F, sdo obtidos,
pelo caso LLL', os triangulos congruentes OPF e OQF. Neles, os angulos
internos opostos ao lado OF sdo dados por:

OPF = OQF = 180° — (3% + 60° —a) = 120°- 2 e, consequentemente, OF
é bissetriz de PFQ e de POQ.

Logo, PFQ = OPF =0QF e PFO =QF0 =60° — a.

Analogamente, OTF e OUF também sdo tridngulos congruentes e sendo
OPT e OQU triangulos isésceles, tem-se:

OTF = OUF = 180° — (120°- 2a) = 60°+ 2¢.

Dai pode-se concluir que OU e PF so paralelos e FOU = FOT = 60° — ¢,
entdo FOU = FOT = TFO =UFO e assim, o quadrilatero OTFU é um losango,
pois FT = FU = 0T= OU.

Além disso, OPFU é um trapézio isosceles (OU // PF e PFU = OPF),
portanto, a semirreta BR é mediatriz tanto de PF, quanto de OU e dai, entdo tem-
se 0X =XU = 0U, ou seja, o triangulo OXU é equilatero.

Mas, se FOU = 60° — o e XOU = 60°, entdo FOX = a.

! Caso de congruéncia segundo o qual os lados de dois tridngulos tém medidas
respectivamente iguais.
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Figura 26: Demonstracdo geométrica — Passo 4.

Passo 5: Construindo-se um ponto Y nas mesmas condi¢gdes impostas ao
ponto X, pela simetria em relagio ao segmento OF, pode-se afirmar que XOY = 2«

e, entdo, 0s pontos X e Y trissectam o arco PQ.

Figura 27: Demonstracdo geométrica — Passo 5.

Decorre desse fato que AX e AY so trissetrizes de BAC e PX = XY =YQ.
Como X e Y foram construidos sobre mediatrizes, tem-se FX = YF = XY. Logo,

X, Y e F sdo os Vértices do triangulo de Morley.
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7.2. Através das Relagcbes Trigonométricas

Outra demonstracdo pode ser feita com aplicacbes de relacGes
trigonométricas, tema frequente nas aulas do Ensino Médio. Trata-se de aplicar
basicamente a Lei dos Senos, a Lei dos Cossenos, adicdo de arcos e as
transformagdes em produto. O desenvolvimento a seguir, se baseia no artigo
publicado na revista EUREKAL! [18].

A figura 17, apresentada anteriormente, serd o ponto de partida. Nela, serdo

considerados angulos BAC =a, ABC=bhe ACB=c.

Inscrevendo ABC em uma circunferéncia de raio R, pela Lei dos senos,
pode-se afirmar que: % = 2R, ou seja, BC = 2R.sen a. (1)

Fazendo uso da identidade trigonométrica demonstrada no Apéndice IlI,
sena = 4 sen g.sen ”T”La .sen Zgi , substituindo em (1), decorre que:

m+a 2m+a
— . Sen —

- a
C =8R.sen =.sen
3 3 3

. Novamente

No triangulo BCF, onde BFC = &t — (%) =7 - (ﬂ) = Zn;a

3

pela Lei dos Senos, tem-se:

2n+a

BF

- [
sen§

BC BF 8R.sen %.sen % .sen

ntad c = 2n+a
sen 3 Seng sen

== +
logo, BF = 8R. sen %.sen ”3—“ .sen %
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Analogamente, Repetindo o processo para o triangulo ABD, tem-se:
BD =8R. sen <.sen =< sen 2.
3 3 3

Para simplificar os calculos, faz-se k = 8R. sen - sen e, assim séo

n+a

obtidos: BF = k.sen =— e BD = k.sen — . Com essas medidas, aplica-se a Lei

dos Cossenos no trlangulo BDF:

DF? = BF? + BD? — 2.BF.BD. cosg

2 2
DF2 = Tta LA R m+a Tte b
DF~* = (k. sen — ) (k sen — ) 2. (k. sen — ).(k.sen . ).cos3

= mT+a T+cC T+a T+C
DF? = k2, (s;en2 =+ sen? e )— k2.2.(sen & ).(sen - ).cosg

2 2

N 1-cos2iE2e 1-cos2Er2C
DF? = k. -4 i) — k?[(cos%C )- (cos*e*€)]. cos?

2mt+2a 2m+2c

DF2 = k2. ll _ <C°° 3 10T >+ (cosz’”a”) cos - (cos— cos )l

2

2w+a+c

DF? = k2. [1 - (cos .COS %) + (cos?™*8*¢) cos? — (cos%C. cosg)]

2n+mn—b

DF? = k2. [1 - (cos .CoS %) + (cos™*2). cos? — (cos%e. cosg)]

DF? = k2. [1 - (cos (T[ — g) cos T) + cos (TL’ - g) .cos? — (cos%ec. cosb)]
DF? = k2. [1 + cos 2 .cos =5 — cos 2 .cos? — (cos%ec. cosb)]
3 3 3
DF? = k2. [1 — cos? S] = k2. [sen2 g]
Como DF >0, tem-se DF = k. seng :
Mas, k = 8R. sen £ .sen <eassim: DF = 8R.sen = .sen b sent.
3 3 3 3 3

Fazendo as mesmas aplicacdes partindo, respectivamente, dos triangulos

ABD e ACE, obtém-se DE = EF = 8R. sen % .sen g .sen g

Logo, DE = DF = EF e dai decorre que DEF ¢ equilatero.
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EXTENSOES DO TEOREMA DE MORLEY

8.1. Em paralelogramos

Analogamente ao que acontece em tridngulos, as trissetrizes adjacentes dos
angulos internos, podem formar, no interior de um paralelogramo, outro
paralelogramo. A prova desse fato decorre da congruéncia dos triangulos de bases
paralelas e congruentes, pelo caso ALA:

e ABF=CDH, entdo AB = CD, BF

e ADG=CBE, entdo A C, = CEeDG =

m ~
I
=
=
I

Uu} n‘

3]s
D

Dai, como cada angulo interno foi trissectado, por transitividade das

medidas dos lados, decorrem as congruéncias, pelo caso LAL®, dos triangulos:

e BEF=DGH,entdo BE = DG,BF =DHeFE = GH e
R

b

e AFG =CHE, entdo AF = CH, AG =

a
I
I

Como FE = GH e FG = EH , o quadrilatero EFGH é um paralelogramo.

D

[

A B

Figura 28: Teorema de Morley em um paralelogramo.

! Caso de congruéncia de triangulos, referenciado pela sigla LAL, significando que ha nos
triangulos considerados, um angulo congruente entre dois lados respectivamente congruentes.
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Para os diversos tipos de paralelogramos, o resultado pode ser um losango
ou até mesmo um retangulo. As provas desses casos sdo similares a apresentada

acima.

Se ABCD ¢ retangulo, a trisseccdo gera angulos de 30°. As trissetrizes
adjacentes aos lados opostos sdo congruentes e formam quatro tridngulos
congruentes ABF, BCE, CDH e ADG. Consequentemente EF = FG = GH = EH,
logo EFGH ¢ losango.

Figura 29: Losango formado pelas trissetrizes em um retangulo.

Por outro lado, se ABCD é losango, os quatro lados sao bases dos triangulos
congruentes formados com as trissetrizes a eles adjacentes (ABF, BCE, CDH e
ADG). Além disso, as trissetrizes adjacentes ao mesmo Vvértice formam triangulos
isdsceles congruentes dois a dois (AFG com CEH e BEF com DGH). Mas, em
cada vértice de EFGH sdo formados quatro angulos com medidas respectivamente
iguais as dos que se formam nos demais. Assim, EFGH é um quadrilatero
equiangulo e, portanto, um retangulo. Vale notar que, no caso do quadrado, as

trissetrizes adjacentes a cada lado se intersectam nos vértices de outro quadrado.
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Figura 30: Retangulo formado pelas trissetrizes em um losango.

Em se tratando de paralelogramo, as trissetrizes ndo adjacentes a0 mesmo
lado, mas de Vértices consecutivos, ainda assim seriam formados paralelogramos.

A seguir aparece uma ilustracéo desse fato.

Figura 31: Paralelogramos formados por trissetrizes.

8.2. Em poligonos regulares

Além dessa generalizacdo, quando sdo considerados poligonos regulares
pode-se demonstrar o fato de as interseccdes de trissetrizes dos angulos internos
formarem poligonos a eles semelhantes. O pentagono e o octégono ilustram bem

esse fato.
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D F E
P (] D
E c 8
JZENE
J\ /M
H (o]
K L
A B A B

Figura 32: As trissetrizes no pentagono e no octégono.

8.3. Paraas trissetrizes dos angulos externos do tridngulo

Quando sdo tracadas as trissetrizes dos angulos externos de um triangulo,
surgem novas configuracdes geométricas geradoras de triangulos equilateros. A
configuracdo mais simples se da quando séo tomados os pontos de interseccao das
trissetrizes externas adjacentes a cada lado do tridngulo original.

Na figura a seguir, aparece sobreposto ao triangulo original ABC, o
triangulo DEF cujos vértices sdo interseccoes de trissetrizes externas adjacentes a
cada lado. A construcdo no GeoGebra exibe 0s angulos de 60° obtidos, mostrando

que DEF ¢é um triangulo equilatero.

Figura 33: Triangulo de Morley com trissetrizes externas.
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De forma surpreendente, combinando intersecgdes de trissetrizes internas e
externas, outros triangulos equilateros sdo determinados. Abaixo aparecem cinco
triangulos equilateros:

e DEF, com Vvértices nas intersecbes de trissetrizes internas adjacentes a
cada um dos lados;

e GHI, com vértices nas intersecles de trissetrizes externas adjacentes a
cada um dos lados;

e GJK, HLM e ION cada um deles com um Vvértice na interseccdo de duas
trissetrizes externas e outros dois nas intersec¢des de uma trissetriz interna

com uma trissetriz externa.

Figura 34: Cinco triangulos equilateros formados por trissetrizes.

Para finalizar, vale o registro a respeito da referéncia de alguns matematicos
ao Teorema de Morley, como “O Milagre de Morley”. N&o so pela construgdo
improvavel de triangulos equilateros, ou mesmo pela impossibilidade da
trisseccdo dos angulos com régua nao graduada e compasso, quanto mais pela
riqueza matemética das demonstragdes’ ou aplicabilidade pedagdgica, mas

principalmente, pela beleza de todo esse conjunto.

2 Em http://www.cut-the-knot.org/triangle/Morley/index.shtml ha diversas demonstracdes
do Teorema de Morley, porém algumas sdo de fragil argumentacéo.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Conforme a proposta inicial, foram feitas abordagens adequadas a diferentes
niveis de ensino e maturidade em Matematica como um todo e, mais
especificamente, em Geometria. Partindo de um dos trés problemas classicos,
foram tratadas questdes relativas a impossibilidade da trissec¢do de um angulo e
algumas das ideias mais engenhosas desenvolvidas para esse fim.

De forma bem superficial, com foco em Geometria, foram abordadas
algumas questdes relativas a aprendizagem, ao desenvolvimento de habilidades e
competéncias no estudo da Matemética. A énfase na resolucdo de problemas,
diferentemente do repetitivo treinamento realizado em algumas aulas de
Matemaética, abre caminhos para a motivacéo e, principalmente, permite a criacao
de estratégias de resolucdo em novos problemas. Alem disso, foi feita uma critica
aos problemas de Geometria cuja resolucdo privilegia pouco conteudo
genuinamente geométrico em detrimento de aplicagcdes exaustivas de calculos e
desenvolvimentos algebricos.

Com a definicdo do Triangulo de Morley foram feitas consideracdes a
respeito de suas propriedades e das relacGes entre seus elementos. Com isso foi
citada uma questdo olimpica e sua resolucéo, priorizando 0s aspectos geométricos.

Por fim, foram apresentadas demonstracbes que utilizam conteddos
adequados a diversos niveis de ensino. Estendendo a outras figuras as
propriedades do tridngulo de Morley, surgem belas aplicacdes nos paralelogramos
e até mesmo nos poligonos regulares em geral. Até mesmo quando sao
consideradas apenas trissetrizes de angulos externos, ou ao combinar intersecdes
com as de angulos internos, surgem novos triangulos equilateros, conforme citado

no corpo do texto.
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A seguir sdo listados 0s passos para a construcdo da Conchoide de

Nicomedes no GeoGebra. Ha outras construgdes possiveis, mas a simplicidade é o

diferencial dessa aqui apresentada.

PASSO ACAO FERRAMENTA ICONE
segmento definido por dois
19 Tragar um segmento AB qualquer E
pontos ' i
Tragar uma reta r, perpendicular a . i
29) reta perpendicular !
AB, passando por B. :
39 Marcar um ponto C sobre aretar. ponto em objeto En
- reta definida por dois
4°) Tracar areta AC.
pontos
Determinar uma circunferéncia i ] —
59 ] circulo dados centro e raio '\-j
centrada em C, de raio qualquer. -
Marcar os pontos de interseccdo da
6°) . intersecdo de dois objetos
reta AC com a circunferéncia (P). ~ |
Definir os ponto P e Q como lugares .
79 lugar geométrico

geométricos em relacdo a C.

Tabela 3: Construcéo da Conchoide de Nicomedes.
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A construcdo do Triangulo de Morley no GeoGebra utiliza alguns recursos

que, como ja foi demonstrado, vao aléem da simples utilizacdo de régua nédo

graduada e compasso. Para trissectar os angulos internos é utilizada uma

ferramenta de rotacdo de um elemento em torno de um ponto, dado o angulo de

rotacao.

A sequéncia de construcao € a seguinte:

PASSO ACAO FERRAMENTA
19 Construir um tridngulo qualquer poligono
reta definida por dois
29) Tragar as retas suporte dos lados
pontos
Marcar os angulos internos do |
39 -~ angulo
tridngulo
Rotacionar as retas suporte em torno |
o . girar em torno de um ponto
49) de cada vértice de um éngulo .
] por um angulo
correspondente & terca parte de cada
Determinar os vertices do triangulo | 5 ]
o ] y ) i intersecdo entre dois
5°) interior na interseccdo de trissetrizes .
] objetos
adjacentes a cada lado
Construir o tridngulo interior com i
6°) o . poligono
vértices nos pontos obtidos
7 Construir os segmentos que ligam os | segmento definido por dois
vértices dos dois triangulos pontos
) Esconder as retas suporte dos lados e “clicar” com o botdo direito sobre cada

das trissetrizes

elemento e desmarcar a opcao “exibir objeto”

Tabela 4: Construcédo do triangulo de Morley no GeoGebra.
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APENDICE 1l

2m+x
3

~ - - +
A demonstracdo da identidade sen x = 4 sen g.sen ”3—" .sen

parte das relacdes:
I. sen2a=2sena.cosa;
1.  sen3a=3sena-—4sen® a;

b b
.  sena+senb=2. sen(a+ )cos(a )

IV. sena-senb=2. sen( ) cos(a+b)

Inicia-se com a relacdo sen 3a = 3sen a — 4sen® a (I1) e, colocando 4sen a

em evidéncia, obtém-se: sen 3a = 4sen a.(% — sen® a). Mas, sen 3£= ? e,

portanto, sen” X =

Sl w

Dai, por substituicdo, decorre que: sen 3a = 4sen a.( sen 35 —sen®a)
sen 3a = 4sen a.(sen I+ sen a) .(sen = —sen a)

sen 3a = 4sen a.( sen I + sen a) .(sen T —sen a)

)] 2. sen( ) cos(n;a)]
Tomando os fatores alternadamente, pode-se aplicar a relacdo (I):

P -tosen() o5 -

u a)] [sen 2. (?)] =4sena. sen (X + a) .sen(X — a)

£+ a E
sen 3a = 4sen a. [2.sen(3T> . cos(3

sen 3a = 4sen a.[2. sen( i ) coS (

T

= 4sen a.[ sen 2. (3_

Fazendo a =2, chega-se asen x = 4sen=>. sen (X + =) .sen(Z —%) ou
3 3 3 3 3

sen x = 4sen x. sen (%) sen(%2).

Mas, pela reducéo ao 1° quadrante: sen(%%) = sen(m — %)= sen(%*%).

: 4 hti + 2m+
Finalmente é obtido o resultado: sen x = 4 sen g sen % .sen X
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