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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo mostrar algumas aplicagoes da matematica na realidade.
Tem, também o objetivo de responder, pelo menos em parte as seguintes perguntas: Pro-
fessor para que serve isso? Onde vou usar isso? Porque devo estudar isso? Neste trabalho
mostra-se algumas dessas aplicagoes da matematica para que o estudante saiba que a
matematica esta presente onde menos se imagina. Tais perguntas, que muitas vezes ficam
sem resposta, causam falta de estimulo e entusiasmo nos estudantes, pois estes nao con-
seguem ver utilidade nos contetidos ministrados. A matemaética aplicada é uma valiosa
ferramenta para quem quer ver a matematica em funcionamento. Inicialmente mostra-se
uma aplicagao a localizacao de um rob6 moével através coordenadas no plano e medidas de
arcos, depois mostrar-se-4 uma linda aplicacdo das tdo estudadas transformacoes (Algebra
Linear) e das matrizes, agora aplicadas no espago, para a movimentagao e localizagao da
extremidade final de um rob6 manipulador. Estas aplicagoes da matematica sao apenas

algumas, pois ha uma infinidade de outras mais.

Palavras-chave: Coordenadas; Transformagcoes; Robos.



ABSTRACT

This work has as objective shows some applications of the mathematics in the reality. He
has, also the objective of answering, for the less partly the following questions: Teacher
so that it serves that? Where will I use that? Because I should study that? In this work
it is shown some of those applications of the mathematics so that the student knows that
the mathematics is present where less if imagine. Such questions, that a lot of times are
without answer, they cause incentive lack in the students, because these don’t get to see
usefulness in the supplied contents. The applied mathematics is one valuable tool for who
wants to see the mathematics in operation. Initially an application is shown to a movable
robot’s location through coordinates in the plan and measures of arches, later it will be
shown a beautiful application of the so studied transformations (Algebra Lineal) and of
the head offices, now applied in the space, for the movement and location of a robot ma-
nipulator’s final extremity. These applications of the mathematics are just some, because

there is an infinity of other more.

Keywords: Coordinates; Transformations; Robots.
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1 INTRODUCAO

Uma das perguntas mais ouvidas pelos professores é: Professor para que serve
isso? Essa pergunta tem muita relevancia, ja que o objetivo do estudo é aprender.

Este trabalho ¢ fruto desse questionamento dos discentes. Procurou-se neste
trabalho mostrar de uma forma clara e objetiva algumas das aplicagoes da matemaética na
robotica. No 1° capitulo vai-se referir a histéria da humanidade na busca por ferramentas
que lhe auxiliassem nas suas atividades do cotidiano.

A necessidade levou o homem a desenvolver a robética, que basicamente utiliza-se
de mecanismos para realizar atividades desagradéveis ou perigosas ao ser humano. Nesse
desenvolvimento a matematica foi crucial.

Nos capitulos seguintes, mostra-se a matemética sendo utilizada na localizagao
e orientagao de robos moéveis usando-se sistemas de coordenadas no plano. Depois as
aplicagoes sao um pouco mais interessantes. Vai-se mostrar a utilidade das matrizes, que
por muitas vezes nao se sabe sua relevancia, e também das transformagoes da algebra
linear. Essas trasnformagoes sao todas realizadas no espaco tridimensional.

A matematica aplicada pode ser usada como uma fantastica ferramenta para o
ensino, ja que da-se signicado aquelas equagoes, que na maioria das vezes, se resolve

apenas de forma mecénica.



2 A HISTORIA DA ROBOTICA

2.1 Introducao

Desde os primérdios a humanidade se utiliza de instrumentos para facilitar a vida
diaria. Isso motivou o homem a criar maquinas que o substituisse em certas atividades.
Ao longo do tempo muitas invengoes geraram ferramentas para que gradativamente essa
substituicao ocorresse.

Aristoteles(séc. IV a.C.) ja fez referéncia a esses instrumentos: “se os instrumentos
pudessem realizar suas proprias tarefas, obedecendo ou antecipando o desejo de pessoas...”.

Desde a criacao da maquina a vapor por James Watt em 1769, houve ascensao
das maquinas na producao em larga escala de produtos.

Henry Ford difundiu um modelo chamado de “Automacgao Rigida"que consiste no
emprego de maquinas para fabricacao em série de produtos visando alta produtividade e

qualidade.

2.2 Robo6s-Um breve historico

O termo “Robot", que em portugués possui um termo alternativo (Robd), é
oriundo do termo eslavo “Robota"que significa trabalhos for¢ados ou escravos.

Ha algumas defini¢ées para o termo “ROBO”.

Uma definicao dada a “ROBO”, por P. McKerrow em 1986 foi: “Um robé é uma
maquina que pode ser programada para fazer uma variedade de tarefas, do mesmo modo
que um computador é um circuito eletrénico que pode ser programado para fazer uma
variedade de tarefas.”

Todo sistema automético é um rob6?

A resposta é nao. Para um dispositivo ser considerado um robé ele deve ter
capacidade de programagao e ter alguma aplicabilidade em um problema prético. O robo
deve interagir com o ambiente através de seus componentes mecanicos.

A seguir alguns marcos na historia da robética:

e Em 1750 Jacques de Vaucanson, Artesao Suico, desenvolve bonecos mecénicos de

tamanho humano que tocam misica;
e Fm 1801 J. Jacquard inventou um tear programavel;

e Em 1805 Henri Maillardet constréi um boneco mecéanico capaz de desenhar figuras;
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e Em 1946G. C. Devol (USA) desenvolve um controlador capaz de gravar sinais eléc-
tricos magneticamente e reproduzi-los de modo a ser possivel operar uma maquina

ferramenta (patenteado em 1952);

e Em 1951 um tele-operador é desenvolvido por Raymond Goertz este dispositivo era

um manipulador de controlo remoto que foi patenteado em 1958);
e Em 1959 foi introduzido o primeiro rob6 comercial pela Planet Corporation;

e Em 1960 o primeiro rob6 UNIMATE (DENOMINACAO PARA ROBO INDUS-
TRIAL) instalado na FORD no ano seguinte;

e Em 1961 foi instalado o primeiro robo industrial (da Unimation) na General Motors,
numa aplicacao de fundicdo. E chamado de “dispositivo de transferéncia universal”,

e nao de robo;

e Em 1966 uma companhia Norueguesa, a Trallfa, constrdi e instala um robd para

pintura & pistola;
e Em 1968 o robd moével é desenvolvido pelo Stanford Research Institute;
e Em 1971 o brago de Stanford com atuacao elétria;

e Em 1973 foi comercializado do 1° robd industrial controlado por computador e
acionado eletricamente pela firma Cincinnati Milacron Corp. que recebeu o nome
de T3;

e Em 1973 a primeira linguagem de programacao de robos;

e Em 1975 houve as primeiras aplicacoes de robos em operagoes de montagem pela

firma “Olivetti Sigma”;

e Em 1976 o RCC-Remote Center of Compliance é desenvolvido para ser utilizado na
linha de montagem (inserg¢oes), nos laboratorios Charles Stark Drapper, Cambridge,
USA;

e Em 1978 o rob6 PUMA (Programable Universal Machine for Assembly), foi intro-

duzido pela Unimation;

e Em 1979 o rob6 SCARA(Selective compliance assembly arm), desenvolvido pela

Universidade de Yamanashi com introdugao comercial em 1981;(Vide figura 2.2)
e Em 1981 foi desenvolvido um rob6 com acgao direta pela CMU;

e Em 1982 a IBM comercializa o rob6 RS-1 para operacoes de montagem;
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Figura 2.1: Rob6 com etrutura PUMA da Unimation
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Figura 2.2: Estrutura de rob6 tipo SCARA

e Em 1983 o desenvolvimento de um projeto para uma linha flexivel de montagem

automatizada com o uso de robos;

e Em 1984 a empresa Inteldex Corporation (USA) apresenta um robd para operagoes

de montagem que utiliza os processadores da INTEL 8086 e 8087;

e Em 1997 a HONDA anuncia o primeiro robé6 humandide que sobe escadas.

A importancia e representatividade dos robds na industria estdao expressos nos

graficos abaixo:
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Figura 2.3: Numero de robos vendidos por ano na década de 90
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Figura 2.4: Numero de robos industriais em servi¢co na década de 90




3 CLASSIFICACAO DOS ROBOS

3.1 Introducao

Os robos tem tido grande significado no século XXI. Os avancos tem sido sur-
preendentes. Eles estao presentes no cotidiano de toda a populagao. Suas aplicacoes
sao inumeras. Desde aplicagoes industriais como na soldagem, pintura e movimentagao
de pecas pesadas, por exemplo, como também na medicina no auxilio de cirurgias e nos
laboratoérios farmacéuticos.

O emprego dos robos estd também em situagoes onde ha riscos para os seres
humanos, tais como na desativacao de minas terrestres, em zonas de desastres, como por
exemplo em acidentes nucleares, exploragoes subterraneas e manipulacao de materiais
explosivos.

Os robos também sao muito empregados na producao agricola ou em situacgoes

de movimentacao repetitiva visando alta produtividade e qualidade.

3.2 Classificacao dos robos

Os robds sao classificados, basicamente, quanto a sua utilidade. Eles estao divi-

didos da seguinte forma:

e Robo6s moveis;
e Robo6s médicos;

e Robods industriais.

3.3 RoboOs moveis

Os robds moéveis sao dispositivos dotados de certo nivel de autonomia para locomover-
se. Sao utilizados, muitas vezes, para transportar carga. Sua utilizacao esté associada a
tarefas arriscadas ao homem.

A autonomia de locomocao do rob6 movel deve ser possivel com nenhuma ou
minima intervencao do operador responséavel. Ele deve ser capaz de planejar e atuar para
atingir determinados objetivos.

Uma outra categoria de robd moével sao ou veiculos auto-guiados que s6 trilham
trajetos pré-definidos, tais como linhas pintadas no chao, bandas magnéticas e bandas

refletoras.
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Aqui estao alguns exemplos de robés moveis com suas respectivas fungoes:
Na figura, abaixo, estd o rob6 Clean Bot da Eventronic cuja fungao é limpar

tubulagoes:

Figura 3.5: Clean Bot da Eventronic

Esta é uma aspiradora autonoma da iRobot, chamada de Scooba:

Figura 3.6: Scooba da iRobot
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Na figura 2.3, esta o rob6 militar Warrior X700 da iRobot e na figura 2.4 esté o
robd de vigilancia urbana OFRO da empresa RobotWatch:

Figura 3.8: Robo de vigilancia da RoboWatch

3.3.1 Tipos de sistemas de locomocao de um robé movel

Dependendo do ambiente para o qual o robé movel foi projetado, sua locomogao
pode ser através de patas, rodas ou esteiras se o veiculo for terrestre. Ha outras formas

caso o robo seja aéreo ou aquatico.
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Figura 3.10: Rob6 com locomocao por patas
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Figura 3.11: Rob6 com locomocao por esteiras

3.4 Os RoboOs médicos

Os robos médicos sao utilizados na realizagao de cirurgias. A maior vantagem do
seu uso é a grande precisao de seus movimentos, mas o médico ainda nao é dispensavel,

pois ele é quem controla o equipamento.
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Figura 3.12: Robo Médico

3.5 Os robos industriais

O robd industrial esta definido como sendo um sistema mecéanico articulado que

tem como proposito efetuar atividades pré-determinadas.
O robo6 industrial é constituido por elos, conectados por juntas prismaticas ou
rotacionais. Cada par junta-elo constitui um DOF ou grau de liberdade (DOF-DEGRESS

OF FREEDOM).

JUNTA

JUNTA

AN

ELO

| | BASE

Figura 3.13: Elos e juntas

Os robos industriais ou manipuladores industriais tem grande importancia para a
industria, pois sao versateis, realizam tarefas desagradéveis aos humanos além do beneficio
econdmico, ja que um s6 equipamento pode substituir varios operarios. Isso acarreta um

grande volume de producao com baixo custo de operacgao.
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Algumas das aplicagdes dos robés industriais sao transporte de materiais pesados,
pintura, soldagem e controle de qualidade.

H& um segmento muito importante para a roboética industrial que é a AUTOMA-
CAO.

A automagao permite a utilizacao de sistemas mecéanicos, elétricos, eletronicos

e/ou computadorizados sem a necessidade da interven¢ao humana.



4 A MATEMATICA NA LOCALIZACAO DE
UM ROBO MOVEL COM RODAS

4.1 Introducao

Para que o robd moével consiga executar sua fungao, ou seja, atinja o seu objetivo
é crucial que ele saiba sua orientacao e localizacao. Neste capitulo analizar-se-4 uma das
formas como um robd, que utiliza um sistema de locomogao com rodas, se orienta e a

matematica envolvida nesse sistema de navegagao.

4.2 Tipos de estrutura e de tracao

Quando um robd movel é projetado para um determinado fim, é 6bvio que seu seu
sistema de locomocgao tem que ser adequado para o tipo de ambiente no qual ira realizar
suas tarefas. O ambiente pode ser interno ou externo. Com base na necessidade serao
utilizados pernas, esteiras, rodas, asas, hélices ou outros.

Apresentar-sé-a a seguir algumas caracteristicas do sistema de locomoc¢ao de um
robd movel que utiliza rodas.

Nesse caso, dois fatores caracterizam a mobilidade de um rob6 com rodas:

e Tipo de rodas;

e Disposicao das rodas numa estrutura mecanica.

Admitir-se-a que o plano das rodas sao verticais e que suas rodas giram em torno
de seus eixos horizontais.

A orientagao dessas rodas em relacao as estruturas mecénicas podem ser fixas ou
variaveis.

Ha, basicamente, duas classes de rodas:

e Convencionais;

e Succas.

Para ambas as classes de rodas, pressupoe-se que seu contato com o solo se reduz
a um dnico ponto.

Diferentemente da roda sueca, a roda convencional realiza seu movimento apenas
por rotagao sem deslizamento.

A roda sueca oferece a possibilidade de movimento de deslizalento lateral.
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Figura 4.14: Roda convencional
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Figura 4.15: Roda sueca

As rodas convencionais podem ser subclassificadas em trés tipos quanto a sua

fixacao ao robo:

e Rodas fixas;
e Rodas orientaveis centralizadas;

e Rodas orientaveis ndo-centralizadas (roda louca).

As rodas fixas, geralmente, tem seu eixo fixado na estrutura do robd. Sua finali-
dade na maioria das vezes é tracionar o robo.

J& as rodas orientaveis centralizadas tem seu eixo de rotagao ortogonal ao seu
eixo de sustentacao que pode ser usada para direcao e tracao.

As rodas orientéveis nao-centralizadas sao orientéveis em relagao a estrutura e
tem como principal finalidade dar estabilidade ao robo.

A forma na qual as rodas estao dispostas permite a construcao de uma grande
variedade de robos cuja diferenca entre eles é o grau de manobrabilidade.

Por exemplo:
e Rob6 uniciclo;

e Robo triciclo;
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e Robo quadriciclo.

O rob6 uniciclo possui duas rodas fixas convencionais com rotagao indepen-
dente(tragao diferencial) para a tragdo e uma roda orientavel nao-centralizada para lhe
dar estabilidade.

Figura 4.16: Robo6 Uniciclo

J& o robd triciclo possui estrutura de locomogao constituida de duas rodas fixas

e uma roda orientéavel centralizada na qual esté atribuida a funcao de orientagao e tracao.

Figura 4.17: Robo Triciclo

O rob6 quadriciclo possui duas rodas fixas e duas rodas orientaveis centralizadas
dotadas de tragao diferencial. A vantagem dessa estrutura é grande estabilidade o que
impede derrapagem e possiveis erros de odometria. A odometria é o processo pelo qual o
robd determina sua posi¢ao e/ou orientagao através do nimero de giros das rodas.

H& um outro tipo de rob6 que é o omnidirecional. Este tipo de robd possui
méaximo em manobrabilidade, ou seja, ele pode se locomover em qualquer direcao sem a

necessidade de se reorientar.
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Figura 4.19: Rob6 Omnidireccional

Em relacao a tracao e direcao hé trés sistemas bésicos: Tracao e dire¢ao em eixos

independentes, tracao e dire¢cao no mesmo eixo e tracao e dire¢ao em todos os eixos.

4.3 Localizacao de um robdé moével com rodas

Para que um robd efetue suas tarefas é necessario que ele saiba sua pose, ou seja,
qual sua posicao e orientacao em relagao a um sistema de coordenadas de referéncia.
O sistema de navegagao de um robo6 se resume as respostas das trés perguntas

seguintes:
e Onde estou?
e Para onde vou?
e Como devo chegar 147

Analisar-se-4, inicialmente, o modo como um rob6é mével com tracao diferencial
se orinta e se localiza.

Vai-se tratar de dois modelos:

1° Modelo: Orientacao por odometria e localizagao por trilateralizacao;
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2° Modelo: Orientagao e localizacao por odometria.

4.3.1 Modelo 1

Para esse modelo, o método de orientagao é baseado na odometria e o de locali-
zagao sera o método de trilateralizacao.

O método de odometria se baseia no giro das rodas.

Nesse caso, supoe-se que o robd se locomove no plano bidimensional. Assim
determinar a pose do rob6 equivale a determinar as componentes (z,y,¢) onde (x,y)
representa sua posicao no plano de referéncia e ¢ é o angulo do seu vetor direcao em

relacao ao eixo OX.

y
A

0O X

Figura 4.20: Sistema de coordenadas de referéncia

Admitir-se-a4 que o ponto para localizagao do rob6 esta no ponto médio do seu
eixo.

Para se saber a orientacao do robd em funcao do giro de suas rodas considera-se
que quando ele faz uma curva suas rodas descrevem dois arcos de cicunferéncias concén-
tricas. Denotar-se-a o centro em questao por C. (Vide figura 4.21)

Na figura, AS; e AS; sao os comprimentos dos arcos descritos por cada uma
das rodas, ou seja, o espacgo percorrido por cada uma delas. Os valores r{ e 5 sao os
valores dos raios dos arcos concéntricos, a é a distancia entre as rodas, M é o ponto de
referéncia(Ponto médio do eixo) e Ap é a variagdo no angulo de orientagao.

Dessa forma, o deslocamento da roda esquerda é dado por:
ASl =T1" AQO Eq.]_
E o da roda direita é:

ASy; =1y Ap Eq.2
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(0] X

Figura 4.21: Variagao no angulo de orientagao
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Figura 4.22: Variacao no angulo de orientagao

Desse modo, a distancia total percorrida pelo referéncial M é dada pela média

aritmética entre AS; e ASs.

CAS +AS,

AS 5

Por outro lado, subtraindo-se membro a membro as Eq.2 e Eq.1, tem-se:

ASy — AS; =19 Ap —11 - Agp

ASQ—Aslz(TQ—Tl)'AQO
_AS, — AS,

o —T

Ay



CAPITULO 4. A MATEMATICA NA LOCALIZAGAO DE UM ROBO MOVEL 26

_ AS,— A8

a

Ay Eq.3

Percebe-se através da Eq.3 que se obtem a variagao do angulo de orientacao em
funcao do giro das rodas do dispositivo.

O giro das rodas é analisado por um dispositivo chamado “ENCODER”. Esse
dispositivo ¢ montado sobre os eixos das rodas.

O “ENCODER” é um codificador 6ptico que possui alta sensibilidade o que lhe
permite a contagem do namero de voltas (e sua fracao) realizadas pelas rodas de forma

precisa.

Figura 4.23: Encoder

Para a localizagao, como ja foi mencionado, sera utilizado o método de trilatera-
lizagao.

Trilateralizacao sao sistemas ativos que se baseiam na medida de atraso de pro-
pagacao de um sinal eletromagnético emitido por 3 transceptores localizados em pontos
com coordenadas conhecidas. O sistema funciona a partir dos 100m até os 100km e possui
uma margem de erro de no maximo 2m.

O sistema funciona da seguinte forma: O transceptor moével localizado no rob6
emite um sinal que é captado pelos 3 transceptores fixos e estes por sua vez o devolvem
adicionando seu proprio cdédigo de identificacao. O tempo entre o instante em que o robd
emite o sinal e o recebe de volta determina a distancia em que ele estd de cada uma das
estagoes fixas (Transceptor fixo).

Para a localizacao do rob6 sao necessarios trés tranceptores fixos. A pergunta
que fica é: Por qué necessita-se de trés estagoes fixas?

Inicialmente tem-se que entender como o sinal se propaga. O sinal dos transcep-
tores se propaga com a forma de uma circunferéncia. Dessa forma, se houvesse apenas
uma estacao fixa o movel poderia estd em qualquer lugar sobre uma circunferéncia cuja
medida do raio é a distancia d indicada pelo dispositivo. Vide figura (a).

Se houvessem duas estagoes fixas ainda nao seria possivel a localizacao do robo

movel, pois ele poderia esta sobre quaisquer dos dois pontos, P; ou P, da interseccao dos
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E

Transceptore

Figura 4.24: Figura (a)

dois sinais. Vide figura (b).

E

Transceptore °
Transceptor

Figura 4.25: Figura (b)

No caso de serem trés transceptores teria-se trés sinais que se propagam em forma
de circunferéncia e que se intersectam num tinico ponto P5 e assim obtem-se a localizacao
do robo. Vide figura (c).

Esta é a justificativa para a necessidade de trés estagoes fixas com coodenadas
conhecidas para estabelecer a exata localizacao do rob6 movel.

Uma vantagem para o uso do sistema de trilateralizacao para a localizacao de
robos moéveis é o baixo custo.

H& também um sistema de trilateralizacao por ultrassom que fornece um nivel
de exatidao aceitavel. Devido ao alcance relativamente curto, esse tipo de sistema é

muito utilizado em ambientes pequenos onde nao haja muitos obstaculos que atrapalhem
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é

Transceptor

|

Transceptore

Transceptor ®

Figura 4.26: Figura (c)

a propagacao do sinal.

4.3.2 Modelo 2

Para o modelo 2, o método de orientacao e de localizacao é totalmente baseado
na odometria.

Esse modelo também é dotado de tracao diferencial, ou seja, as rodas direita
e esquerda tem movimento de rotacao independente. A rotacao das rodas também é
monitorado por encoders.

Deve-se, inicialmente entender que se as velocidades das rodas, direita e esquerda,
tem valores e sentidos iguais, entao o robd translada para frente com velocidade positiva
e para tras com velocidade negativa. Se as velocidades tem valores iguais e sentidos
opostos, entao o robo gira em torno do ponto M que é o ponto de intersecgao do seu eixo
de simetria com o eixo das rodas.

Assim, se a roda direita deslocar-se As a roda esquerda deslocar-se-4, também
As mas no sentido oposto. Logo, como o comprimento do eixo é a, a variagao do angulo

de orientagao é:

S
2
92A
Ap = 225

a
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L {
A
Eixo de simetria
/
Z4
A T I ep—m—
M
N
0 b )'( > X

Figura 4.27: Orientagao

A variacao no angulo de orientagao sera positiva se a roda direita se deslocar no
sentido anti-horario e negativa se o deslocamento for no sentido horéario.

Dessa forma, para saber a orientacao do robd basta saber a medida do angulo
0, no sentido trigonométrico, que o eixo de simetria forma com o eixo X do plano de

referéncia.

y
A

VhE==oeeaeaa-

Figura 4.28: Orientagao

Logo, para estimar a localizagao do rob6 num determinado momento deve-se co-
nhecer a posi¢ao onde o movel se encontrava, o angulo de orientacao antes do deslocamento
e o quanto ele se deslocou na dire¢ao do seu eixo de simetria.

Sejam My (o, yo) a posicao inicial do rob6 e 6y o angulo que o eixo de simetria

forma com o eixo OX do plano de referéncia com o rob6 na posigao inicial.
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Supondo que o robd desloque-se Sy unidades na direcao do seu eixo de simetria,

entao sua posicao M;(z1,y1) é dada por:

x1 = x9 + Sp - cosby

e

Y1 = Yo + So - senby

Se na posi¢ao M; o robo se reorientar e a variagao no seu angulo de orientagao

for A, entao o novo angulo de orientacao sera 0y + Aby.

Se o robd novamente se deslocar na direcao de seu eixo de simetria S; unidades,

sua nova posigao serd dada por My = (x2, 1), tal que:

o =21 + 51 - cos(By + Aby)

e

Y2 = y1 + S1 - sen(fy + Aby), ou seja,

T9 = x1 + 51 - cosb

(¢

Yo = y1 + S1 - senfy, onde 0; = Oy + Aby.

A
M,
71 TTTTITTIONRRRRY -~ Sl R A
Y ourrrrngeel o e I
0] X, X, X,

Figura 4.29: Coordenadas da posi¢ao

Dessa forma, a posigao é dada por M3 = (x3,ys3), onde:

T3 = Tg + So - cos(bh + Aby)

€
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ys = Y2 + Sg - sen(f; + Ab,), ou seja,

T3 = To + So - cosby
e
Y3 = Yo + So - senfy, onde Oy = 01 + Ab;.

Prosseguindo, de forma analoga, apds o n-ésimo movimento, a posicao M, =

(Zn, yn) possui as coordenadas expressas por:

Ty =Ty 1+ Sp_1-cos(0,_1)

e

Yn = Yn—1 + Sn_1 - sen(0,_1), onde 6, 1 = 0,_o + Ab,_5 e S,,_1 é o deslocamento
no n-ésimo movimento.

Diferentemente do modelo 1, esse modelo tem sua trajetéria sobre uma linha

poligonal.



5 TECNICAS PARA O ESTUDO DOS
ROBOS INDUSTRIAIS

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentar-se-a todas as técnicas necessarias para o estudo e com-
preensao do movimento de um robd industrial.

Apresentar-se-4 as transformacoes basicas no plano e no espaco e também a idéia
de matriz de coordenadas homogéneas, extremamente necessaria para o estudo da cine-

mética de um robdo industrial, além da idéia de referencial solidario.

5.2 Sistemas de eixos e referenciais

5.2.1 Sistemas de eixos

Os sistemas de eixos que vai-se utilizar é denotado por sistemas ortogonais e

diretos, que significa que os angulos sao medidos no sentido anti-horario.

Z

A

b
(%

v
<

Figura 5.30: Sistema ortogonal direto

O ponto do espaco seré representado por uma tripla ordenada e o ponto do plano

por par ordenado ou se necessario representar-se-4 os pontos por vetores coluna.

Lo
Ex: Py = (20, %0, 20) ou Py = | yo

20
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Define-se também a operagao de adicao de um vetor 7 aum ponto Py o que nos

d& um outro ponto P, = F, +7, j& que um vetor o pode ser expresso como um segmento
. —_—
orientado Py P;.

Dai pode-se extrair as coordenadas do vetor ¥ em funcao das coordenadas de Py
e Pli
T
v =PRP

7:]31—]30

5.2.2 Referenciais

Os pontos do espaco podem ser vistos de vérias formas considerando sistemas
referenciais diferentes. Trata-se do mesmo ponto o que muda é a descri¢ao dele em relacao

ao referencial.
Considerando-se dois referenciais R e N, respectivamente um mesmo ponto P no

referencial R pode ser representado em outro referencial NV por:

R N

4z Gz
RQ = RQy € NQ = NQy
By, Ng,

X
Figura 5.31: Ponto () nos referenciais R e N

A relagao entre os referenciais R e N tem a ver com a posi¢ao e orientagao entre
eles, ou seja, a forma que se obtem um a partir do outro.

A movimentagao de pontos no espaco é, basicamente, a mudanca de suas corde-
nadas, isto é, a mudanca da posi¢ao )y para a posicao ()2, no mesmo referencial. Tal

passagem ¢ designada por translacao e pode ser obtida através de soma de vetores.
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X

Figura 5.32: Translacao de um ponto

Assim, pode-se escrever p = Qo — Q1 ou ()2 = @1 + p. Essa é a translacao do

ponto () pelo vetor p. As coordenadas de ()5 podem ser expressas por:

q29c ql;c pdf
Q=|q, |=|a, | T]|p
qa, qi, Y&

Para transladar um segmento de reta, basicamente, basta transladar seus dois
extremos. Para transladar figuras mais complicadas deve-se transladar seus pontos de
maior relevancia.

No caso de um cubo deve-se transladar seus 8 vértices.

Percebe-se que esse processo nao é interessante para figuras muito complexas,
principalmente se a transformagao utilizada nao for a translagao.

Uma maneira de resolver esse problema ¢é utilizar um referencial N solidario com
o objeto a ser movimentado em relacao ao referencial R. Antes da transformacao os
referenciais coincidem e depois o referencial R permanece e o referencial N nao.

Considerando-se, ainda os referenciais R e N, vai-se mostrar a relacao entre eles
depois da transformagao.

Na ilustragao tem-se:

e Y@ & um dos vértices no novo referencial e possui as mesmas coordenadas de R

antes da translacao;
e ®(Q) & o ponto Q) apos a translacao;
e p é um vetor no referencial original.

As coordenadas do ponto transladado se mantém em relagao ao novo referencial,
pois o novo referencial é solidario ao objeto. Mas em relagao ao referencial R esse ponto
agora é Q).

A relacao entre as coordenadas ¢ #Q =V Q + p.
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[
|

Figura 5.33: Relagao entre referenciais

5.2.3 Transformacoes elementares

Para se compreender melhor apresentar-se-4 as principais transformacoes elemen-
tares.

Analisar-se-a, além das translac¢oes, também as rotagdes em torno de um dos
eixos coordenados. Isso porque qualquer rotacao ou translacao no espagco tridimensional
pode ser decomposta em rotagoes ou translagoes simples como estas.

A rotagao de um angulo « em torno do eixo OX sera indicada por Rot(z, «), em
torno do eixo OZ sera Rot(z,a) e em torno de OY serd Rot(y,«). Ja as translagoes de
medida a ao longo de um dos eixos seréd indicada por Trans(z,a) se for ao longo de =z,

Trans(y,a) se for ao longo de y e Trans(z,a) se for ao longo de z.
z
A

R

.....‘.\".5

X=x’

Figura 5.34: Rotac@o em torno de x (Rot(x,«))

Nota-se que no espaco tridimensional ha 6 transformacoes elementares possiveis.
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N

X=x’

Figura 5.35: Translagao ao longo do eixo x (Trans(z,a))

5.2.4 Matriz de uma transformacao no plano

Para facilitar o estudo seréd introduzido a notagao matricial para uma transfor-

macao.
A transformagao no plano:

{$1:$0+Px n

Dz
Y1 = Yo + Py Dy

Admitir-se-4 uma transformacao geométrica, onde cada coordenada depende de

, . T Zo
, é equivalente a =
Y1 Yo

todas as outras coordenadas originais e nao apenas do parametro independente. A ex-

2
Py

pressao obtida seria:
r1 = axg + byo + pa N Ty | |a b T
Y1 = cxo + dyo + py Y1 ¢ d Yo

a b
A matriz q sera designada por T
c

Percebe-se facilmente que a matriz que fornece a translacao é a matriz 7T identi-

+

dade.
Na reflexao em relacao ao eixo x, a matriz T' da transformacao é:

S0

No caso da reflexao em relagao a origem tem-se:

~-1 0
0 -1

T =
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> <

> <

o

P(x, -y)

Figura 5.37: Reflexao em relagao a origem

MR FIEH

Uma transformacao importante e interessante é a transformagcao cuja matriz T,

a 0
0 11|

Dessa forma, tem-se:

SEIENEN

Essa transformagao é denominada “Fator Escala”. Tal transformagao é uma dila-

T —

tacao ou contracao na diregao do eixo horizontal.
Para se verificar que essa transformacao nao ¢ uma translacao basta tomar um

contra-exemplo. Considere um segmento de reta de extremos P(2,1) e P(3,4) e T' =

i)
HinEH

P =T(P) =




CAPITULO 5. TECNICAS PARA O ESTUDO DOS ROBOS INDUSTRIAIS 38

L

Percebe-se que nao ha vetor p' que leve cada ponto do segmento P; P, no respectivo

Py =T(R) =

ponto de Py Pj( Vide figura 5.38). Portanto a transformagao nao ¢ uma translagao.

y
4

Figura 5.38: Fator Escala

Uma outra forma de se perceber isso é observar que o segmento P; P, é menor o
segmento P|Pj.
Agora, dar-se-a inicio ao estudo das rotagoes. Vai-se mostrar que a matriz de

uma rotagao de um angulo # qualquer, no plano, é:

T —
senf  cos6

cos —senb ]

Para mostrar que T é realmente dessa forma, vai-se considerar um ponto P no

plano, cujas coordenadas cartesianas sao (z,y) e suas coordenadas polares sao (I, a).
P = (lcosa, Isena)

Aplicando-se uma rotacao de medida oo em torno da origem no ponto P, obteremos
o ponto de coordenadas P’ = (z/,y'), tais que:
{ 2’ = lcos(a+0) = l(cosa - cosf — sena - senf))

y = lsen(a+ 0) = l(sena - cosh + senb - cosa)

x = lcosa
E como , temos:

y = lsena

' =lcos(a+0) =z - cosh —y - senb)
y =lsen(a+0) =x-senl +y - cosd)

Utilizando-se a notagao de matrizes, obteremos:
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o
O X X

Figura 5.39: Rotacao de um angulo «
¥ | | cosf —senf x
y senfl  cosf Yy

5.2.5 Coordenadas homogéneas

>

As coordenadas homogéneas nada mais é do que a introducao de uma componente

adicional na matriz da transformagao. A vantagem dessa nova componente é que se pode

2
Py

representar uma rotacao e uma translagao numa tnica matriz.

. . ~ 21 a b Zo
Ex: Considerar-se-a a transformacao = .
Y1 c d Yo
Pode-se reescrever a transformacgao acima da seguinte forma:

+

1 a b p; T
y1 | =1c d py || %
1 0 0 1 1

A matriz de transformagdo homogénea é constituida por segoes (Vide exemplo

abaixo):
1 cost) —senf p, T
y1 | = | sen cost p, | - | wo
1 0 0 1 1

cos) —senb

Na matriz acima a porcao [ ] ¢ chamada componente de rotacao

senf  cosb

e a porcao [ Pa ] ¢ denominada componente de translacao.

Dy
Percebe-se que a insercao do numero 1 na matriz nao afeta a tranformacao ja

que temos a igualdade 1=1. E por outro lado ji que uma transformacao transforma um
ponto em outro é plausivel esperar que uma sucessao de transformacoes seja obtida pelo

produto das matrizes das transformagoes.
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Dessa forma, sendo Ti,T5, T3, ..., T, transformacoes sucessivas de um ponto P a
matriz da transformagao final sera T = T,,(...(Ty(T5(T>(T1))))...) = Ty, - Tpo1 - - - Ty - T -
Ty - T, pois, T} leva o ponto P no ponto T3P, a transformacgao 75 leva o ponto T (P) no
ponto T5(71P), a transformagao T3 leva o ponto T5(71P) no ponto T53(T»(11P)) e assim
sucessivamente.

Vai-se fazer uma observacao sobre a composicao de transformagoes.

Sendo 77 e T duas transformacoes o que significa T - T7 e T7 - 157

Considerar-se-4 duas transformagoes no plano 7} = (Rota)( Rotagao de a°) e

Ty = Trans(z,a)(Translagdo de medida a no eixo x) para se verificar o que acontece.

y y

A A
y’ Xy ’ y
. . Yo %

a 0
> X - > X
a
T4 T2 Ta

Figura 5.40: Transformacao T - T}

Essa transformacao, T, - T7, rotaciona em «° o referencial solidario e depois o

translada em ¢ unidades sobre o eixo x.

<

A A 3‘/_ X’

y 7

4

: a

’ ‘.'- a
> P X > X
|—a| '—a|
T2 T1 'T2

Figura 5.41: Transformacao T} - T5

Jé a transformacao T} - T, translada o referencial solidario em a unidades e depois
o rotaciona em a°.

Considerar-se-4, agora, uma terceira possibilidade na qual a segunda transforma-
¢ao é aplicada ao referencial recém criado:

Percebe-se que essa terceira possibilidade coincide com a poés-multiplicacao da
matriz T». Assim, conclui-se que a pré-multiplicacdo de uma transformacgao por outra
significa aplicar essa segunda transformagcao no referencial global e a pos-multiplicacao
de uma transformagao por outra significa aplicar essa segunda no novo referencial, isto é,

utiliza-se de referenciais intermedirios para a transformacao.
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T2
a )
A ‘Y X
y "",
. ax
"::; a
y > ¥

T

Figura 5.42: Transformacao aplicada ao referencial recém criado

5.2.6 Matriz de uma transformacao no espacgo

a b ¢

A matriz de uma rotagao de um ponto em relagao a origem é dotipo | d e f |,

g h 1
j& que mais uma coordenada deve ser inserida.
Pz
O vetor que representaré a translacao sera denotado por ? = | py
22

Portanto, a matriz de transformacao homogénea tem a seguinte estrutura:

a b ¢ p,
T - d e f py
g h i p.
0 0 0 1

Vai-se analisar os trés tipos de rotacao, anteriormente mencionados, em torno do
eixo z(Rot(x,0), em torno do eixo y(Rot(y,0) e em torno do eixo z(Rot(z,0).
Na rotagao em torno do eixo x o valor da abscissa permanece fixo e os valores de

y e z mudam.
Dessa forma, a rotagao em torno do eixo = se reduz a analise de uma rotagao no

plano ZOY .

Assim, transformacao, em forma matricial, que traduz a rotagao de um angulo 6

de um ponto Py = (xg, Yo, 20) em torno do eixo z, é:

1 1 0 0 Zo
y1 | = | 0 cosf® —senb | - | yo
1 0 senfl cost 20

Portanto, a matriz de coordenadas homogéneas dessa transformacao é a seguinte:
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Z
A

.\ 0 > Y

\qp

X

Figura 5.43: Rotacao em torno do eixo x

0 0

Rot(x, 0) cost) —senb
ot(xz,0) =
senf  cosb

0 0

o O O =
_ o O O

As rotagoes em torno do eixo y e do eixo z, podem ser traduzidas, respectiva-

mente, como:

1 [ cos® 0 send | x
n | = 0 I 0 | vo
| 21 | | —sent) 0 cost | | 2 |
[ 2y ] [ cos® —senf 0] [ xo ]
y1 | = | senf cos@ 0 | - | yo
= | 0 0 1] [ 2 |

E suas respectivas matrizes de transformacao de coordenadas homogéneas, sao:

cosl 0 senf 0
0 1 0 0
—senfl 0 cosf 0
0 0 0 1

Rot(y,0) =
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cosd —senf 0 O

0 g 0 0

O
0 0 0 1

Portanto, a matriz de transformacao de coordenadas homogéneas que traduz as

sucessivas rotagoes em torno dos eixos x,y e z com uma translacao é do tipo:

11 Ti2 T13 Pu
o1 T22 T23 Py
T31 T32 T33 P

0 0 0 1

T =

Sobre a matriz da transformacao, ha trés observagoes importantes:

e Leva um ponto para outro local dentro do mesmo referéncial;
e Relaciona as coordenadas em relagao a dois referenciais distintos;

e Transforma um referéncial R num referencial N.

A matriz de transformagao, representa ainda, as componentes de posicao e de
orientacao do novo referencial, pois em relagao ao referencial solidario ao objeto a sua
posi¢ao nao muda. Nessa matriz o vetor (ri1,re,731) da a orientagao do eixo OX’ do
novo referencial, o vetor (rya, 792, 732) dé a orienta¢do do novo eixo OY” e (113,723, 733) dé
a orientagao do novo eixo OZ’.

Para mostrar isso basta mostrar o que essa matriz faz com a base canonica do
referencial original que séo os vetores (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1).

Inicialmente deve-se verificar a posi¢ao da origem do novo referencial:

Seja O'(01, 02,03) a origem do novo referencial. O ponto O’ é obtido através da

transformagcao do ponto O(0,0,0), origem do referencial original.

01 i1 Ti2 T3 Paz 0

O2 | | T21 T22 T2z Py 0

03 B 31 T32 T33 P 0

1 0O 0 0 1 1
-01- _T11'0+T12'0+T13'0+px'1

oy | | ra1-047re2-0+7r3-0+py,-1

03 B 7310 4+732-04+1733-0+p,-1
i 1 | i 0-0+0-0+0-0+1-1
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01 Dz
O2 | | Dy
03 B D=

1 1

Portanto, O'(py, py, p-).

Aplicar-se-se, agora, a transformagao no ponto (1,0,0):

Seja X' = (x1, 41, 21) 0 ponto resultante da aplicagao da transformagao no ponto
(1,0,0).

T 1 T2 T3 P 1

Y | | Ter Ta2 T23 Py 0

a | | s ora ores pe 0

1 0o 0 0 1 1
N _7’11'1+T12'0+7‘13'0+pz'1

1 | | T2 l47re-0+4713-0+4p,-1

2 B 7311 4+732-04733-04+p,-1
1] | 0:140-04+0-0+1-1
B _7“11'1+Pa;'1

Y1 | | racl4py -l

a | | rmcl4p-l

1 | 1-1

T r11 + D

yi | | Taat Dy

Z1 B r31 + P2
i 1 | i 1

Portanto, X' = (r11 + pa, 721 + Dy, 731 + P2).

Aplicar-se-a, agora, a transformagao ao ponto (0, 1,0):

Seja Y’ = (x2, %9, 22) 0 ponto obtido pela aplicacdo da transformagao ao ponto
(0,1,0).

Dessa forma, tem-se:

T3 1 Ti2 T3 Pa 0
Yo | | T2t T22 T23 Py 1
| |t e T oD 0
1 0O 0 0 1 1
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) ri1-0+rg-14+r3-0+p, -1

Yo | 791 -0+ 1o 1+7193-0+p,-1

29 | | s O04 s 14753 04p,-1
_1_ i 0-0+0-1+0-0+1-1
_532- _7"12'1‘|‘Pz'1

Y2 | | T2-l4py-l

29 B rgs - 14+p, -1

1 1-1

) T2 + Do

Y2 | | T2t Dy

|| ratp

1 1

Portanto, Y = (112 + ps, 22 + Py, 32 + P2).
Denotando-se por Z’ = (x3,ys, 23) 0 ponto obtido aplicando-se a tranasformagao

ao ponto (0,0, 1) e procedendo-se de forma anéloga a anterior, tem-se:

T3 11 Ti2 T3 Pa 0
Ys | | Ter Ta2 T23 Py 0
| | s Ta2 ras pe 1
1 0O 0 0 1 1
[ 25 | [ 04 ria 04 rig - 14y - 1
ys | | raa 047122047193 1+py-1
23 B 731+ 0+7130-0+7r33-1+p,-1
i 1 | i 0-0+40-0+0-14+1-1
[ 5 ] [y 14p, -1
ys | | s l4py -1
23 B r33-1+p, -1
1 1-1
T3 r13 + Pz
Ys | _ 723 + Dy
23 33 + Dz
1 | 1

Portanto, Z" = (ri3 + pg, T3 + Dy, 733 + D).

Dessa forma, os vetores O’ X', O'Y' e O'Z’ sao os vetores que descrevem a ori-
) )
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entacao dos eixos coordenados do novo referencial, pois, sao obtidos pela transformacao
aplicada na base canonica do referencial original.

Calculando-se as coordenadas dos vetores O’ X', O'Y" e O'Z’, obtem-se:
OX' =X -0
O'X" = (ri1 + pasr21 + py, 731 + p2) — (Pa, Py, D2)

O'X" = (111,791, 731)5
O/y/ — Y/ _ O/
O/Y/ — (’]”12 —|—pw,7”22 +py,r32 +pz) - <p$7py7pz)

oY= (7”127 22, 7“32)

O/Z/ — Z/ _ O/
0'7 = (T13 + Pus T23 +py,7“33 +p2) - (px’py’pz)

0'Z = (7“1377’2377’33)

Portanto, as 3 colunas da parte da matriz que se reserva as rotacoes na matriz
de coordenadas homogéneas traduzem, respectivamente, os vetores que dao a orientagao
dos eixos do novo referencial O’ X', O'Y'eO’'Z" em relagao ao referencial original.

O processo de se obter um ponto através de uma transformacao aplicada num
ponto inicial, intuitivamente, d4 a idéia de que o processo ¢ reversivel, ou seja, tem-se um

ponto no novo referencial e se obtém as coordenadas do ponto antes da transformacao.
P=T-P=T7"'P =5

Percebe-se, entao, que a inversa da matriz da transformacao é também uma
matriz de uma transformacao, e esta por sua vez possui a propriedade de levar de volta o
ponto transformado.

Portanto, a transformacao 7! desfaz o efeito produzido pela transformacao T

em um determinado ponto P.



6 O ESTUDO DOS ROBOS INDUSTRIAIS

6.1 Introducao

Os rob6s manipuladores ou industriais sao de suma importancia para a industria,
pois sao capazes de efetuar tarefas repetitivas, com precisao, em ambientes onde o ser
humano sofreria danos & sua satde.

Vai-se apresentar os tipos de estrutura desses manipuladores e a anélise de seus
elementos.

No estudo da cinematica dos robds manipuladores ha duas areas:

e Cinemética direta;

e Cinemética inversa.

Inicialmente vai-se introduzir os principios béasicos dos robdés manipuladores e
seus elementos constituintes. Logo depois, estudar-se-a4 apenas a cinematica direta desses

equipamentos.

6.2 A cinematica direta de um rob6 manipulador

A cinematica direta de um rob6 manipulador trata da obtencao de equagoes
matematicas dos movimentos entre os varios componentes do equipamento.
Essas equagdes, na cinemética direta, servem para se obter as coordenadas (z, y, 2)

do 6rgao terminal a partir dos angulos das suas juntas.

6.3 Elementos de um manipulador industrial

Um manipulador robético é composto por membros ou elos conectados por juntas.
A esse conjunto dé-se o nome de cadeia cinemética aberta se cada junta liga apenas dois
elos. Esse é o caso do manipulador industrial.

Geralmente, o nimero de juntas determina o nimero de graus de liberdade do
manipulador, pois a maioria das juntas possuem um grau de libredade. Caso a junta
defina mais um grau de libredade o nimero de graus do manipulador é dado pela soma
dos graus de todas as juntas.

A maioria dos manipuladores possuem 6 garus de liberdade ou 6 DOF (degrees of
freedom), trés para posicionar o érgao terminal(Ferramenta de trabalho) e outros 3 para

orienté-lo.
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Junta

Junta

7777 7 7 Base

Figura 6.44: Elementos de um manipulador robético

Ha outros tipos de manipuladores com maior ou menor ntimero de graus de li-

berdade. Isto depende da funcao para a qual o manipulador foi criado.

Para se compreender melhor a cinemética direta vai-se apresentar o estudo de um
manipulador planar de 2 DOF.

Para isso deve-se determinar equagoes que expressem as coordenadas (z,y) da

extremidade final do manipulador em funcao das medidas dos angulos, 6, e 05, das juntas

Figura 6.45: Esquema de manipulador planar 2 DOF

Considerando-se os elos 1 e 2, que medem respectivamente [; e ly, formando os
angulos de medidas 6; e 3 como mostra a figura 5.2.

Dessa forma, as coordenadas de (1, y1) podem ser expressas em fungao do angulo

f, e da medida [;:

r1 = licosty

Yy = l1senb,

Ja as coordenadas (z2,y2) da tltima extremidade do manipulador podem ser
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expressas do seguinte modo:

Ty = x1 + lacos(0y + 65)

Y2 = Y1 + lgsen(el + 92)
Dai, substituindo-se o valor de x; e y; na expressao de x5 e 2, obtem-se:

Ty = licosby + lacos(01 + 6)

Yo = lysenby + lasen(0y + 0s)

Percebe-se que quanto maior o numero de graus de liberdade (DOF’s), maior é a
complexidade da dinamica e da cinemética do manipulador.

O volume varrido pela ferramenta de trabalho de um manipulador robético é
denominado volume de trabalho. O volume de trabalho depende diretamente da geometria

do manipulador e das restrigoes das juntas.

Figura 6.46: Volume de trabalho

Ha vérios tipos de juntas de um manipulador. As principais sao as seguintes:

Prismatica;

Torcional;

Rotacional;

Revolvente.

A junta prismatica é aquela em que seu movimento se da em linha reta através

do deslizamento de duas hastes.
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f

Figura 6.47: Junta prismatica

Figura 6.48: Junta torcional

A junta torcional possui os eixos de entrada e de saida com a mesma dire¢cao do
eixo de rotagao da junta.
A junta rotacional possui os elos de entrada e de saida perpendiculares ao eixo

de rotacao da junta.

Figura 6.49: Junta rotacional

Na junta revolvente o elo de entrada possui a mesma direcao do eixo de rotagao
da junta e o elo de saida é perpendicular a este.
Em relacao aos elos ha algumas caracteristicas a serem consideradas. Os elos

apresentam-se com varias geometrias, o que interfere diretamente na cinematica do ma-
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Figura 6.50: Junta revolvente

nipulador.

Na sequéncia vai-se apresentar algumas dessas geometrias para melhor compre-
ensao dos parametros que afetam a a cinematica de um manipulador.

Definir-se-a dois sistemas de coordenadas de tal modo que o eixo z coincide com
o eixo da junta. O n-ésimo elo e a sua junta anterior, que é a junta também de nimero
n, determinam o sistema de coordenadas n, que é solidario com o elo. Ja o sistema de
coordenadas de nimero n—1 é aquele sobre o qual se opera a junta de niimero n e também
o elo de niimero n.

Considerar-se-4, entdo, que o sistema de coordenadas 0 (zero), é o primeiro elo,
isto é, esta fixo na base do manipulador.

Denotar-se-a por:

[, o comprimento do elo de ntimero n;

d,, o deslizamento sobre o eixo z de uma junta n + 1 em relacao a junta n;

0, o angulo da n-ésima junta;

a,, o angulo de tor¢ao em torno do eixo x de uma junta n + 1 em relagao a junta n.

Baseado nessas defini¢oes, vai-se, agora, apresentar alguns exemplos de elos com
variacoes desses parametros.

No elo tipo 1 (Vide figura 6.51) com juntas rotacionais, tem-se que:

Iy, # 0;

0,, e 0,1 variaveis;

o o, =0
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Ya
»

Junta n+1 7
W&
A

Junta n

Figura 6.52: Elo tipo 2

Vai-se apresentar, agora, o elo tipo 2(Vide figura 6.52) também com juntas rota-
cionais.

No elo tipo dois, percebe-se que ha um deslizamento sobre o eixo z.

Deste modo, tem-se os seguintes dados:
o d, #0;
o I, #0;

e 0, e 0, varidveis;
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o o, =0

No elo tipo 3 ha um detalhe que da-se o nome de torgao (Vide figura 6.53). No
elo tipo3, os eixos das juntas rotacionais sao ortogonais, ou seja, o angulo de torcao é
—90°.

Z
n‘ e n+1 X
., n
WU > o v

Juntan+1 % X’

Yn—l
v,

Figura 6.53: Elo tipo 3

Assim, os dados deste tipo de elo, sao:

I, # 0;

0,, e 0,1 variaveis;
o a, = —90°

Um outro tipo de elo é o que possui de um lado uma junta torcional e do outro
uma junta rotacional (Vide figura 6.54).

Os dados do elo tipo quatro sao os seguintes:

d, # 0;

0,, variavel,

o, = 90°

H&, também, um elo que possui de um lado uma junta prisméatica e do outro uma
junta rotacional(Vide figura 6.55).

As informacoes desse tipo de elo, sao:
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Figura 6.55: Elo tipo 5

e d, # 0 (variavel);

0, =90° ;

o o, = 90°

H4, também, outros tipos de elos, cuja geometria pode ser gerada a partir das
combinagoes das informagoes anteriores. Por isso, essas citadas anteriormente, sao consi-
deradas algumas das principais.

Dos parametros analisados, é 6bvio que nem todos sao constantes, pois caso
contrario, o manipulador ficaria imoével.

Se a junta for rotacional a variavel é o angulo #;, se a junta for prismatica a

varidvel é o deslocamento d; da junta, isto é, a distancia entre os elos.
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6.4 Matriz associada a um elo /;

Vai-se, agora, associar a cada elo do manipulador uma matriz de uma transfor-
macao. Essa transformacgao deve associar cada elo [; e a junta ¢ com o referencial gerado
v+ 1.

Essa transformacao num elo /; pode ser decomposta em quatro transformacgoes
elementares.

Para as duas primeiras deve-se lembrar que o eixo z de cada referencial deve

coincidir com o eixo da junta z;_; e que h& uma translacao longitudinal sobre o eixo x;

com valor igual ao comprimento do elo, pois o eixo x possui alinhamento com o mesmo.

yi

Figura 6.56: Transformagoes em cada elo

Desse modo, as duas primeiras transformacgoes elementares sao a rotagao de um
angulo #; em torno do eixo z;_; da junta i e a segunda é justamente a translacao longitu-
dinal de comprimento [;, ao longo do eixo z; 1 .

A terceira transformacao elementar é o deslocamento ou deslizamento sobre o
eixo z; no valor d;, que é o afastamento entre as juntas e a quarta é a tor¢cao de um angulo
a; que ¢ dado pela rotagao em torno do eixo longitudinal z; do elo [;.

Dai, pode-se enumerar as transformagoes em cada elo da seguinte forma:
1. Rotagao de um angulo #; em torno de z;_1;
2. Translacao de comprimento [/; ao longo de x;;
3. Translacao transversal de comprimento d; ao longo de z;;
4. Rotacao de um angulo «; em torno do eixo z;.

Denotar-se-a por ! A; a matriz associada a cada elo e que relaciona os referenciais

t — 1 e 7 representados nele.
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Portanto, a matriz "1 A;, é:
=1A; = Rot(z,0;)Trans(l;,0,0)Trans(0,0, d;) Rot(x, o;)

A partir de agora, para nivel de praticidade denotar-se-a4 cos por C' e sen por S.

Co;
1y, S0,
[ o,
iy 56,
[ co,
iy S0,

—S6;
Co;

o O O O

—S6;
Co;

o O O O

—50,Cw;
Co,Cuo;
Sa;

0

ol[1004][100 0 1 0 0 0
ollotool]o10 0 0 Co; —Sa; 0
olloo1o0]|001d]|]|0 Su Ca; 0
1]looo1][000 1 o 0 0 1
o] [1 00y 1 0 0 0
ollo 10 0 0 Co; —Sa; 0
0 0 01 d; 0 Say Ca; O
1]]ooo0 1 o 0 0 1

S0;Sa;  1;C6;
—C0;Sa; 1;50;
Co; d;

0 1

Lembrando-se que um manipulador industrial é constituido de “n + 1”7 membros

contados a partir da base, que é considerada o membro 0(Zero), interligadas por “n” juntas

de modo que a junta de nimero ¢ interliga o membro (Elo) de ntimero i ao de ntmero

1 — 1. Deve-se atribuir sistemas de coordenadas a cada membro da cadeia cineméatica do

robo.

Convencionalmente, o eixo x;_; se estende sobre o elo 7, o eixo z;_; deve se

localizar paralelo ao eixo da junta e o eixo y;_; € localizado pela regra da mao direita.

Junta i

Figura 6.57: Atribuigao de sistemas de coordenadas

Para se atribuir os sistemas de coordenadas aos elos, deve-se colocar o manipu-

lador na posigao 0 (Zero), que é uma posi¢ao conhecida, o que se traduz em algo muito

conveniente.
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Depois deve-se determinar as matrizes "1 A;, i € {1,2,...,n}, associadas aos
membros.

Agora, para se determinar a posigao e orientacao da ferramenta de trabalho do
manipulador pode-se seguir dois procedimentos, percorre-se os membros do manipulador
considerando-se todas as transformagoes sucessivas nos sistemas de coordenadas que se
atribuiu em cada membro, o que pode ser obtido pelo produto de todas as matrizes ‘=1 A;,
i€{1,2,...,n},ouseja, *A; -1 Ay2 A3---""2 A, _1-""1 A, ou simplesmente vai-se do sistema
da base até o sistema associado a ferramenta de trabalho, localizada na extermidade livre
do tltimo membro, através da matriz de coordenadas homogéneas °T),.

Desse modo, tem-se a igualdade:
OTn 0 Al 1 A2 2 A3 L..n—2 Anfl n—1 An
Essa igualdade fornece as seguintes informagoes:

e A componente de rotacao da matriz °7), traduz os vetores de orientacao da ferra-

menta de trabalho do manipulador em funcao dos angulos definidos pelas juntas;

e A componente de translacao de 7}, traduz a localizacdo no espaco da ferramenta
de trabalho.

Portanto, a matriz %7, ¢ a matriz que apresenta a cinematica direta de um ma-
nipulador industrial, ou seja, a posicao e a orientacao da ferramenta de trabalho do robo.

Recordando-se o caso do manipulador planar 2 DOF, da secao 5.3, pode-se obter
as equacoes de sua cinemética utilizando-se as matrizes "1 A;.

Inicialmente, deve-se atribuir os sistemas de coordenadas e depois construir as
matrizes 1 A; 1 € {1,2}.

Y
’ ¥ Y,
Base A A K
91‘ ..... (>} TEEREEE "Xn".-.:!’éq """ >X1 } """"" >X2
.} | 4 0. } y | 4
Z, Z Z,

Figura 6.58: Atribuigao de sistemas de coordenadas 2 DOF

Para o elo de niimero 1, tem-se § =6, a =0, =1, e d; = 0.
Para o elo de numero 2, as relagoes sao 6 =65, a =0, =1y e dy = 0.

Com isso, obtem-se as matrizes:
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Co, —S0,C0 56,50 1,06, co, —S8, 0 1,06,
ou — | SO CHCO —COSO LSO | _ | S0 CO 0 Lo,
0 S0 o 0 0 0 1 0

0 0 0 1| Lo o 0o 1 |

[ 0O, —S6,C0 S6,50 1,CO, | [ Ccl —S6, 0 1,06, ]

Ly, | S0 CB:CO—COS0 LSO, | | 56, CO 0 1Sb,
0 S0 o 0 0 0 1 0

0 0 0 1| o 0o 0o 1

Dai, a matriz %75 da transformacao procurada é obtida pelo produto de °A; por

14,.
0T2:OA1_1A2
[ co, —S6, 0 1,06, Chy —S0, 0 1,CH,
o, _ | S0 OO 0 16, SO, CO, 0 1,50,
1o o0 1 o0 0O 0 1 0
o 0 0 1 0o 0 0 1

[ CO.C0, — S0,50, —C0,50, — S0,CO; 0 1,CH:C0 — 1,560,505 + 1,CH,
S0,C0, + C0,50; —S50,505 4+ C0,CO; 0 12C0,50; + 1:50,C0 + 1,56,

0T2 —
0 0 1 0
I 0 0 0 1
[ C(0,+60,) —S(O1+60,) 0 LCWO+0,) +1L,CH
o7, — S0, +60:) C(61+62) 0 S0+ 62)+ 11560,
0 0 1 0
0 0 0 1

Percebe-se que a componente de translacao da matriz de coordenadas homogéneas
fornece o mesmo resultado obtido na secao 5.3.

Na situacao a seguir analisar-se-4 um robd nao-planar de 2 DOF, ou seja, um
manipulador com dois graus de liberdade.

Nesse caso, ha uma possibilidade de rotacao do elo 2 em relacao a base.

Atribuir-se-a os sistemas de coordenadas aos elos como se fez no caso anterior
(Vide figura 6.60):

Agora, deve-se analisar as informacoes para cada elo.

Paraoelo 1, tem-se 0 =60,, a =90°, 1 =0ed=1[.

Ja, para o elo 2, vem que 0 =60y, a =0°, [ =1y e d=0.

Deve-se, agora , determinar as matrizes para cada um dos elos, °A; e 1 As,.

Como a matriz que relaciona os referenciais em cada elo é a matriz
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1<

B

Figura 6.59: Esquema de manipulador nao-planar 2-DOF

E

Figura 6.60: Atribuigao de sistemas de coordenadas

1A = , tem-se que:
Sy Cay d;
0 0 1
co, —S6,C(90) S6,5(90) [,CO, co, 0 SO,
04, — S6, CH,C(90) —C60,5(90) 1,56, _ S0, 0 —Co,
0 S(90) C'(90) dq 0 1 0
0 0 0 1 0O 0 0
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Chy —56,C(0) S0,5(0) 1,Cy Clhy —S0, 0 1,CHs

L | S8 CH,00) —CHS(0) 188, | | Sb COy 0 1,56,
Lo S(0) C(0) o | | o 0 1 0

0 0 0 1 o 0 0 1

Portanto, a matriz que fornece a cinemética direta do manipulador nao-planar
2—DOF, é OTQ =0 Al A AQZ

co, 0 S0, 0 Cly =S50, 0 [,C0,
o7, — S6, 0 =Co; 0 Sty  COy 0 1550,
0o 1 0 L 0 o 1 0
. 0 0 0 1 0 0o 0 1
[ CO.CO0, —COS0, SO 1,C0,C0,
o7, — S6,C0, —S560,50; —CO; 1,C0,50,
N Cb, 0 LSO+ 1
|0 0 0 1

No proximo exemplo analisar-se-4 um manipulador muito utilizado denominado
ROBO SCARA (Vide figura 6.61). Esse manipulador possui 4 graus de liberdade, onde

3 juntas sao rotacionais e uma é prismética. Geralmente a junta rotacional do punho se

//d
L
’ —

localiza depois da junta prismaética.

———t—

Figura 6.61: Manipulador SCARA

O esquema do rob6 SCARA esta na figura 6.62. Agora, deve-se atribuir os siste-
mas de coordenadas as juntas e elos (figura 6.63).

Perceba, pelo esquema da figura 6.63, que os elos [; e [, podem ser tratados como
um s6 elo. Isso faz com que os calculos sejam simplificados.

Dessa forma, colocando-se o manipulador na posi¢ao 0 (zero), ou seja, numa

posicao conhecida e conveniente, tem-se que:



CAPITULO 6. O ESTUDO DOS ROBOS INDUSTRIAIS 61
0
[ ]
[ [
S
Figura 6.62: Esquema de manipulador SCARA
N
1
v
Figura 6.63: Atribuicao de sistemas de coordenadas
e Paraoelo Ly = (1 +13),0 =61, a =180% I =1y e d = Iy
e Paraoelo Ly =13,0=0,,a=0°1l=l3ed=0;
e Paraocelo L3 =14,0=0,a=0°1=0ed=ds;
e Paraoelo Ly, tem-se 0 =0,, a =0° 1 =0ed=djy.
Agora, deve-se contruir as matrizes =LA, associadas aos elos.
Co, —S6,C(180) S6,5(180) 1,CHy ce, S0, 0 1L,Co
04 Se, CO,C(180) —C01S(180) 1,56, | | SO —CO 0 1,560
' 0 S(180) C/(180) L 0o 0 -1 1
|0 0 0 1. 0 0 0 1
| Cly —S6,C(0) S60:,5(0) 1300, Chy =SS0y, 0 13CH,
4 SOy  CO,C(0) —C05(0) 1356, SO, Cly 0 1350,
S IV 1) C(0) 0 0o 0 1 0
|0 0 0 1 0 0 O 1
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C(0) —S(0)C(0) S0)S(0) 0-C(0) 100 0
sp, | 8O COCO) ~CO)S(0) 0-50) | _ |0 10 0
0 S(0) C/(0) ds 00 1 dy
i 0 0 0 1 0 0 0 1
[ 00, —S6,0(0) S6,5(0) 0-C6, CO —S6, 0 0
sa,_ | S04 CHCO) ~CONS(0) 0-S6s | | SB Ci 0 0
0 S(0) C(0) d 0 0 1 d
0 0 0 1 0 0 0 1

Dai, a matriz que traduz a cinematica direta do robd SCARA, ¢ 9T, =% A, .1 A, .2
Ag 3 A4Z

Co SO, 0 L,Co, | [ o —S6, 0 156, [1 00 0
o, _ | S0 —Co 0 LS6 | | S0, C8 0 16, | | 010 0
0o 0 -1 0 0 1 0 00 1 d
o 0 0 1 0o 0 o0 1 000 1
COy —S6; 0
S0, Co, 0
0 0 1 d
0 0 0 1
ClOr—0,—0)) SO —0,—0)) 0 1,CO +15C(0, — 6)
o, — | S1=0:=0) —CO—6,—01) 0 LSO +1LS(6 —6)
0 0 ~1 I, —dy — dy
0 0 0 1

No caso em que o manipulador estd na posi¢cao em que os angulos 6; = 90°,

0y = 0, = 0 e as medidas ds = d, = 0 a matriz %7} fica da seguinte forma:

C(90) S(90) 0 1,C(90) + 15C(90) 01 0 0

op, _ | S(90) =C(90) 0 BSO0)+1S(90) | |10 0 bl
0 0 -1 lL—0—0 00 -1 L
0 0 0 1 00 0 1

Da matriz obtida, pode-se extrair que a orientagao a orientacao da ferramenta
de trabalho do manipulador ¢ dada pelos vetores coluna da porgao da matriz destinada
a rotagao, ou seja, OX, tem a orienta¢do do vetor (0,1,0), OY, tem a orientacdo do
vetor (1,0,0) e OZ, tem a orientagdo do vetor (0,0,—1) e a posigao da ferramenta do

manipulador esta localizada no espago pela extremidade do vetor (0,ls + I3,17).



7 CONSIDERACOES FINAIS

O ensino de matematica estd muito dinamico. Todos os dias surgem novos me-
canismos tais como simuladores, geradores de gréficos, etc. No entanto, percebe-se que a
cada dia o discente fica mais curioso em relagao as aplicagoes do que estuda.

Os cursos técnicos tem tido grande expansao e a necessidade de novas ferramentas
e técnicas para o ensino se fazem necessérias.

Nessa busca por um ensino que satisfaca as necessidades dos alunos dos ensi-
nos técnicos e tecnologicos, a matematica aplicada aparece como um grande e relevante
mecanismo de ensino.

Na matematica aplicada o aluno tem a oportunidade de saber onde aquilo que é

seu objeto de estudo pode ser empregado.
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