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Resumo

Este trabalho apresenta aspectos tedricos e praticos da transformacdo de um poliedro dado
originando um poliedro derivado, bem como suas aplicacdes na teoria e no mundo real. Ind-
meras figuras produzidas através de simulacao de truncamento sio apresentadas para melhor
esclarecimento do texto desenvolvido. Exemplos de assuntos discutidos sdo: matrizes, vetores,
secOes aleatérias de um poliedro por inimeros planos, aplicacdes de poliedros no mundo real
e a construcdo fisica de poliedros convexos e poliedros estrelados. Aspectos do método de
ensino e aprendizagem desenvolvido e empregado em sala de aula e sua importancia também

sao apresentados.

Palavras-chaves: Poliedros, Truncadura, Algebra Linear, Transformacdes.
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Abstract

This dissertation presents the general aspects of the transformation of a given polyhedron
yielding a derivative polyhedron, as well as examples of their applications in the theory and the
real world. Numerous figures produced by simulation truncation are presented to better clarify
the text developed.Examples of topics discussed are: matrices, vectors, random sections of a
polyhedron by numerous plans, polyhedra real world applications and physical construction
of convex polyhedra and starry polyhedra. Aspects of the method of teaching and learning

developed and used in the classroom and its importance room are also presented.

Key-words: Polyhedra, Truncation, Linear Algebra, Transformations.
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Introducao

A geometria sélida, ou seja, a geometria dos objetos tridimensionais - tornou-se ne-
cessaria logo que os seres humanos comecaram a criar qualquer coisa mais complexa do que
uma simples barraca (quando a tentativa e erro e ndo a matematica podia ser suficiente). Um
exemplo da geometria sélida (ROONEY, 2012) e que foi um dos trés problemas enfrentados

pelos matematicos classicos gregos, encontrar o dobro de um cubo.

Problemas de geometria sélida estdo relacionados com a medida de dimensdes ou
volume de uma forma tridimensional. O volume medido n3o precisa ser o de um sélido; é
bem provavel que os primeiros usos da geometria sélida se relacionavam com as medidas de
capacidade bem como calculo de dimensdes de edificios. Alguns dos problemas nos textos

babil6nios e egipcios se relacionavam ao célculo do volume de celeiros e piramides (ROONEY,

2012).

Antes de comecar a trabalhar em uma piramide, os construtores egipcios ou maias
tinham que calcular seu volume para saber a quantidade exata de pedras que por simplicidade

de construcdo eram aproximadamente clbicas ou paralelepipedais.

Ao longo da histéria do homem civilizado podemos observar a importancia e a admira-
cdo do ser humano, especialmente os mateméticos, pelos poliedros (FLOOD; WILSON, 2013;
ROONEY, 2012)

Plat3o identificou os tnicos cinco sélidos de faces planas poligonais, ou poliedros, com
todas as faces iguais, cuja representacdo aparece na figura 1. Ele acreditava que os poliedros

estavam associados a perfeicdo do universo (FLOOD; WILSON, 2013).

Embora se atribua a Platao a primeira descricao dos chamados poliedros platdnicos,

eles estdo todos representados em esferas de pedra entalhadas com 4.000 anos de idade

encontradas na Escécia (FLOOD; WILSON, 2013; ROONEY, 2012).
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Figura 1 — Poliedros de Platao e suas associacoes com os cinco elementos aos quais se asso-
ciam.

O grande matematico neoplatdnico alem&o Johannes Kepler (1571-1630) tem seu
nome associado aos poliedros estrelados, os poliedros de Kepler-Poinsot (FLOOD; WILSON,

2013), cujos exemplos aparecem na figura 2.

Figura 2 — Poliedros de Kepler-Poinsot, construcdo de Zeferino (2013).

No contexto da Educacdo, quando um estudante depara com um contetido novo ele
pergunta: “Para que serve isso?” ou “Onde vou usar isso"”. Existem inimeras utilidades préticas

dos poliedros. Podemos citar as simulacdes em computadores de veiculos. Na computacao
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grafica, os objetos tridimensionais sao poliedros, até mesmo a roda do carro é um poliedro

com um nlmero muito grande de faces. A figura 3 apresenta isso de maneira bem clara.

Fe  Wiew 'Ie-;u __ y  sterialc i Hep
Wipw BEamLigedc OPOr 2o @B O8O0 6 20 - 8
Front o) 625 &, (&) [r =) sz A (8] Buscpr CIES
| 1 | LT 111 e o
LIE EEEEE §—
- \ Subirachon
i AL b' | I l A 1 e o
it [P
I == i; j L _I b _,} : ‘ﬁfb_ - Set Glrect b
‘ﬂ === b I BN e v e St oot et
- === & |
I
| [ | |
[Tom N 4312 (&) (8] [Persmecave +] =0 (& (&)
| ]
|‘ - [
'ﬁ. ..q_\_"__ 4 Pl
Lits: 15 {0, 65,0808, -28.7617) V492 F1466 G2 B:0 P15 WS | [t posienn cperaton
(a)

(b)

Figura 3 — (a) Elaborando o chassi (poliedro) do carro UENF-PROFMAT-LCMAT no mode-
lador gratuito Misfit Model 3D; (b) O carro UENF-PROFMAT-LCMAT ja com

textura e em agao.

Outro exemplo muito admirado, ndo sé pelos matematicos, é o de poliedros que sdo
decorados com obras de Maurits Cornelis Escher, artista grafico holandés (1898-1972). A

figura 4 ilustra alguns desses exemplos.
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Figura 4 — Poliedros montados por Zeferino (de 1999 a 2014) com trabalhos artisticos de M.
C. Escher.

Os poliedros aparecem, também, nas engenharias, arquitetura, biologia, quimica. O

enfoque aqui assumido é na Matematica.

Neste trabalho é mostrada uma aplicacdo de vetores e matrizes no espaco R3. Também,
mostram-se resultados da utilizacdo dessa aplicacdo através da implementacao de softwares
que foram desenvolvidos, pelo autor deste trabalho e outros softwares, para serem utilizados
como ferramenta auxiliar no ensino de Matematica. Mostra-se o ensino de poliedros, mais
precisamente com o ensino da transformacdo (por secBes convenientes através de planos) de
um poliedro primitivo em um poliedro derivado. O estudo realizado, envolvera, também, a
solucdo de sistemas lineares e a determinacao dos pontos que definem o envoltério convexo

da secdo plana de corte de um poliedro (conjunto dos pontos solucdo destes sistemas lineares
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para a determinacdo de poligonos convexos de secdes de poliedros por planos).

A presente dissertacao esta dividida em cinco capitulos, além da presente introducao,

organizados da seguinte forma:

O primeiro capitulo trata dos conceitos fundamentais de Geometria necessérios para o

desenvolvimento desse trabalho.

O capitulo dois trata de Matrizes, Vetores e Transformacdes de Poliedros, sendo apre-

sentados softwares empregados no desenvolvimento da proposta.

O capitulo trés trata dos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio Brasileiros
(PCNEM) e o Curriculo Minimo proposto pela Secretaria de Estado de Educacdo no Rio de

Janeiro referente ao ensino de poliedros.

O capitulo quatro trata de consideracdes sobre o ensino de Matematica e da metodo-
logia empregada nesse trabalho para o ensino de Poliedros, tanto no ensino da teoria, quanto
em construcdes geométricas concretas, como a construcao desses poliedros em trabalho de
equipe e recursos computacionais podem facilitar enormemente a construcao desses poliedros

e manipulacdo de poliedros virtualmente.

E, ao final, s3o apresentadas as conclusGes obtidas com o trabalho, seguidas pelas
referéncias bibliograficas. Também hd um CD-Rom com anexos e alguns dos produtos do

trabalho.

Figura 5 — Poliedros de Kepler-Poinsot, construcdo de Zeferino (2012 e 2014).
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Capitulo 1

Conceitos Fundamentais

1.1 Conceitos Importantes

A seguir, apresentam-se alguns conceitos necessarios para o desenvolvimento desse

trabalho. Um conjunto mais amplo desses conceitos pode ser visto em (RANGEL, 1983).

1.1.1 Superficies

’

Definicdo 1.1 (Superficie de Monge) “Superficie € o limite da extens3o a trés dimensdes.’

Essa definicao permite algumas consideracdes que, em conclusdo, também s3o aceitas como
definicdo de superficie. Ter-se-ia, entdo:
A. Superficie é a pelicula sem espessura que separa duas regides do espaco tridimensional.
B. Superficie é o lugar geométrico dos pontos comuns a duas regides tridimensionais.

C. Superficie é o lugar geométrico das posicdes sucessivas de uma linha que se move no

espaco tridimensional.
D. Superficie é toda extensdo a duas dimensdes.
E. Superficie é todo lugar bidimensional.
Embora inimeras vezes os termos area e superficie sejam empregados indiferentemente

como sindnimos, a rigor, o termo area deve ser usado para indicar grandeza e o termo superficie,

para indicar forma.
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A lei de geracdo, também chamada lei de obtencdo de uma superficie, é a imposicao ou
conjunto de imposicoes pré-definidas para se obter uma superficie perfeitamente determinada
e inconfundivel. Pode ser concebida, também, como a expressdo matematica que traduz um

lugar geométrico.

De modo geral, uma superficie admite mais de uma forma de geracdo. E apresentado

abaixo um exemplo:

Leis de geracao da esfera:

a) a esfera é a superficie de equacio: (z — z.)° + (y — v.)> + (2 — 2.)° = 1%

b) a esfera é o lugar geométrico de todas as posicdes de um circulo, que gira em torno de

um dos seus diametros, estando este fixo;

c) a esfera é o lugar geométrico dos pontos do espaco tridimensional, equidistantes de um

ponto fixo nesse espaco.

1.1.2 Superficie Fechada e Superficie Aberta

Definicao 1.2 Superficie fechada é a que envolve total e unicamente um espaco tridimensi-

onal.
Exemplos: esfera, cubo, toro etc.

Definicao 1.3 Superficie aberta é a que ndo envolve total e unicamente um espaco tridimen-

sional finito.

Tém-se os seguintes casos:

a) A superficie é ilimitada e apenas divide o espaco tridimensional em duas regides. Exem-

plos: plano, paraboldide hiperbdlico etc.

b) A superficie é ilimitada, mas sua geracdo faz com que, em uma de suas partes, ela
apenas divida o espaco tridimensional em suas regides, mas ha outra parte que limita
um espaco tridimensional finito. Ex.: toda superficie de revolucdo onde a geratriz, além
de ter pontos no infinito, tem também pontos comuns com o eixo. Exemplo: Cone de

duas folhas de revolucao.
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c) A superficie é limitada. Nesse caso, ela se apresenta, apenas, como um lugar bidimensio-
nal dentro de um espaco tridimensional. Exemplos: calota esférica; superficies poliédricas

abertas e finitas etc.

1.1.3 Interior e Exterior de uma Superficie

O volume finito que uma superficie fechada limita chama-se interior da superficie
e o restante do espaco tridimensional chama-se exterior da superficie. Desta forma, sé as

superficies fechadas admitem interior e exterior.

Claramente se trata de uma convencdo da linguagem. Se uma superficie ndo tem
espessura, nao pode ter interior; entretanto, as expressoes interior e exterior sao usadas, apenas,
por definicio e como linguagem pratica, para caracterizar espacos tridimensionais limitados

pela superficie.

1.1.4 Corpo

No presente contexto, chama-se corpo qualquer espaco tridimensional finito. Desta
forma, todo corpo é envolvido por uma superficie que o limita. Um corpo pode se apresentar

sob um aspecto puramente geométrico ou admitir caracteristicas fisicas.

1.1.5 Lado de uma Superficie

Pela propria definicdo de superficie, vé-se que nao tem sentido geométrico falar-se de
lado de uma superficie; trata-se, apenas, de uma terminologia pratica e um habito de linguagem

para caracterizar as posicoes dos pontos do espaco em relacdo a uma superficie.

1.1.6 Forma de uma Superficie

E a aparéncia externa da mesma; é o aspecto sob o qual a superficie se apresenta,
aos olhos de um observador. Muitas vezes, o termo forma é usado como sindnimo de lei de
geracao. Ex.: a caixa tem a forma de um cubo; isto significa que a caixa tem a mesma geracao

que um cubo.
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1.1.7 Secdo Plana em uma Superficie (Truncadura)

E a figura obtida pela intersecido de um plano com a superficie. Toda secdo plana é
uma figura plana comum ao plano e a superficie considerada. Todo plano que determina uma
secdo em uma superficie chama-se plano secante. As secdes planas também sao chamadas

truncaduras.

1.2 Classificacao das Superficies

Basicamente, as superficies sdo classificadas em nao geométricas e geométricas.

Superficies ndo geométricas sdo as que admitem lei de geracdo. Sé podem ser con-
cebidas quando mostradas ou representadas. Um caso classico da superficie ndo geométrica
é a superficie da Terra. Este grupo ndo admite subdivisdo. Como a Unica superficie ndo ge-
ométrica que tem importancia pratica é a superficie topografica, por habito de linguagem,
consideram-se os termos superficie ndo geométrica e superficie topografica como sinénimos,

embora, na realidade n3o o sejam.

Superficies geométricas sdo as que admitem lei de geracdo. Nao precisam ser mostradas

nem representadas para serem concebidas.

A classificacdo geral das superficies é apresentada na figura 6.
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Classificacdo das Superficies

N3o-geométricas (topograficas)

Curvas
N3o sdo lugares geométricos N3o sdo poliedros
Poliédricas
S3o poliedros
Geométricas Curvigréaficas
Curvas

Curvirretigraficas

S3o lugares geométricos

o o Prisméticas
Poliédricas ¢ Retigréaficas

Piramidais

Curvigraficas - geracdo pela curva: ndo admite gerac3o pela reta.
Curvirretigrafica - geracdo pela curva ou pela reta.

Retigrafica - geracao pela reta: ndo admite geracdo pela curva.

Figura 6 — Classificacdo das Superficies (RANGEL, 1983).

Superficie curva é a figura geométrica que n3o pode ser concebida como formada

planos (ou porcdes de planos).

Superficie poliédrica é a figura geométrica que pode ser concebida como formada por
3 (trés) ou mais planos (ou porcdes de planos), tais que n3o haja mais de dois planos se

interceptando segundo a mesma reta.

Quando uma superficie poliédrica é fechada, chama-se poliedro; portanto, poliedro é

qualquer superficie poliédrica fechada.

Nas préximas secOes serdo apresentados conceitos e definicOes referentes a poliedros,

especificamente.

1.3 Poliedros

Definicao 1.4 Poliedro é toda superficie poliédrica fechada. E, portanto a superficie que pode

ser concebida como um conjunto de poligonos tais que cada lado de uma face pertence sempre,
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e no maximo, a duas faces.

Definicao 1.5 Face. Nos poliedros convexos, a face de um poliedro é definida como o poligono
que o limita; nos poliedros estrelados, entretanto, a face é definida como o poligono que em
menor nimero o limita, pois se pode também considerar um poliedro estrelado limitado pelas
facetas, que sdo os poligonos que compdem as faces, e sdo em numero muito maior que as

faces.

Definicdo 1.6 Faces Adjacentes (Também chamadas faces contiguas) de um poliedro. Sdo

as que admitem uma aresta comum.
Definicao 1.7 Aresta de um Poliedro. E o lado comum a dois poligonos das faces.

Definicao 1.8 Vértice de um Poliedro. E o ponto comum &s arestas do poliedro; os vértices

das faces sdo, pois, os proprios vértices do poliedro.

Definicdo 1.9 Angulo Diédrico. E o 4ngulo formado por duas faces adjacentes do poliedro.

As arestas de um poliedro s3o, portanto, as arestas dos seus angulos diédricos; logo. O niimero

de angulos diédricos de um poliedro ¢ igual ao seu nimero de arestas

Definicdo 1.10 Angulo Plano. E o 4ngulo interno de cada face do poliedro.

Vé-se entdo que s6 em um poliedro regular é que todos os angulos planos sao iguais.

Definicdo 1.11 Angulo Sélido (Também chamado dngulo poliédrico). E o dngulo sélido cujo

vértice é vértice do poliedro.

O nimero de angulos sélidos de um poliedro é, portanto, igual ao nimero de seus vértices.

Definicao 1.12 Diagonal de um Poliedro. E o segmento de reta que tem extremos em dois

vértices do poliedro, ndo situados na mesma face.

Definicao 1.13 Plano Diagonal de um Poliedro. E o plano definido por duas diagonais per-

tencentes ao mesmo Vértice.
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Pode também ser definido como o plano que contém trés vértices nao pertencentes a mesma

face.

Definicdo 1.14 Género (Também chamado ordem de um poliedro). E o nimero de suas

faces.

Definicao 1.15 Espécie de um Poliedro. Projetando-se a superficie de um poliedro desde um
ponto do seu interior, de modo que as projetantes atravessem a superficie 0 mesmo niimero

de vezes em todos os sentidos, esse nimero chama-se espécie do poliedro

Definicao 1.16 Poliedro Inscrito em Outro Poliedro. Diz-se que um poliedro esta inscrito em

outro, quando esta totalmente no interior desse outro e tem todos os seus vértices no outro.

Quando ambos os poliedros tém todos os seus vértices comuns dois a dois, diz-se que a

inscricao é de primeira categoria.

Definicao 1.17 Poliedro Circunscrito a Outro Poliedro. Diz-se que um poliedro esta circuns-
crito a outro, quando esta totalmente no exterior desse outro, tendo esse outro todos os seus

vértices nele.

Quando ambos os poliedros tém todos os seus vértices comuns dois a dois, diz-se que a

circunscricdo é de primeira categoria.

Definicao 1.18 Poliedro Convexo e Poliedro Nao-Convexo. Para se concluir se um poliedro é
convexo, considera-se o seguinte: sabe-se que um plano divide o espaco tridimensional em duas
regides. Admita-se o poliedro em uma dessas regides e verifique-se se 0 mesmo se mantém
todo nessa regido, qualquer que seja a face que pertenca ao plano. Se isso acontecer, diz-se

que o poliedro é convexo.

Conclui-se, entdo, que um poliedro é convexo quando ndo é cortado por qualquer dos planos

de suas faces.
Quando um poliedro n3o é convexo, diz-se que ele é ndo convexo ou cruzado.

Alguns poliedros ndo convexos, devido as suas propriedades, sdo chamados poliedros

estrelados.
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Definicao 1.19 Poliedro regular é o que tem todos os angulos sélidos iguais entre si, bem

como as faces. E facil concluir que, em qualquer poliedro regular, as faces sdo poligonos

regulares; as arestas sio todas iguais, as diagonais sdo iguais; os angulos diédricos sio iguais.

A figura 7: apresenta esses poliedros em perspectiva:

(b) Hexaedro ou cubo

(d) Dodecaedro

(f) Dodecaedro de 20 vértices

com nucleo
i

B
&

et

(h) Dodecaedro de 12 vértices

com nucleo

(a) Tetraedro

(c) Octaedro

i
! Hi

(e) lcosaedro
i:
§

S
s e

(g) Dodecaedro de 12 vértices sem niicleo

EHiEHEHEREARHASRAnRIREEREIERIN:
e % EHE e

‘*»‘:3;71‘ ?

i

M

(i) Icosaedro Estrelado

Figura 7 — Esboco em perspectiva dos nove poliedros regulares existentes (RANGEL, 1983).

A classificacdo dos poliedros regulares é apresentada na figura 8:
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Classificacdao dos Poliedros Regulares

1 - Tetraedro
1 - Hexaedro
5 - Convexos 1 - Octaedro
1 - Dodecaedro

1 - Icosaedro

3 - Dodecaedros
4 - Estrelados

1 - Icosaedro

Figura 8 — Poliedros regulares (RANGEL, 1983).

Zeferino (1999 a 2014) tem construido esses poliedros com papel cartdo e auxilio
computacional(planificacBes e texturas desenhadas em editor de texto, estas impressas em-
pregando impressora colorida e sendo montadas posteriormente). As figuras 9 e 10apresenta

fotos dessas construcdes realizadas pelo autor.

Figura 9 — Curso de atualizacdo de professores de Matematica (ZEFERINO, 2001).



Capitulo 1. Conceitos Fundamentais 28

Figura 10 — Poliedros estrelados construidos com papel cartdo e auxilio computacional Zeferino

(periodo de 1999 a 2014).

Definicao 1.20 Poliedro semirregular é todo poliedro que se apresenta de uma das duas

seguintes formas:

1. Os angulos sélidos sdo todos iguais entre si, mas as faces ndo sdo iguais, embora sejam
poligonos regulares. Esses poliedros sdo chamados poliedros semirregulares equiangulares

ou poliedros semirregulares arquimedianos.

2. As faces sdo todas iguais entre si, mas os angulos sélidos ndo sio iguais. Esses po-
liedros sdo chamados poliedros semirregulares equifaciais ou poliedros semirregulares

ndo-aquimedianos.
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A classificacdo dos poliedros semirregulares é mostrada na figura 11:

Classificacdo dos Poliedros Semirregulares

1 - Tetratroncoedro

6 - Cuboctaedros

Equiangulares 6 - Dodecaicositroncoedros

Grupo | - Prismas arquimedianos

Grupo Il - Antiprismas arquimedianos

1 - Tetratroncoedro

6 - Cuboctatroncoedros
Conjugados perfeitos dos equiangulares ¢ 6 - Dodecaicositroncoedros

Equifaciais
Grupo | - Piramides duplas

Grupo |l - Trapezoedros

N3o sdo conjugados perfeitos dos equiangulares

Figura 11 — Poliedros semirregulares (RANGEL, 1983).

Os treze tipos de poliedros semirregulares individuais equiangulares, juntamente com
os poliedros regulares convexos, aparecem em construcdes de Zeferino (1999 a 2014) em papel
cartao e auxilio computacional. A figura 12 apresenta fotos dessas construcdes realizadas pelo

autor.
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Figura 12 — Poliedros convexos regulares e semirregulares construidos com papel cartdo e au-

xilio computacional, Zeferino (1999 a 2014).
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A figura 13 destaca os poliedros semirregulares equiangulares esbocados em perspec-

tiva:

Tetratroncoednn

L))

J
%
3

2 ] 140
(51 (G N
Dodeciicositpnaoond nos

[F:H] =4
FE1] [ i ] § )]

Figura 13 — Esboco em perspectiva dos treze tipos de poliedros semirregulares individuais

equiangulares existentes (RANGEL, 1983).
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Definicao 1.21 Esfera Inscrita em um Poliedro. Diz-se que uma esfera esta inscrita em um

poliedro, quando ela tangencia todas as faces do poliedro.

Nesse caso, diz-se que o poliedro circunscrito a esfera. Todo poliedro regular convexo admite

esfera inscrita.

Definicao 1.22 Esfera Circunscrita a um Poliedro. Diz-se que uma esfera esta circunscrita a

um poliedro, quando ela contém todos os vértices do poliedro.

Nesse caso, diz-se que o poliedro esta inscrito na esfera. Todo poliedro regular admite esfera

circunscrita.

Teorema 1.1 (Relacdo de Euler) Sendo V o niimero de vértices, F o niimero de faces e A
o ndimero de arestas de um poliedro, o mesmo € euleriano se, e somente se, esses elementos

obedecem a relacio V + F = A + 2.

Essa é a relacdo mais relevante e mais famosa sobre poliedros. E a relacdo que determina se

um poliedro é euleriano.

Teorema 1.2 (Relacdo Atribuida a Descartes) A soma dos dngulos planos das faces de
um poliedro regular convexo é igual ao produto de 360° pela diferenca entre o nimero de

vértices menos duas unidades: ¥3 = 360° (V — 2).

Teorema 1.3 (Relacdo Atribuida a Descartes) A soma dos dngulos planos das faces de
um poliedro regular convexo € igual ao produto de 360° pela diferenca entre o niimero de

vértices menos duas unidades: 33 = 360° (A — F) .

Observe-se que a partir dessas duas relacées de Descartes podemos obter a famosa relacdo
de Euler. Uma demonstragdo completa desses trés tltimos teoremas se encontra em (LIMA et

al., 2006).

A figura 14 (RANGEL, 1983) apresenta a classificagdo geral dos poliedros.
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Classificacao Geral dos Poliedros

Regulares

Semirregulares

Multiformes

Irregulares

5 - Convexos

4 - Estrelados

Equiangulares

Equifaciais

1 - Tetraedro
1 - Hexaedro
1 - Octaedro
1 - Dodecaedro

1 - Icosaedro

{ 3 - Dodecaedros

1 - lcosaedro

1 - Tetratroncoedro

6 - Cuboctaedros

6 - Dodecaicositroncoedros
Grupo | - Prismas arquimedianos

Grupo Il - Antiprismas arquimedianos

Conjugados perfeitos dos equiangulares

1 - Tetratroncoedro

6 - Cuboctatroncoedros

6 - Dodecaicositroncoedros
Grupo | - Pirdamides duplas

Grupo Il - Trapezoedros

N3o sdo conjugados perfeitos dos equiangulares

O proximo capitulo trata de transformacdes de poliedros.

Figura 14 — Classificacdo geral dos poliedros (RANGEL, 1983).



34

Capitulo 2

Matrizes, Vetores e Transformacoes de

Poliedros

2.1 Apresentacao

Todos os poliedros apresentados até agora podem ser obtidos por deformac3do de

uma esfera e de duas maneiras:

(A) Admita-se que a esfera seja um baldo ou um sélido (constituido de uma massa plastica,
por exemplo). Tal corpo pode ser deformado de forma continua até tomar o formato do

poliedro desejado, seja 0 mesmo convexo ou nao.

Esta ideia pode ser transmitida ao aluno com massa de modelar: primeiro se molda uma
esfera (uma aproximac3do), em seguida se deforma esta e obtém-se um poliedro convexo

(uma aproximacdo). A figura 15 ilustra essa transformac3o.

(a) (b) (c)

Figura 15 — Trés instantes de transformacdo continua esfera-cubo com massa de modelar

(aproximacdo).
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(B) Admita-se que a esfera seja um sélido (constituido de uma massa plastica ou madeira, por
exemplo). Tal corpo pode ser seccionado por planos (truncado) e de forma conveniente

até tomar o formato do poliedro desejado, seja 0 mesmo convexo ou ndo.

Note-se que no caso A o volume do poliedro final é o mesmo da esfera que o gerou.

Entretanto, no caso B, o volume do poliedro final é sempre menor que a esfera que o gerou.

No caso B, pode-se pensar em obter um poliedro derivado a partir de um poliedro
original. Isto serd mostrado a seguir empregando conceitos de Algebra Linear e Geometria
Analitica. Que foram, posteriormente, implementados em um programa de computador para

apresentar a validade do raciocinio.

Referindo-se a poliedros:

Definicao 2.1 Chama-se truncadura num vértice uma secdo plana em todas as arestas que

pertencem a esse vértice (figura 16a).

Definicao 2.2 Chama-se truncadura numa aresta uma secdo plana paralela a essa aresta

(figura 16b).

. d TAE) .
F X
TEH)|_— %(E F)
H E H ‘ d E
(a) (b)

Figura 16 — (a) Cubo truncado a distancia d no vértice A; (b) Cubo truncado a distancia d

por plano paralelo a aresta AE.

Serad determinada uma expressao que permita encontrar as coordenadas dos vértices

do novo poliedro, apds a secdo do poliedro original, no caso da figura 16a. Tal expressao
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foi utilizada na implementacao de um software que permite transformar um poliedro em suas

formas derivadas por truncadura (mostra-se a forma para obter-se a truncadura pelos vértices).

Dado um cubo de aresta a e distancia d para secao nos vértices, tem-se um resumo de
uma sequéncia de resultados obtidos na figura 17 com o software desenvolvido, este mostrado

na figura 18.

(a) (b) () (d) ()

Figura 17 — Cubo de aresta a truncado a distancia d nos vértices. Exemplos de valores tais

que 0 < d <0, 5a.

® Policdios = i

Tronco Cuboctaedros Tronco Dodecaicosaedros
Cubo <= Octaedro. Tetraedro <—= Octaedro
Poliedros Regulares | lcosaedro <-= Dodecaedro | Prismas
Icosaedro Dodecaicosaedro Dodecaedro
®

Troncoicosaedro Troncododeaedro
Rombicosidodecaedro

Troncoicosidodecaedro

[C] Transparente Posicéo Inicial
[¥|Fixar Rotagéo emX | < > 288
[¥IFizar  RotagdoemY [< > 387
[V|Fizar RotagioemZ | < > 181
Dimensionamento
[EiosX,YeZ w| U B rechar Créditos

Figura de Fundo  Sahwar Figura Cor do Fundo Cor da Linha

Figura 18 — O software desenvolvido apresentando o icosaedro truncado - um poliedro bem

conhecido no Unico pais pentacampedo mundial de futebol...
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E possivel ainda ter secdes nao uniformes dos casos acima, secoes aleatdrias e, ainda,

combinar os dois casos da figura 16 em um caso misto.

2.2 Uma aplicacdo de vetores e matrizes no R*

Conforme na Revista do Professor de Matematica (Zeferino, 2011), o procedimento
para encontrar os novos pontos (vértices do novo poliedro), apds a truncadura, pode ser
entendido como seccionar segmentos de retas no R? (as arestas do poliedro original). Desta

forma, usar-se-a o conceito de vetores no espaco.

C B B

D y\ T(A,|B)

i uw(A, B T(A, B)
TA, F) u / /
G
' A

(a) (b)

Figura 19 — (a) Um poliedro genérico truncado no vértice A. (b) Esquematizacdo do problema

através do uso de vetores.

Tomemos de um poliedro convexo genérico (figura 19a) o vetor E ,onde Ae B
sao os extremos de uma aresta de comprimento a; o vetor unitario na direcdo de 1@ ﬁ(AB),
conforme indicado na figura 19b. Sendo d a distancia entre o vértice A e o ponto T'(A, B)
onde a aresta AB sera seccionada, partindo-se de A na direcdo de B, com 0 < d < 5, tem-se
que:

AT 1.5y = d- i)
Como ti(a,p) = H?H e H@H = a, segue que

T(A,B)—A:d-B_A,

ou seja:
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Um exemplo de aplicacdo da equacao 2.1:

Considerando-se um cubo de aresta 12 cm, centrado na origem, face superior paralela
ao plano xy (conforme a figura la) e d = 4 cm, os vértices T(A, B) e T(B, A) do novo

poliedro serdo:

T(A, B) = (6,6,6) + 4/12[(—6,6,6) — (6,6,6)] .. T(A, B) = (2,6, 6)

T(B, A) = (—6,6,6) + 4/12[(6,6,6) — (—6,6,6)] .. T(A, B) = (—2,6,6)

Analogamente, podem ser determinados os outros vértices T'(,J) e construir a tabela 1

(matriz de pontos 3D):

Tabela 1 — Valores dos vértices para o exemplo de truncadura proposto.

VERTICES
A B C D E F G H

A [(6,6,6) |(-2.6,6) (6,-2,6) |(6,6,-2)
w| B [(2,6,6) [(-6,6,6) |(-6.-2,6) (-6,6,-2)
S C (-6,2.6) [(-6.-6,6) | (2.-6.6) (-6,-6,-2)
—| D [(6,2,6) (-2,-6,6) |(6,-6,6) (6,-6,-2)
: E |(6,6,2) (6,6,-6) |(-2.6,-6) (6,-2,-6)
| F (-6,6,2) (2,6,-6) |(=6,6,-6) | (-6,-2.-6)
> G (-6,-6,2) (-6,2,-6) | (-6,-6,-6) | (2,-6,-6)

H (6,-6,2) |(6,2.-6) (-2,-6,-6) | (6,-6,-6)

Na tabela lestdo os vértices do sélido que aparece na figura 17d. No software desenvol-
vido esses pontos sao convenientemente unidos, através de um algoritmo, para a visualizacdo

do poliedro desejado.

Quando o valor de d tende para a/2, ou seja, no exemplo dado d — 6, tem-se que
cada T'(I,J) tende a M(I,J) e cada T'(J,I) tende a M (I, J), sendo M(I,.J) o ponto médio
da aresta I.J. Assim, chega-se ao poliedro da figura 2-3e como caso limite da transformacao
indicada na figura 17. Por outro lado, quando d tende a zero, qualquer T'(1, J) tende ao vértice

I e o sélido tende ao cubo da figura 17a.

Obviamente o uso de computador facilita os calculos e o desenho do poliedro (no
icosaedro, por exemplo, o trabalho manual seria muito maior), fornece um forte argumento

visual para a transformacdo que ocorre e, também, permite “ver” uma nocdo intuitiva de
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limite. Entretanto, nada poderia ser feito sem o conhecimento de toda a Teoria Matematica

envolvida.

O uso de computador aumenta o interesse dos alunos (e também de professores)
nesse conteldo e muitos outros da Matematica — verifica-se tal fato, na pratica, em aulas
com estudantes e com professores em cursos de atualizacdo na Regido Norte Fluminense

(ZEFERINO, 2011).

De maneira andloga a feita com o cubo, podem ser realizadas transformacdes com
outros poliedros. A figura 20 mostra exemplos com o tetraedro, octaedro, dodecaedro e icosa-

edro, cujas coordenadas dos vértices utilizadas foram as fornecidas por (SALDANHA, 1998).

LD O6
QDO

Figura 20 — Truncaduras com: (a) tetraedro; (b) octaedro; (c) icosaedro e dodecaedro.

No caso da figura 16a, em que d — a/2, no caso da figura 16b e como combinar esses
dois casos ocorre de maneira andloga. Neste Ultimo caso a matriz de transformacdo mista,
Ty, € tal que:

Ty =TaoTy (2.2)

Onde T4 € a truncadura pela arestas e Ty, é a truncadura pelos vértices.

Determinaremos uma expressao que permita encontrar as coordenadas dos vértices do
novo poliedro, apés a secdo do poliedro original, no caso da figura 16b (obter-se a truncadura

pelas arestas).

Considere-se a figura 21a a qual apresenta trés tuncaduras a distancia d pela arestas

(AB,AD e AFE) de um poliedro convexo que partem de um mesmo vértice (vértice A).
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Nessa figura, deve ser determinada uma expressdo para o ponto Prs(D, A, B), visto que os
outros vértices do novo poliedro, apds as truncaduras, Pra(D, A, E) e Pra(E, A, B) séo

determinados por analogia.

Inicialmente determinemos o ponto T'(A, B) a distancia d sobre a aresta AB, conforme

indicado na figura 21b.

Sendo 14,5 0 vetor unitario na direcdo de AB, podemos escrever:

Pra(E, A, B)

Pra(D, A E)

T(A, E) (b)

= Pra(D, A, B)
H \ o
s
E A
(a) (c)

Figura 21 — (a) Poliedro truncado por trés arestas; (b) e (c) Esquematizacdo do problema com

emprego de vetores.

AT (A, Bi = d(ap) -d
Como 1 _ AB_ _
B =g — e
T(A,B)—A=24.4
T(A,B)=A+4%.(B—A)

Determinemos agora a expressdo para o ponto Pra(D, A, B).
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Observando a figura 21c, temos que

T(A, D)Pra(D, A, B} — Tap) - dv
A

PTA(D,A, B) — T( ,D) U(A B) dv
PTA(D, A, B) = T(A, D) + ﬁ(A B) dv
PTA(DaA7B) :T(AaD)_’_%) (B_A)
Em geral:
. . dv ,
PTA(ZL]:]{:):T(]?Z)—*—E(]{:_‘]) (23)

Alguns exemplos com o emprego da equacado 2.3 podem ser visualizados na figura 22.

(a) (b) (c) (d)

Figura 22 — (a) Cubo truncado pelas arestas; (b) cubo ou octaedro truncado pelas arestas
e vértices; (c) dodecaedro truncado pelas arestas; (d) dodecaedro ou icosaedro

truncado pelas arestas e vértices.

A figura 23 apresenta um trecho do cddigo fonte do programa computacional do

raciocinio concretizado nas equacdes 2.1 e 2.3.
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end;

//Truncadura pelo vértice se (dv > aresta/z)

dure PTrunc(i,l,B:integer;dv:integer);
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Figura 23 — Cédigo do programa computacional do raciocinio concretizado nas equacdes 2.1

e 2.3 (Zeferino, 2011)

Com o software facilmente se apresenta a dualidade dos poliedros, como as dualidades

cubo < octaedro, dodecaedro <+ icosaedro, tetraedro <> tetraedro, entre outras. Tal fato sera

apresentado em detalhes no capitulo “Em Sala de Aula™

Observe que secoes por planos aleatérios de um poliedro podem ocorrer, mas a deter-

minacao de suas propriedades nem sempre é facil. Tal estudo é realizado em detalhes em livros

texto como UNDERWOOD (1970) e RUSS e DEHOFF (1999). Didaticamente, sabidamente,

se um plano interceptar um cubo, ter-se-a a possibilidade de ocorrer um dos seguintes poligo-

nos: tridngulo, quadrilatero, pentagono ou hexdgono (desconsideramos aqui as degeneracdes).

Observe-se a figura 24 com alguns desses exemplos.




Capitulo 2. Matrizes, Vetores e Transformacées de Poliedros 43

Tridngulo

p——

1

o ———

P et

Pentdgono

Hexagono regular

Figura 24 — Algumas secdes de um cubo (DOLCE; POMPEO, 1985).

Na realidade, para determinar numericamente os pontos de intersecao de um desses
casos é necessario resolver o sistema linear formado com as equacdes que representam os
segmentos de reta que caracterizam as arestas do cubo e equacdo do plano de intersecao.
Este problema também pode ser resolvido através da Geometria Espacial e é um problema que

sera abordado mais adiante no presente trabalho.

Duas aplicacGes de seces planas na Engenharia de Materiais e na Biologia sao apre-
sentadas por RUSS e DEHOFF (1999) e sdo: contagem de grdos na estrutura de materiais

compostos e a contagem de organelas ou glébulos no sangue, respectivamente.

Outro aspecto que deve ser apresentado ao estudante, ja que hoje ha recursos compu-
tacionais para isso, é o das possibilidades de transformacGes que podem ser obtidas (rigidas ou
n3o) a figura 25. A figura25a apresenta um ator em queda livre e que ird colidir um obstéculo
(um poliedro ndo convexo que lembra uma escada). Durante a queda é assumida a rigidez
total do ator (tem-se um corpo indeformavel). Quando do impacto, no caso da figura25b,

assume-se que tal ente apresenta um valor de elasticidade que permite contornar os degraus
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da escada de forma que a linha que representa a coluna vertebral do ator forme uma curva
suave (que lembra uma das secBes conicas abertas). Por outro lado, supondo que o ator fosse
um baldo inflado e que fosse esvaziado durante a queda, ter-se-ia o que a figura2bc retrata
(a transformacdo que ocorreria quando o mesmo caisse sobre a superficie): o ator envolveria
os degraus como que os encapando. Finalmente, a figura25d apresenta o caso em que se su-
poe que o ator fosse construido de um material quebradico, tal qual a porcelana ou o vidro,

fragmentando-se quando do impacto.

F' Clolbily

(c) (d)

Figura 25 — (a) um corpo em queda livre (translagcdo); (b) apds impacto o corpo apresenta
elasticidade; (c) apds impacto o corpo se comporta como uma capa; (d) apds
impacto o corpo se comporta de maneira quebradica (descontinuidade). Adaptado

de Grange (2004)
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O proximo capitulo trata dos “Parametros Curriculares Nacionais Brasileiros do Ensino

Médio (PCNEM) e o Curriculo Minimo" referentes ao ensino de poliedros.
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Capitulo 3

Parametros Curriculares Nacionais do
Ensino Médio Brasileiros (PCNEM) e o

Curriculo Minimo

3.1 Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio
Brasileiros.

Neste ponto, convém deixar claros dois aspectos:

1) Enfatizamos que o nosso publico alvo principal é o estudante do Ensino Médio, embora
os poliedros estejam incluidos no curriculo de matematica do Ensino Fundamental e

Ensino Superior.

2) Apresentaremos aspectos de interdisciplinaridade do assunto abordado.
Os PCNEM brasileiros quanto a Matematica afirmam (BRASIL, 1998):

No que diz respeito ao carater instrumental da Matematica no Ensino Mé-
dio, ela deve ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e estratégias
para serem aplicadas a outras areas do conhecimento, assim como para a
atividade profissional. N3o se trata de os alunos possuirem muitas e sofisti-
cadas estratégias, mas sim de desenvolverem a iniciativa e a seguranca para
adapté-las a diferentes contextos, usando-as adequadamente no momento
oportuno.

Nesse sentido, é preciso que o aluno perceba a Matematica como um sistema
de cddigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicacdo de ideias
e permite modelar a realidade e interpreta-la. Assim, os nimeros e a algebra
como sistemas de cédigos, a geometria na leitura e interpretacdo do espaco,
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a estatistica e a probabilidade na compreens3o de fendmenos em universos
finitos sdo subdreas da Matematica especialmente ligadas as aplicacdes.
(BRASIL, 1998).

Os mesmos parametros ainda afirmam:

Numa outra direcdo, as habilidades de visualizacdo, desenho, argumentacao
l6gica e de aplicacdo na busca de solucGes para problemas podem ser desen-
volvidas com um trabalho adequado de Geometria, para que o aluno possa
usar as formas e propriedades geométricas na representacdo e visualizacdo
de partes do mundo que o cerca. (BRASIL, 1998).

Assim, apresentamos exemplos de aplicacdes de poliedros (fazem parte do curriculo
minimo de Matematica que sera visto na secdo 3.2), enfatizando a interdisciplinaridade. Um
importante exemplo de interdisciplinaridade do assunto poliedros esta presente na Quimica. Po-
demos citar “O fulereno e sua espantosa geometria molecular” (BRASIL, 2006), onde Rocha-

Filho explica em seu quadro 2, apresentado na figura 26.

Quadro 2 - Fulerenos e a lei de Euler para poliedros

lUma moleculade fulereno & um poliedro de atomas de carbono nos vertices, formado somente
por faces pentagonais e hexagonais. Mo seculo 18, Leonhard Euler (1707-1783), matematico
suigo, estudou as relagdes entre os nimeros de arestas (&), vértices (V) e faces (F) de poliedros,
tendo encontrado a seguinte relagao simples entre eles:

leide Euler: F+V =A+2 (1)

Paor exemplo, nocasode umcubo, F=6V=8e A=12

Mo casodos fulerenos, comocada atomo esta ligado a trés outros, em cada vértice ha oencontro
de trés arestas (cada uma ligada a dois vertices); assim:

V= 2/3A (2)
Substituindo-se essa relagao na equagao anterior, tem-se que:

F=1/3A+2 (3)
O nimero de faces numa molecula fulerénica e:

F=P+H (4)

onde P & o nimero de pentagonos e H o de hexagonos. Ao contaras arestas paratodas as faces,
sendo cada aresta compartilhada por duas faces, cada aresta & contada duas vezes; assim,
numa molecula fulerénica:

A =1/2(5P + 6H) (5)
Substituindo-se as equagbes 4 e 5 na equagaoc 3, encontra-se simplesmente o nimero de
pentagonos numa molécula fulerénica:

P=12
|sso significa que a lei de Euler nao impde qualguer restricao quanto ao ndmero de hexagonos nas
moléculas fulerénicas, e que elas sempretém exatamente 12 pentagonos.

Usando as relagoes acima, & possivel deduzir que o C,,, (540 vertices!) tem 810 arestas e 272
faces (260 hexagonais e 12 pentagonais).

Empiricamente, encontrou-se que C_ (32 faces) e C, (37 faces) sao os menores fulerenos
suficientemente estaveis, os quais correspondem as duas menores estruturas possiveis em que
todas as 12 faces pentagonais estac isoladas uma da outra. Dal a regra do penfagono isolado,
que afirma gue o isclamento entre as 12 faces pentagonais € um requisito para a estabilidade de
uma molecula fulerénica; ate agora, nao se conhece excegao a esta regra.

Mo caso do C;,, cada pentagono esta rodeado por um colar de cinco hexagonos. Se o ndmero
desses colares ao redor de cada pentagono for aumentado para 2, 3 ou mais, obtém-se uma
familia e fulerenos gigantes que comegacom C, . e G, (a familia é dada por C, = onden = 1,
2, 3 etc)). Es=as moléculas, a medida que se tornam maicres, ficam menos esféricas.

Figura 26 — Exemplo de importancia dos poliedros na Quimica (BRASIL, 2006).
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Ainda no seu quadro 3, apresentado na figura 27, o autor completa o seu raciocinio
mostrando como construir a estrutura geométrica que representa o fulereno Cygg, 0 qual tem
estrutura poliedral idéntica a base da bola de futebol tradicional (o poliedro que inflado resulta

na bola do esporte mais popular e barato do mundo).

Quadro 3 - Como construir um modelo da molecula de l‘..‘.m

Embora sejaum poliedro de 20 faces hexagonais e 12 pentagonais, o C,, pode ser visualzado
como constifuido de 12 pentagonos igualmente distribuidos pela superficie de uma esfera, cada
um conectado a seus cinco vizinhos por uma ligagao-ponte; essas pontes geram os 20 hexagonos.
Se os pentagonos forem realgados, essa simetria molecular pode ser melhor visualizada; isso pode
serfeito deixando os pentigonos como buracos.

Um modelo da molecula de C, pode ser facimente construido somente a partir de papel
marcado hexagonalmente e com buracos apropriadamente distribuidos, como mostraco:

quimica
nOVA,.1

Primeiramente recorte as linhas e os hexagonos indicados. A seguir,
recorte todo o contorno da figura. Usandocola, sobreponha os hexagonos
vizinhos separados pelos cortes (cola de bastao facilita seutrabalho); note
que os hexagonos recortados tornam-se pentagonos. A medida que os
hexagonos forem sendo sobrepostos a estrutura poliedral do C, uma
bola de futebol, surge naturalmente. [adaptado doJ. Chem. Educ., v. 69,
n. 8, p. 610, 1992]

Figura 27 — Como construir o modelo da molécula Cg, (BRASIL, 2006).

Existem inimeras estruturas de fulerenos. Por exemplo: Em meados de 1991, meses
apds a publicacao do método de sintese de quantidades macroscépicas de fulerenos, cientistas
em todo o mundo pesquisavam diferentes aspectos dos fulerenos. No Laboratério de Pesquisas
Baésicas da NEC, em Tsukuba, no Jap3o, o cristalégrafo japonés Sumio lijima, especialista

em ciéncia do carbono, se perguntava se outros tipos de moléculas de carbono n3o seriam
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formados. Ao buscar respostas para sua indagacdo, lijima fez uma pequena, mas crucial,
modificacdo no método de sintese. E, foram obtidas, posteriormente, estruturas denominadas

Nanotubos (BRASIL, 2006), um exemplo é apresentado na figura 28.

Figura 28 — Exemplo de nanotubo (BRASIL, 2006).

O volume 3 da Colegdo Explorando o Ensino — Matematica (BRASIL, 2004), apresenta
em seu capitulo 3, o que enfatiza a importancia da Geometria Sélida e dos poliedros assuntos
intitulados: “A magica do cubo”, “A capacidade do graneleiro”, “Fulerenos e futebol: apli-
cacdes da formula de Euler”. As Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio Brasileiro - Cién-
cias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias (BRASIL, 1998) apresentam a “Organizacdo

do trabalho escolar”:

A escolha de uma forma e sequéncia de distribuicdo dos temas nas trés
séries do ensino médio traz em si um projeto de formacdo dos alunos. Por
exemplo, em todas as disciplinas da area, os temas de estudo da primeira sé-
rie deveriam tratar do entorno das informacdes que cercam os alunos, numa
visdo contextualizada, colocando-os em contato com as primeiras ideias e
procedimentos basicos para ler e interpretar situacdes simples. Na segunda
série, ja poderia haver uma mudanca significativa no sentido de que cada
disciplina mostrasse sua dimensao enquanto Ciéncia, com suas formas carac-
teristicas de pensar e modelar fatos e fen6menos. A terceira série ampliaria
os aprendizados das séries anteriores com temas mais abrangentes que per-
mitissem ao aluno observar e utilizar um grande ndmero de informacdes e
procedimentos, aprofundando sua compreensdo sobre o que significa pen-
sar em Matematica e utilizar os conhecimentos adquiridos para anélise e
intervencdo na realidade. Uma organizacdo dos temas e suas unidades que
corresponderia a essa visdo, em uma situacdo de 4 aulas semanais, traba-
lhando concomitantemente os trés temas estruturadores. (BRASIL, 1998)

A divisao de conteldos presentes nessa proposta é apresentada no quadro apresentado na

figura 29, onde grifamos o tépico poliedro que aparece na segunda série do Ensino Médio:
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1 série

2° série

3* série

1. Nogéo de funcao,
funcdes analiticas e
nao-analiticas; andlise
grafica; sequéncias
numéricas; fungdo
exponencial ou
logaritmica.

1. Trigonometria do
tridngulo retdngulo.

. Fungdes seno, cosseno

e tangente.

. Trigonometria do

triangulo qualquer e da
primeira volta.

1. Taxas de variacao de
grandezas.

2. Geometria plana:
semelhanca e
congruéncia;
representacoes de
figuras.

. Geometria espacial:

poliedros; sdlidos
redondos; propriedades
relativas a posicao;
inscrigdo e
circunscrigcdo de
soOlidos.

. Métrica: dreas e

volumes; estimativas.

2. Geometria analitica:
representacdes no
plano cartesiano e
equacgoes; interseccao
e posicdes relativas de
figuras.

3. Estatistica: descrigao de
dados, representactes
graficas.

. Estatistica: andlise de

dados.

. Contagem.

3. Probabilidade.

Figura 29 — Uma organizacdo dos temas e suas unidades correspondentes a visdo, em uma
situacdo de 4 aulas semanais, trabalhando concomitantemente os temas estrutu-

radores, proposta por (BRASIL, 1998)).

Assim, confirmamos a grande importancia do tema poliedros, ndo somente na Educacdo
Basica, pois os PCNEM brasileiros também afirmam a importancia da unidade 2 destacada no
quadro apresentado na figura 29 no Ensino Superior e na vida do estudante egresso do Ensino
Médio.

Trataremos na préxima secdo do Curriculo Minimo de Matemética quanto ao tépico

Poliedros.
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3.2 Curriculo Minimo de Matematica quanto ao tépico
Poliedros.

Trataremos nesse ponto do curriculo minimo da disciplina Matematica da Rede
Publica Estadual do Estado do Rio de Janeiro. A Secretaria Estadual de Educacdo do Rio de

Janeiro, SEEDUC-RJ, é a responsavel pela definicdo nesse estado.

Na pagina da Internet que aparece na figura 30 os professores da rede estadual de
educacdo tém acesso (desde que possuam os devidos privilégios) aos componentes curriculares

das disciplinas de suas areas de atuacao.

/ & Conexdo Professor: Curric % | N
€« (e B www.conexaoprofessor.rj.govbr/cm_materia.asp?M=10 ke

=

it Aplicativos [ '] Download [TORREN... |4 Xilisoft PowerPoint.t Polynomial interpol.. '] www.katsokos.com/... =, Excel 2010 equation .. =) vba - Excel/Word Eq... '] Word Articles Home...  x Use Excel vba to ma...

Dia do Reporter. Q

Ola, LUIZ HENRIQUE ZEFERING | Sair

a Em foco Figue de Olho Interatividade | Concursos/Selegoes Curriculo Minimo Correio@escola

Inicio = Curriculo Minime = la

%@:m&
IR . 5
w  Curriculo Minimo

T o
W % Matematica

Para acessar 0s arquivos abaixo vocé precisa ter o Adobe Reader instalado em seu computador.
Caso ndo tenha, cligue agui para fazer o download.

.

Para baixar o Curriculo Minimo completo cligue agui.

Se preferir, baixe os arquivos do Curriculo Minime segmentado por série/anc:
6° ano 7° ano 8° ano 9° ano

1% série 2% série 3" série

Para enfrar em contato com o responsavel pelo curriculo minimo deste compenente curricular, cligue agui.

X R MATERIAL DE APOIO PEDAGOGICO N )
E Ej m | ‘v ."“ - ) e = w05
’:|- J . - B G sl O g

Figura 30 — A pagina da SEEDUC-RJ “Conexao Professor” de acesso aos Curriculos Minimos

de Matematica (SEEDUC-RJ, 2014).

Discutiremos aqui apenas o Ensino Regular Médio, pois o Ensino Fundamental, o
Ensino de Jovens e Adultos (EJA) e o Curso Normal (formac3o de professores) fogem ao
escopo de estudo do presente trabalho. Pesquisando os curriculos de cada uma das seres do
Ensino Médio Regular, descobrimos que a Geometria tem grande destaque na 22 série, como
pode se visto no quadro 3-2 da pagina da (SEEDUC-RJ, 2014). J& no primeiro bimestre, no
Campo Geométrico, as habilidades indicadas s3o claras:

- Compreender os conceitos primitivos da geometria espacial.
- Reconhecer as posicoes de retas e planos no espaco.
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- Relacionar diferentes poliedros ou corpos redondos com suas planificaces.
- ldentificar a relac3o entre o nimero de vértices, faces e/ou arestas de po-
liedros expressa em um problema (Relagdo de Euler).

- Identificar e nomear os poliedros regulares.(SEEDUC-RJ, 2014).

Além do mais, notamos que a Geometria Espacial abrange, aproximadamente, cinquenta por
cento do curriculo minimo da segunda série do Ensino Médio Regular no ensino publico regular
no Estado do Rio de Janeiro, conforme pode ser observado no quadro apresentado na figura

31.

Campo Algébrico Simbélico Funcgao Logaritmica

- Calcularologaritmo de um nimero real positivo.

Habilidades e - Utilizar a definicao de logaritmao na resolucio de equagdes simples.

af e - Utilizar as propriedades operatdrias dologaritmo na resolucao de problemas significativos.
l'.'urnpetenﬂas -Identificarafungaologaritmica como ainversa dafuncao exponencial.

-Identificara representacao algébrica e/ou grafica de uma funcao logaritmica,

- Resolver problemas significativos utilizando a funcao logaritmica.

-Compreender os conceitos primitivos da geometria espacial.
t - Reconhecer as posigoes de retas e planos no espaco.
Habilidades e - Relacionar diferentes poliedros ou corpos redondos com suas planificagoes.
- Identificar a relagio entre o ndimero de vértices, faces efou arestas de poliedros expressa em um problema
{Relacaode Euler).
-Identificare nomearos poliedros regulares.

Campo Algébrico Simbélico Matrizes e Determinantes

sps -Identificar e representar os diferentes tipos de matrizes.
Hablllﬂa«d&f e -Efetuar calculos envolvendo as operagdes com matrizes.
Cﬂmp'!téﬂﬂﬁ - Resolver problemas utilizando as operagdes com matrizes e a linguagem matricial.
-Calcularo determinantede matrizesquadradasdeordem 2e 3,

Campo Geomeétrico Geometria espacial: Piramides e Cones

-Reconhecer e nomear pirdmides & cones.
-Resolver problemas envolvendo o calculo de drea lateral e drea total de piramides e cones.
- Resolver problemas envolvendo o cdlcule do volume de piramides e cones.

Figura 31 — O Curriculo Minimo de Matematica da segunda série do Ensino Médio (SEEDUC-
RJ, 2014).

Desejamos enfatizar que a pagina da SEEDUC-RJ também apresenta “Contetidos Pe-

dagdgicos” para o “Curriculo Minimo”, ver figura 32.
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Figura 32 — A pagina da SEEDUC-RJ “Conex3o Professor” de acesso aos Contelidos Pedagd-
gicos dos Curriculos Minimos de Matematica (SEEDUC-RJ, 2014).

Nessa figura, destacamos com setas, Matematica e Resolucdo de Problemas Mate-
maticos, nos quais podem ser encontrados materiais de apoio para professores da disciplina
Matematica quanto ao tema Poliedros (como planificagBes e exercicios com solucdes).

Ainda, podemos citar que a pagina da SEEDUC-RJ indica recursos computacionais
para o ensino de Geometria Espacial, e, incentiva o uso dos laboratérios de informéatica do

MEC-PROINFO que apresentam o LINUX Educacional como sistema operacional instalado.

Destacamos desse modo, a relevancia do ensino e aprendizagem do tema aqui abor-
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dado.

O préximo capitulo trata da metodologia usada neste trabalho para o ensino de Polie-
dros em duas escolas publicas do Estado do Rio de Janeiro, esperando contribuir para o ensino

e aprendizagem desse tema.
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Em sala de aula

Consideramos a postura do professor em sala de aula muito importante. Por exem-

plo: Para Lima (1999) da dosagem adequada de cada um dos componentes que compdem o

tripé para uma boa educacdao matematica - conceituacao, manipulacdo e aplicacoes, depende

o equilibrio do processo de aprendizagem, o interesse dos alunos e a capacidade de empregar

a clareza das ideias, o habito de pensar e agir ordenadamente. O autor considera, quanto a

conceituacao:

A conceituacdo compreende a formulacdo correta e objetiva das definicdes
matematicas, o enunciado preciso das proposicoes, a pratica do raciocinio
dedutivo, a nitida conscientizacdo de que conclusdes sempre s3o prove-
nientes de hipdteses que se admitem, a distincdo entre uma afirmacdo e
sua reciproca, o estabelecimento de conexdes entre conceitos diversos, bem
como a interpretacdo e a reformulacdo de ideias e fatos sob diferentes for-
mas e termos. E importante ter em mente e destacar que a conceituac3o é
indispensével para o bom resultado das aplicagdes. (LIMA, 1999).

Note-se que fica claro para o autor que a conceituacdo é a base da formacdo em

matematica. Quanto a manipulacao o mesmo autor afirma:

A manipulacdo, de carater principalmente (mas ndo exclusivamente) al-
gébrico, estd para o ensino e o aprendizado da Matematica, assim como
a préatica dos exercicios e escalas musicais estd para a musica (ou mesmo
como o repetido treinamento dos chamados “fundamentos” esta para certos
esportes, como o ténis e o voleibol). A habilidade e a destreza no manuseio
de equacdes, férmulas e construcoes geométricas elementares, o desenvolvi-
mento de atitudes mentais automaticas, verdadeiros reflexos condicionados,
permitem ao usudrio da Matematica concentrar sua atencao consciente nos
pontos realmente cruciais, poupando-o da perda de tempo e energia com
detalhes secundarios. (LIMA, 1999).
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O autor também destaca a relevancia dada a se explorar a aplicacdo dos contelidos

ensinados na pratica, como segue:

As aplicacGes sdo empregos das nocGes e teorias da Matematica para obter
resultados, conclusdes e previsdes em situacdes que vao desde problemas
triviais do dia-a-dia a questdes mais sutis que surgem noutras areas, quer
cientificas, quer tecnoldgicas, quer mesmo sociais. As aplicacdes constituem
a principal razdo pela qual o ensino da Matematica é t3o difundido e ne-
cessario, desde os primérdios da civilizacdo até os dias de hoje e certamente
cada vez mais no futuro. Como as entendemos, as aplicacdes do conheci-
mento matemaético incluem a resolucdo de problemas, essa arte intrigante
que, por meio de desafios, desenvolve a criatividade, nutre a auto-estima,
estimula a imaginac3o e recompensa o esforco de aprender. (LIMA, 1999).

Concordamos com Lima, mas completamos que os recursos empregados, sejam eles
concretos ou virtuais, sdo muito importantes. Também compreendemos que a experimentacao
é muito importante para os alunos e para os professores. Enfatizamos que deve ficar claro para
o aluno a “perfeicdo” da Matemética em contraste com as limitacdes impostas por situacdes
no mundo real (como a diferenca entre o resultado obtido com massa de modelar na figura
15 e a “perfeicdo” da transformacdo matematica equivalente). Também, faz-se necessério um
conjunto de estratégias para ensinar, combinando os recursos disponiveis e o tripé proposto
por Lima (1999).

Outro aspecto a ser levado em consideracao é o fato de o ser humano ser por natureza

um ser curioso. Esse aspecto pode ser explorado em exemplos como o que segue:

Herdédoto, “pai da Histéria”, viajando pelo Egito no ano de 450 a.C., con-
seguiu obter dos sacerdotes certos pormenores sobre a construcdo dessas
maravilhas e os transmitiu ao resto do mundo. Segundo seu relato, a Grande
Piramide, como é chamada a de Quéops, foi construida num espaco de vinte
anos. Cem mil homens trabalhavam nessa obra durante trés meses por ano,
provavelmente durante a época das cheias do rio Nilo, quando a agricultura
ficava paralisada. Foram utilizadas mais de 2 milhdes de pedras calcarias.
(FLOOD; WILSON, 2013).

Fazendo os célculos, os alunos chegam a conclusdo de que trabalhando por vinte
anos, trés meses no ano, considerando o més de trinta dias e trabalhando dezesseis horas
por dia, os egipcios colocaram (considerando o acabamento) 1,157 pedras por minuto (!). Ha
muitos exemplos curiosos da Histéria da Matematica a se explorar no processo de ensino e

aprendizagem, cativando os alunos.

A préxima sec3o trata da importancia que damos ao ensino da teoria, mas também da

experimentacao.
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4.1 A Teoria e a Experimentacao

Inicialmente, na sala de aula chamada “convencional” foi transmitida aos alunos,
em uma escola, a Conceituacdo de poliedros, conforme enfatizou Lima (1999). Essa escola

publica apresenta lousa interativa, conforme apresenta a figura 33.

AF" Visualizador, de Interceptos

Simular Séries  Opcfies Sobre

Cubo | Prisma Triangular | Prisma Hewagon: £ *

O Tamanho de gido: |2.4814019635976

Figura 33 — A Conceituacao auxiliada por recursos computacionais e lousa interativa.

Na segunda escola publica ndo ha lousa interativa, entretanto os mesmos softwares
empregados na primeira escola foram utilizados para auxiliar na transmissao de conceitos em

conjunto com um quadro branco e canetas marcadoras coloridas.

Observamos resultados similares nas duas escolas, mas o quadro interativo é mais
chamativo, pois permite maior interacdo do professor com os recursos didaticos. Os alunos,

em sua maioria, prestavam mais atencao na aula com lousa interativa.

Num segundo momento, partiu-se para a manipulagdo (nas turmas das duas escolas):
exercicios tedricos sobre o assunto abordado (Conceituacdo) anteriormente. Esses exercicios

constituiam uma lista de exercicios (ver anexo 1 no CD). Os exercicios foram corrigidos e
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devolvidos aos alunos. Num terceiro momento, partiu-se para a experimentacao como a apre-
sentada no video norte americano Working with platonic solids materials - The Visual Geometry

Project (PRESS, 1991).

Enfatizamos a teoria necessaria. Como a relacdo de Euler para poliedros eulerianos,

como destaca o curriculo minimo de Matematica do Estado do Rio de Janeiro.

Foram trabalhos poliedros regulares, semirregulares, convexos e ndo convexos (estre-
lados inclusive) com materiais concretos. Os resultados foram similares nas duas escolas. En-
fatizamos que o trabalho em equipes viabilizou a construcdo de sélidos com muitas faces ou
facetas. As figuras 34 e 35 apresentam alguns poliedros trabalhados e montados ou produzidos

pelos estudantes.

Figura 34 — A construcdo de poliedros em sala de aula por alunos do Ensino Médio.
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Figura 35 — O resultado obtido com alunos do Ensino Médio.

Os solidos foram usados para discutir questdes como as apresentadas na folha apre-
sentada na figura 36, extraida de Machado (1990), além de questdes como mostrar com
poligonos regulares a possibilidade de existéncia ou ndo de determinados poliedros sob condi-
¢Bes de existéncia impostas (como a n&o existéncia e poliedros regulares com faces hexagonais,
por exemplo). Observamos que muitos alunos comparavam o que estudaram ou viram de con-

ceituacdo e comparavam com as construcoes efetuadas e seus elementos.
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Em outros casos, como por exemplo no icosaedro ou no polie-
dro parecido com a bola de futebol (20 hexagonos e 12 penta-
Lrardg W MW&T/ Lratadas ao W gonos), & muito facil perder-se na contagem direta.

Existe um modo simples de descobrir o nimero de arestas de

&M—m mzéwwmmaaaéwaémm— um poliedro sem precisar percorré-las uma a uma. Basta que

/Va&a&bdéz%ya&w&gmm COCE reencor-

i notemos o seguinte:
I manesa. 2 .
e as arestas sdo os lados dos poligonos das faces;

Snando- necessirio, W&tm/émm— « cada aresta surge quando juntamos dois poligonos, sendo
3 L3 ./ . X que dois lados vdo formar uma aresta.
/éafa/—dw cony o- W‘/azﬁp discutido- areterior-
1Rere. — aresta

. @mmmm@wwww o
das questoes, trogue idéias com o colegas e
corm o- professor.

lado

Assim, 0 nimero total de arestas deve ser igual 2 metade do ni-
mero total de lados das faces.

Por exemplo

no tetraedro, que é formado por 4 tridngulos, temos 12 lados
e, portanto, 6 arestas.

no hexaedro, como sdo 6 quadrados, temos 24 lados e 12

1. Vocé ja sabe que um poliedro tem faces, que sio poligonos;
vértices, que 5a0 0s pontos onde varias faces se encontram for-
mando um bico; e arestas, que sdo os lados dos poligonos que

constituem as faces. arestas,

Vimos também que s6 existem cinco tipos de poliedros regula- e no octaedro, como sdo 8 tridngulos, temos 24 lados e 12

res: o tetraedro, o hexaedro, o octaedro, o dodecaedro e o ico- arestas.

saedro Experimente, dessa maneira, determinar o nimero de arestas

Agora, perguntamos: quantas arestas tem cada um desses polie- do dodecaedro, do icosaedro e do “poliedro-bola”.

dros?

No caso dos trés primeiros, ¢ muito simples contar diretamente

as arestas
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Figura 36 — Folha de exercicios de (MACHADO, 1990).

Na préoxima secdo dissertaremos sobre a aula no laboratério de informatica educativa.
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4.2 No Laboratoério de Informatica

Nas duas escolas em que houve trabalho com as turmas, ha laboratério de infor-
matica educativa. Na primeira esta presente o sistema operacional Windows, na segunda ha
o sistema operacional Linux Educacional. Nosso trabalho consiste no uso softwares, normal-
mente simples, para o sistema Windows. Para trabalhar esses softwares no Linux Educacional,

empregamos o emulador do Windows para Linux Wine.

Numa das atividades, sdo desenhadas planificacoes de poliedros regulares em editores
de texto (MSWord no Windows e Write no OpenOffice) e os alunos recebem a explicacdo de
como inserir uma imagem (textura ou foto, por exemplo) em suas planificacdes. Posterior-
mente, as planificacOes sdo cortadas e coladas, obtendo-se o poliedro decorado. A figura 37
apresenta uma dessas planificacdes elaborada por um aluno e impressa em uma impressora

ato de tinta.

Figura 37 — Exemplo de planificacdo produzida em editor de texto e impressa.

Nesse caso sdao exploradas com os alunos: simetrias, reflexdes, associacdo do nimero
de faces com eventos ou objetos (meses do ano, ou dados de jogos, etc.). Propomos aos alunos
desafios de montar sélidos com imagens como a da figura 38 com suas fotos tiradas em seus

celulares.
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Figura 38 — Exemplo de desafio proposto aos alunos.

Quanto aos poliedros estrelados, os alunos se surpreendem: como é facil preparar num
editor de textos com recursos de desenhos as planificacdes dos poliedros estrelados. O dificil,
afirmam eles, é colar todas as pontas das estrelas. Mas concordam que em equipe fica mais
facil. Também nao é facil decidir quem ficard com qual estrela apés a mesma ficar pronta.
Além das construcoes fisicas dos poliedros, sdo trabalhadas transformacdes e visualizacGes em

softwares de nossa implementacdo ou de terceiros (mas todos sdo freeware ou opensource).

Por exemplo, podemos transmitir ao aluno no que se transformarad um prisma reto
quando o nimero de lados da base aumenta consideravelmente. Observe-se na figura 39 a
sequéncia de imagens que o aluno experimenta no software Poliedros de Zeferino (2011). A
resposta a questdo parece Obvia e transmite ao aluno do Ensino Médio a nocao intuitiva de

limite.
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Figura 39 — Simulando o aumento de niimero de lados da base de um prisma reto.

Também fica facil mostrar a ideia de dualidade entre os pares de poliedros regulares

cubo e octaedro; icosaedro e dodecaedro; e o poliedro impar tetraedro (ele é seu préprio

dual). A figura 20c ilustra o caso icosaedro <+ dodecaedro, que experimentado no software de

simulacao Poliedros, torna perfeitamente clara a relacdo ou “parentesco préximo™ desses dois

poliedros. Também se podem mostrar secdes de um hexaedro (regular ou ndo) com muita

facilidade em softwares de simulacao. Pode-se inclusive criar uma distribuicdo de frequéncia

de secoOes aleatérias, com contagem de tipos de poligonos, calculo de areas e de perimetros, a

figura 40 apresenta um instante desse tipo de simulac3o e o respectivo grafico de distribuicao de

frequéncia dos tipos de secoes observadas. Do mesmo modo, podem ser obtidos os parametros

de area e de perimetro. O aluno ja resolveu alguns desses exercicios na sala de aula em exercicios

de manipulacdo e aplicacdo, e, compara os resultados presentes em seu caderno.
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Figura 40 — Simulador de secGes de um cubo com os respectivos parametros.

Aplicando um pouco das Leis da Fisica Newtoniana, podemos simular um cubo imerso
num fluido e perguntar aos alunos: Qual a secao mais frequente? Por qué? A figura 40 apresenta
essa simulacao que na verdade é uma aplicacdo da Matematica na Mecanica dos Fluidos. Os
cubos podem ser trocados por outros objetos para analise de alunos no ensino de Fisica no

Ensino Médio.
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Figura 41 — Simulador de secdes de cubos imersos num fluido. Adaptado de Grange (2004)

Observe-se que se acabou de obter um problema interdisciplinar, de uma situacao que

parecia ser aplicada somente na Matematica.

O que pretendemos mostrar é que ha inimeros recursos para o ensino desse importante
topico do Ensino Médio — os Poliedros — e que podem contribuir para ao menos estimular os
alunos no processo de ensino e aprendizagem. Além do mais, concordamos com Lima (1999),
mas compreendemos que 0s recursos materiais e as estratégias de ensino também sdo muito

importantes.

Terminamos o Capitulo, propondo o que indica a figura 40 como as componentes para

o bom ensino de Poliedros, modestamente.
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Estratégias Recursos

Materiais

Figura 42 — As componentes para o ensino e aprendizagem de Poliedros.

A préxima secdo apresenta as conclusdes deste trabalho.
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Conclusoes

A ideia central deste trabalho foi apresentar, de uma forma sucinta e introdutéria,
alguns dos principais conceitos envolvidos na metodologia do ensino de Poliedros, bem como
apresentar algumas técnicas e recursos existentes para sua realizacdo desse processo de apren-
dizagem no Ensino Médio Regular. Além disso, outro objetivo importante foi o de chamar a
atencdo para as iniimeras possibilidades do emprego de simulacdo computacional sob a forma

académica.

Deve-se destacar que em suas aplicacGes comerciais em entretenimento e nas possi-
bilidades do seu emprego em aplicacoes de pesquisa e educacional do conteldo abordado,
este tipo de simulac3o esta relacionado a desafios cientificos e tecnolégicos maiores, especi-
almente nas areas de computacao grafica, engenharia de software e hardware. Alguns alunos

perguntam: “Que faculdade devo fazer para fazer esses programas?”.

O que parece ficar claro, para grande parte dos alunos, ao final do processo, é que a
criacdo dos produtos finais sé é possivel com a cooperacdo e/ou a colaboracdo de profissionais
de areas afins, tais como artistas visuais, engenheiros, programadores, arquitetos, matematicos,

entre outros.

Outro ponto relevante a considerar é que ha inimeros recursos para o ensino desse
importante tépico do Ensino Médio — os Poliedros — e que esses podem contribuir, e muito,
para ao menos estimular os alunos no processo de ensino e aprendizagem. Além do mais,
reafirmamos, concordamos com Lima (1999), mas compreendemos que os recursos materiais

e as estratégias de ensino sdo também muito importantes.

Por fim, salientamos que na verdade o professor de Matematica é no fundo um artista,
e, que nesses 23 anos de magistério, ndo encontramos nenhum outro tépico pelo qual nos
apaixonamos mais que os Poliedros, assim como o Professor Rangel que sempre viajou pelo

Brasil levando seus iniimeros Poliedros.
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