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Resumo

Nao somente as dificuldades encontradas com o ensino ou aprendizagem da Anélise
Combinatoria foram determinantes para escolha do tema, mas também o fato desse
assunto ser repleto de problemas capazes de desenvolver e aprimorar o raciocinio loégico
dos alunos. Assim, objetivou-se, neste trabalho, desenvolver um material teérico com-
pacto que apresentasse uma nova proposta didatica, a fim de proporcionar uma maior
seguranga no lidar com os problemas de contagem. Com esse intuito, no capitulo 1,
foi apresentada a fundamentacao tedrica necessaria, com questoes selecionadas e espe-
cificas de cada assunto, mostrando sempre que possivel, as relacoes existentes entre os
diversos conceitos e formulas. No capitulo 2, mostrou-se que as formulas de combina-
¢ao e arranjo podem ser vistas como um resultado de algumas permutacoes simples e
foi apresentada uma técnica envolvendo permutacoes, oferecendo, assim, um caminho
alternativo e confirmativo na resolucao de problemas. No capitulo 3, as permutacoes
foram aplicadas na solu¢ao de Equacoes Lineares com Coeficientes Unitarios e aos de-
mais problemas correlatos. No capitulo 4, foi apresentada a Técnica do Principio da
Reflexao, a qual juntamente com as permutagdes com repeticao, pode ser aplicada a
determinados tipos de questoes. No capitulo 5, apresentamos um trabalho sobre as
Permutacoes Cadticas a fim de propiciar aos interessados um maior aprofundamento
na Anélise Combinatoria. Por fim, no capitulo 6, foi proposta uma atividade pedagé-
gica que o professor poderé utilizar para motivar seus alunos a resolver problemas de
contagem por duas maneiras distintas, aplicando principios ou férmulas e por técnicas
envolvendo permutacoes. Desta forma, espera-se que este trabalho, além de mostrar
a importancia e a abrangéncia das permutacoes na anélise combinatoria, promova um
significativo crescimento na compreensao dos conceitos e na resolucao de problemas de

contagem.

Palavras-chave: combinatoria, analise, contagem, permutacoes



Abstract

Not only the difficulties encountered with the teaching or learning of Combinatorial
Analysis were decisive in choosing the theme, but also the fact that subject is fraught
with problems able to develop and enhance logical reasoning students. Thus, the aim of
this work, develop a compact theoretical material to submit a new proposal for teaching
them provide greater safety in dealing with counting problems. With this purpose,
in Chapter 1, was presented the necessary theoretical reasoning, with selected and
specific questions of each subject, showing where possible the existing relations between
the various concepts and formulas. In chapter 2, it was shown that the formulas for
combination and arrangement can be seen as a result of some simple permutations and
a technique involving permutations was presented, thus providing a path alternative
and confirmative in solving problems. In chapter 3, the permutations were applied to
the solution of Unitarians Coefficients Linear Equations and others related problems.
In chapter 4, was presented the Reflection Principle Technique, which together with
the permutations with repetition can be applied to certain types of questions. In
Chapter 5, we present a study on the Chaotic Permutations to provide those interested
a greater depth in the Combinatorial Analysis. Finally, in Chapter 6, we proposed a
pedagogical activity that teachers can use to motivate your students to solve problems
count by two different ways, applying principles or formulas and applying techniques
involving permutations. Thus, it is expected that this work, in addition to showing the
importance and scope of permutations in combinatorial analysis, promotes a significant

growth in understanding concepts and solving problems counting.

Keywords: combinatorial, analysis , counting , permutations



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

3.1

4.1
4.2

6.1
6.2
6.3

Arvore de possibilidades . . . . . ... .. 15
Quadriculado . . . . ... 16
Diagrama de Venn . . . . . .. .. ... 19
Diagrama de Venn . . . . . .. .. ... 19
Tabela . . . . . . 22
Diagrama . . . . . . . ... 23
Quadro. . . . . . . 44
Grafico . . . . . . 45
Grafico . . . . . . 47
Domind . . . . . . .. 60
Quadriculado . . . . ..o 62
Quadriculado . . . . ..o 63



Sumario

Introducao

1 Fundamentacao Teoérica e Aplicagoes
1.1 Principios Fundamentais de Contagem . . . . . . .. ... ... .. ..
1.2 Permutagoes Simples . . . . . . . ..o
1.3 Permutacoes Circulares . . . . . . .. . ... ... ...
1.4 Arranjos Simples . . . . . ...
1.5 Arranjos com Repeticao . . . . . . . .. ... L.
1.6 Combinagoes Simples . . . . . . . .. .. L
1.7 Combinagoes Completas . . . . . . . ... ... ... ...

1.8 Permutagoes com Repeticao . . . . . . . . . .. ...
2 Permutagoes: "Um caminho alternativo e confirmativo."
3 Equacoes Lineares com Coeficientes Unitarios
4 O Principio da Reflexao

5 Permutacoes Cadticas
5.1 O problema das cartas mal enderecadas . . . . . . . ... ... ... ..

5.2 Numero de Permutagoes Cadticas . . . . . .. . . ... ... ... ...
6 Atividade Pedagogica
Consideragoes Finais

Referéncias

10

36

39

45

51
o1
52

56

66

67



Introducao

A importancia da Analise Combinatéria

A Analise Combinatoria é o ramo da matemaética que nos permite enumerar todas
as possibilidades de que um evento acontega, mesmo envolvendo grande quantidade de
dados, sem a necessidade de conté-las uma a uma.

A Historia da Matematica em [10] mostra-nos que o desenvolvimento desta disci-
plina esté diretamente relacionado a necessidade do homem em “contar”. A primeira
técnica matematica aprendida pelas criangas em seu contato inicial com a disciplina é
a contagem, inicialmente, contando elementos de um conjunto e, em seguida, apren-
dendo as operagoes aritméticas com o mesmo intuito. A Analise Combinatoéria é uma
extensao dessa necessidade, ela estabelece conceitos e técnicas que nos permitem a con-
tagem em situacoes onde o conjunto de elementos apresenta uma grande quantidade
de possibilidades.

Hoje em dia, a Analise Combinatéria atua em diversos outros ramos e fornece

fundamentagao para a contagem de possibilidades de eventos do cotidiano. Ela é

o

definida como um topico da Mateméatica que permite resolver problemas em que
necessario “escolher", “arrumar", e, principalmente “contar"os objetos de um conjunto.
E uma importante ferramenta que o cidadao, hoje inserido no mundo das informacoes
e de novas tecnologias, dispoe para resolver problemas reais.

No Brasil, as Orientacoes Curriculares para o Ensino Médio baseiam-se nos PCNEM
(Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio), que sdo um documento que
tem por objetivo nortear os educadores, apresentando propostas no que se refere as
competéncias que devem ser desenvolvidas pelos alunos nos trés altimos anos do ensino
bésico. De acordo com este documento em [1], espera-se que os alunos desenvolvam as

seguintes habilidades:
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e Decidir sobre a forma mais adequada de organizar nimeros e informagoes com o
objetivo de simplificar célculos em situagoes reais envolvendo grande quantidade

de dados ou de eventos.

e Identificar regularidades para estabelecer regras e propriedades em processos nos

quais se fazem necessarios os processos de contagem.

e Identificar dados e relagoes envolvidas numa situagao-problema que envolva o

raciocinio combinatoério, utilizando os processos de contagem.

Se conseguirmos desenvolver tais habilidades, teremos alunos nao somente bem pre-
parados para provas e avaliacoes, mas também com o raciocinio l6gico e dedutivo mais
agucados, capazes de discernir e interpretar dados com mais clareza, proporcionando-
lhes, desta forma, maiores chances de éxito no mercado de trabalho e uma vida melhor

em varios aspectos.

A escolha do tema

Observando o ensino da matematica aos alunos do ensino médio em escolas publicas
e privadas, percebe-se a dificuldade apresentada, tanto por parte dos alunos como por
parte dos professores, em lidar com situagoes que envolvem conhecimentos combina-
torios. Como exemplo, pode-se citar o relato de professores, que nao passaram nos
exames de acesso ao PROFMAT, argumentando que o fracasso se deu em funcgao de
problemas com a Analise Combinatoria. Pode-se citar, também, o primeiro exame de
qualificacao da turma do PROFMAT de 2012, em que uma questao de contagem foi

anulada em func¢ao do insignificante indice de acerto.

Segundo Dante [3]:

A busca da solugao de um problema que os desafia é mais dinAmica e moti-
vadora do que a que segue o classico esquema de explicar e repetir. O real
prazer de estudar matemaética esta na satisfagdo que surge quando o aluno
por si s6 resolve um problema. Quanto mais dificil, maior a satisfagao em
resolvé-lo. Um bom problema sucinta a curiosidade e desencadeia no aluno
um comportamento de pesquisa, diminuindo sua passividade e conformismo.

Logo, em razao do exposto e em funcao da importancia do tema para a vida de

professores e alunos, e buscando inspiragao nas obras de diversos autores, em especial

12



na obra do Professor Augusto Cezar de Oliveira Morgado, nos propusemos a enfrentar
o desafio de dissertar a respeito da Anélise Combinatoéria, com o intuito de, humilde-
mente, passar nossa experiéncia e, desta forma, contribuirmos para um aprofundamento

e melhor entendimento do assunto.

Os objetivos
Dentre os objetivos deste trabalho, destacamos os seguintes:

e Desenvolver material teérico compacto para consulta e estudo por parte de pro-
fessores e alunos, que desejam se aperfeicoar no estudo da Anélise Combinatoria,

com énfase nas Permutagoes.

e Oferecer ao professor de Matemética uma proposta didatica alternativa e com-
plementar, a fim de proporcionar uma maior seguranca no lidar com a Anélise

Combinatoria.

e Oferecer ao professor de Matemaética uma atividade pedagogica a fim de tornar

as aulas mais construtivas, interessantes e produtivas.

e Munir o estudante de ferramentas e habilidades para atuar de forma ativa e

eficiente na resolugao de problemas de contagem.

e Mostrar que a maioria das questoes relativas ao tema sao referentes as permuta-

¢oes ou que podem ser resolvidas por técnicas envolvendo permutacoes.

e Nao tem este trabalho o objetivo de trabalhar a Anélise Combinatoria sem o uso

de formulas, pois em certos casos elas sao fundamentais e convenientes.

13



Capitulo 1

Fundamentacao Teoérica e Aplicacoes

Neste capitulo, serao apresentados os conceitos fundamentais da Analise Combina-
toria de forma gradual e sequencial e serao resolvidas uma série de questoes envolvendo

0s conceitos respectivos.

1.1 Principios Fundamentais de Contagem

O célculo combinatoério baseia-se em dois principios fundamentais, que sdao: o prin-
cipio aditivo e o principio multiplicativo. Antes de se definir tais principios, considere,
por exemplo, uma lanchonete em que sao vendidos trés tipos de sanduiches e dois tipos
de refrigerantes. Suponha que se queira saber de quantas maneiras uma pessoa pode
escolher apenas um desses itens ou quantas sao as opg¢des para quem val comer um
sanduiche e beber um refrigerante.

Esses problemas ilustram, respectivamente, os dois principios fundamentais de
contagem : o aditivo e o multiplicativo.

Para responder a essas perguntas considere S = {s1, o, 83} 0 “conjunto de sandui-
ches” e R = {ry,m3} o “conjunto de refrigerantes”. Note que escolher apenas um desses
itens significa escolher um elemento de S ou um elemento de R, o que pode ser feito
de 3 + 2 = 5 maneiras diferentes. A figura 1.1, denominado arvore de possibilidades,
fornece um total de 3 x 2 = 6 possibilidades para que a pessoa escolha um sanduiche

e um refrigerante.

14
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Figura 1.1: Arvore de possibilidades

Esses problemas ilustram, respectivamente, os dois principios fundamentais de con-
tagem: o aditivo e o multiplicativo. Generalizando, se A é um conjunto com m ele-

mentos e B é um conjunto com p elementos entao temos:

e Principio Aditivo: Para a escolha de um elemento de A ou um elemento de B

existem m-p possibilidades. Neste caso, os conjuntos A e B devem ser disjuntos.

e Principio Multiplicativo: Para a escolha de um elemento de A e um elemento

de B existem m - p possibilidades.

Segundo o professor “Morgado”, em [2], o Principio da Multiplicagao ou Princi-
pio Fundamental da Enumeracao, pode também ser enunciado da seguinte forma:
Se uma decisao d; pode ser tomada de x maneiras e se, uma vez tomada a

decisao dy, a decisao ds puder ser tomada de y maneiras , entao o ntmero
de maneiras de se tomarem as decisoes dy e dy € x - y.

15



Figura 1.2: Quadriculado

Exemplificando na figura 1.2, pode-se aplicar o principio multiplicativo para se de-
terminar quantos caminhos diferentes ha do ponto O para o segmento AB caminhando
sempre para cima ou para a esquerda.

Observe que existem duas maneiras de tomar a primeira decisao, que € ir para cima
ou para a esquerda. Tomando a primeira decisao, continua existindo duas maneiras
de tomar a segunda decisao e assim sucessivamente. Como é necessario tomar oito
decisoes, entdao o total de caminhos distintos sera de 2% = 256.

Esses principios podem ser aplicados a varios outros problemas do cotidiano, inclu-
sive a outras areas da matematica. Na aritmética, por exemplo, pode-se calcular o
ntmero de divisores em inteiros positivos de um ntmero natural qualquer.

Como exemplo, vamos determinar quantos sao os divisores inteiros e positivos do ni-
mero 126.000. Inicialmente, fatorando o niimero N = 126.000, obtém-se N = 24.32.53.7.
E se representar os divisores de N como niimeros da forma D = 2%.3Y.5%.7%, pode-se

perceber que:
e x pode assumir os valores 0, 1,2, 3,4 resultando em 5 possibilidades ;
e y pode assumir os valores 0, 1, 2 resultando em 3 possibilidades ;
e 2z pode assumir os valores 0, 1, 2, 3 resultando em 4 possibilidades;
e w pode assumir os valores 0, 1 resultando em 2 possibilidades.

Entao, pelo principio multiplicativo, existem 5 -3 -4 -2 = 120 divisores inteiros

e positivos de N.

16



Pode-se, também, aplicar esse principio para se determinar quantos subconjuntos
distintos possui um conjunto A com “n” elementos. Analisando o que acontece com os
elementos, em relacao aos subconjuntos, pode-se dizer que cada um deles aparece ou
nao. Entao para cada elemento de A, ha duas possibilidades quanto a sua presenca no
subconjunto, aparecer ou nao aparecer, e pelo fato do conjunto A ter “n” elementos,
entao A possui 2-2-----2 = 2" subconjuntos.

Os principios fundamentais também podem ser aplicados a outras iniimeras situa-

¢oes. Alguns exemplos estao descritos abaixo.

Ezxemplo. Sabe-se que um tabuleiro de xadrez possui dezesseis casas dispostas em
quatro linhas e em quatro colunas. De quantas maneiras diferentes é possivel colocar
quatro pecas distintas neste tabuleiro de modo que, em cada linha e em cada coluna,

seja colocada apenas uma pega?

Observe que hé, nesse caso, quatro maneiras de tomar a primeira decisao, que é
escolher uma casa da primeira linha do tabuleiro. Tomando a primeira decisao, hé trés
maneiras de tomar a segunda decisao, que é escolher outra casa da segunda linha do
tabuleiro e assim sucessivamente. Logo, existem 4-3-2-1 = 24 maneiras de se escolher
as casas. Como as pegas sao diferentes, ha quatro opgoes para a primeira casa, trés
para a segunda, duas para a terceira e apenas uma opg¢ao para a quarta casa. Logo, sao
4-3-2-1 =24 maneiras de se distribuir as pecas nas 4 casas escolhidas. E, portanto,

o total de disposigoes possiveis é de 24 - 24 = 576.

Observacao: O professor “Morgado” deixa a recomendacao de que se alguma de-
cisao é mais complicada, ou restrita, que as demais, ela deve ser tomada em primeiro

lugar.

Ezemplo. Quantos nimeros naturais de quatro algarismos distintos, que sejam
menores que cinco mil e divisiveis por cinco, podem ser formados usando os algarismos

do sistema decimal de numeragao?

Deve-se verificar que a situagao mais restrita é em relacao ao ultimo algarismo que
s6 pode ser zero ou cinco.
Considerando que o niimero zero seja o tltimo algarismo, h& nove opgoes para o

primeiro algarismo, oito opgoes para o segundo e sete opg¢oes para o terceiro, totali-
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zando 9.8.7.1 = 504 nameros. Agora, se considerarmos o nimero cinco como o tltimo
algarismo, teremos oito opgoes para o primeiro algarismo (pois um numero nao pode
comegar com o zero), oito opgoes para o segundo e sete opgoes para o terceiro, totali-
zando 8.8.7.1 = 448 ntmeros. E, consequentemente, o total de ntimeros possiveis sera
igual a 504 4 448 = 952.

Exemplo. De quantas maneiras podemos distribuir n objetos diferentes em duas

caixas diferentes, de modo que nenhuma caixa fique vazia?

Nesse caso, cada objeto tem duas possibilidades de distribuicao, ou vai para uma
caixa ou para vai para a outra. Como sao n objetos, entao 2-2-2---2 = 2" é o
nimero de maneiras desses objetos serem distribuidos de maneira aleatoria, incluindo
a possibilidade de uma das caixas ficar vazia. E como sao duas caixas, deve-se excluir
os dois casos em que uma delas fica vazia. Portanto, ha 2" — 2 maneiras de se distribuir
n objetos diferentes em duas caixas diferentes, sem que nenhuma fique vazia.

Nessa mesma questao, caso se considere as caixas iguais e nao diferentes, deve-se
dividir a solucao 2" — 2 por dois, pois percebe-se que para cada duas maneiras de
se distribuir n objetos diferentes em duas caixas diferentes, ha uma maneira de se
distribuir os n objetos em duas caixas iguais. Portanto, basta tomar a metade dos
casos obtidos na questao anterior e seré encontrado o niimero de maneiras distintas de

se distribuir n objetos diferentes em duas caixas iguais, sem que nenhuma fique vazia,

que é de

2" =2
2

_ 27171 -1
Em relagao ao Principio da Adigao, ¢ importante ressaltar que ele é usado quando
os conjuntos sao disjuntos e caso os conjuntos nao os sejam, deve-se aplicar o Principio

da Inclusao-Exclusao, que na sua versao mais simples afirma que, se houver dois

conjuntos A e B, em que n(X) é o nimero de elementos de um conjunto X, entao :

n(AUB) =n(A)+n(B) —n(ANDB)

Veja a situagao em que AUB ¢é representado por trés regides distintas, cujos nimeros

de elementos sao iguais, respectivamente, a x,y e z.
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Figura 1.3: Diagrama de Venn

Tem-se, nessa situagao que:
n(AUB)=(z+y)+y+2)—(y) =x+y+=2
Portanto, deve-se subtrair o niimero de elementos da interse¢ao, pois quando se
conta o nimero de elementos de AU B, conta-se todos os elementos de A e todos os de

B e ao se fazer isso, conta-se duas vezes o ntmero de elementos de AN B.

Para trés conjuntos A, B e C, o Principio da Inclusao-Exclusao afirma que:

n(AUBUC)=n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+n(AUuBUC)

Veja a situagao em que AU B é representado por sete regioes distintas, cujos nimeros

de elementos sao iguais, respectivamente, a k,l,m,x,y, w e z.

by
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Figura 1.4: Diagrama de Venn



Tem-se, nessa situagao que:

n(AUBUC)=(k+y+z+w)+(+y+z+z)+(m+z+w+z)
—(y+z2)—(w+z)—(z+2)+ () =k+l4+m+z+y+w+ =z

Em geral, o niimero de elementos da uniao ¢ obtido somando o niimero de elementos
de cada conjunto, subtraindo os ntmeros de elementos das intersecoes dois a dois,
somando os das intersegoes trés a trés, subtraindo os das intersegoes quatro a quatro,
e assim sucessivamente.

Esse Principio da Inclusao-Exclusao ¢ bastante aplicado na obtencao da quanti-
dade de multiplos em inteiros positivos de um ntimero inteiro positivo qualquer. Exem-

plificando:

Exemplo. Quantos sao os inteiros multiplos de dois ou trés compreendidos entre

um a cem mil?

Sabe-se que, de um a cem mil, existem 50.000 ntiimeros multiplos de dois, 33.333
miltiplos de trés e 16.666 multiplos de seis. Logo, ha 50.000+ 33.333 — 16.666 = 66.667
inteiros multiplos de dois ou trés compreendidos entre um a cem mil.

Mas, pode-se também aplicar o referido Principio a outras questoes nao numeéricas,

como na obtencao de anagramas.

Ezxemplo. Quantos s@o os anagramas da palavra DANIFEL que tém D em 1°

lugar, ou A em 2° lugar, ou N em 3° lugar ou I em 4° lugar?

Considere inicialmente:

X = conjunto dos anagramas de DANIFEL que tém D em 1° lugar;
Y = conjunto dos anagramas de DANIFEL que tém A em 2° lugar;
Z = conjunto dos anagramas de DANIFEL que tém N em 3° lugar;
W = conjunto dos anagramas de DANITFEL que tém I em 4° lugar;

Dai, tem-se:

e n(X)=nY)=n(Z)=n(W)=5-4-3-2-1=120
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en(XNY)=nXnNnZ)=nXNW)=nYNZ)=nYNW)=n(ZnW) =
4.3-2-1=24

en(XNYNZ)=nXNnYNW)=nXNnZNW)=n(YNZNW)=3-2-1=6
en(XNYNZNW)=2-1=2

Assim, pelo Principio da Inclusao-Exclusao, n(X UY UZUW) = (4 x 120) —
(6 x24) 4+ (4 x 6) — (2) = 358. Esse ¢ o total de anagramas desejados.

1.2 Permutacgoes Simples

Permutacao simples de n elementos sao sequéncias que podem se formar com n
desses elementos, tais que essas sequéncias diferem uma da outra apenas pela ordem
de seus elementos.

O numero de modos de ordenar n objetos distintos é:
Po=n-(n—1)-(n—2)---1=nl!

Definimos Py = 0! = 1.

Observe que a féormula de permutacao simples, nada mais é do que uma simples
aplicacao do principio multiplicativo, pois para se formar uma sequéncia e diante
de n objetos, ha n possibilidades para se escolher o primeiro elemento, n — 1 possibi-
lidades para se escolher o segundo, n — 2 possibilidades para se escolher o terceiro, e
assim sucessivamente, até termos apenas uma possibilidade para se escolher o ultimo
elemento.

As permutagbes sao extremamente importantes e aparecem com muita frequéncia

em questoes de analise combinatoéria, vejamos:

Exemplo. Se as permutacgoes das letras da palavra PROVA forem listadas em
ordem alfabética, como se fossem palavras de cinco letras em um dicionario, qual seria

a septuagésima terceira palavra dessa lista?

Observe que o total de anagramas da palavra PROVA é P; = 5! = 120. Dividindo

cento e vinte por cinco, conclui-se que do total de anagramas, vinte e quatro comecam
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com a letra A, vinte e quatro comegam com a letra O, vinte e quatro comecam com a
letra P, totalizando setenta e dois anagramas em ordem alfabética. Logo, a septuagé-

sima terceira palavra dessa lista ¢ RAOPV.

Exemplo. De quantas maneiras trés pessoas podem se sentar em uma fileira com
seis cadeiras vazias de modo que, entre duas pessoas proximas ou seguidas, sempre

tenha uma cadeira vazia?

Representando as trés pessoas por A, B e C e as sequéncia de cadeiras por qua-
drados, numerados de 1 a 6 da esquerda para direita, tem-se dois exemplos de fileiras

possiveis:

B A C

Figura 1.5: Tabela

Observe que antes de se distribuir as pessoas, deve-se escolher a sequéncia de ca-
deiras e para isso, ha apenas duas possibilidades: escolher as de ntmero par ou as
impares. Escolhida as cadeiras, basta distribuir as trés pessoas e calcular o ntimero
de permutacoes possiveis, que é de 3! = 6. Logo, a resposta ¢ de 2.6 = 12 situagoes

possiveis.

Exemplo. Num tribunal, dez réus devem ser julgados isoladamente num mesmo
dia: trés paulistas, dois mineiros, trés gatichos e dois baianos. Determine o ntimero de

formas de nao se julgar consecutivamente trés paulistas.

O total de formas de se julgar os dez réus é igual ao total de sequéncias possiveis que
é de 10! ; o total de sequéncias em que os trés paulistas estao juntos numa determinada
ordem é de 7! (neste caso, consideramos os trés paulistas como uma tnica pessoa)
e o total de sequéncias em que os trés paulistas estao juntos em qualquer ordem é
de 7!3! (neste caso, consideramos os trés paulistas como uma tnica pessoa e depois
permutamos os trés). Logo, por exclusao, temos que o nimero de formas de nao se
julgar consecutivamente trés paulistas é de 10! - 7!- 3!. Essa questao ilustra que muitas

vezes ¢ mais pratico resolver o problema pelo evento complementar.
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Podemos também aplicar as permutagoes simples para se chegar a férmula de per-

mutacao circular, como sera visto no topico seguinte.

1.3 Permutacoes Circulares

De quantos modos podemos colocar n objetos distintos em n lugares equiespaga-
dos em torno de um circulo, se considerarmos equivalentes as disposi¢coes que possam
coincidir por rotagao?

A resposta desse problema sera representada por (PC'),,, o nimero de permutagoes
circulares de n objetos distintos. E facil ver que (PC),, é diferente de P,. Por exemplo,
no caso de n = 3 tem-se P; = 3! = 6 formas distintas de colocar trés objetos distintos
em trés lugares. Agora, no caso de permutacao circular, tem-se:

1 3 2
1 2 3
Figura 1.6: Diagrama

No entanto, as trés primeiras disposi¢oes sao coincidentes entre si por rotacao e o
mesmo ocorre com as trés tltimas, de modo que (PC)3 = 2.

Observe que nas permutacgoes simples importam os lugares que os objetos ocu-
pam ao passo que nas permutacoes circulares o que importa é apenas a posicao relativa
dos objetos entre si. Nas trés primeiras figuras, olhando os circulos em sentido anti-
horario, o niimero um precede o niimero dois, que precede o niimero trés, que precede
o numero um; portanto, a posicao relativa entre os objetos é a mesma. E o mesmo

ocorre nas trés ultimas figuras. Generalizando o raciocinio, tem-se que:

(PC), = (n —1)!



Pode-se verificar que tal férmula é verdade por dois modos diferentes:

e Se nao considerar equivalentes as disposi¢oes que possam coincidir por rotacao, ha
n! disposi¢oes. Considerando a equivaléncia, cada permutagao circular é gerada

por n disposicoes. Logo,

(PC), = %' = (n—1)!

e Como o que importa é a disposicao relativa entre os objetos, h4 um modo de
colocar o primeiro objeto no circulo; ha um modo de colocar o segundo (imedi-
atamente apos o primeiro); ha dois modos de colocar o terceiro (imediatamente
ap6s o primeiro ou imediatamente apds o segundo); héa trés modos de colocar
o quarto (imediatamente ap6s o primeiro ou imediatamente apds o segundo ou
imediatamente apos o terceiro) e, ---, ha n — 1 modos de colocar o n-ésimo e

ultimo objeto. Logo,

(PC)=1-1-2-3---(n—1) = (n—1)!

Exemplo. De quantos modos podemos formar uma roda de ciranda com sete cri-

ancas, de modo que duas delas nao fiquem juntas?

Nesse caso, podem ser formadas (PC); = 4! = 24 rodas de ciranda com as outras
cinco criancas que nao tém restricao. Denotando as criancas que nao podem ficar jun-
tas por A e B, ha cinco modos de colocar a crianca A na roda e depois quatro modos de
colocar a crianca B de modo que ela nao fique junta de A. Assim, o total de maneiras

possiveis ¢ igual a 24 x 5 x 4 = 480 rodas.

Exemplo. De quantos modos se pode formar uma roda de ciranda com cinco mu-

lheres e seis homens, de modo que as mulheres fiquem juntas?

Considerando as cinco mulheres juntas como uma s6, havera sete pessoas diferentes
e serao encontradas (PC'); = 6! = 720 rodas distintas. Como o total de maneiras de
se permutar as mulheres entre si é de P; = 5! = 120, entao o total de maneiras de se

formar essas rodas de acordo com o comando da questao é de 720 x 120 = 86.400.
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Outra solugao: existem (PC')g = 5! = 120 modos distintos de se formar a roda
com os homens. Formada uma roda, havera seis modos de colocarmos todas as mu-
lheres juntas entre os homens, pois sao seis espagos entre eles. Finalmente, bastara
permutar as cinco mulheres entre si, o que resultard em 5! = 120 disposic¢oes diferentes

entre elas. E, assim, o total de formas sera de 120 x 6 x 120 = 86.400.

Note que, mesmo em questoes de permutagoes circulares, podemos usar permu-
tacoes simples e os principios fundamentais e isso ocorrera também nos topicos
seguintes em que serao estudados os arranjos, as combinagoes e as permutacoes com

repeticoes.

1.4 Arranjos Simples

Dado um conjunto A, com n elementos, chamamos de arranjo simples dos n ele-
mentos, tomados p a p, cada um dos agrupamentos ordenados que podem ser formados,
contendo, sem repeticao, p elementos de A. O numero de arranjos simples pode ser

obtido pela féormula:

emquen € Npe Nen > p.

Veja que essa formula é apenas uma aplicacao do Principio Multiplicativo, visto
que para se formar uma sequéncia ordenada de p elementos, ha n maneiras de se escolher
o primeiro elemento, n — 1 maneiras de se escolher o segundo, n — 2 maneiras de se
escolher o terceiro até se ter (n— (p—1)) maneiras de se escolher o p-enésimo elemento.
E pelo principio multiplicativo, as p posi¢oes poderao ser preenchidas sucessivamente

den(n—1)(n—2)---(n— (p— 1)) maneiras distintas. Assim:

= =2) (o - (p- 1)) = WL EZDEZIE_y

Exemplificando, se em uma prova final de natagao, da qual participarao n atletas,
com n > 3, serao distribuidas as medalhas de ouro, prata e bronze para os primeiro,

segundo e terceiro colocados, respectivamente, entao o niimero possivel de maneiras de
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se distribuirem essas medalhas é de:

A,z =n(n—1)(n—2).

Mas, é evidente que, pelo principio multiplicativo, tem-se n(n — 1)(n — 2) ma-
neiras de se distribuir essas medalhas, pois temos n maneiras de se escolher o primeiro
nadador, n — 1 maneiras de se escolher o segundo e n — 2 maneiras de se escolher o ter-
ceiro, aos quais serao atribuidas as medalhas de ouro, prata e bronze, respectivamente.

Apesar da formula decorrer diretamente do Principio Multiplicativo e ser des-

necessaria em muitos casos, ha problemas em que ela é bastante conveniente.

Ezemplo. Em um campeonato de futebol, todos os times jogam entre si. Sabendo-
se que cada time joga exatamente duas vezes com qualquer outro e que houve oitocentos
e setenta partidas no total, entao determine a quantidade de times que participam desse

torneio.

Se AB e BA representamos dois jogos entre dois times quaisquer e se a quantidade

de times for igual a n, entao:

n!
App = — = 870,
2 =2 870

o que resulta em n = 30. Logo, ha trinta times participando desse torneio.

Considere, agora, uma reta r e, sobre ela, um segmento de reta AB. Ao se admitir
um sentido para AB, por exemplo, de A para B, caracteriza-se um segmento orientado
AB. No segmento orientado AB o ponto A é denominado origem e o ponto B, extre-
midade. Ou seja, o segmento se inicia no ponto A e termina no ponto B. Por outro

lado, no segmento orientado BA, o segmento se inicia no ponto B e termina no ponto A.

FExemplo. Para obtermos a quantidade de segmentos orientados formados por
quaisquer dois pontos dentre os n pontos distintos marcados sobre um circulo, devemos
calcular de quantos modos se pode escolher dois desses pontos, considerando a ordem

entre eles o que resultard em um problema de arranjo simples. Assim, o total de
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segmentos orientados seré igual a:

n!
An2 =

“ (n—=2)!

Visto o que é arranjo simples, sera visto no topico seguinte o que é arranjo com

repeticao.

1.5 Arranjos com Repeticao

Dado um conjunto A, com n elementos, chamamos de arranjo com repeticao dos
n elementos, tomados p a p, cada um dos agrupamentos ordenados que podem ser
formados, contendo, com ou sem repeticao, p elementos de A. O nimero de arranjos

com repeticao é dado pela férmula:
A, p=nP

uma vez que o primeiro elemento pode ser tomado de n maneiras, o segundo também
de n maneiras, e assim sucessivamente.

Note que a féormula do arranjo com repeticao também é uma simples aplicacao do
Principio Multiplicativo e sua formula nao tem muita relevancia, pois as questoes
envolvendo arranjos com repeti¢ao se resolvem aplicando diretamente o referido prin-
cipio. Nao obstante, consideramos importante o conceito de arranjo com repeticao e

veremos pelo menos uma aplicacao.

Ezxemplo. Uma prova ¢é constituida de dez questoes de multipla escolha em que
cada questao possui cinco alternativas cada. Quantos alunos devem fazer a prova para
garantir que pelo menos dois deles marcaram todas as questoes da mesma forma? Con-

sidere que apenas uma Unica alternativa é escolhida em cada questao.

Como hé cinco formas de marcar a primeira questao, cinco formas de marcar a

segunda, cinco formas de marcar a terceira e assim sucessivamente, entao havera:
As 10 = 5"
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gabaritos distintos e pelo “Principio de Dirichlet” sera preciso 5'° + 1 alunos para

se garantir que havera pelo menos dois gabaritos iguais.

O Principio das gavetas de Dirichlet afirma que: Se n+1 objetos forem colocados
em no maximo n gavetas, entao pelo menos uma delas contera pelo menos dois objetos.
Isso ¢é verdade, pois se cada uma das gavetas contiver, no maximo, um objeto, o niimero
total de objetos seré, no maximo, igual a n, o que é um absurdo.

A anélise combinatoéria nao se ocupa apenas com a contagem de elementos de con-
juntos. Muitas vezes, o que se deseja é determinar a existéncia ou nao de conjuntos
satisfazendo a certas propriedades. E, uma ferramenta simples para se resolver alguns
desses problemas é o Principio acima, conhecido também como “Principio das casas
de pombos”.

Serao estudas nos topicos a seguir as combinacoes, seus conceitos e suas formulas,

as quais também decorrerao do Principio Multiplicativo.

1.6 Combinacoes Simples

Dado um conjunto A, com n elementos, chamamos de combinacao simples dos
n elementos, tomados p a p, cada um dos subconjuntos que podem ser formados,
contendo, cada um, p elementos de A. O numero de combinagoes simples pode ser

obtido pela féormula:

emquen €N peNen>p.

Note que a formula da combinagao é a formula do arranjo dividida pela permutagao
dos p elementos e que a féormula do arranjo é a féormula da combinagao multiplicada
pela permutacao dos p elementos.

Entao, se em uma questao envolvendo arranjo, em que a ordem dos elementos
deve ser considerada, for usada equivocadamente a combinacao, basta permutamos os
elementos para corrigir o erro. Por sua vez, se em uma questao envolvendo combinagao,
em que a ordem dos elementos nao deve ser considerada, for usado equivocadamente o

arranjo, basta dividirmos o resultado pela permutagao dos elementos para se reparar
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o erro. Ou seja:
Chp=—" ou plChp = Anyp

O conceito de combinacao e sua férmula sao extremamente importantes na analise
combinatoria, pois sao frequentemente aplicados a véarios problemas.

Pode-se calcular, por exemplo, quantas diagonais possui um poligono de n lados
usando combinagao, pois um poligono de n lados possui também n vértices e para cada
dois vértices escolhidos, independentemente da ordem entre eles, havera uma diagonal

ou um lado do poligono. Logo, o total de diagonais (D) do poligono seré igual a:

n(n — 3)

D:Cnyg—n: 5

Pode-se também, por combinagao, verificar de quantas maneiras é possivel es-
colher trés nameros distintos de um conjunto A = {1,2,3,---,50} de modo que sua

soma seja um miltiplo de trés. E com esse objetivo, considere os conjuntos:

X = {2€A/x=3kk=12--}=1{3,6,9,---,48}
Y = {yeA/y=3k+1,k=1,2---}={1,4,7,10,---,49}
Z = {z€A)z=3k+2,k=1,2,---}={2,5,8,11, - ,50}

Temos, neste caso, que o ntmero de elementos de X é dezesseis, o de Y é dezessete e
o de Z também é dezessete. Se somarmos quaisquer trés elementos de X teremos como
soma um miltiplo de trés e isso pode ser feito de ('3 = 560 maneiras. Se somarmos
quaisquer trés elementos de Y teremos como soma um miltiplo de trés e isso pode ser
feito de C73 = 680 maneiras e o mesmo ocorre se somarmos trés elementos de Z.

Agora, se somarmos um elemento de X com um elemento de Y com um elemento
de Z, obteremos como soma também um multiplo de trés e isso pode ser feito de
16 x 17 x 17 = 4.624 maneiras distintas. Logo, o total de maneiras possiveis de se
escolher trés nimeros distintos do conjunto A de modo que sua soma seja um multiplo
de trés é igual a 560 4 680 + 680 + 4624 = 6.544.

Com as combinagoes, pode-se, também, determinar de quantos modos é possivel

formar subconjuntos de p elementos de um conjunto A = {1,2,3,--- ,n} nos quais nao
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haja nimeros consecutivos.

Para resolver essa questao, iremos primeiramente restringir os dados e tomar n =
5ep = 2. Ou seja, primeiro vamos calcular de quantos modos, dado o conjunto
A ={1,2,3,4,5}, é possivel formar subconjuntos de dois elementos nos quais nao haja

elementos consecutivos. Nesse caso, os subconjuntos possiveis sao:

{1,3},{1,4},{1,5},{2,4},{2,5},{3,5}.

Marcando com o sinal positivo (+) os elementos que farao parte do subconjunto e com

sinal negativo (—) os elementos que nao fardo parte do subconjunto, temos:
e {1,3} pode ser representado por + — + — —
e {2, 5} pode ser representado por — + — — +
e {1,2} pode ser representado por + + — — —

Observe que para formar um subconjunto com dois elementos nao consecutivos
devemos colocar trés sinais (—) e dois sinais (+), sem que haja dois sinais (+) conse-
cutivos. Isto é obtido dispondo em fila os trés sinais (—) e deixando espagos entre eles,
onde eventualmente serdo colocados os dois sinais (+). Como sao trés sinais (—), entao
ha quatro espagos entre eles, dos quais dois serao escolhidos. Como temos Cyy = 6
formas de se escolher esses espacos, entao existem seis subconjuntos formandos por
dois elementos nao consecutivos de A.

Generalizando e de maneira analoga, para se formar subconjuntos contendo p nu-
meros nao consecutivos do conjunto A, devemos tomar p sinais (+) e n — p sinais
(—).Dispondo em fila os n — p sinais (—), haverd n — p 4+ 1 espagos em que se podera
colocar os p sinais (+). Devera entdo ser feita uma escolha de p espagos dentre os
n — p + 1 espagos disponiveis. Como temos C;,_,1, formas de se escolher esses espa-
cos, entao existem C),_,1, subconjuntos formados por p elementos nao consecutivos
de A. Este exemplo é conhecido como o “ Primeiro Lema de Kaplansky”.

Os Lemas de Kaplansky foram construidos em 1943 pelo matematico canadense-
americano Irving Kaplansky para resolu¢ao do chamado “Problema de Lucas”. Ao

leitor interessado em conhecer melhor o assunto, sugerimos o livro [2].
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1.7 Combinacoes Completas

Dado um conjunto A, com n elementos, chamamos de combinagao completa ou
combinagao com repeticao dos n elementos, tomados p a p, cada um dos grupos que
podem ser formados, contendo, com ou sem repeticao, p elementos de A. O ntmero de

combinagoes completas pode ser obtido pela féormula:

(n+p—1)!
CRnp = Cpip1p = | |
pl(n —1)!

Essa formula serda demonstrada no capitulo seguinte, visto que o nimero de combi-

nacoes completas é igual ao ntimero de solugoes inteiras nao negativas de uma equacgao

linear de coeficientes unitarios da forma:
Xi+Xo+ Xg+--+ Xy =p

Como essas equagoes lineares de coeficientes unitarios serao resolvidas por
permutacao, percebe-se que havera dois caminhos para se resolver questoes envolvendo
combinagoes completas. Exemplificando, resolveremos algumas questoes a seguir uti-

lizando a formula de CR,, .

FExemplo. De quantas maneiras distintas uma empresa pode adquirir trés auto-

moveis, que deverao ser escolhidos entre quatro marcas diferentes?

O nimero de maneiras de se fazer essa compra é igual ao nimero de combinacoes
completas de quatro marcas distintas tomadas trés a trés, nao necessariamente distin-
tas. Logo, temos C'Ry 3 = Cs 3 = 20. Esse é o nimero de maneiras distintas de se fazer

essa compra de acordo com o comando da questao.

Exemplo. De quantos modos diferentes podemos distribuir dez bombons idénticos

em quatro caixas diferentes?
A fim de se tornar mais didatico, podemos mudar o enunciado da questao para

o seguinte: De quantos modos diferentes podemos comprar dez bombons escolhi-

dos dentre quatro tipos diferentes? A resposta de ambas serd a mesma e igual a
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CR4,10 = 013’10 = 286 modos diferentes.

Ezemplo. Dispondo de quatro cores diferentes, de quantas maneiras distintas po-
demos pintar cinco objetos idénticos de modo que cada objeto deve ser pintado de uma

anica cor?

E preciso decidir apenas quantas vezes cada cor pode ser utilizada, e isto é igual
a CRy5 = Cs5 = 56. Logo, ha cinquenta e seis maneiras distintas de se pintar cinco

objetos idénticos de modo que cada objeto tenha uma tnica cor.

E lamentavel que esse assunto praticamente nao seja mais abordado nas escolas de
ensino médio, pois as questoes de combinagoes completas sao extremamente interes-
santes e capazes de proporcionar um 6timo desenvolvimento cognitivo dos alunos.

E para finalizar este capitulo de fundamentacao tedrica, sera abordado, no tépico
seguinte, um assunto de grande relevancia neste trabalho, que sao as permutacoes com

repeticao.

1.8 Permutacoes com Repeticao

No topico 1.2 foi apresentada a definicao de permutagoes simples de n elementos,
que é o nimero de maneiras distintas de se colocar em fila n elementos distintos. Como
consequéncia imediata do principio multiplicativo, concluiu-se que esse ntimero é

igual a:
n!

Considere agora o caso em que, dos n elementos existentes, n; elementos sao iguais
a um tipo 1, ny elementos sao iguais a um tipo 2, --- ,n, elementos sao iguais a um

tipo r, tais que:
n=ny+ng+...+n,

Neste caso, se desejarmos colocar os n elementos em fila, teremos C,, ,,, maneiras de
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se escolher os n; lugares para se colocar os elementos tipo 1, teremos C,,_, », Mmaneiras
de se escolher os ny lugares para se colocar os elementos tipo 2 e assim sucessivamente
até termos C,_p,—..._p, ,n, Maneiras de se escolher os n, lugares para se colocar os
elementos tipo r. E assim sera obtida a férmula geral das permutacoes P17 "

de n elementos com repeticao ni,no, -+ , N,

n!
n1,Mn2,...,n
Cn,m Cn—nl,ng ce Cn—nl—“.—nr,l,n,« = T | = Pnl 2 r
niy:ngt oo Nyt

[lustrando a obtengao da féormula geral com um exemplo particular, seréa contado o
numero de maneiras de se colocar em fila sete letras, sendo trés letras a, duas letras b

e duas letras c. Vejamos a seguir algumas possibilidades:
aaabbee, aabbace, acbbaac, cbbaaac, cabacaa, - - -

Temos, portanto, sete lugares e devemos escolher trés lugares para neles serem
colocadas as letras a’s, dois lugares para serem colocados os dois b's e dois lugares para
serem colocados os dois ¢’s.

Podemos escolher os trés lugares para os a's de C73 maneiras diferentes. Feito
isto, temos C,» maneiras diferentes para se escolher os lugares dos dois b's e Cyy =1
maneira de se colocar os dois ¢’s. E, pelo principio multiplicativo, o produto desses

nimeros nos da o total de possibilidades, que é de:

714! 7!
= P>** =210

Cr3C12Co2 = 3o = 35191 —

E importante destacar que, apesar da formula de permutacio com repeticao ter sido
deduzida a partir de combinacoes, ela pode ser vista também como meras aplicagoes
de permutagoes simples, pois basta permutarmos todos os elementos como se nao
houvesse repeticoes e depois dividir o resultado pelas permutacoes das repeticoes e,
assim, chegaremos a ela:

n!
Pn17n27"' YL
n

N n1!n2! tee nT!
Exemplo. Se um time de futebol jogou treze partidas em um campeonato, tendo
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perdido cinco delas, empatado duas e vencido seis, de quantos modos isso pode ter

ocorrido 7

Associando as letras D a derrota, E a empate e V' & vitoria, a sequéncia
DEDVVVVEVVDDD

nos mostra uma situacao possivel. E para se encontrar todas as situagoes possiveis

13!
basta se permutar essas treze letras, o que resultara em Pfgz’ﬁ = Tl 36.036 ma-
neiras distintas. 1210

Ezxemplo. Quantos ntimeros de sete digitos, maiores que 6000000, podem ser for-
mados usando apenas os algarismos 1, 3, 6,6, 6,8, 87
6! L1l _

Como ha P62’2’1’1 = S = 180 ntimeros comegados pelo algarismo 6 e Pg” ’
6!

?ﬂl'—i'l' = 120 numeros comecados pelo algarismo 8, entao ha 180 + 120 = 300 con-

forme o enunciado.

FEzxemplo. De quantas maneiras as letras da palavra INDIVISIBILIDADE podem

ser permutadas de modo que duas letras I’s nunca fiquem juntas?

Retirando as letras I's , ficamos com a sequéncia de letras NDVSBLDADE. Como
sao dez letras, com repeticao de trés letras D, temos, nesse caso, 13—0!! = 604.800 anagra-
mas distintos.

Como nao pode haver letras I’s juntas, devemos colocé-las entre as letras preexis-
tentes (—N —-D—-V —-S—B—L—D—A—D— E—) ounuma das duas extremidades.
Assim, como sao onze os ‘espagos’ a serem ocupados, temos Ci; ¢ = 462 maneiras de
se colocarem as letras I’s nos mesmos.

Logo, aplicando o principio multiplicativo, temos 604.800 x 462 = 279.417.600

possibilidades conforme o enunciado.

Exemplo. De quantas maneiras as letras da palavra CADAV ERICO podem ser

permutadas de modo que nao se altere a ordem entre as vogais que aparecem?
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Como a palavra CADAV ERICO tem dez letras, podemos imaginar dez posi¢oes
a serem preenchidas pelas cinco consoantes e desta forma, teremos Cio5 = 252 possi-

bilidades de escolha desses espacos.
|

Escolhidos os espagos e distribuindo as consoantes, temos ; = 60 formas de se
permutar tais letras, pois duas das cinco consoantes sao iguais.

Como, uma vez preenchidas as consoantes, as posi¢oes das vogais ficam determi-
nadas, entao havera um total de 252 x 60 = 15 - 120 anagramas distintos nos quais a

ordem entre as vogais AAFIO nao muda.

Finalizado este capitulo, em que foram apresentados os fundamentos tedricos e suas
aplicagoes, de forma didatica e sequencial, passamos ao capitulo seguinte em que alguns
fundamentos serao abordados com uma visao diferente, assumindo as permutacgoes

um papel de destaque e de grande importancia.
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Capitulo 2

Permutacoes: "Um caminho

alternativo e confirmativo."

O objetivo neste capitulo é mostrar que problemas de arranjos e combinagoes
podem ser resolvidos por técnicas envolvendo permutagoes, oferecendo assim um
caminho alternativo e confirmativo para esses tipos de problemas.

Sabe-se, por exemplo, que permutacoes simples de n elementos sao sequéncias que
podem se formar com n desses elementos, tais que essas sequéncias diferem uma das
outra apenas pela ordem de seus elementos e que o niimero de maneiras de ordenar n

objetos distintos é:
P, =nl!.

Foi visto que dado um conjunto A com n elementos, chamamos de arranjo simples
dos n elementos, tomados p a p, cada um dos agrupamentos ordenados que podem ser
formados, contendo, sem repeticao, p elementos de A e que nimero de arranjos simples

¢ dado por:

n!
(n—p)!

n,p —

Foi visto também que se esses agrupamentos de p elementos distintos nao forem
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ordenados, ou seja, se forem apenas subconjuntos de p elementos, a questao passa a

ser de combinacao simples e que o niimero de combinacoes simples ¢ dado por:

n!

(o —
P pl(n —p)!

Com base nos ensinamentos do Professor Augusto Cezar de Oliveira Morgado, sera
mostrado, a partir de agora, que as féormulas de arranjo e combinagao sao meras
aplicacoes de permutacao simples juntamente com o principio multiplicativo.

[ustrando, considere o conjunto A = {a,b,c,d, e, f,g} formado por sete letras dis-
tintas. Caso se queira saber quantos anagramas distintos de quatro letras podem ser
formados com as letras do conjunto A, estaremos diante de uma questao de arranjo e
aplicando a férmula teremos a solucao A7y = ;—: = 840 anagramas.

Observe que, de forma alternativa, podemos determinar esses 840 anagramas dis-
pondo primeiramente todos os elementos do conjunto A em fila e separando um ana-
grama desejado por uma barra. Por exemplo, abed/efg representa o anagrama abcd.
Depois, basta permutar todos os elementos da fila para se obter o numero total de ana-
gramas distintos de quatro letras e em seguida dividir esse resultado pela permutacao
das trés letras restantes (efg), pois caso contrario, estariamos contando o anagrama
abcd inimeras vezes, ou seja, teriamos no resultado varias filas distintas com o mesmo
anagrama abcd. Veja que com esse procedimento, chegamos ao mesmo resultado obtido

pela formula que é de g—: = 840 anagramas distintos.

Agora, caso se queira saber quantos subconjuntos ou grupos distintos de quatro
letras podem ser formados com as letras do conjunto A, estaremos diante de uma ques-
tao de combinagao, pois nao havera relacao de ordem entre os elementos, e aplicando
%)! = 35 subconjuntos.

Observe que, de forma analoga a anterior, pode-se determinar esses trinta e cinco

a féormula teremos a solucao C74 =

subconjuntos dispondo primeiramente todos os elementos do conjunto A em fila e se-
parando um subconjunto desejado por uma barra. Por exemplo, abcd/efg representa
o subconjunto {a, b, ¢,d}. Depois, devemos permutar todos os elementos da fila e em
seguida dividir esse resultado pela permutacao das letras do subconjunto {a, b, ¢, d},
pois caso contrario estariamos contando esse subconjunto varias vezes , como se fos-
sem anagramas distintos. Para finalizar, basta dividir esse resultado pela permutacao

das trés letras restantes (efg), pois caso contrario, estariamos contando o subconjunto
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{a, b, c,d} varias vezes, ou seja, terfamos no resultado varias filas distintas com o mesmo

subconjunto {a,b, ¢, d}. Veja que com esse procedimento, chega-se ao mesmo resultado

7!

151 = 35 subconjuntos distintos.

obtido pela féormula que é de

Generalizando e de forma anéloga, pode-se observar que as féormulas do arranjo
e da combinacao, deduzidas no capitulo 1 como decorréncias imediatas do principio
multiplicativo, sao simples aplicagoes da técnica acima a qual sera denominada de
"técnica das permutacoes", que consiste em dispor n elementos em fila, dividi-los
por barras em grupos e aplicar as permutacoes de acordo com o que se deseja.

Diante de uma questao de arranjo da forma A, ,, por exemplo, essa ‘técnica’
consiste primeiramente em dispor n elementos em fila, separé-los em dois grupos, o
primeiro com os p elementos desejados e o segundo com os n — p elementos restantes.
Permutando todos os n elementos e dividindo o resultado pela permutagao dos n — p
elementos, obtém-se o total de agrupamentos ordenados de p elementos distintos que

sera de:

n!
(n—p)!

Agora, se a ordem entre os p elementos nao importar, deve-se dividir o resultado
também pela permutagao de p a fim de se obter o total de conjuntos distintos de p
elementos sem que haja repeticao. E nesse caso, estaremos diante de um problema de

combinagao da forma:

n!
pl(n —p)!

Desta forma, conclui-se que as féormulas de combinacao e de arranjo sao meras
aplicagoes de permutagoes simples juntamente com o principio multiplicativo.

Esse procedimento denominado de "técnica das permutagoes" seréd aplicado de
forma exemplificativa a dez problemas propostos no capitulo 6 e a fim de se continuar
mostrando a importdncia e a grande abrangéncia das permutacées na Analise Combina-
toria, elas serao aplicadas, nos capitulos seguintes, em situacoes ainda nao exploradas

neste trabalho.
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Capitulo 3

Equacoes Lineares com Coeficientes
Unitarios

Um dos objetivos neste capitulo é o de contar o ntimero de solugoes inteiras e finitas
de uma equacao da forma:

X1+ Xo+ X+ -+ X, =m,

em que cada X; e "m” assumem valores inteiros nao negativos e i € {1,2,3,--- ,n}.

Considere, como exemplo , a equagao :
Xi+Xo+X5+X4=9 (3.1)

Solugoes em inteiros positivos para esta equagao sdo quadruplas ordenadas (X7, Xo, X3, X4)

cuja soma seja igual a 9. As quadruplas:

(2,3,1,3)
(4,3,1,1)
(1,5,1,2)

sao algumas solugoes possiveis.
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A fim de se contar todos as solu¢oes em inteiros positivos da equagao (3.1) , podemos
aplicar a seguinte técnica: Enfileirar os nove 1's , deixando um espaco a cada dois
1's consecutivos, totalizando oito espacos. Cada maneira de escolhermos trés espacos

dentre os oito existentes, nos dard uma solucao distinta. lustrando:

114+ 1114+ 1+ 111 = 9 representa a solucao (2, 3,1, 3)
1111+ 111 + 1+ 1 = 9 representa a solugao (4,3,1,1)
1+ 111114+ 1+ 11 = 9 representa a solugao (1,5,1,2)

Feitas estas observagoes, podemos concluir que o ntimero total de solugoes em intei-
ros positivos da equagao (3.1) é igual ao niimero de maneiras de escolhermos trés dentre
0s oito espagos em branco, para neles colocarmos os trés sinais positivos "+". Como
esse numero ¢ igual a Cg3 = 56, entao este ¢ o ntimero total de solugoes procuradas.

Generalizando o raciocinio, temos que o nimero de solugoes em inteiros positivos

da equacao:

Xi+Xo+Xs5+---+X,=m, com m>0

¢ dado por Cpy—1 1.
Se considerarmos solugoes em inteiros nao negativos , isto é, se a variavel X; puder
assumir o valor zero, teremos um nimero maior de solu¢oes. Tomemos novamente a

equacao:

X1+X2+X3+X4:9

O namero de solugbes em inteiros nao negativos dessa equagao (3.1) corresponde

ao numero de solugoes em inteiros positivos da equagao:
M-D+H-D+WG-D+Yi-1)=9 ou Yi+Y+Y,+Y,=13

o que resulta em Ci9 3 = 220.
Note que existe uma correspondéncia biunivoca entre as solugoes em inteiros nao

negativos da equagao:

X1+X2+X3—|—X4:9,
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com as solugoes em inteiros positivos da equagao:

Yi+Yo+Y;+Y, =13

Observe algumas das solugoes listadas abaixo dessas equagoes:

Xi+Xo+Xs+X4=9 Vi+ Yo+ Ys+Y, =13
(0,1,2,6) (1,2,3,7)
(7,0,0,2) (8,1,1,3)
(2,0,4,3) (3,1,5,4)

Aplicando as permutacoes, podemos, de forma mais simples, contar o nimero de
solugoes em inteiros nao negativos da equagao (3.1) usando o conceito de permutagao
com repeticao. Basta enfileirarmos os nove 1’s e os trés sinais positivos "+". O
numero total de fileiras distintas nos dara o nimero total de solugoes. Ilustrando as

possiveis solugoes, temos:

11+ +11114+ 111 =9 representa a solugao  (2,0,4, 3)
+1+ 114111111 =9 representa a solugao (0, 1,2,6)
1111111+ + 4+ 11 =9 representa a solugao  (7,0,0,2)

Neste caso, para se obter o ntimero total de solucoes, basta permutarmos todos os
doze elementos da fileira, que sdo os nove 1’s e trés sinais positivos "+", o que implicara

numa permutagao com repetigao igual a:
3,9 _
Pp5” = 220.
Assim, encontramos 220 solugbes distintas em inteiros nao negativos para a equagao
(3.1).
Portanto, de forma mais direta, concluimos que o ntimero de soluc¢oes, em inteiros
nao negativos, da equagao:

X1+ Xo+Xs+---+X,=m, com m>0

é dado por P™"!

m+n—1-
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Tais equagoes lineares com solugoes em inteiros nao negativos sao extremamente
importantes na anélise combinatoéria, pois podem ser aplicadas na resolucao de vérios
outros tipos de problemas, inclusive em problemas que envolvam Combinagoes com
Repeticao (CR).

Considere, por exemplo, o problema: De quantos modos é possivel comprar nove

sorvetes em uma loja que os oferece em quatro sabores distintos?

Foi visto, no topico 2.7 deste trabalho, que combinagao com repeticao, CR,,, , ¢
o nimero de maneiras de se escolher ”p” objetos distintos ou nao entre "n” objetos

distintos e que:

(n+p-—1)!

CRn = n-+tp— = -
P LTl — 1)]

E como o problema acima se trata de combinagao completa, aplicando a férmula,

temos que o numero de solugoes distintas ¢é igual a:
CR479 = 01279 = 220

Observe que essa questao pode ser resolvida de outra maneira. Para efetuar a
compra dos nove sorvetes, podemos associar as varidveis X1, Xo, X3 e X, aos quatro
tipos distintos de sabores e o valor de cada X; , com ¢ = 1,2,3,4 , representara
a quantidade de sorvetes comprada de seu tipo. Assim, o numero de modos de se
comprar nove sorvetes em uma loja que os oferece em quatro sabores distintos sera

igual ao numero de solu¢oes em inteiros nao negativos da equagao:
X1+X2+X3+X4:9
. 3,9
que equivale a Pj3” = 220.

Podemos, portanto, interpretar C'R,, , de dois modos distintos:

e CR,, é o numero de maneiras de se escolher "p” objetos distintos ou nao entre

"n” objetos distintos;
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e CR,, ¢ o numero de solugoes em inteiros nao negativos da equagao X; + Xy +
Xyt o+ Xy =p.

Com o intuito de se aplicar as equagoes lineares com coeficientes unitarios
cujas solucoes requerem a aplicacao das permutacgoes, resolveremos os problemas a

seguir:

Exemplo. Uma fabrica produz oito tipos de bombons que sao vendidos em caixas
de trinta bombons, de um mesmo tipo ou sortidos. Quantas caixas diferentes podem

ser formadas?

Representando os oito tipos de bombons pelas variaveis X; , com 7 =1,2,3,---,8
em que o valor de cada X; representard o nimero de bombons do tipo ‘’, teremos
que o nimero de solugoes da questao seréd igual ao nimero de solugoes em inteiros nao

negativos da equagao:
X1+X2+X3++X8:30

Como o numero de solugoes em inteiros nao negativos da equacao acima é igual a:

30,7 37'

37 3017

entao, esse valor corresponde ao nimero de caixas diferentes que podem ser formadas.

Exemplo. Quantas sao as solugoes em inteiros nao negativos da inequacao X +
Y+ 257

Observe que a figura 3.1 a seguir mostra algumas solucoes e as respectivas sobras,
representadas pela letra W.
Percebe-se que existe uma correspondéncia biunivoca entre as solucoes em inteiros

nao negativos da inequacao:

X+Y+2<5
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Figura 3.1: Quadro

e as solugoes em inteiros nao negativos da equacao seguinte:
X+Y+Z+W=5, (3.2)
Logo, o niimero de solugoes distintas da inequacao proposta é igual a:
P = 56.
Em outros casos, deveremos transformar equagoes em equagoes para que se possa
resolver o problema. Imagine, por exemplo, que se queira encontrar o nimero de
solucoes em inteiros positivos da equacao X; + X + X3 =20 , em que X5 > 5.

Neste caso, o niimero de solugoes da equagao pedida é igual ao ntimero de solugoes

em inteiros nao negativos da equacao:

Yi+1)+(Yo+6)+(Ys5+1) = 20 ou
Yi+Yo+Y; = 12

a qual tem o niimero de solucoes distintas igual a:
212
Portanto, as equagoes lineares com coeficientes unitarios juntamente com as
permutacoes sao ferramentas importantes para a solucao de varios problemas combi-

natorios. Veremos no capitulo a seguir que as permutagoes também sao indispenséveis

na solucao de problemas que necessitam da Técnica do Principio da Reflexao.
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Capitulo 4

O Principio da Reflexao

Sera, primeiramente, apresentada a Técnica do Principio da Reflexao por meio
de um raciocinio indutivo, ou seja, comecgaremos de situagoes mais simples até chegar-
mos ao referido principio. Depois, o utilizaremos juntamente com as permutacoes na
resolucao de alguns problemas.

Considere inicialmente que, uma particula, estando no ponto de coordenadas (x,y),
s6 pode se movimentar para o ponto (z + 1,y + 1) ou para o ponto (x + 1,y — 1) do
plano cartesiano. Desta forma, podemos calcular o total de trajetos distintos possiveis
de uma particula que esteja inicialmente no ponto de coordenadas (0,0) e que deseja
chegar ao ponto (8,6), por exemplo.

[lustrando um desses trajetos possiveis, temos:

L 2

Figura 4.1: Grafico
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Oberve que como os movimentos permitidos para a particula sao de subida “S” ou

de descida “D” de forma que:

Si(zy) — (@+ly+1)
entao, na figura 4.1, o trajeto descrito foi de SSDSSSSS.

Assim, para que a particula percorra de (0,0) a (8,6) devemos ter:
S+D=38

pois em cada movimento de subida ou de descida, a abscissa da particula avanca uma
unidade e portanto ela deve percorrer um total de 8 unidades em relagao ao eixo das
abscissas.

Em relacao ao eixo das ordenadas, cada movimento de subida ou de descida, a

ordenada aumenta ou diminui uma unidade, respectivamente. Logo, temos:
S—D=6

Resolvendo esse sistema, encontramos S =7 e D = 1, e aplicando permutagao com

repeticao, o niimero de trajetos distintos possiveis sera igual a:

8!
71 o
(R T 8

Uma interessante pardfrase desse problema é a seguinte: se numa eleicao ha oito
eleitores e dois candidatos e um determinado candidato “S* ganha por seis votos de
diferenca, de quantos modos distintos pode se desenvolver a apuracao?

Veja que a solucao desse problema é analoga a solucao do exemplo anterior, basta,
no grafico da figura 4.1, identificar o eixo das abscissas com o total de votos apurados
e o eixo das ordenadas com a vantagem do candidato “S” em nimero de votos. Assim,
o ponto (3,1) do trajeto, por exemplo, indicarda que quando o 3° voto acabar de ser
apurado, o candidato “S” tem uma vantagem de um voto em relagao ao outro candidato.

De maneira semelhante, calcularemos quantos sao os trajetos possiveis de uma
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particula que esteja inicialmente no ponto de coordenadas (0,0) e que deseja chegar ao
ponto (10,4) e quantos desses trajetos tocam a reta y = —1.

Neste caso, usando o mesmo raciocinio, temos:

Resolvendo esse sistema, encontramos S = 7 e D = 3, e desta forma, o niimero de

trajetos distintos possiveis é igual a:

10!
7’3 —_ —
16 = 73— 120
Desses cento e vinte trajetos, alguns deles tocam a reta y = —1, como por exemplo

o em negrito abaixo:

\.\ ’I
Figura 4.2: Grafico
Observe que todo trajeto de (0,0) a (10,4) que toca a reta y = —1 pode ser
transformado, por uma reflexao em torno da reta y = —1, do trecho do trajeto entre
(0,0) e o primeiro toque na reta y = —1 , em um trajeto do ponto (0, —2) até o ponto

(10,4). E, calculando o nimero de caminhos distintos entre esses dois ultimos pontos,
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temos:

S+D = 10
S—D = 6

o que implica em S = 8 e D = 2. Logo, o nimero de caminhos distintos de (0,0) a
(10,4) que toca a reta y = —1 é igual a:

Py = 45

82l
Parafraseando: em uma eleicao com dois candidatos, dez eleitores, vencida por um
determinado candidato “S” por quatro votos de diferenca, em quarenta e cinco das
cento e vinte possiveis formas de se desenvolver a apuracao, o candidato perdedor em
algum momento esteve em vantagem.

A técnica usada para resolver esse tipo de questao ¢, segundo “MORGADO” em [2],
conhecida pelo nome de Principio da Reflexao, o qual pode ser aplicado em outros

tipos de problemas como veremos em seguida.

Exemplo. Se numa elei¢ao com dois candidatos A e B, ha vinte eleitores e o can-
didato A recebe quinze votos favoraveis enquanto o candidato B recebe cinco votos,
quantas sao as formas possiveis de desenvolver a apuracao de modo que o candidato A

permanega sempre em vantagem (nem sequer empata) desde o primeiro voto apurado?

Para resolver esse problema, deve-se inicialmente esbogcar um plano cartesiano
pondo, no eixo das ordenadas, a vantagem do candidato A e no eixo das abscissas
a quantidade de votos apurados. Os graficos sdo caminhos de (0,0) a (20,10). Os
caminhos que queremos sao aqueles que comegam com uma subida para o ponto (1,1)
e a partir dai formam um caminho de (1,1) a (20,10) que ndo podem tocar a reta
y = 0. O total de caminhos de (1,1) a (20,10) é igual a P/y”° = 11628, pois nesse caso,

temos:

S+D = 19
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ou seja, S =15e D = 4.

E, usando o mesmo raciocinio e o Principio da Reflexao, temos que o total de
caminhos de (1,1) a (20, 10) que tocam a reta y = 0 é igual a 3876.

Logo, o total de formas possiveis de desenvolver a apuracao de modo que o candi-

dato A permaneca sempre em vantagem é igual a 11628 — 3876 = 7752.

Ezxemplo. Numa fila de cinema, por exemplo, se “m” pessoas tem notas de R$ 5, 00
“n” pessoas tem notas de R$ 10,00 e sabendo—se que n < m e que a entrada custa
R$ 5,00 , quantas sao as “filas” que terao problemas de troco se a bilheteria comecar a

trabalhar sem troco?

Inicialmente, deve ser esbogado um grafico cartesiano pondo, no eixo das ordenadas,
a quantidade de notas de R$ 5,00 em poder da bilheteria e, no eixo das abscissas,
a quantidade de pessoas atendidas. Os graficos das “filas” s@o caminhos de (0,0) a
(m 4+ n,m —n). Os que representam filas com problemas de troco sdo os que tocam a
reta y = —1. Estes, refletindo-se na reta y = —1 o trecho de (0,0) até o primeiro toque
na reta, correspondem aos caminhos de (0, —2) a (m + n,m — n). Tais caminhos sdo

formados por subidas e descidas de modo que:

S+D = m+n
S—D = m—n+2,

oqueresultaem S=m+1leD=n-—1.

A escolha do caminho fixa, na “fila”; os lugares que serao ocupados pelos portadores
de notas de R$ 5,00 e de notas de R$ 10,00. Fixados tais lugares, ha m!n! modos
de designar-lhes as pessoas. Logo, o total de “filas” que terao problemas de troco se a

bilheteria comecar a trabalhar sem troco ¢ igual a:

S,D (S —+ D)' n
m!n!Ps+D = mln! Sl = (m+1)

(m+n)!

Vamos, nesse mesmo problema, determinar quantas sao as “filas” que terao proble-
mas de troco se a bilheteria comecar a trabalhar com duas notas de R$ 5, 00.
Neste caso, os graficos das “filas” sdo caminhos de (0,2) a (m + n,m —n + 2).

Os que representam “filas” com problemas de troco sao os que tocam a reta y = —1.
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Estes, refletindo-se na reta y = —1 o trecho de (0,0) até o primeiro toque na reta,
correspondem aos caminhos de (0,—4) a (m + n,m — n + 2). Tais caminhos sao

formados por subidas e descidas de modo que:

S+D = m+n
S—D = m-—n-+6.

Assim, encontramos S =m+3 e D =n —3. E o total de “filas” distintas seré igual a:

S.0 (S+ D)!
m!n!Pgp = m!n!w

B n(n—1)(n — 2)
= mEDmrmig )

No proximo capitulo, seré apresentado um estudo sobre as permutacoes cadticas,

a fim de se mostrar, dentre outras coisas, outro campo de aplicagao das permutacoes.
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Capitulo 5

Permutacoes Caobticas

Iremos tratar neste capitulo de Permutacoes Caodticas, explicitando a dedugao da

formula do calculo do ntimero de desarranjos para n itens.

5.1 O problema das cartas mal enderecadas

A brincadeira de "amigo oculto", muito comum em nossa sociedade, traz consigo
uma intrigante questao que no séc XVIII motivou o célebre matematico Leonhard Fuler
a empenhar-se em um engenhoso e surpreendente trabalho com o intuito de solucioné-
la.

Esta questao conhecida como "O problema das cartas mal enderecadas” consiste
em descobrir de quantas formas distintas pode-se colocar n cartas em n envelopes,
enderecados a n destinatarios diferentes, de modo que nenhuma das cartas seja colocada

no envelope correto.
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Voltando ao "amigo oculto”, o problema equivale a investigar de quantas formas di-
ferentes n pessoas podem sortear aleatoriamente n "papeizinhos"de modo que nenhuma
delas sorteie o proprio nome.

Nessas situagoes, estamos diante de um conhecido problema de Anélise Combina-

toria, denominado de Permutacoes Cadticas.

5.2 Numero de Permutacoes Caébticas

Definicao. Uma permutacao de ay,as,...,a, € chamada de caotica quando nenhum

dos als se encontra na posi¢ao original, isto €, na i-ésima posi¢ao.

Uma permutacao com tal caracteristica também é chamada de um "desarranjo” de
a1, a9, ..., Ap.

Seja D,, o nimero de permutacoes cadticas, isto é, a quantidade de permutacoes
dos n elementos aq, as, ..., a, nos quais nenhum deles ocupa sua posi¢ao original.

Quando n = 1, temos somente um elemento. Logo nao existe forma de "desarranjé-
lo"e, portanto, D; = 0. Quando n = 2, podemos "desarranjar"os elementos a; e as
apenas de uma forma: asa;. Assim, Dy = 1. Quando n = 3, podemos permutar os
elementos a1, as, a3 de 6 maneiras: ajasas, a1a3as, A201a3, A2a3071, A3G102, A30A2a01, onde
(203071 € azaias sao os unicos "desarranjos". Portanto, D3 = 2. Continuando a anélise
de casos particulares, verifica-se que Dy = 9 e D5 = 44, mas, a partir dai, as alternativas
tornam-se muito numerosas de tal modo que é preciso deduzir matematicamente qual
a lei de formacao de D,,.

Antes de deduzirmos essa lei de formagao de D,,, apresentaremos alguns exemplos
nos quais o principio da inclusao e exclusao, visto no Capitulo 1 deste trabalho, sera

extremamente til.

Exemplo. Determine o nimero de permutacoes simples dos elementos ay,as, ..., an,

nas quais a; estd em primeiro lugar ou as estd em sequndo lugar.

Definimos A; como sendo o conjunto das permutagoes em que a; esta em primeiro
lugar e Ay o conjunto das permutacoes em que as estd em segundo lugar.
E claro que n(A;) = n(A;) = (n —1)! e que n(A; N Ay) = (n —2)!. Logo o ntimero

que procuramos nada mais é do que n(A; U As) que é igual a:
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n(AiNAs) = n(4)+n(A) —n(AiNA)=mn-)+n—-1)—(n—2)
=2n—-—D'=(n-2)=2(n—-1)(n—2)! — (n—2)!
= n—=2)/(2n—-2—-1)=(2n—3)(n —2)\.

Exemplo. Dentre as permutagoes simples dos n elementos aq,as, ... ,a, determine o
numero daquelas em que a; nao estd em primeiro lugar, as nao estd em sequndo lugar

e nem agz estd em terceiro lugar.

Definimos A;, para i = 1,2, 3, como o conjunto das permutacgdes em que a;, para
1 =1,2,3, estd no i-ésimo lugar. Devemos encontrar o niimero de elementos no com-

plementar da uniao de Ay, A e Az. Como

n(A;) =n(As) =n(A;z) = (n— 1),

temos considerando que o numero total de permutacoes é n!, que a resposta a nossa

pergunta é:

—n(A1NANA;) =n!—3(n—1)+3(n—-2)!—(n—3)L

Se definirmos por A; o conjunto das permutacoes de aq,as,...,a,, tendo a; no i-
ésimo lugar, para calcularmos o nmero de permutagoes cadticas, denotados por D,, (a
letra D vem da palavra desarranjo, palavra sinonima de permutacao cadtica), devemos

calcular o nimero de elementos que nao pertencem a nenhum dos A;’s, isto é, o nimero
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de elementos no complementar da uniao dos A;’s. Logo

n

Dy=nl=> n(A)+ Y n(AnA)— > n(AnAnA)+. ..

i=1 1<i<y 1<i<j<k

Como existem n termos na primeira soma, C? termos na segunda, C? na terceira,

..., O =1 na ultima, e

temos

D, = nl—nn—1+C2n—-2)-C3n—-3)+---+(-1)"1
n! n! n! o n!

= -t gt ()

1 1 1 1 1 1
Dn:n!<1——+———+———+...—|—(—1)” )

n!

Vn > 1.
Utilizando-se esta formula podemos ver que o nimero de permutagoes cadticas de

3 letras a,bec, é
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De fato, dentre as 6 permutacoes abc, ach, bac, bea, cab, cba, somente bca e cab sao per-

mutacoes cadticas.

Exemplo. Quantas permutagoes dos inteiros 0,1,2,3,4,...,8,9 tém exatamente 4 dos

numeros em suas posicoes originais?

Como nao sao fixados os 4 niimeros que permanecem nas posicoes originais, devemos
escolher estes 4 niimeros, o que pode ser feito de Cf, maneiras distintas, e, em seguida,

permutar os 6 restantes caoticamente. Logo a resposta é

1 1 1 1 1 1

_ _

Nao obstante haver outra dedugao para a lei de formagao D,,, optamos por apre-
sentar neste capitulo a encontrada no livro [8], por considerarmos que tal deducao é a

que possui uma maior harmonia com os conceitos apresentados neste trabalho.
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Capitulo 6

Atividade Pedagbgica

A fim de se mostrar a importancia e a abrangéncia das permutagoes na anélise com-
binatoria, seré apresentada, neste capitulo, uma atividade pedagogica a qual o professor
podera utilizar para motivar seus alunos a resolver problemas de contagem por duas
maneiras distintas, aplicando principios ou férmulas e por técnicas envolvendo
permutacoes.

Sera proposta uma atividade de sala de aula com o intuito de tornar a aula mais
dindmica e interessante e a aprendizagem mais eficiente e sera apresentada uma lista
com dez questoes diferenciadas, que estarao resolvidas e comentadas.

O professor caso nao queira se utilizar das questoes apresentadas, podera selecionar
suas proprias questoes de acordo com sua realidade. De toda forma, essas dez questoes
servirao de fonte de consulta aos curiosos em descobrir os diversos caminhos que a
analise combinatoria nos oferece.

Apos o professor apresentar todos os fundamentos de analise combinatoria, exem-
plificando o méaximo possivel e destacando sempre os diversos modos de se resolver os

problemas, propoe-se a ele uma atividade composta dos seguintes passos:

Primeiro: Distribua um pedaco de papel a cada aluno para que cada um escreva seu proprio
nome e depois os recolha. Os pedacos de papel devem ser iguais, pois estes nomes

depois serao sorteados.

Segundo: Distribua a cada aluno uma lista com as dez questoes sugeridas neste capitulo e

diga que as questoes devem ser resolvidas de duas maneiras distintas, por princi-
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Terceiro:

Quarto:

Quinto:

Sexto:

Sétimo:

pios ou formulas e por técnicas de permutagoes e que cada solugao correta valera

meio ponto.

Alerte-os de que as solugoes nao serao recolhidas e que todos os alunos partici-
parao de todos os sorteios, mas que o bonus nao podera exceder a um ponto, ou

seja, cada aluno terminard a aula com no maximo um ponto.

Deixe-os resolvendo individualmente as questoes durante um tempo de aula. Ha-
verd em média cinco minutos para cada questao, caso a aula seja de cinquenta

minutos.

No segundo tempo de aula ocorrera a solucao dos problemas e os debates. Devera
ser sorteado, por meio dos papéis, um aluno para dizer como é que ele resolveu o

primeiro problema.

Caso o aluno tenha resolvido corretamente, ele ganhara meio ponto por solugao
distinta. Se o aluno nao soube resolver a questao, devera ser sorteado outro aluno
até que apareca um que tenha acertado. Se a solucao for parcial, o professor de-

verd completar e apresentar a outra solugao.

Resolvida a primeira questao, o mesmo procedimento devera ser aplicado a se-
gunda questao, depois a terceira, e assim sucessivamente, até terminar a aula. Se
por ventura, a aula acabar e ficar algum exercicio sem solugao, o professor devera

terminar a resolugao da lista na préoxima aula.

Desta forma, esperamos que essa atividade pedagogica possa contribuir para um

melhor entendimento da analise combinatéria e que o aprendizado se concretize de

forma abrangente e por meio de uma aula descontraida.

Destacamos que tal atividade traz consigo uma proposta com algumas acoes, mas

que o professor tem a liberdade de adapta-la a estrutura educacional em que estiver

inserido.

Apresentamos a seguir uma lista com as dez questoes sugeridas:
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1) Seis astronautas devem ser divididos em dois grupos de trés homens cada: um
para ir & lua e outro para ficar na base espacial. Qual o ntumero total de situacoes

possiveis?

Resolvendo a questao por combinagao, basta calcular o total de grupos que se pode
|

formar com trés pessoas escolhidas dentre as seis, o que resulta em Cg3 = 2,—3' =20
grupos distintos. Observe que quando se escolhe um grupo de trés pessoas para ir a
lua, o grupo restante é o que ficara na base. Logo, ha vinte situagoes possiveis.
Resolvendo pela "técnica das permutagoes", primeiramente representaremos os
astronautas pelas letras A, B, C, D, E, F' e em seguida os colocaremos em fila separados

por uma barra, formando dois grupos da seguinte forma:
ABC/DEF

Considerando que o grupo antes da barra vai para a lua e que o grupo depois fica
na base, a ilustracao acima representa uma situagao possivel. E para se encontrar
todas as situacoes possiveis devemos permutar as seis letras e dividir o resultado pelas
permutacoes das letras de cada grupo, pois a ordem entre elas nao importa. Com esse
procedimento, obtemos 3% = 20 situagoes possiveis.

Modificando esse problema de forma que nao haja distin¢ao entre os dois grupos,
ou seja, caso se queira dividir as seis pessoas em dois grupos quaisquer de trés pessoas
cada, deve-se dividir o resultado acima por 2!, pois os casos ABC/DEF ¢ DEF/ABC
sao equivalentes. Neste caso, muitos poderiam se equivocar ao usar apenas a férmula

de combinagao. Sugerimos ao professor que comente essa situagao com os alunos.

2) De quantas formas diferentes podemos distribuir sete pessoas em trés quartos,
de maneira que trés pessoas fiquem em um quarto denominado “A”, duas fiquem em

um quarto denominado “B” e duas em um quarto denominado “C"”?
emos escolher trés pessoas para uar e maneiras diferentes. Fei
Podemo olher t ssoas 0 to A de C73 diferentes. Feito

isto, ha C4 2 modos diferentes para se escolher duas pessoas para o quarto B e Uy =1

maneira de se colocar as ultimas duas pessoas no quarto C'. E, pelo principio multipli-
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cativo, o produto desses ntimeros nos dara o total de possibilidades, que é de:

A L T
siaio g L =20

C17,3 C'4,2 C2,2 =

Resolvendo pela "técnica das permutacgoes", basta colocar as sete pessoas em
fila e separé-las por trés barras, de forma que antes da primeira barra fiquem as trés
pessoas do quarto A, entre as duas barras fiquem as duas pessoas do quarto B e
depois da segunda barra fiquem as duas pessoas do quarto C'. llustrando uma situagao

possivel, tem-se:
ABC/DE/FG

Assim, para obtermos todas as disposi¢oes possiveis, devemos permutar os sete

elementos da fila e dividir o resultado pelas permutacoes dos elementos de cada quarto,

o que resultard em 3‘;—:2' = 210 casos.

Caso, nesta questao, fosse acrescentado um treliche no quarto A, um beliche no
B e um beliche no C', haveria uma nova situacao, e para se encontrar o niumero de
disposigoes possiveis bastaria permutar os elementos da fileira ABC/DE/FG, pois ela
ja indica a posicao das pessoas no quarto e nas camas. Logo, a solucao seria igual a
apenas 7!. Neste caso, poder-se-ia usar apenas o principio multiplicativo e se chegaria
a mesma solugdo de 7-6-5-4-3-2-1 = T7!. Sugerimos ao professor que analise este

caso com os alunos.

3) Um campeonato de futebol é disputado por oito clubes em rodadas de quatro

jogos cada. De quantos modos é possivel selecionar os jogos da primeira rodada?

Colocando os oito times, representados por A, B,C, D, E, F, G, H em fila, automa-

ticamente se formam os quatro jogos possiveis, como por exemplo:
AB/CD/EF/GH

Observe que se alternarmos esses jogos de posi¢ao, teremos os mesmos quatro jogos
na primeira rodada, logo deve-se dividir o resultado por 4!, e como AB e BA represen-

tam o mesmo jogo, deve-se também dividir o resultado por 2*. Assim, para se obter
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o total de jogos possiveis deve-se permutar todos os oito elementos da fila e dividir
por 4! (permutagao entre os jogos) e por 2% (permutacao entre cada dois times de um
jogo), o que resultara em 8!/(4!24) = 105 situagdes possiveis.

Resolvendo essa questao por combinagao, tem-se que os adversarios em cada jogo
podem ser escolhidos, sucessivamente, de Cgo-Cg - Cy - Cs 2 modos. No entanto, com

esse procedimento, cada possivel rodada é contada 4! vezes, logo a resposta devera ser
Cgo-Cea-Cha-Cap

igual a m

= 105 situagoes possiveis.

4) Um o6nibus parte com seis passageiros e para em dez pontos diferentes. Sabendo
que dois ou mais passageiros nao desembarcam no mesmo ponto, qual o nimero pos-

sivel de formas de desembarque desses passageiros?

Essa questao é bem interessante, pois ela pode ser resolvida de trés formas distintas:
usando o principio fundamental da contagem, usando combinagao ¢ permuta-
cao simples ou por permutacao com repetigao.

A resolugao pelo principio multiplicativo é bem simples, basta associar os passa-
geiros ao dominio de uma funcao e as paradas ao contra dominio e verificar o nimero
de fungoes injetoras existentes. Desta forma, o primeiro passageiro tera dez opcoes de
desembarque, o segundo tera nove, o terceiro teré oito e, assim por diante, até o sexto
ter cinco opcoes de desembarque. Logo, o total de formas possiveis de desembarque ou
de funcoes injetoras serd de 10-9-8-7-6 -5 = 151200.

Pode-se também perceber que o total de maneiras de se escolher seis pontos dentre
10!

614!
10!
permutéa-los e a resposta serd de T 6!=10-9-8-7-6-5=151200.

dez ¢ igual a Cipp = Escolhidos os pontos, basta distribuir os seis passageiros,

5) Cada pega de “um jogo de domind” é constituida de dois nimeros. As pegas sao
simétricas, ou seja, o par de niimeros nao é ordenado. Quantas pecas diferentes podem

ser formadas usando os nimeros do sistema decimal de numeragao?

Figura 6.1: Domin6
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Esta é uma questao tipica de combinacao completa, pois dois niimeros devem
ser escolhidos, com ou sem repeticao, de um total de dez niimeros do nosso sistema
decimal de numeragao {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Assim, o total de pegas desse domino
serd igual a C'Ryp2 = Ch12 = 55 pegas.

Pela "técnica das permutacoes", para se encontrar o nimero de pegas em que
os numeros sao distintos, basta enfileirar os dez ntimeros e separar os dois primeiros

por uma barra, por exemplo:
01/23456789.

Nesse exemplo, houve a formagao da pega 01. Se permutar todos os elementos da
fileira e dividir o resultado pela permutagao dos dois primeiros (visto que as pegas zy e
yz sdo as mesmas) e pela permutagdo dos oito seguintes (para que a mesma pega nao

seja contada varias vezes), serd encontrado o nimero de pegas com niimeros distintos,

10! _ L .
que sera de 38 = 45. Mas como se sabe que sao dez pecas com niimeros iguais, entao,
ha um total de cinquenta e cinco pecas distintas.

6) De quantas maneiras distintas uma empresa pode adquirir dois automoveis, que

deverao ser escolhidos dentre cinco marcas diferentes?

O nimero de maneiras de se fazer essa compra ¢ igual ao nimero de combinacgoes
completas de cinco marcas distintas tomadas trés a trés que ¢ de CR52 = Cgo = 15.
Pela ‘técnica das permutacoes’, basta enfileirar cinco letras A, B,C, D, E e se-

parar as duas primeiras por uma barra, por exemplo:
AB/CDE

representa a aquisicao de dois carros das marcas “A” e “B”. Se permutar todos os
elementos da fileira e dividir o resultado pela permutagao dos dois primeiros e pela

permutacao dos trés seguintes, serda encontrado o niimero de aquisi¢oes de dois carros
de marcas distintas, que seré de 2,—3' = 10. Mas como existem cinco aquisi¢coes pos-
siveis de dois carros de marcas iguais, entao, ha um total de 5 + 10 = 15 aquisigoes

distintas.
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7) O quadriculado da figura 6.2 é formado por seis colunas e trés linhas de quadra-
dinhos. De quantas maneiras diferentes podemos pintar seis desses quadradinhos de
modo que fiquem exatamente dois quadradinhos pintados em cada linha e apenas um

em cada coluna?

Figura 6.2: Quadriculado

Resolvendo por combinacgao, ha Cs 2 = 15 maneiras de se pintar a primeira fileira.
Pintada a primeira fileira, hd C;5 = 6 maneiras de se pintar a segunda. Pintada a
segunda fileira, h4 uma maneira de se pintar a terceira. E pelo principio multiplica-
tivo, sao 15 x 6 = 90 maneiras diferentes de se pintar o quadriculado de acordo com o
comando da questao.

Numerando os quadradinhos de cada fileira por 1,2, 3,4, 5 e 6, a sequéncia 56/1234
representa que foram pintados os dois ultimos quadradinhos da primeira fileira e a

sequéncia 12/34 representa que foram pintados os dois primeiros quadradinhos da se-

6!
2141

= 6 maneiras de se pintar a segunda. Como a ultima

gunda fileira. Assim, pela ‘técnica das permutagoes’, temos = 15 maneiras de

4!
212!

fileira s6 tem uma opgao, entao temos 15 x 6 = 90 maneiras, mesmo resultado obtido

se pintar a primeira fileira e
pela forma anterior.

8) A figura 6.3 a seguir representa parte de um mapa de uma cidade, em que estao
assinalados os pontos A e B, e um possivel trajeto de uma pessoa que queira se deslocar
do ponto A ao ponto B. Qual o nimero de trajetos distintos que uma pessoa podera
percorrer do ponto A ao B, sabendo-se que ela podera se deslocar somente no sentido
Norte (N) ou Leste (L)?

Esse tipo de questao é tradicional e ja foi bastante explorada nos processos seletivos

brasileiros e merece aqui o nosso destaque.
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Figura 6.3: Quadriculado

Observe que a sequéncia:

NLNLLLLNNLN,

representa o trajeto em destaque na figura 6.3 acima e que qualquer trajeto escolhido
formard uma sequéncia de onze letras, com seis letras L e com cinco letras N. Logo, o
numero de trajetos distintos corresponde ao nimero de sequéncias distintas.

Pode-se, por combinacao, encontrar a quantidade dessas sequéncias distintas,

basta calcular o total de maneiras de se escolher, das onze posi¢oes em que ficarao

. ~ . . . ! .
as letras, quais ficarao com as letras L. Isso implicarda em Ci16 = % = 462 trajetos

distintos. Se, das onze posi¢oes em que ficarao as letras, escolhermos quais ficarao com

11
5!6!

posicoes para se colocar um determinado tipo de letra, s6 restard uma tnica opcao,

as letras N, o resultado serd o mesmo e igual a Cy15 = = 462, pois escolhendo as
que ¢ colocar as letras restantes nas posi¢oes que sobrarem.
Pode-se também determinar o total dessas sequéncias calculando o total de anagra-

mas da palavra NLNLLLLN NLN, o que resultara numa permutacao com repeti-

11!
¢ao igual a P° = =161

verifica-se por permutacao que existem quatrocentos e sessenta e dois trajetos possiveis

= 462. Assim, de forma alternativa e confirmando o resultado,
distintos de acordo com o enunciado da questao.

9) De quantas formas podemos distribuir cinco anéis idénticos nos cinco dedos das
maos de uma pessoa, de modo que seja possivel colocar todos os anéis em qualquer um

dos dedos?

Representando cada anel pela letra A, podemos distribuir os anéis das seguintes
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formas:
e A+ A+ A+ A+ A, que representa um anel em cada dedo;

o AA + +AAA + +, que representa dois anéis no primeiro dedo e trés anéis no

terceiro dedo;

o AAA+ AA+ A+ +, que representa trés anéis no primeiro dedo, dois anéis no

segundo dedo e um anel no primeiro dedo.

Observe que cada sequéncia formada por essas cinco letras “A” juntamente com os
uatro sinais positivos “+”. nos fornece uma situacao possivel. E para obtermos o total

b
de sequéncias possiveis por combinacao, basta escolhermos dentre as nove posicoes
) )

quatro para que nelas sejam colocados os quatro sinais positivos “+”. Assim obteremos
|

Coa = il 126 disposicoes diferentes.
Pode-se também determinar o total dessas sequéncias permutando todos seus ele-
~ P 9!
mentos, o que resultard numa permutagao com repeticao igual a Pg’ e SV 126.

Logo, ha 126 formas distintas de se distribuir os cinco anéis nos cinco dedos.

10) De quantas formas podemos distribuir cinco anéis distintos nos cinco dedos da
mao de uma pessoa, de modo que seja possivel colocar todos os anéis em qualquer um

dos dedos? Considere as diversas disposi¢oes dos anéis em um dedo qualquer.
Associando os cinco anéis distintos as letras A, B, C, D e E, podemos distribuir os
anéis das seguintes maneiras:

e A+ B+ C+ D+ E, que representa o anel A no primeiro dedo, o B no segundo,

o C' no terceiro, o D no quarto e o £ no quinto;

e BA+ E + CD + +, que representa os anéis B e A, nesta ordem, no primeiro
dedo, o anel E no segundo, os anéis C' e D, nesta ordem, no terceiro e os quarto

e quinto dedos sem anéis;
e ++++ EDCBA, que representa todos os cinco anéis no quinto dedo.

Note que cada sequéncia formada por essas cinco letras juntamente com os quatro
sinais positivos “4”, nos fornece uma disposi¢cao possivel. Logo, escolhendo dentre

essas nove posigoes, seis posicoes para se distribuir e se permutar as letras A, B, C, D
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e F, entao teremos o total de sequéncias possiveis. E isso pode ser feito de dois
modos distintos: aplicando combinagao e permutacao simples(o que equivalente
ao arranjo) ou por permutagao com repeticao.

Pode-se, por combinagao, escolher as seis posigoes de Cys = 5?_4!1! = 126 formas
diferentes e permutando as seis letras nessas posigoes encontraremos P5; = 5! = 120
disposigoes diferentes entre elas. Logo, ha 126 x 120 = 15120 sequéncias distintas. Esse
procedimento equivale ao calculo do arranjo Ags; = % = 15120 , pois o que se deseja
¢ escolher, dentre nove posigoes, cinco em que a ordem dos elementos importa.

De forma alternativa, pode-se calcular o nimero total dessas sequéncias distintas
permutando todos os nove elementos da fileira. Como existem quatro elementos repe-
tidos, que sao os quatro sinais positivos “+”, entao, por permutagao com repeticao,
encontramos Py = Z—: = 15120 formas distintas de se distribuir os cinco anéis nos cinco
dedos.

Essas duas tltimas questoes foram mencionadas na parte inicial deste trabalho e
fizeram parte do primeiro Exame Nacional de Qualificaggo do PROFMAT do ano de
2013.

Perceba, com esses exemplos, que qualquer problema envolvendo os conceitos de
arranjo ou de combinacgao pode ser resolvido também por permutacao. Logo, nesses
casos, as permutacoes podem servir sempre como um método alternativo e con-
firmativo, ou seja, como um outro caminho que deve ser sempre considerado como

possivel.
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Consideracoes Finais

Verificou-se neste trabalho que a Anélise Combinatéria é uma disciplina que esta
diretamente relacionada a necessidade do homem em “contar” e que, no Brasil, as
Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio norteiam os educadores, apresentando
propostas no que se refere as competéncias que devem ser desenvolvidas nos alunos,
dentre elas, a de desenvolver habilidades na resolucao de situacao-problema que envolva
o raciocinio combinatoério e os métodos de contagem.

Foi visto que a Analise Combinatoria, apesar de ser considerada por alguns uma
disciplina complexa, ¢ um assunto repleto de problemas do cotidiano capazes de agu-
car, desenvolver e aprimorar o raciocinio de nossos alunos. Foi visto também que as
permutagoes possuem um papel de grande relevancia e importancia na solugao desses
problemas, pois normalmente ou o problema é de permutacao ou pode ser resolvido
por técnicas envolvendo permutagoes.

Educadores das mais diversas areas do conhecimento constatam diariamente que os
contetudos do curriculo escolar muitas vezes nao despertam a curiosidade e o interesse
do aluno. Nossos alunos, em geral, estao sendo formados com pouca competéncia
matematica e com argumentagoes logicas pouco desenvolvidas. Acreditamos que a
insercao de processos e métodos que estimulem a reflexao, o envolvimento, a pesquisa,
a analise e a discussao, possa contribuir para que eles tenham condi¢oes mais favoréaveis
de obterem um melhor aproveitamento escolar.

Neste sentido, foram apresentados ao longo do trabalho, métodos, ferramentas,
questoes e sugestoes de atividade para que o aprendizado desse contetudo seja solido e
significativo. Enfim, espera-se que este trabalho sirva de fonte de consulta por parte
de professores e alunos, e que se tenha contribuido de alguma forma para minimi-
zar as dificuldades encontradas no trato dessa matéria desafiadora, que é a Analise

Combinatoria.
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