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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo utilizar a estrutura geométrica dos niimeros complexos
para classificar as conicas, mesmo quando estas nao tém seus eixos paralelos aos eixos
coordenados do plano, e determinar seus elementos através de uma equacao envolvendo
termos quadraticos e lineares da variavel complexa z. Com a finalidade de cumprir o ob-
jetivo proposto, elaborou-se uma sequéncia didatica que aborda todos os recursos necessa-
rios para esse fim. Desse modo, espera-se que este trabalho contribua para a melhoria do
ensino-aprendizagem de conicas, por meio de nimeros complexos, e possivelmente servir
de elemento motivador para alunos e professores que busquem aprimorar seus conheci-

mentos nos respectivos assuntos.

Palavras-chave: Numeros Complexos, Conicas, Ensino-Aprendizagem e Representagao

Geométrica.



ABSTRACT

This paper has the objective use the geometric structure of the complex numbers to
classify the conics, yet latter their axes not to have parallel to the axes coordinates of the
plane , and determine its elements through an equation involving quadratic and linear
terms of the complex variable z . With the aim to fulfill the proposed objective, was
elaborated a didactic sequence that approach all the necessary resources for this purpose.
Thus, it is expected that this work will contribute to the improvement of teaching and
learning conics through complex numbers, and possibly serve as a motivator element for

students and teachers that seek to enhance their knowledge in their respective subjects..

Keywords: Complex Numbers, Conics, Teaching-Learning and Geometric Representation
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Lista de Simbolos

N Conjunto dos niimeros naturais.

Z Conjunto dos niimeros inteiros.

R Conjunto dos ntimeros reais.

R* Conjunto dos ntimeros reais nao nulos.

I Conjunto dos nimeros imaginarios puros.

C Conjunto dos niimeros complexos.

Arg(z) Argumento do complexo z.

arg(z) Conjunto dos argumentos do complexo z.
Re(z) Parte real do niimero complexo z.

Im(z) Parte imaginaria do nimero complexo z.
sig(x) Sinal do numero real z.

z Conjugado do niimero complexo z.

|| Médulo do niimero complexo z.

d(z,w) Distancia entre os nimeros complexos z e w.
d(P,r) Distéancia entre o ponto P e a reta 7.

0(z1, 22) Angulo orientado entre os complexos z; e 2s.

| Indica o fim de uma demonstracao.



Introducao

O primeiro contato dos estudantes com os nimeros complexos ocorre sem duavida no
3° ano do Ensino Médio. E a partir deste ponto que o professor e muitos livros didaticos
brasileiros tornam-se contribuintes potenciais para a posicao singular dada a esses niime-
ros, que segundo [17], muitas vezes sdo taxados de estranhos, de compreensao dificil e,
sobretudo, intteis.

A motivacao para o estudo dos niimeros complexos no Ensino Médio esté relacionada,
na maioria das vezes, ao estudo dos polindmios, cujos primeiros desempenham um papel
de grande importancia, além de contribuir para a demonstracao de um dos mais belos te-
oremas da mateméatica: o Teorema Fundamental da Algebra. Todavia, tal motivacao nio
é, sem dividas, a razao para tratamento menos prestimoso dado a tais nimeros. O fato
é que na maioria das escolas, os nimeros complexos recebem um tratamento puramente
algébrico, desprovido de significado e cujo surgimento se deu pela necessidade de fornecer
uma solucao "imaginéaria" para equacdes quadraticas com discriminante negativo.

Contrariamente ao que muitos afirmam, os nimeros complexos tém sua origem muito
bem documentada. Este fato pode ser comprovado em varios livros de Historia da Ma-
tematica, ao leitor interessado recomendamos [6] e [7]. A verdade é que esses niimeros
surgiram quando um grupo de matemaéticos procurava uma férmula que fornecesse as
raizes para equacoes do 3° grau em funcao de seus coeficientes.

Segundo [17], a maioria dos livros de matematica define nimeros complexos da seguinte
forma: “Um nimero complexo é um ntimero da forma a + bi, com a e b reais e i = /—1
7. Em seguida, sao dados alguns exemplos desses numeros, acompanhados de varios
exercicios envolvendo as operacoes de adicao e multiplicagao. “Embora a definicao acima
ndo contenha nada de errado, a equacdo i = v/—1 causa certo desconforto aos alunos, pois
durante anos foram convencidos de que o quadrado de um ntimero nao pode ser negativo
e agora existe um ndimero novo cujo quadrado é igual a —1 7.

A relagdo entre a geometria e os nimeros complexos iniciada John Wallis! (1616-1703) e
explorada posteriormente por Gauss (1777 - 1855) na demonstragao de diversos resultados

em (Geometria Plana, empresta mais significado aos ntimeros complexos. Assim, em vez

! Apesar de alguns autores atribuirem a primeira tentativa de associacdo dos nimeros complexos a
objetos do plano ao matemético noruegués Caspar Wessel (1745 - 1818), segundo [6] a ideia, porém,
esta latente na sugestao feita por John Wallis ja em 1673, de que os nimeros imaginarios puros eram
suscetiveis de ser representados numa reta perpendicular ao eixo real.



de representar um nimero complexo unicamente pela sua forma algébrica a + bi, pode-se
introduzir sua representacao pelo par ordenado (a,b) indicando que esses nimeros nada
mais sao do que pontos ou vetores no plano e cujas operacoes de soma e de multiplicacao
representam movimentos no mesmo.

A representacao de um numero complexo através de pares ordenados ja introduz um
significado inicial ao i, uma vez que este passa a ser o ponto (0,1) ou o vetor de origem
(0,0) e extremidade no ponto (0,1). Com poucos exemplos e sem muito rigor matematico
é possivel mostrar aos alunos que multiplicar um complexo z por ¢ significa rotacionar

m . . . -
o vetor representante de z de um angulo 5 em torno da origem no sentido anti-horéario,

além disso, multiplicar um complexo z por i? = i.i significa aplicar duas rotacoes de 90°
ao vetor representante de z, isto ¢, uma simetria de z em relagao a origem.

No desenvolvimento deste trabalho, serao apresentados e demonstrados alguns dos
resultados mais importantes envolvendo nimeros complexos. Indicaremos, sempre que
possivel, a interpretagao geométrica para tais resultados e, além disso, no dltimo capitulo
apresentamos um estudo das conicas através dos nimeros complexos que possibilitara a
qualquer aluno do 3° Ano do Ensino Médio determinar os elementos das conicas quando
0s eixos das mesmas nao forem paralelos aos eixos coordenados do plano.

Assim, a motivacao para criacao deste trabalho consiste na atribuicao de significa-
dos essencialmente geométricos, ressaltando a eficicia desses niimeros na representacao e

movimentacao de diversos objetos geométricos no plano.



Estrutura do Trabalho

Comecamos este trabalho exibindo um histérico sobre os nimeros complexos, mos-
trando como se deu o desenvolvimento deste conjunto ao longo do tempo.

No capitulo 2 introduzimos interpretacoes geométricas para as principais operagoes
envolvendo niimeros complexos, tais como soma, multiplicacao, divisao, poténcias de 1,
raizes de nimeros complexos. Além destas, sao apresentadas outras propriedades impor-
tantes como o transporte paralelo, rotacao em torno de um ponto arbitrario e em torno
de uma reta arbitraria, produto escalar entre dois nimeros complexos.

No capitulo 3 iniciamos o estudo das conicas baseado nos conceitos tradicionais de
elipse, hipérbole e parabola. Em seguida, mostramos que acrescentando uma variante na
definicao de parabola é possivel obter elipses e hipérboles, ou seja, mostramos que assim
como a parabola, as elipses e as hipérboles podem ser definidas por meio de um ponto
fixo e uma diretriz.

No ultimo capitulo desenvolvemos um estudo dos nimeros complexos aplicados as
conicas. Mostramos que sem um estudo avancado desses ntimeros é possivel determinar
todos os elementos das conicas mesmo quando seus eixos nao sao paralelos aos eixos
coordenados do plano, permitindo desta forma que qualquer aluno do 3° Ano do Ensino

Médio possa determina-los.



Capitulo 1

Um Breve Hist6rico dos Numeros

Complexos

1.1 O surgimento dos ntimeros complexos

Muitas pessoas quando confrontadas com esta questao respondem que esses niimeros
surgiram pela necessidade de resolver equagoes do 2° grau. No entanto, isso é uma falacia
classica, além de que, historicamente estd errada. Os niimeros complexos surgiram pela
necessidade de resolver os problemas das raizes de ntmeros negativos encontradas nas
equagoes de terceiro grau, [6].

As equacoes quadraticas apareceram por volta de 1700 anos antes de cristo, nas ta-
buletas de argila da Suméria e, em alguns casos, levaram a raiz quadrada de nimeros
negativos. Até cerca de 1650 depois de cristo, em respeito a orientacao geométrica grega,
as unicas raizes consideradas como legitimas ou verdadeiras eram as que correspondiam
as grandezas geométricas ou fisicas: podiam ser interpretadas como comprimentos, areas,
volumes, massas, etc. Dirlfamos hoje que essas grandezas correspondem aos niimeros reais
positivos.

A abordagem aprofundada aos nimeros complexos, apesar de ter sido feita a partir do
século XVIII, foi mencionada levemente por outros mateméticos anteriores a data. No
entanto, dada a incompreensao e o desconhecimento destes nimeros, tais matematicos
abandonaram o seu estudo.

O primeiro matematico ao qual se tem conhecimento de ter se deparado com um

problema que envolvia nimeros complexos foi Heron de Alexandria (século I depois de

Cristo) no livro Stereometria. Este pretendia resolver /81 — 144 = /—63 mas como nao
havia o dominio atual sobre estes nimeros, abandonou o seu calculo.

O matematico Diofanto de Alexandria (século I1I depois de Cristo) ji observava os pares
de nameros. Em seu livro Arithmetica ha muitas proposicoes relativas a representacao de

numeros como soma de dois, trés ou quatro quadrados, um campo de investigacao que iria



ser completado mais tarde com Fermat, Euler e Lagrange. Tudo indica que Diofanto ja
sabia que o produto da soma de dois quadrados ¢ também uma soma de dois quadrados,

isto é:

(a® +b%). (& + d?) = (ac — bd)” + (bc + ad)?
(a2 402 . ( + d?) = (ac + bd)* + (be — ad)?

Assim, se dois nimeros = e y sao resultantes da soma de dois quadrados, isto é, z =
a?+ b e y = ® + d?, entao o produto desses dois nimeros, ou seja, x.y é dado pela soma
dos quadrados de ac—bd e bc+ad. Entao vemos que a regra de Diofanto tem exatamente a
mesma forma que a regra para a multiplicacao de niimeros complexos e isso nao ¢ apenas
uma coincidéncia.

Por volta do ano 275 depois de Cristo, Diofanto ao resolver um problema, deparou-se
com a equacao 2422 — 17224336 = 0, como concluiu que nao tinha solucdes reais, ndo viu
a necessidade de da sentido & raiz \/—167. Os problemas algébricos indeterminados em
que se devem achar apenas as solucoes racionais tornaram-se conhecidos como Problemas
Diofantinos.

A equacao do 3° grau az® +bx? +cx+d = 0, com a # 0 foi resolvida primeiramente pelo
professor da universidade de Bolonha Scipcione del Ferro (1465-1526), que nao chegou a
publicar a solucao. Entretanto, um de seus discipulos, Antonio Maria Fiore, conhecia
a resolucao. Nesta época, era comum que os matemaéaticos propusessem a solucao de
problemas como desafios e, por conhecer a solucao e desejoso de conseguir fama, Fiore
desafiou Nicolo Fontana (1500-1557), o Tartaglia, para resolver a equagio do 3° grau, ele
aceitou o desafio e acabou vencendo.

Girolamo Cardano! (1501-1576) pediu a Tartaglia que revelasse a solugdo da equagio
do 3° grau para que ele publicasse no livro Practica Arithieticae Generalis que ele estava
escrevendo. Apods muito relutar, Tartaglia revelou a formula a Cardano, exigindo que ele a
mantivesse em segredo, pois ele mesmo queria publicar a sua descoberta. Posteriormente,
Cardano soube que Del Ferro havia sido o primeiro a resolver a equagao do 3° grau e,
além disso, o resultado foi publicado na Ars Magna, quebrando sua promessa a Tartaglia,
que teve a seguinte ideia:

“Primeiramente, dividem-se todos os coeficientes por a. Entao a equacao fica

, b d
LR )
a a a

d
=(Ce— = D, resulta 23+ Bx?>+ Cx+ D = 0. Fazendo a mudanca
a

b c
Tomando — = B, —
a a
i B . 2
de variaveis r =y — 3 elimind-se o termo em z* resultando em

!Segundo [6], seu nome aparece em alguns textos como Hieronymus Cardanus, Geronimo Cardano e
Jerome Cardan.



2B3 2B OB
Sy (B4 CO)y+—— - - 224 D=0
Y ( )y o7 3 3 )

ou seja, a equacao ¢ da forma 3 +My+ N = 0 em que M e N podem ser determinados

em termos de B, C e D. Tartaglia, ao fazer a substituicio y = p+qem y>+ My + N =0
MS
encontrou p3q® = 5 © p>+¢q> = —N. A partir dai, ele concluiu que p? e ¢* sdo solucoes
3

da equacao do 2° grau z2 + Nz — 97 = 0. Portanto, uma das raizes da equagao do 3°

N N2+M3+3 N N2+M3
v 2 1 o7 2 1 o7
M3

Um fato intrigante é que a expressao T + 57 pode ser negativa. Nesse caso, a
tendéncia seria dizermos que a equacao do 3° grau possui uma raiz que nao ¢ um namero
N?2 M3
real, pois e + =7 ¢ R. Cardano deu as solu¢oes da equacao do 3° grau tais que
N? M3
— 4+ — < 0 o nome de casus irreducibilis, ele ficou por aqui e nao deu significado

4 27
a estas expressoes, pondo de lado a "tortura mental"envolvida, porém teve o mérito de

grau é

ter sido o primeiro a considera-las, até porque neste tempo os niimeros negativos eram
evitados .

Rafael Bombelli (1523-1573), autor do livro L’Algebra parte maggiore dell’Arithmetica,
foi o primeiro a tratar do casus irreducibilis. Bombelli considerou a equacao x> —15x—4 =
0. E facil verificar, por substituicdo direta, que 4 é raiz desta equacdo. Contudo, a formula
de Tartaglia mostra que x = {’/2 +v/—121+ {’/2 — /=121 ésolucdo de 2® — 152 —4 = 0.

O quociente da divisao do polinémio 23 —15x—4 por x—4 é o polindémio z?+4x+1 , cujas

raizes sio —2+1/3. Se admitirmos que a equacio z® —152z—4 = 0 tem, no maximo 3 raizes
reais, concluiremos que xr = {3/2 + 121+ 3/2 — 4/—121 é um nimero real. A pergunta

natural é: se /—121 ¢ R , como é possivel que x = v/2 + /=121 + /2 — /—121 € R?

Rafael Bombelli introduziu a notacao v/—1 que chamou de piti de meno e supo6s que

Y2+ /=121+ /2 — /=121 pode ser escrito sob a forma a++v/—b+a—+/—b. Apos alguns

calculos ele concluiu que a = 2 e b = 1, e fez o seguinte comentario: inicialmente, isto me

pareceu mais sofisma do que verdade, mas continuarer minhas pesquisas até encontrar a
prova. Foi assim que, de forma ainda nao totalmente confortavel, a partir de Bombelli,
os matematicos passaram a usar as raizes quadradas de nimeros negativos.

René Descartes (1596-1650) foi filosofo cujo trabalho La geometrie, sobre aplicagoes
da algebra a geometria, deu origem & Geometria Analitica. Descarte usou construcgoes
geomeétricas para resolver equacoes do tipo 22 — a’x + b? = 0 e escreveu a seguinte frase:
“Para qualquer equacao é possivel obter tantas raizes quanto o grau permitir, mas, em
muitos casos, nao existe niimero de raizes que corresponda aquilo que imaginamos”. Estéa

¢ uma das razoes pelas quais o numero v/—1 é chamado Imaginério.



1.2  As primeiras interpretacoes geométricas

John Wallis (1616-1703), contemporéaneo de Isaac Newton, foi o primeiro a tentar des-
vincular a nog¢ao de nimero de sua associacao tradicional com quantidade. Embora os
numeros complexos nao facam muito sentido como quantidade, faltava descobrir um mo-
delo que lhes emprestasse uma interpretacio adequada. E de Wallis a primeira tentativa
de representacao geométrica dos niimeros complexos. Sua obra De dlgebra tractatus: his-
toricus & practicus , escrita em 1673, é considerada a primeira tentativa séria de uma
histéria da matemaética na Inglaterra e 1a se encontra o primeiro registro da tentativa de
se dar uma interpretacao grafica as raizes complexas de uma equacao quadratica real.
Wallis interpretou nimeros negativos como distancias em sentido oposto ao positivo, a
esquerda de um dado ponto.

A féormula (cos 0 + /—1sen 6)” = cosnf + v/—1sennb, atribuida ao francés Abraham
de Moivre (1667-1754), era conhecida de Isaac Newton que aplicava ao célculo das raizes
ctubicas dos casus irreducibilis que apareciam na féormula de Tartaglia.

Leonhard Euler(1707-1783), um dos mais prolificos matematicos de todos os tempos,
introduziu a notacdo i = v/—1 e identificou as raizes da equacdo 2" = 1 com os vértices
de um poligono regular de n lados. Além de definir a funcao exponencial no conjunto dos
nimeros complexos, ele provou a famosa formula e = cosf + isen 6, que inclusive leva
seu nome. Euler seguia as ideias de Newton, ou seja, ele acreditava que a raiz quadrada
de um ntimero negativo era uma quantidade impossivel, ao qual chamou de quantidades
imaginarias, porém impossiveis.

Jean Robert Argand (1768-1822) era um contador francés que em 1806 escreveu um
livreto intitulado FEnsato sobre a interpretacao geomélrica das quantidades imagindrias.
Argand enviou seu trabalho ao célebre matematico francés Adrien-Marie Legendre. Em
1813, o trabalho de Argand foi publicado como artigo no periédico Annales de Mathemd-
tiques. Nele, Argand aponta que se multiplicarmos +1 por i obtemos i, se multiplicarmos
esse resultado por 7 obtemos —1. Ele pensa entao em representar o produto por ¢ como
uma rotagao de 90° no sentido anti-horario, em torno da origem.

Mas foi Carl Friedrich Gauss (1777-1855) quem, de fato, tornou amplamente aceita a
interpretacao geométrica dos niimeros complexos e foi quem introduziu a denominacao
Nimero Complexo. Em sua tese de doutoramento, Gauss provou um dos resultados mais
celebrados da historia da matematica, o Teorema Fundamental da Algebra, cujo enunciado
é “todo polindmio de grau maior ou igual a 1 e coeficientes complexos tem uma raiz
complexa”. Deve-se também a Gauss a representacao geométrica dos ntimeros complexos,
associando sua parte real e imaginaria, respectivamente, & abscissa e a ordenada de pontos
do R2. Com essa representacao geométrica os ntimeros complexos podem ser manejados

segundo os métodos da geometria e por conseguinte perderam sua artificialidade temerosa.



Capitulo 2
Nuameros Complexos

Neste capitulo apresentaremos o conjunto dos niimeros complexos como estrutura al-

gébrica e suas propriedades.

2.1 Corpo

Definigcdo 2.1.1 (Definicio de Corpo). E um conjunto K munido de duas operacoes

chamadas de adi¢iao (+) e multiplicacao (-) que satisfazem as sequintes propriedades:

Para todos ki, ks e k3 € K tem-se:
A1) Associatividade : (k1 + k2) + ks = k1 + (ko + k3) .
A2) Comutatividade: ki + ko = ko + k.
A3) Existéncia do elemento neutro: Existe 0 € K tal que k4 0 = k, para todo k € K.
A4) Existéncia do simétrico: Para todo k € K, existe —k € K tal que k + (—k) = 0.
M1) Associatividade: (ky - ko) - ks = ky - (ko - k3) .
M2) Comutatividade: ky - ko = ko - k.
M3) Existéncia do elemento neutro: Existe 1 € K tal que k-1 =k para todo k € K.
M4) Existéncia do inverso: Para todo k # 0 € K, existe k= € K tal que k- k=1 = 1.

AM) Distributiva da multiplicagdo em relacdo a adigao: kq - (ko + k3) = ky - ko + kq - ks.

2.2 O Corpo dos Nimeros Complexos

Consideremos o conjunto C = {(z,y);x € R,y € R} e nele definamos as seguintes

operagoes de adicao e multiplicacao: seja z; = (r1,y1) € 22 = (T2,92) € C, entao



+iz+ 2 = (v1,01) + (T2, 42)
= (@14 22,01 +12)

© L Z1.29 = (xl,y1) . ($2,y2)

= ($1!E2 — Y1Y2, T1Y2 + y1m2)

Teorema 2.2.1. O conjunto dos nimeros complezos (C,+,-) € um corpo.

Demonstracao: A demonstracao completa deste teorema pode ser encontrada em
[16].

2.3 A Forma Algébrica

2.3.1 Imersao de R em C

Considere o subconjunto R’ C C formado pelos pares ordenados cujo segundo termo é

zero, ou seja,
R ={(z,y) € C:y =0}

Assim, por exemplo, pertencem a R’ os pares (0,0), (2,0), (z+vy,0), (z.y,0), entre
outros.

Agora, considere a aplicacao f, de R em R’, que aplica cada x de R ao par ordenado
(x,0) de R’

Assim, tem-se que f é sobrejetiva, pois todo par (z,0) € R’ é correspondente, segundo
f,de x e R.

Dados z € R e 2’ € R, com x # ', 0s seus correspondentes (x,0) € R e (2/,0) € R’
sao distintos, de acordo com a defini¢ao de igualdade de pares ordenados e, portanto, f é
injetiva.

Além disso, note que f conserva as operacoes de adicao e multiplicacao, pois & soma
x+ycomz € Rey € R, estd associado o par ordenado (z + y,0), que é a soma dos

pares ordenados (z,0) e (y,0), correspondentes de x e y, respectivamente:

fx+y)=(r+y,0)=(z,0) + (y,0) = f(x) + f(y).

Ao produto z.y, com x € R e y € R, esta associado o par ordenado (x.y,0), que é o

produto dos pares (z,0) e (y,0), correspondentes de = e y, respectivamente:



f(zxy) = (z.y,0) = (zy — 0.0,2.0 + 0.y) = (2,0) . (y,0).

Devido ao fato de existir uma aplicagao bijetiva f : R — R/, que conserva as operagoes
de adicdo e multiplicagao, diz-se que R e R’ sdo isomorfos. E,devido a esse isomorfismo,
operar com (z,0) leva a resultados analogos aos obtidos operando com z. Isto justifica a

igualdade:
r = (z,0),Vz € R.

Aceita a igualdade, tem-se os casos particulares ja citados: 0 = (0,0), 1 = (1,0).
Assim, pode-se escrever R = R’ e, portanto, o corpo R dos niumeros reais passa a ser

considerado um subconjunto do corpo C dos niimeros complexos.

2.3.2 A Unidade Imaginaria

Chama-se de unidade imaginéria e indica-se por ¢ o nimero complexo (0, 1).

Note ainda que:
i?=4i4=1(0,1).(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (=1,0) = —1,
isto é, a propriedade basica da unidade imaginaria é

i? = —1.

Dado um namero complexo z = (z,y), tem-se
z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (y.0 — 0.1,9.1 + 0.0) = (2,0) + (y,0). (0, 1)
e, portanto,
z=x+ yt.

Assim, todo nimero complexo z = (z,y) pode ser escrito sob a forma z = z + yi,

chamada de forma algébrica.

2.4 Os Numeros Complexos como Pontos do Plano

A representacdo geométrica dos nimeros complexos é feita num referencial cartesiano
em que se fixa o eixo das abscissas para o conjunto R = {z + yi € C : y = 0} (conjunto dos
niimeros reais) e o eixo das ordenadas para o conjunto I = {x + yi € C : z = 0} (conjunto
dos nimeros imaginarios puros). Denota-se o eixo real como (Re) e o eixo imaginario

puro como (I'm). As componentes z e y, do complexo z = = + yi, sdo chamadas de parte
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real e parte imaginaria, respectivamente. A parte real é denotada por Re(z) = x e a parte
imaginaria é denotada por I'm(z) = y.
A existéncia da bijecdo entre o conjunto dos nimeros complexos C e o plano R? permite

chamar o sistema de coordenadas abaixo de Plano Complexo®.

Im A

Figura 2.1: O nuamero complexo z = x + yi como ponto no Plano Complexo.

Definicao 2.4.1. Seja z = z + yi, o conjugado de z é o nimero complexo zZ = x — yi.

Observacao 2.4.1. Geometricamente, Z representa a reflexao do complexo z em relacao

ao eizo real.

Dados z, z; e z5 € C, sao validas as seguintes propriedades:

P.1: 21+ 29 =21 + Z5.

P.2: Z1 + (—22) =21 — 2 =21 — 2.

P3: Z17z23 =71.%.

P4: Se z#0e z -2, = ﬁ, entao (_1> =

22 22

SIE

P.5: z+7Z =2Re(z).
P.6: z—7%Z=2Im(z).

P.7:  Se z é real, entao z = Z.

wll

P& z=

P.9: Se n é natural, entdao z"=(z").

Para ver a demonstragao destas propriedades consultar [16].

!Também chamado de Plano de Argand - Gauss ou Diagrama de Argand.
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2.5 Os Numeros Complexos como Vetores do Plano

O tratamento dado aos nimeros complexos através de pares ordenados permite associar
tais nimeros a vetores no plano complexo. Um ntimero complexo z = x + yi pode ser
representado pelo vetor 07 Desta forma, todo ntimero complexo, nao nulo, z = z + yi
pode ser representado na forma polar por z = |z| (cos 6 + isen ), onde |z| = /22 + 2 e
6 ¢ o angulo entre o semieixo real positivo e o vetor OZ. O nuamero real |z| é chamado
de modulo do vetor 07 que representa o numero complexo z, isto é, |z| é a distancia do
numero complexo z a origem O do plano complexo.

O angulo 6 é chamado de um argumento do nimero complexo z e serd denotado
por Arg(z). E importante ressaltar que qualquer angulo ¢ da forma 6 4 2k, com k
inteiro, também satisfaz a forma polar, isto é, um complexo nao nulo z tem infinitos
argumentos que diferem entre si por um maultiplo de 2. Além disso, se ¢ satisfaz a forma
polar, entdo cosp = cosfl e senyp = senf que implica 6 + 2kmw para algum k inteiro.
Portanto, o conjunto de todos os argumentos de z é dado por arg(z) = {0 + 2kn : k € Z}.
Assim estamos considerando Arg(z) como sendo aquele tinico argumento de z pertencente
ao intervalo (—m,7m] . A figura a seguir ilustra a representacao geométrica do nimero

complexo z = = + yi na forma polar.

ImA

o
K

=

&)

Figura 2.2: Representacao geométrica no nimero complexo z = x + yi na forma polar.

Dado o nimero complexo z = |z| (cosf + isen @), seu conjugado ¢ definido por z =
|z| (cos 0 —isen @) = |z| (cos (—0) + isen (—0)).

As definicoes de modulo e argumento de um nimero complexo citadas anteriormente,
permitem listar outras propriedades importantes sobre esses niimeros e que serao uteis

para proximas interpretagoes geométricas.
P.10: 2z =|z]?

P.11: ’21.22| = ‘21’ . ’2’2’
al_lal
z9 |22’

P.13:  Arg(z1.20) = Arg(z1) + Arg(29)

P.12:  Se 2z, # 0, entao

12



21

P.14: Arg( ) = Arg (2)) — Arg (z2)

22

Para uma demonstragio destas propriedades consulte [16].
Dado um complexo z, nao nulo, pode-se obter a representacao polar para — = 27!
z

utilizando a propriedade P.10, isto €,

27t = % = |z| " (cos 6 — isenb).

2]

De P.13, sabe-se que o produto de dois nimeros complexos z; = |21|. (cos 01 + isen 6)

e 2y = |23] . (cos by + isenby) é dado por
21.29 = | 21| . |22| . (cos (61 + O3) +isen (01 + 65)) (2.1)

A proposigao a seguir mostra que a formula (2.1) pode ser estendida para n nimeros

complexos.

Proposicao 2.5.1. Sejam z; = |z1]. (cos 01 + isen0y) , zo = |z3| . (cos by +isenbs) , ..., z, =

|zn| . (cos 0, + isen6,). Entdo
21.29...2n = | 21| . |22] .. |20 - (cOs (01 + 02 + ... + 0,,) +isen (01 + 05+ ... +0,))  (2.2)

Demonstracao: Provaremos tal afirmacao por indugao sobre n.
Para n = 2, o resultado segue direto de (2.1).
Suponha que (2.2) seja valida para n > 3 e provaremos sua validade para n + 1.

Seja z1.29...2n-Znt1 = (21.22-.-2n) -Zne1. Pela hipotese de indugao tem-se

(21.22...2n) 2nt1 = [|21] - 22| .o |20 - (cos (01 4+ 02 + ... + 6,,) +isen (01 + 02 + ... + 0,))] .2n41-
Fazendo zn41 = |2n41] . (cosOp11 + isenb, 1), obtém-se

(21.22...2n) Znt1 =

[|z1] - |22| ... |2n] - (cos (01 + O2 + ... + 0,) +isen (01 + 02 + ... + 0,,))] - |2nt1] - (cOSOp41 + isenbyy1).

Novamente por (2.1) obtém-se

(21.22...2n) Znt1 =

|z1] . |22] .. |20l - |2n+1] - (cos (01 + 02 + ... + Op + Opy1) +isen (01 + 02 + ... + 0 + Ont1)). E,
portanto,

Z1.82...2nBn+1 =
|z1] - |22] ... |zn] - |2nt1] - (cos (01 + 02 + ... + 0, + O 1) +isen (61 + 02 + ... + 05, + Opt1)).

O resultado a seguir mostra como calcular poténcias de niimeros complexos.
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Proposigao 2.5.2. (Férmula de Moivre) Se n é inteiro e z = |z| (cos(0) + isen(0)),

entao 2" = |z|" . (cos(nB) 4 isen(nd)).

Demonstracao: Para n =0 ou n = 1 o resultado é trivial.
Para n inteiro maior que 1, basta fazer na equacdo (2.2) 21 = 2o = ... = 2, = z €0
resultado segue.

Para n inteiro negativo, fazemos n = —k, com k inteiro positivo. Assim, tem-se
1

2" =|z]. (cos(0) + isen(O)]" = [|2] . (cosO + isend)] "~ = .
[|2] . (cos(8) +isen(0))]" = [|2] . (cost + )] Tl (cos(®) 1 isen(@) ] =

1 cos0 + 1sen(

) 12| . (cos(kO) + isen(k0))  |2|". (cos(kO) + isen(kO))
|| ™" . (cos(—k@) + isen(—k0)).

Substituindo —k por n o resultado segue.

Definicao 2.5.1. Seja x € R, definimos

T

e” := cos(x) + isen(z).

Como consequéncia dessa definicao temos que a forma polar de um complexo z é dada

por
z = |z|.€%, onde § é o argumento de 2.

Temos as seguintes propriedades:
i)el =1

i) e¥e¥’ = el v

ooy i N —1

iii) e = (™) .

IV) (e*))" = " para todo n € Z

A vantagem de se escrever um nimero complexo nao nulo na forma exponencial é

a simplicidade obtida nas operagoes algébricas realizadas. O produto e o quociente de
i(0+a) o 21 _ |21] pil0—a)
. o . ) o el

As proximas secoes sao dedicadas as interpretacoes geométricas para as operacoes

niimeros complexos, por exemplo, se reduzem a z1.25 = |21| . | 22| .€

basicas envolvendo niimeros complexos. Para isso, usaremos z para representar o vetor
com origem em O (origem do plano complexo) e extremidade em Z (nimero complexo
qualquer) e, caso a origem do vetor seja diferente da origem do plano, usaremos nimeros

complexos para representar a origem e a extremidade desse vetor.
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2.5.1 Interpretacao Geométrica para a Soma e a Subtracao de

dois Niimeros Complexos

Na representacao vetorial, somar dois nimeros complexos significa somar as compo-

nentes dos vetores que os representam. Esse mesmo fato vale para a diferenca de dois

numeros complexos, ou seja, obtém-se a diferenca entre dois complexos subtraindo as

componentes dos vetores que os representam.

Im

29 JENSELL

21

21+ 22
f

Figura 2.3: Soma de dois comple-

XOS.

Re

Im

21

Z1 — 29

22

Re

Figura 2.4: Subtracao de dois comple-
X08.

Proposicao 2.5.3. Para quaisquer dois nimeros complexos zy e zy vale a desigualdade

Demonstracao:

[l21] = |22l < [21 + 22| < z1] + |22

De fato, pela propriedade P.10 sabe-se que

|21 —|—2’2’2

’21 +22|

<

(21 + 22) (21 + 22)

(214 22) . (71 + 22)

21.21 + 21.29 + Z9.21 + 22.229

|21)* + 2Re (21.73) + | 22|

21" + 2|2 [72] + |2

21" + 2|21 [22] + |2

(Iz1] + [=2)”

21| + || (2.3)

Para provar a outra desigualdade tome z; = (21 + 29)+(—22) que implica |21| = |(z1 + 22) + (—22)],
por (2.3) tem-se, |(z1 + 2z2) + (—22)] < [(21+ 22)| + |—22] = |[(z1 + 22)| + |22/, assim
|z1] < |(21 + 22)| +|22| que implica |z —|22| < [(21 + 22)|. Fazendo 2o = (21 + 22) + (—21)
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e aplicando 0 mesmo procedimento anterior, obtém-se |23 — |21] < |(22 + 21)]| €, portanto,

l|21] = |22]| < |(21 + 22)|, que completa a demonstragao.

Se z; e zy s30 nimeros complexos, a distancia d (21, z2) entre eles é igual ao modulo de

sua diferenca.

Im

22

Z9 — 21

Z]

Re

Figura 2.5: d (21, 22) = |22 — 21].

Pensando ainda na soma de ntimeros complexos como vetores do plano, a expressao
z — 2+ z1, representa o deslocamento paralelo do vetor representante de z; na direcao do
vetor representante de z e de mesmo modulo que z;, em outras palavras, estd operacao
“leva” a origem O no nimero complexo z e o complexo z; no complexo w = z + 2y,

conforme a figura abaixo.

Im

Figura 2.6: 2 — 2 + 23.

2.5.2 Angulo entre dois Numeros Complexos

Definicao 2.5.2. Sejam z, e 2o compleros nao nulos. O dngulo entre eles é o nimero

real
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0(z1,29) = Arg | =

Como consequéncia da defini¢do, se z; = |21| 7! e 29 = |25 €, entao

[21] %
|21] e -
0(z1,20) =Arg | ——— | = Arg| — | = Arg (e(ﬁ‘a)l) .
| 2] € e
|22
Observe que 0 (z1,29) = —0(29,21) ¢ um angulo orientado. Temos também como
consequéncia que 6 (iz1, z;) = Arg(i) = g e 0(21,121) = Arg(—i) = T
Se tomarmos z; = « - zpi, com o € R*, entao 0 (21, z9) = 0 (aza, 29) = —0 (22, z91) =

m . . . , . . ,
Ex ou seja, a condicao para que dois nimeros complexos z; e 25 sejam perpendiculares é

Z1 = - 291, com a € R*,

2.5.3 Interpretacao Geométrica para a Multiplicacao e a Divisao

de dois Ntimeros Complexos

Fixemos um namero complexo z tal que z = |z|. (cos 0 + isen ). Ao multiplicarmos z
por z; = |z1|.(cosa +isena) a equagao (2.1) garante que se |z;| = 1 e a > 0, entao o
produto z.z; representa a rotacao no sentido anti-horario de um angulo « do vetor z em
torno da origem do plano complexo. Caso |z1| # 1 a rotacdo é a mesma do caso anterior,
porém, o comprimento de z.z; serd dado por |z].|z].

O produto z.z; acima representa uma rotacao de um angulo a em torno da origem,

seguida de uma homotetia ? com centro na origem O e coeficiente de semelhanca igual a

|21
Im
Z.21
Im
zZ.21 z
z
0+«
« 0+«
21 ¢
21
his o
o Re ° Re
Figura 2.7: Representagao para z.z; com Figura 2.8: Representacao para z.2;
|z1] =1 com |z1| > 1

2E a ampliacdo ou a reducdo de distancias ou 4reas a partir de um ponto fixo.
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Sejam os nimeros complexos z = |z|. (cosf +isenf) e z; = |z1|. (cos a + isen a) com
. . z ~
a > 0. Pela propriedade P.14 sabe-se que o quociente — representa a rotagao de um
<1
angulo « no sentido horario (negativo) do vetor z em torno na origem, seguida de uma

homotetia com centro na origem no plano complexo.

Im, Im y
z
z Z
21
«
21
0 «
Re O‘ Re
. . z ) . z
Figura 2.9: Representacao para — Figura 2.10: Representagao para —
21 <1
com |z| > 1. com |z| = 1.

2.5.4 Interpretacao Geométrica para z, —z e 2.1

Se z = x4+ yi, entdo —z = —xr — yi e Z = x — YI representam respectivamente uma
simetria de z em relagdo & origem e ao eixo real. O produto z.i = i.(x + yi) = —y + xi
representa a rotacao do vetor z de um angulo de 90° no sentido anti-horario em torno da
origem.

E importante observar que o produto de um nimero complexo z = x + yi por (—1)
representa a rotacao do vetor representante de z de um angulo de 90° no sentido horario

em torno da origem.

________________

wl

Figura 2.11: Interpretagao geométrica para z, —z e z.7.
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2.5.5 Interpretacao Geométrica para outras operacoes envolvendo

nimeros complexos
Rotacao de um ponto em torno de um ponto arbitrario

E possivel realizar rotacdes em torno de um ponto z; arbitrario. Seja 2’ o resultado da
rotacao de um angulo # de um ponto z em torno de z;, entdo z;z’ pode ser obtido pela
rotacao de um angulo 6 do vetor Z12 em torno de z1, ou seja, z12' = Z12etf que implica
2= (2—z)e? + 2.

Em particular para # = 7 tem-se ¢ = —1 e, portanto, 2’ = 2z, — z representa a

simetria central em torno do ponto z;.

; Im
Im z »
el
z1 9
BX
z
° Re
Figura 2.12: Rotagao de z em torno Figura 2.13: Simetria central em
do ponto arbitrario z;. torno de z;.

Reflexao de um ponto em torno de uma reta arbitraria

Qualquer reta no plano complexo pode ser representada pela imagem da funcdo f(t) =
21t + 29, onde t € R, z9,2; € C com |z1] = 1, onde z; indica a diregdo da reta f(t),

conforme a figura abaixo.

Im |

20

/e =

)
Re

Figura 2.14: Definicao geométrica de uma reta no plano complexo.
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Seja # o angulo que o vetor representante do complexo z; forma com o eixo real.
Como |z1] = 1 e a reta f(t) tem a mesma dire¢do do vetor representante de z;, para
obtermos um ponto 2’ simétrico de z em relacao a esta reta, tomamos o vetor ﬁ =z—2
determinado pelos pontos zy e z. Agora rotacionamos Zo? de um angulo 6 no sentido
horario, esta rotacao é obtida através da operagao Z02.6(09 em seguida conjuga-se o
resultado anterior obtendo assim zp2.¢/(-9 e finalmente rotacionamos zp2.e/—9 de um

= 2p2.6i(-0) ¢il0) = (z—7Z) . (610)27 como

angulo 6 no sentido anti-horério, obtendo w
e = 21 temos w = (Z — %) .22 e como 2’ = w + z que implica 2’ = (Z — %) .22 + 2.
/!
I ¥4
e ft)
1
1
1
1
1
1
1
1
1
A 20
sz

4
1 .
/ -~
1 7
o, -

(0]

Figura 2.15: Reflexdo de z em torno de uma reta arbitraria f().

2.5.6 Uma Férmula para o Calculo da Raiz Quadrada de um

Niumero Complexo
Nesta secao, apresentamos um método para calcular a raiz quadrada de um ntimero

complexo muito pratico e rapido, tendo em vista que no dltimo capitulo sempre precisa-

remos calcular a raiz quadrada desses ntmeros.
Considere um complexo z = a + bt nao nulo. Entao
Va+bi = u+vi < (\/a+bi)2 = (u+vi)® < a+bi = u® —v>+ 2uvi. Pela

igualdade entre dois niimeros complexos tem-se:

a=u*—v’
b= 2w (2.5)
b\ 2
) -

Isolando u na equagao (2.5) e substituindo na equacao (2.4) obtém-se a = (
2 b’ 2 b* — 40t 2 2 4 4 2 _ 12
v<:>a24—2}2—v = a= e < dav® = b° — * <= 4v* + dav® — b° = 0.
Portanto, temos uma equacao biquadrada; fazendo v? = z, temos 422 +4ax—b* = 0, assim
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—4a + /16(a® + b?
A = 16a*—4.4(—b*) = 16a*+16b*> = 16(a®+b*). Portanto, z = ¢ (a® + %)

—a + Va?+ b? —a+ Va2 +b? —a — Va2 +b?

T = 5 — 1 = 5 ou Ty = . Como va? + b? >
_ Va2 1+ b2
a, tem-se 1o < 0, logo v? = 11 <= v? = ot vat . Substituindo v? na equacao
—a + va? + b? a+\/a2+b2 a+va?+ b2
(2.4) temos u* = a+ 5 = u== — Observe

na equagao (2.5) que se u > 0, entdao v tem 0 mesmo sinal que b e, se u < 0, entdo v tem

a+va?+ b?

5 , entdo uma das raizes de a + bi pode

sinal oposto de b. Se tomarmos u =

ser calculada pela formula:

VEiPta . [VEiP—a,
VETTZ T gig(h)y/ Y22 =9,

Em particular, se Va2 + b2 = 1, entdo a formula se reduz a

—i—szg @/

Note que /z = 2y <= 2 = 20> = (— zo) , isso mostra que se zy é raiz de z, entao a

va+bi =

outra raiz é —zy. Assim por exemplo uma das raizes de z =2 — i é

22+(_1)2+2— 22+( \/\/—+2 \/\/g_2zeaoutrae— \/5+2

2 2 2
V5 —2

5 1

2.6 Isometrias no Plano Complexo

Nesta secao faremos um breve estudo sobre os movimentos rigidos no plano complexo
C, ou seja, movimentos que preservam a forma e a medida dos objetos de C. Tais trans-
formagbes ou movimentos sao chamados de isometrias (do grego, mesma medida).

Primeiro observe que se tomarmos dois pontos z e w de C, entao a distancia entre eles

é dada por |z — w|.

Definicao 2.6.1. Uma isometria no plano complexo é uma aplicacao T : C — C tal

que, quaisquer que sejam os complexos z e w de C, tem-se
T(z) = T(w)| = |z — wl.

Definicao 2.6.2. Chama-se translagao determinada pelo complexo z a transformacao

T, : C — C que leva cada complexo w de C no complexo T,(w) = w + z

Proposicao 2.6.1. (Translagao) Toda translagao é uma isometria..
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Demonstragao:
Sejam os complexos z; e z3 de C, entdo T.(z1) = 21 + z e T.(22) = 23 + z, assim

|T.(21) = To(z0)| = |z1+2— (20 +2)| = |21+ 2 — 20— 2| = |21 — 22] .

22

1 * 2z

Figura 2.16: Translacao de z; e z, por T..

Defini¢ao 2.6.3. Sejam o complezo z € C e 6 € [0,27) um dngulo. Chama-se rotagao
determinada pelo angulo 0 a transformacao Ry : C — C que leva cada complexo z de C

no complexo Ro(z) = 2.

Proposicao 2.6.2. (Rotag¢ao) Toda rotag¢io é uma isometria.

Demonstracgao:
Sejam os complexos z; e 2o de C, entdo Rp(z) = €2 e Rp(z) = ¥z, assim
|Ro(21) — Ro(22)| = |€721 — €25| = | (21 — 22)| = |€”| |21 — 22| = |21 — 2]
—
1
|
Y
| Bolz2)
,'./_.v" - ’\‘ Ry(z1)
o X

Figura 2.17: Rotagao de z; e 29 por Ry.
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Vimos que se 21 = |z1] e’ e zp = |z] €™, entdo 0 (21, 20) = Arg (=)

Agora note que as rotagoes preservam a orientagao do angulo, ou seja, podemos to-

Rg (21) A
_ [Rs (1) | |21] _ A
mar 6 (Rp(21), R (22)) = Arg W = Arg 2] P = Arg cBrayi | —
|Rp (22)] | 22|

Arg (e=7) =6 (21, 25) .

As transformagoes que preservam o modulo e a orientacao do angulo sdo chamadas de

transformacoes conformes.

Proposicao 2.6.3. (Composicio) A composicio de uma translagio com uma rotagao é

uma 1sometria.

Demonstracao:

Sejam os complexos z; e z5 de C, entao

(T, o Rp) (21) =T, (Ro (21)) = €z1+2 e (T, o Ry) (20) = T (Ro (22)) = €25+ 2, assim
(T, 0 Rg) (21) — (T, 0 Ry) (22)| = | T (Ry (21)) — T (Ro (22))| = |21 + 2 — (ewzg + z)‘ —

029 — z| = |eia (z1 — ZQ)} :LeijUzl — 29| = |21 — 29 .

}ewzl +2z—¢
1

Proposigao 2.6.4. (Composi¢ao) A composi¢ao de uma rotagdo com uma translagao é

uma tsometria.

Demonstragao:
Analogamente, se z; e 2, sdo complexos, entao (Rg o 1) (21) = Ry (T, (z1)) = €% (21 + 2)
e (RgoT,)(21) = Ry (T.(2)) = € (z+2), assim [(RgoT,)(21) — (RpoT.) (2)| =
|Ro (T. (21)) — Ry (T2 (22))] = |€" (21 + 2) — € (22 + 2)| = |€21 + €2 — 2y — 2] =
e (21 — 20)| = |€"] |21 — 22| = |21 — 2]
~—

1
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Capitulo 3
Lugares Geométricos e as Conicas

Neste capitulo comecaremos exibindo as conicas na forma tradicional, que pode ser
encontrada em qualquer livro didatico do 3* Ano do Ensino Médio. Entretanto, nao
apresentaremos as demonstragoes para os resultados refente a esta forma. O leitor podera
encontrar tais demonstragoes detalhadas em [15].

Em seguida, apresentaremos as conicas como um conjunto de pontos do plano que

satisfazem uma determinada propriedade em relacao a um ponto fixo e uma reta dada.

3.1 Elipse

Definicao 3.1.1. Uma elipse de focos I e Fy € o conjunto dos pontos P do plano cuja
soma das distancias a Fy e Fy € igual a uma constante 2a > 0, maior do que a distincia
entre os focos 2¢ > 0. Sendo 0 < ¢ < a e d(Fy, Fy) = 2¢,

elipse = {P | d(P, F\) + d(P, Fy) = 2a}
Na figura a seguir temos representacao da definicao geométrica de elipse.

B,

Figura 3.1: Definicdo geométrica de uma elipse.
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Os principais elementos sao:

O é a origem

F, e I, sao os focos

A reta que contém os focos I e I3 é chamada de reta focal

A1 As é 0 eixo maior
B By & 0 eixo menor

2¢ é a distancia focal

e 2¢ é a medida do eixo maior

2b é a medida do eixo menor

c .. .
e — = ¢ ¢é a excentricidade. Note que 0 < ¢ < 1, tendo em vista que 0 < ¢ < a.
a

Do triangulo retangulo destacado na figura temos a relagao notavel

a? = b + 2.

A partir da definicao geométrica de elipse e adotando um sistema de eixos ortogonais
OXY de tal forma que A1A; C OX e B1By C OY, obtemos a forma canodnica da elipse

de centro na origem do sistema OXY e reta focal coincidente com o eixo OX, dada pela

equagao

B
ﬁ
Alu | Fz AQ X
By

Figura 3.2: Elipse de centro na origem de OXY
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Analogamente ao que vimos anteriormente, se no sistema ortogonal O XY consideramos
que A1A; C OY e B1By C OX, obtemos a forma canonica da elipse de centro na origem

do sistema OXY e reta focal coincidente com o eixo OY, dada pela equacao

F,

Ay

Figura 3.3: Elipse de centro na origem de OXY

Considerando as duas formas canonicas acima e supondo que o centro C(xg,yo) da

elipse nao coincida com a origem do sistema ortogonal OXY', teremos as duas equagoes

wom)  Wowl o, o),

a? b2 a? b2 ’

onde a primeira é a forma canoénica da elipse de centro C(zg,yo) e reta focal paralela ao
eixo OX e a segunda é a forma canonica da elipse de centro C(zg, yo) e reta focal paralela

ao eixo OY.
Abaixo temos a representacao geométrica para essas elipses.

Ay
Yi B2 YA
yO_ yO >__B_
A A2 1 B2
i AT

0O %o ;( 0] %o )Z
Figura 3.4: Elipse de centro em O’ # Figura 3.5: Elipse de centro em O’ #
O com reta focal paralela a OX. O com reta focal paralela a OY.
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1:2 2

Retomando a equagio — + i 1 e considerando que a®> = b +c2 = 1 =a> - e
a
c
€ = — temos
a
2 2
T Yy
@ e !
multiplicando por (a?b?) obtemos b*z? + a?y* = a®b?. Substituindo o valor de b na

equacao temos
(a2 — )22 + a*y? = a? (a® — )

dividindo ambos os lados da equacao acima por a? teremos

Apos simplificarmos os termos e substituir o valor — = €2 obtemos a equacio
a

(1-e)a?+y*=a"(1-¢%). (3.1)

A equagao acima é chamada de equacao caracteristica da elipse de centro na
origem do sistema ortogonal OXY . Observe que ela depende apenas dos valores de

acee.

Proposicao 3.1.1. A elipse € o lugar geométrico dos pontos do plano tais que a razdao
entre a distancia de quaisquer dos seus pontos a um ponto fixo (foco) e uma reta fiza

(diretriz) € uma constante 0 < e < 1.

Demonstracgao:

Antes de demonstrarmos a proposicao acima vamos tomar, sem perda de generalidade,
um sistema de eixos ortogonais OXY e considerar uma elipse de centro na origem de

OXY e reta focal coincidindo com o eixo OX.

Nestas condigoes temos:

e 1 ¢ a reta diretriz da elipse dada pela equagao x +~v =0
e Os focos da elipse sao Fi(—c,0) e Fy(c,0).

e O eixo OX coincide com a reta focal
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e Os vértices da elipse sao A;(—a,0) e As(a,0).

Na figura abaixo temos uma ilustracao destas condigoes.

Figura 3.6: Definicao geométrica de uma elipse.

Para determinarmos o valor de 7, ou seja, a localizagao da reta r no eixo OX, basta

tomarmos o ponto A;(—a,0) da elipse e usarmos a condi¢ao
d (A17 Fl) = €d (A17 T)
portanto,
a—c=c(y—a)=>a—c=¢ey—ca
como ¢ = €a, substituindo na equacgao acima temos
a—ca=c(y—a) —>a—c=¢ey—ca
logo
a
Y=
€

A demonstracao da proposicao acima é composta de duas partes.
Antes da demonstracao desta proposicao, note que no plano cartesiano, a distancia de

um ponto P(zg,yo) arbitrario a uma reta r de equagdo az + by + ¢ = 0 é dada por

_ lazo + byo + |

Na primeira parte vamos mostrar que se tomarmos um ponto P(z,y) arbitrario na

d(P,r)

elipse, a razao entre as distancias desse ponto ao foco e a reta r é constante e igual a e.

De fato, se P(x,y) pertence a elipse, entao
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(d(P,F) _ (e+e)+y* 2’42t 4y
(d(P,r))" (z +7)° (z+7)°

a
Isolando y? na equagdo (3.1) e sabendo que v = — e ¢ = ea. Podemos substituir na
€

equacgao acima e obter

(d(P, Fy))* 22 + 2zea + (ea)® + a? (1 — €2) — (1 — %) 22
(d(P,r))’ (m N g)Q
£

2% + 2zvea + €2a® + a® — a?e? — 2 + 222

(++2)

222 4 2xea + a?

(ex + a)®
o2
2
_ (ez+a) 22
(ex + a)?
= 52
d (P, Fy) . .. . )
Como m e € sao ambos positivos, extraindo as raizes quadradas de ambos os
e
P, Fy)) d(P,F
lados da igualdade (d( y = £2, obtemos (P F1) = € 0 que mostra que a razao é

(d(Pr)* d(P,r)

constante.

A segunda parte consiste em mostrar que se a razao entre as distancias de um ponto
P (z,y) arbitrario a um ponto fixo F' e a reta fixa r é constante e igual a €, entdo esse
ponto pertence a elipse de foco F' e diretriz r.

Podemos, sem perda de generalidade, considerar que a diretriz r ¢ dada por x + g =0

e que F(—c,0). Logo por hipotese temos

d (P, F)

I —eed(PF) =ced(Pr).

Quadrando ambos os lados da tltima igualdade temos
(d(P,Fy))* =& (d(P,r))’
2
(z+c) +y?=¢ (:v—i—E)
€

,(ex + a)2

24 2wc+ A+ yt=c¢ 5
€

22 + 2z + A 4y = (ex + a)’.
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Substituindo o valor ¢ = €a no primeiro membro da tltima igualdade e desenvolvendo

o segundo membro temos
2% + 2xea + €2a® + y? = £22? + 2exa + a®
2?4 2a% +y? = 222 + a2
2?2 — 2% 442 = @ — 2a?

(1—e))z?+y>=a*(1—¢&%)

que ¢é a equacao caracteristica de uma elipse conforme provado anteriormente.

3.2 Hipérbole

Definicao 3.2.1. Uma hipérbole de focos Fy e Fy é o conjunto dos pontos P do plano
para 0s quais o modulo da diferenca de suas distincias a Fy e Fy € igual a uma constante

2a > 0, menor do que a distdncia entre os focos 2c > 0. Sendo 0 < a < c ed (Fy, Fy) = 2¢,
hipérbole = {P | |d (P, F) — d (P, F,)| = 2a}

Na figura a seguir temos representacao geométrica de hipérbole.

Figura 3.7: Definicao geométrica de uma elipse.

Os principais elementos sao:
e Fi e F; sao os focos

e A reta que contém os focos Fi e Fy é chamada de reta focal
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e O ¢é a origem

A1 Ay & o eixo real ou transverso

B, B5 ¢ o eixo imaginario

2¢ é a distancia focal

2a é a medida do eixo real

e 2b é a medida do eixo imaginério

c .. .
— = ¢ é a excentricidade. Note que £ > 1, tendo em vista que 0 < a < c .
a

Do triangulo retangulo destacado na figura temos a relagao notavel
2 =a®+ b2

A partir da definicdo geométrica de hipérbole e adotando um sistema de eixos ortogo-
nais OXY de tal forma que A1Ay C OX e BBy C OY, obtemos a forma canénica da
hipérbole de centro na origem do sistema OXY e reta focal coincidente com o eixo OX,

dada pela equacao

@y
a? b
Y
P
By
|4 O Ap jat X
By

Figura 3.8: Hipérbole de centro na origem de OXY

Analogamente ao que vimos anteriormente, se no sistema ortogonal OXY consideramos
que A1Ay C OY e B1By C OX, obtemos a forma candnica da hipérbole de centro na

origem do sistema OXY e reta focal coincidente com o eixo OY, dada pela equacao



P
\Fi

A

B] o B2 X

Figura 3.9: Definicao geométrica de uma elipse.

Considerando as duas formas canonicas acima e supondo que o centro C(xg,yo) da
elipse nao coincida com a origem do sistema ortogonal OXY', teremos as duas equagoes
2 2
(z — o) (y — vo)

a? B b2 =1

(?/ - yo)z (93 - 5170)2 —1
a? B b2 7

onde a primeira é a forma canoénica da hipérbole de centro C(zg,yo) e reta focal paralela
ao eixo OX e a segunda é a forma canonica da hipérbole de centro C(xz¢,yo) e reta focal

paralela ao eixo OY.

y i
| N
i Fie
: VA
o '";l_fi{bf'}x; s o R
i 1Ay
H B}
9/ Xq O X0 X
Figura 3.10: Hipérbole de reta focal Figura 3.11: Hipérbole de reta focal
paralela a OX paralela a OY
72 2
Retomando a equagio — — i 1 e considerando que ¢ = a®> + 0> = V> =c* —a? e
a
c
€ = — temos:
a
22 P
il 1 multiplicando por (a?b?)
obtemos
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B2 — a2y? = a2b?
substituindo o valor de b? na equacdo acima, temos
(@ —a?)2? — a?y? = a® (2 — a?)

dividindo ambos os lados da equacao acima por a? teremos

A a?\ , a®, L[ @

- xr° — _y =q -

a?  a? a? a?  a?
2

. . .- c ~
Apos simplificarmos os termos e substituir o valor — = €2 obtemos a equacio
a

(-1 a? =y’ =a’ (- 1). (3.2)

A equacao acima é chamada de equacgao caracteristica da hipérbole de centro
na origem do sistema ortogonal OXY . Observe que ela depende apenas dos valores

de a e e.

Proposicao 3.2.1. A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano tais que a razao
entre a distancia de quaisquer dos seus pontos a um ponto fixo (foco) e uma reta fiza

(diretriz) € uma constante € > 1.

Demonstracao:

Antes de demonstrarmos a proposicao acima vamos tomar, sem perda de generalidade,
um sistema de eixos ortogonais OXY e considerar uma hipérbole de centro na origem de
OXY e eixo focal coincidindo com o eixo OX.

Nestas condigoes temos:

r é a reta diretriz da hipérbole dada pela equacao z — a =0

Os focos da elipse sao Fi(—c,0) e Fy(c,0).

O eixo OX coincide com a reta focal

Os vértices da hipérbole sdo A;(—a,0) e As(a,0).

Na figura abaixo temos uma ilustracao das condi¢oes acima.
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Figura 3.12: Definicdo geométrica de uma hipérbole.

Para determinarmos o valor de «, ou seja, a localizacao da reta r no eixo OX, basta

tomarmos o ponto As(a,0) da hipérbole e usarmos a condigao
d (AQ, FQ) = Ed (AQ, T)
portanto,
c—a=c(a—a)=c—a=ca—cxa
como ¢ = €a, substituindo na equacao acima temos
ca—a=c(a—a)=c—a=ca—cx
logo
a
a=—.
€

A demonstracao da proposicao acima é composta de duas partes.

Na primeira parte vamos mostrar que se tomarmos um ponto P(z,y) arbitrario na
hipérbole, a razao entre as distancias desse ponto ao foco e a reta r é constante e igual a
E.

De fato, se P(x,y) pertence a elipse, entdo

(d (P, Fy))® _ (z—c) 4 y° _ 22 — 2zc + 2 —l—yQ.
(d(P,r))* (¢ —a)’ (z —a)’
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a
Isolando y? na equagao (3.2) e sabendo que a = — e ¢ = ga. Podemos substituir na
€

equacgao acima e obter

(d (P, Fy))* 22 — 2zea + (ea)® + (€2 — 1) 2% — a® (2 — 1)

2 2
(d(Pr)) (x _ 2)
€
2% — 2vea + €%a® + €%2% — 2% — a’e? + a?

(+=2)

e2x? — 2xea + a®

(ex — a)®
o2
_ (ex — a)2 g2
(ex — a)®
= 62
d (P, F:
Como d((Téi) e € sao ambos positivos, extraindo as raizes quadradas de ambos os
o
P, Fy))? d (P, F.
lados da igualdade (d( 2)2 €2, obtemos M = € 0 que mostra que a razao é
(d(P,r)) d(P,r)

constante.

A segunda parte consiste em mostrar que se a razao entre as distancias de um ponto
P (z,y) arbitrario a um ponto fixo F' e a reta fixa r é constante e igual a €, entdo esse
ponto pertence a elipse de foco F' e diretriz r.

Podemos, sem perda de generalidade, considerar que a diretriz r é dada por x — g =0

e que F(c,0). Logo por hipotese temos

d (P, Fy)

AP~ e AP F) ==d(P).

Quadrando ambos os lados da tltima igualdade temos

(d (P’ F2)>2 = ¢ (d (Pv T))z

2
(z—c) +y*=¢ (:L‘—g>
£
(ex —a)?
x2—2xc+02+y2:52€—2

22 —2xc+ A+ y? = (ex — a)’.

Substituindo o valor ¢ = €a no primeiro membro da tltima igualdade e desenvolvendo

o segundo membro temos
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2% — 2xea + £2a® + y* = %2 — 2exa + d?
2? +e2a® + y? = e’ + a?
272 — g2 — 4% = 22 — g2
(e —1Da®—y*=a*(e2-1).

que é a equacao caracteristica de uma hipérbole conforme provado anteriormente.

3.3 Parabola

Definicao 3.3.1. Sejam r uma reta e ' um ponto do plano nao pertencente a r. Uma
pardbola de foco F' e diretriz v é o conjunto de todos os pontos do plano cuja distincia a

F ¢ igual a sua distincia a r.
pardbola = {P |d(P,F)=d(P,r)}

Na figura a seguir temos a representacao geométrica da parabola.

r diretriz

Eixo de simetria

Figura 3.13: Definicao geométrica de uma parabola.

Os principais elementos sao:
e F' é o foco.

e 1 & a diretriz.
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e p ¢ o0 parametro.
e I/ é o vértice.

e A reta VF é o eixo de simetria.

_P

e Notagao: d(V, F) 5

Se tomarmos um sistema ortogonal com origem no vértice da pardbola e o eixo OX
passando pelo foco, entao o foco é F (g, O) e a diretriz r tem equacao x = —]—).
Nestas condigoes, chama-se equagdo reduzida da parabola a equagao que P(z,y), ponto

genérico da curva, verifica. A equacao é dada por

y® = 2pz (3.3)
T v y ,
% . - F 14 X
X
Figura 3.14: y2 = 2pz , se F esta a Figura 3.15: y? = —2pz, se F est4 a
direita de V. esquerda de V.

Se tomarmos um sistema ortogonal com origem no vértice da parabola e o eixo OY

passando pelo foco, entao o foco é F (O, g) e a diretriz r tem equagao y = —g.
Nestas condicoes a equacgao reduzida da parabola é dada por
2% = 2py (3.4)

Se a parabola tem vértice no ponto V(xg,yo) e V F paralelo ao eixo OX a equagao da

pardbola fica

(y — yo)2 = 2p (z — 7o) - (3.5)
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Y
Y
F
.
v ¥ X
F
Figura 3.16: 2?2 = 2py, se I esté Figura 3.17: 22 = —2py, se I esté
acima de V. abaixo de V.

Se a parabola tem vértice no ponto V(zg,yo) e V F paralelo ao eixo OY a equacao da

parabola é

(= x0)” = 2p(y — w0). (3.6)

Proposicao 3.3.1. A pardbola € o lugar geométrico dos pontos do plano tais que a razao
entre a distdncia de quaisquer dos seus pontos a um ponto fizo (foco) e uma reta fiza

(diretriz) é uma constante € = 1.

Observe que esta definicao é a mesma tratada nos livros didaticos.

. . . d
A figura abaixo mostra que variando o valor € de 0 a 400, a equacao TP = €
T

representa uma familia de conicas.

Figura 3.18: Familia de conicas.
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Capitulo 4
Nuameros Complexos e Conicas

No Ensino Médio, os alunos tém o primeiro contato com o estudo das conicas. Todavia,
tal estudo se resume em analisar esses lugares geométricos apenas quando seus eixos sao
paralelos aos eixos coordenados. A justificativa para tal estudo reside no fato de que
quando os eixos da cOnica nao sao paralelos aos eixos coordenados, a determinagao dos
seus elementos se torna demasiadamente complicada, exigindo conhecimentos a nivel de
graduacao.

O objetivo deste capitulo é propor ao Ensino Médio um método para determinar todos

os elementos da conica, mesmo quando seus eixos nao sao paralelos aos eixos coordenados.

4.1 Consideracoes Iniciais

No capitulo 2 vimos que a distancia entre dois nimeros complexos z e w no plano
é dada por |z —w|. O proximo resultado mostra como calcular, no plano complexo, a

distancia de uma reta a um ponto fora dela.

Proposigao 4.1.1. Seja r uma reta em C definida por z(t) = zg+tv com |[v| =1 et € R.

A distancia minima A de um ponto arbitrdrio f a reta v é dada pela equagao
A= Im((f = 2)9)|. (4.1)

Demonstragao:

Seja h(t) o quadrado da distancia de f a um ponto de r, assim

h(t) = |f—zo—tv|2:((f—zo)—tv).((?—z_o)—t@)
= (f—20).(F—%) —t(f—20)0—t(f — %) v+t2D
= |f = 20]* = 2tRe ((f — 20)T) + t*|v]*, como |v] =1
= |f— 2" —2Re ((f — 2)0) t + 12

39



Observe que h(t) é uma fun¢ao quadratica em ¢ e, portanto, o minimo é obtido quando
t = Re((f —20)7). Assim, substituindo ¢ em h(t), segue que o quadrado da menor

distancia é dado por

A2 = \f—zO—Re((f—zo)U)v|2
(f —20) 7 — Re ((f — 20) ) vv|”

IR i e el (D K
2v
| —)i-F-m)f
2v
_ | m - Tz
2v

Como A e [Im ((f — z0) U)| sdo nimeros reais nao negativos, extraindo a raiz quadrada

de ambos os membros da igualdade A2 = |Im ((f — z) 7)|?, obtemos A\ = |Im ((f — z) 7)|.

Sejam r uma reta (diretriz) em C definida por f (t) = zo + tv, com |v| = 1 ¢ f um
ponto (foco) fora desta reta. Tomando agora o niimero real positivo £, vamos considerar o
lugar geométrico dos pontos do plano para os quais a distancia ao foco f é uma constante

positiva multipla € da distancia a diretriz r, ou seja,
|z = fl=¢e|Im((z — 20) D)|.
Podemos elevar ambos os lados da equagao acima e obter,
[z = fI7 = [Im ((z = 20) D).

Agora vamos desenvolver ambos os lados da ultima igualdade, desta forma temos
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z-=fHE-F) = ¢

21
I - — o ((z—20)T—(Z—Z)v 2
(zz—zf—fz+ff) = € ( 5 )
(Z—2f =2+ 61 = (—2)7-(E-m)v)

- — —4
(Z—2f=f2+ 1) = = (z=2)0-(Z=%)v)’
- -4
(zE—zf—f§+ff)—2 = (zﬁ—zoﬁ—zv+z_ov)2
5
—ﬁiJrZTiJrf?i—fTi = 2T + 220° 4+ 7207 + Z20? — 222000 — 22700
2 2 2 2 0 o v 2290 2200 +
€ € 5 5

227000 + 222000 — 2202000 — 2Z20°

Agrupando os termos semelhantes da ultima igualdade acima teremos a seguinte equa-

cao
4 4 — 4
0222 + 0% + <§ — 2) 2Z + (22_0— 2200° — §f> z+ (220 — 27v% — 6—2f) Z+
4 _
(—fo—l—zg@Q + Zg2v? — 2202_0> =0
€

Tomando
4 4 — 4 —
A=v?, B=—5-2 C=2%—-2x0"—5feD=—ff+20"+7z"v* - 22%
g g e

na equacao acima, obtemos a seguinte equacao

A+ AZ*+ B2+ Cz+Cz+ D=0 (4.2)

que chamaremos de forma padrao.

Observagao 4.1.1. Note que |A| = [v?| = [v]> = 12 = 1 e v = £VA, porém +VA e
—VA téem a mesma direcio e como a direcio da diretriz é dada por v tanto faz usarmos
v = VA ouv = —VA, portanto, vamos considerar sem perda de generalidade v = \/A.

4 4
Além disso como & > 0 implica — >0 dai — — 2> =2, portanto, B > —2.
€ €

Suponha que a equacio Az? 4+ Az + B2Z+Cz+Cz+D =0, com |A|=1e B> —2
represente uma conica. Entao, se B = 2 a conica é uma parabola, se —2 < B < 2 a cOnica

¢ uma hipérbole e para B > 2 a cOnica é uma elipse.

Observacao 4.1.2. Consideremos a equacio Az> + AZ> + B2Z+ Cz+CZ+ D =0 com
A # 0. Podemos supor |A| =1 e B > —2. Caso |A| # 1 dividimos a equagio por |A|
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e caso B < —2 multiplicamos a equagao por —1 pois se B < —2, entao —B > 2 > —2,

dessa forma teremos uma equacio na forma padrao.

Se na equacdo (4.2) consideramos A = 0 temos a equacdo BzZ + Cz + CzZ + D = 0 dai

temos duas situacoes a considerar:

1. Se B =0, a equacdo de reduz a Cz+ CZ+ D = 0 que é a equacao de uma reta.

2. Se B # 0 podemos reorganizar a equagao e obter

B2z4+Cz4+Cz+ D=0

zE—Fg @—1—2—0

B B B
Oz Cz D
ZZ+§+§:—E
Z§+2+@+@:@_2
B B B2 B2 B

Cz Bz CC |CP-BD

ZZ + § + B 5B = B2
+6 _+C |C|> — BD
zZ+ = 2t =|=—"—
B B B2
C |C|> — BD
- == == 4.3
‘z v - (1.3)
. . . . . IC|” = BD
Assim o conjunto solugao representa um conjunto vazio sempre que —————— < 0,

BQ

IC|” = BD . - ICI> — BD
—————— = 0 e uma circunferéncia para ————— > 0.

B? B?

Observacao 4.1.3. A circunferéncia nao tem diretriz e por isso nao € considerada uma

um ponto caso

conica.

4.2 A equacgdo Az*+ Az> + B2z +Cz+CzZ+ D =0 com
B e D Reais, em Coordenadas Cartesianas

Suponha que a equacio Az? + AZ%> 4+ B2z + Cz + CZ + D = 0 represente uma conica e

observe que
Az? 4+ Az? = 2Re (A2?) e Cz + Cz = 2Re (C~).

Substituindo esses valores na equagao temos

42



2Re (Az%) + B2z + 2Re (Cz) + D =0 (4.4)
Fazendo z = v 4+ yi, A = a1 + ast e C = ¢1 + c91 tem-se que
2Re (Az?) = 2a12* — 2a1y* + dayas e 2Re (Cz) = 2¢c1z — 2¢5y.

Substituindo estes valores na equagao (4.4) e agrupando os termos semelhantes obtém-

se a equacao

(B + 2a1) 2° 4 4asxy + (B — 2a1) y* + 2c12 — 2y + D = 0.
Tomando na equagao acima
a=B+4+2a;b=4a;c=B—2a; ;d=2c;e=—2c0ef=D

teremos a equacao

ar’ +bry+cy’ +dr+ey+f=0 (4.5)

4.3 Analise da equacao A2>+ AZ>4+ B2z+Cz+Cz+D =0
com B e D Reais.
Vamos agora analisar a equacao abaixo
A2+ A2+ B2+ C2+Cz+D=0com |A|=1e B> -2

para saber em que condicoes ela representa uma conica.

2

Fazendo a mudanca de variavel z = VAw = 22 = Aw? e observando z2 = Aw? e

zZ=VAw = \/?w, dessa forma temos

ZAw2+AZ@2+B\/Zwﬁ@+C\/Zw+6ﬁE+D =0
w? 4+ + VAV ABWET + CVAw + CVAT + D = 0

Note que VAVA = VAA = /|A]* = |A| = 1. Assim, tomando C’ = CV/A temos a

equagao
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w? +w? + Buww + C'w + C"w + D = 0 (4.6)

que chamaremos de forma canénica.

Observe que ela pode ser reescrita da forma abaixo
2Re (w?) + B|w|* + 2Re (C'w) + D = 0.
Fazendo w = x1 + 117 e C' = ¢} + ¢,i obtemos

2(2f—yi) + B (2l +yi) +2(clzr — )+ D = 0
(B+2)23+ (B —2)y? +2c,x1 — 2y + D = 0,

tomando \y = B+2>0e Ay = B—2 > —4 a equacao fica

Vamos analisar a equagao(4.7) quando B > 2 (Ag > 0) dessa forma temos

M2+ Nyt +2¢m1 — 2y +D = 0

2c 2!
A1 x?+ix1 + A2 yf—ﬁyl +D =0
A1 Ao
c /2 c /2 C/12 0122
A 2— A —2 D— — — =
< lSY 1+/\1)+ 2<y1 /\y1+)\2>+( A1 >\2)
/ 2 C, 2 032 0/22
A1 A - = D— — — =
(:v1+/\1> " 2(y1 >\2) +( A1 >\2)
! 2 7\ 2 ;2 ’2
c c c
A\ A —_2) =1 42
($1+>\1) + 2<y1 )\2) A\ +>\2

/ / / /
a Cy. . Cy.
Agora vamos tomar a translacdo u = w + < —z) =z + Yyt + ( —z) =

jen}

)

At A AtA
c c/ C/ 2 C/ 2
(1:1 + )\1) + (y1 — )\—2) i = T + yoi. Além disso faremos )\— + = N D=D
Apos as substituicoes teremos
Nad+ oyl = D (4.8)
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Entao se:
e D’ =0 a equagao possui uma tnica solu¢ao z, = yo = 0.
e D' <0 aequacao (4.8) nao tem solugao e, portanto, nao representa uma conica.

e D' >0, entdao podemos dividir toda equacao por D’ como segue

A1T5 AQZU%
o "o !
33,2 y2
ot =1
AL A
3 Y3

AN D
V%) (%)
e podemos determinar todos os elementos da elipse.
Se —2 < B <2 (A >0e) <0), entdo equagao (4.8) fica:
My — [ holys = D'
Assim, se:
) - A . -
o D=0, entao ys = + mx, ou seja, a equagao representa um par de retas.
2

e D' # 0, entao podemos dividir toda equagao por D’ como segue

125 _ [Xa| 3 1
D’ D
Y
DD
PYRN
75 Y5

W (5
M el
e podemos determinar todos os elementos da hipérbole.

Se B =2 (A, =0) a equagao (4.7) fica:
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Aa? + 2dixy — 24y + D =0

Completando o quadrado obtém-se

, 2

ch 2 ch
Mo +L) —2dy+D— 2 =0
! (xl )\1> “i A

Assim,

e Se ¢, = 0 nao teremos uma conica.

e Se ¢, # 0 podemos dividir toda equagao por 2¢, como segue

AN &
A — = 2 — D+ =
1 (.1'1 + )\1) ColY1 + )\1
2
At n A% j /\%
R x i — —
2d, DY u 2d,

Tomando

/\1 2/\10’2 ! /\1 ! 2/\10/2 2 2

a equacao acima fica

/

2
Fazendo % = 2p temos
1

T3 = 2pys, que é a equagao de uma parabola.

4.4 Resumo da Equacao na Forma Canodnica

Considere a equacao

w? +w? + Bww + C'w+ C'w+ D =0, onde B > —2e C' = ¢| + chi.
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Pelos resultados obtidos na secao anterior, podemos resumir as conclusoes no seguinte

quadro:
d? 2
~ s 1 2
—2 < B <2 | A equagdo representa uma conica se e somente se, + —D#0
B+2 B-2
e neste caso a conica é uma hipérbole.
B=2 A equagdo representa uma conica se e somente se, co = Im(C") # 0
e neste caso a conica é uma pardbola.
d? 2
2< B A equacao representa uma conica se e somente se, L _ 4+ 2 __D>0
B+2 B-2
e neste caso a conica é uma elipse.

4.5 Conicas em Coordenadas Cartesianas

Vimos na segao 4.2 que se tivermos uma coOnica a sua equagao em coordenadas carte-
sianas serd dada pela equacao (4.5).
Agora queremos determinar em que condi¢oes a equacio az?+bxy+cy? +dr+ey+f =0

representa uma conica e sua classificacao.
z+7z zZ—Z

ey = ;

2 21

Tomemos © = e facamos a substituicao na equacao acima, dessa

forma teremos:

N _ _ N\ 2 _ _
Z+Zz Z+Zz zZ—Z z—7Z Z+Zz z2—7Z
f—

apo6s reagruparmos os termos semelhante obtemos

a—c—bi 2 a—c+ b . 2a + 2c 75+ d—ei o d+ei Zif —0
4 4 4 2 2 o

Observemos que se a = c e b = 0 de acordo com as observacoes da secao 4.1 a equacao

< . < 2
nio representa uma conica. Entao, devemos tomar (a — ¢)” + b* # 0.

Multiplicando a igualdade acima por 4 e dividindo por y/(a — ¢)* + b? obtém-se

a—c—bi 5 a—c+bi 9 2a + 2c _
z° + zZ°+ 2z +
(a—c)” + b2 (a—c)® + b2 (a—c)® + b2
5 d— et 49 d—+ei o Af— 0
(a —c)® + b2 (a —c)* 4 b2

Comparando com a forma padrao temos que:

2a + 2c¢

v/ (@ — ) + 2

Se |B| = =2=la+c =+/(a—c)+ b2
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Elevando a ultima igualdade ao quadrado obtemos

la+cf = ( (a—c)2—|—62>2

2
(a+c¢) = ( (a—c)” + b2)

a’?+2ac+c = a®—2ac+ A +b
4ac—b* = 0 (4.9)

De forma analoga mostra-se que se |B| < 2 tem-se que 4ac — b* < 0, se |B| > 2 tem-se
4ac — b* > 0. Portanto, se:

|B| > 2 = 4ac —b* > 0, a equagao pode representar uma elipse.
|B| = 2 = 4ac — b* =0, a equagao pode representar uma parabola.

|B] < 2= 4ac—b* <0, aequagao pode representar uma hipérbole.

4.6 Algoritmo

Nesta segao apresentaremos um algoritmo quando a equagao 4.5 representa uma conica,
sua classificacao e como obter seus elementos.

Algoritmo:

e Passo 01: verificar se (a — ¢)* — b ¢ diferente de zero.

z+§e _Z—Z
LY

e Passo 02: Complexificar a equacao tomando x =

e Passo 03: Colocar a equagao na forma padrao (Dividindo a equagao pelo modulo
de A e multiplicando por —1 se B < —2 )

e Passo 04: Aplicar a rotacdo z = v/ Aw para obter a forma canénica.
e Passo 05: Verificar na tabela se a equagao na forma canonica representa uma conica.

e Passo 06: Transformar a equacao canonica em coordenadas cartesianas nesse novo

sistema de coordenadas.
e Passo 07: Completar o quadrado.

e Passo 08: Aplicar a translacdo para colocar a equacao na forma candnica desse novo

sistema de coordenadas.

48



e Passo 09: Determinar todos os elementos na conica nesse ultimo sistema de coorde-

nadas.

e Passo 10: Aplicar a isometria inversa para obter os elementos no sistema de coor-

denadas original.

4.7 Aplicacoes
Exemplo 1
Vamos determinar os elementos da conica 922 — 4y + 6% = 30.

Passo 01: Verificar se (a — ¢)> — b? ¢ diferente de zero;

Comoa=9,b=—4¢c=06temos (9—6)°—(—4)2=9—16 = —7 # 0, logo a equacio
922 — 4zy + 6y* = 30, pode representar uma conica.

2+z z—Z

Passo 02: Complexificar a equacao tomando x =

N\ 2 _ _ N2
2+ 7z 2+ z zZ—Z z—7Z
9 —4 6 = 30
() () () o (%)
9 22+ 227 4+ 22 4 22—.22 46 22 —222+z _ 30,1.:_2,
4 43 1

2 257 =2 2 _ 32 -9
9(z—|—zz+z>+4i z z>+6(z zz+z) _ 30, (x4)

4 4
9(z*+2:2+7) +4i (* —7°) =6 (2" —222+7°) = 120
022 + 1827 + 922 + 4i2® — 4i7° — 62> + 1222 — 62° = 120

(34+4i) 2%+ (3—4i)Z2 + 3022 = 120

Passo 03: Colocar a equagao na forma padrao (Dividindo a equagao pelo modulo de
A e multiplicando por —1, se B < =2 );

Observe na tltima equacio que |3 —4i| = 1/32 + (—4)> = V25 = 5 # 1, portanto
a equacao nao esti na forma padrao, para coloca-la nesta forma, vamos dividi-la por

|3 — 4i| = 5. Assim obtemos

3 4 3 4
(g—f—gi) 22+ (5—51') 72 4+ 627 = 24.

3 4
Observe que |A| = ‘5 - EZ

=1le B =6> —2e, portanto a equacao estd na forma

padrao.

A diregao da diretriz é dada por

49



1+3 1 5
— 3 4 5 5. 02 1
= A: - — =71 = _— —_— = — — ——
! 5 52 2 2 ' \/5 \/gZ

Passo 04: Aplicar a rotacio z = v/ Aw para obter a forma canénica;
2 1

V5 VB

Agora vamos fazer a mudanca de variavel z = ( ) w, dessa forma obtendo

a forma candnica
w? +Ww? + 6ww = 24 & 2Re (w?) + 6 |w| = 24

Passo 05: Verificar na tabela se a forma candnica representa uma conica;
Como B =6 > 2, temos que analisar o caso da elipse:
/2 /2 02 02

p=L Y oo
B+2 B_2 gt (2 >0

portanto, a equacio 922 — 4xy + 6y* = 30 representa uma elipse.
Passo 06: Transformar a forma canonica em coordenadas cartesianas nesse novo sis-
tema de coordenadas;

Assumindo agora que w = 2’ + y'i temos

2(I12_y/2>+6(x/2+y/2) —_ 24
8" +4y? = 24
12 12
% + % =1 (4.10)

Observe que a equagdo (4.10) esta na forma candnica em relacdo ao plano w, ou seja,
0s eixos da coénica sao paralelos aos eixos coordenados do plano w.
Passo 09: Determinar todos os elementos da conica nesse tltimo sistema de coorde-

nadas;
v a=+6,b=+/3 e pela equacio a® = b* + 2, tem-se que ¢ = /3.
v a medida do eixo maior ¢ 2v/6 e medida do eixo menor é 2v/3
v’ 0s vértices sdo: a} = V6i, ay = —/6i, b, = V3e by = -3
v os focos sdo: ¢, = V/3i e ¢y, = —/3i
V3 o1

.. , C
v aexcentricidade é e = — = — =

o V6 V2

v a localizagao da diretriz é v = +% = +24/3i
€

20



. v Plano W
Na figura ao lado temos a representacao geomé-

trica para a equagao (4.10) no plano W. V6i
Note que a diretriz é sempre paralela ao eixo
nao focal da conica e sua localizacao foi tomada
em relacao ao foco —/3i por isso v = —24/3.
Se tivéssemos tomado como referéncia o foco v/3i

L o . : -v3 V3 X
a localizacao da diretriz no eixo O'Y” seria dada por
v = 21/3 e, portanto, a diretriz estaria na parte
positiva de O'Y". e

Conclui-se que a conica (exceto a parabola) tera —/6i
sempre duas diretrizes, dependendo apenas do foco diretriz
que é tomado como referéncia. No entanto, observe 230y

que para gerar uma conica é suficiente termos ape-

Figura 4.1: Elipse no Plano W.
nas um foco e uma diretriz.

Passo 10: Aplicar a isometria inversa para obter os elementos no sistema de coorde-
nadas original.

2 1.

— — —.
NGRS

Sabemos ainda que se 6 ¢ o angulo que v forma com o eixo OX do plano complexo, entao

0 pode ser calculado da seguinte forma:
1

1 1
0 = arctan T\/g = arctan (—5 —arctan <2> = —q.

J& sabemos que a direcao da diretriz no plano complexo ¢ dada por v =

Como 6@ ¢é negativo, a equagao z = — 7 ) w traduz que cada ponto z do plano
nto w d

_5
complexo é obtido pela rotacao de cada o plano W de um angulo 6 no sentido
horario.
Dessa forma:
3 2v3
e Os focos ¢) = V/3i e ¢ = —/3i sdo levados em ¢; = [ —f = —£ - ii,
VAR vh Vb
respectivamente.
\/6 2V6, V6 2V6
e Os vértices a/ = V/6i e a’, = —/6i sio levados em a — 4+ ——ieay=——= — ——1,
: o TV VR R T B
respectivamente.
2v3 V3. 2v3 | V3
e Os vértices b, = V3 e b, = —/3 sdo levados em b; = —= — 2= = — + —1,
1 2 1 \/5 \/5 5 5
respectivamente.
C2V3 4v3
e A localizacio da diretriz 4/ = —2/3 é levada em v = \g \g .
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YA
Plano Complexo
Y’
_____ A1
E Plano W
1/
B 1
i
——————— [
I [
3 l ! .
ioh 9 v E X
1 [
T /AN B
o
. B
| [
i '/ F, X’
[, " Sppepa——
1
e
_— diretriz

Figura 4.2: Elipse de equacao 922 — 42y + 6y = 30.

Note que O' = 0 + 0i é levada pela equacdo em O = 0 + 07 e a diretriz é dada por
Ft) = 2V/3 4f +( 1)
VRV Vb V5
Exemplo 2
Determine os elementos da conica 2x? — 4day — y? = —24
Passo 01: Verificar se (a — ¢)* — b? é diferente de zero;

Comoa=2b=—4ec=—1temos (2—(—1))° = (=4)2 =9 —16 = =7 # 0, logo a
equacao 222 — 4xy — y? = —24, pode representar uma conica.

z—l—Ee 2= Z
9 CYT o

Apo6s simplificarmos e agruparmos os termos semelhantes teremos a equacao

Passo 02: Complexificar a equagao tomando x =

(34 44) 22 + (3 — 44) 2% + 227 = —96.

Passo 03: Colocar a equagdo na forma padrao (Dividindo a equagao pelo mddulo de
A e multiplicando por —1, se B < —2 );
Como |3 — 41| = /3% 4+ (—4)? = v/25 = 5 # 1, vamos dividir a equagao por |3 — 4i| =5

obtendo assim a forma padrao

§+Z—Lz’ 22+ §—éz i —1—2,22 _%
5 5 5 5 57 57
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A direcgao da diretriz é dada por

3 3

2 2

[
-
i
!
S
S

Passo 04: Aplicar a rotacio z = v/ Aw para obter a forma canénica;
2 1

VG

Agora vamos fazer a mudanca de variavel z = ( ) w, dessa forma obtendo

a forma canonica

2 96 2 96
w2—|—w2—|—gw@: —€®2Re(w2)+—|w| =——

Passo 05: Verificar na tabela se a forma candnica representa uma conica;

2
Como B = = temos que analisar o caso da hipérbole:

2 )2 02 02 96, 96
B+2 B-2 Bt 5)=5 70
5 5

portanto, a equacao representa uma hipérbole.

Passo 06: Transformar a forma canonica em coordenadas cartesianas nesse novo sis-
tema de coordenadas;

Assumindo agora que w = 2’ + yi temos

2 96
2(£/2_y/2)+g($/2+y/2) — _37 (><5)
10 ($/2 o y/2) +9 ([E/Q + y/z) = —06

1227 — 8y? = —96

8y? — 1227 = 96

y/2 $/2

Passo 09: Determinar todos os elementos da conica nesse tltimo sistema de coorde-

nadas;

Assim temos a = 2v/3, b = 2v/2 e pela relacido fundamental ¢ = a® 4 b?, tem-se que

245 5
¢ = 2v/5. A excentricidade é ¢ = € _ L— = £ Se considerarmos o foco ¢ = 2v/5i
a  2V3 V3 ’

como parametro, a localizacao da diretriz no eixo O'Y” do plano W sera dada por v/ = —

V5

conforme a figura abaixo.
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v Plano W
2v/5i
et /diretriz
p
vz © 22 X
—2V/3i
—2v/5i
y/2 w/Q
Figura 4.3: Hipérbole de equacao o8 = 1.

Passo 10: Aplicar a isometria inversa para obter os elementos no sistema de coorde-

nadas original.

2
A direcao da diretriz no plano complexo é dada por v = — — —1.
¢ p p p \/g \/S

O angulo que v forma com o eixo OX é dado por

1
/5 1 1
f = arctan T\/E = arctan (—§> = —arctan (5) = —q.
V5 —

C 0 & ti a < 2 ! ) transfi d t do pl

omo 6 é negativo, a equacao z = (| —= — —=1 | w transforma cada ponto w do plano
® NG

W em um ponto z do plano complexo através de uma rotacao de um angulo ¢ no sentido

horario.
Assim os pontos da hipérbole no plano complexo sao:

N

(
(s (e
I A
R



o02:(%—%i)c&z(%—%)(—2\/52')2—2—4@'
2 1 ,>i. 6 12

= (G () i

Na figura abaixo temos a representagao da hipérbole.
Plano Complexo

Plano W

1

:

1

A e e diretriz
"

1

| X’

1

1

Figura 4.4: Hipérbole de equacio 222 — 4xy — y? = —24.

Exemplo 3
Determine os elementos da conica 222 + 2y? — 4ay + 8y = 0
Passo 01: Verificar se (a — ¢)> — b? ¢ diferente de zero;

Como a = 2, b = —4 e ¢ = 2 temos (2—2)* — (—4)? = =8 # 0, logo a equacdo
222 + 2y? — 4day + 8y = 0, pode representar uma conica.

z+Z Z—Z
e frg .
Y 9

Apo6s simplificarmos e agruparmos os termos semelhantes teremos a equacao

Passo 02: Complexificar a equagao tomando x =

4iz? + (—4i)Z* + 827 + (—161) 2 + (16i) 2 =0

Passo 03: Colocar a equagido na forma padrao (Dividindo a equagao pelo modulo de
A e multiplicando por —1, se B < =2 );
Como |—4i| = 4 # 1, vamos dividir a equagdo por |—4i| = 4 obtendo assim a forma

padrao

)



i22 4+ (=) 22+ 222+ (—4i) 2+ (4i))z=0
A direcgao da diretriz é dada por

BV, SV A T

Passo 04: Aplicar a rotacio z = v/ Aw para obter a forma canénica;
1 1

V2 VT

Agora vamos fazer a mudanca de variavel z = ( ) w, dessa forma obtendo

a forma canonica

w? 4+ w? +2ww+( w=0

V2 f) (‘%*%)

Passo 05: Verificar na tabela se a forma candnica representa uma conica;

Como B = 2, basta verificar que ¢, = — # (0 e portanto, a forma canonica representa

4
V2

uma parabola.

Passo 06: Transformar a forma canonica em coordenadas cartesianas nesse novo sis-
tema de coordenadas;

Assumindo agora que w = x’ + /i temos

4
2 (2% — /2 +2 I/2—|— /2 —|—2(——l’ + —y ) = 0
( y) ( y) NG \/—
2 A2 + 42 = 0

—V2r' +V2y = 0

Passo 07: Completar o quadrado.

— V2 V2 = 0
— V2 = =2y

() - o

<x' - ?) = V2 (y’ - g) (4.12)

Passo 07: Aplicar a translacao para colocar a equacao na forma canoénica desse novo

sistema de coordenadas.
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Tomando a mudanca de variavel

a equacao (4.12) toma a forma canénica no plano U, dada por
J]”Q _ _ﬁy//'

Passo 09: Determinar todos os elementos da cOnica nesse tltimo sistema de coorde-

nadas;
. p 2 . L P "
Assim 2p = V2 e, portanto, 5= 1" Assim a parabola tem vértice em O”, o foco
2
¢ dado pelo complexo ¢’ = —Ti e a localizacao da diretriz no eixo O”Y” é dada pelo
complexo " = Ti como mostra a figura.
N | Plano U
' diretriz
0" 7
X

/

Figura 4.5: Parabola de equacio 2% = —v/2y".

Passo 10: Aplicar a isometria inversa para obter os elementos no sistema de coorde-

nadas original.

Para se obter os elementos da parabola no plano W basta utilizar a equagao (4.13) da
mudanca de varidvel. Lembrando é claro, que nao ha necessidade de utilizé-la, tendo em
vista que por meio da equacao (4.12) é possivel obter todos esses elementos no proprio
plano W. Nossa intencao nesses exemplo é apenas mostrar que nesse caso podemos

considerar trés planos para ilustrar o problema.

V2 V2.

No plano W, o vértice V’ da parabola é dado pelo complexo v' = = + TZ’ o foco F’
, , V2 - 2 V2
é dado por ¢ = > e a localizacao da diretriz ¢ +' = - + 72 como mostra a figura.
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Y Plano U

% diretriz

& F Y

/

2
Figura 4.6: Parabola de equacao (x’ - ?) =2 (y’ - ﬁ)

Antes de localizar os elementos da conica no plano complexo, observe que o angulo que

v forma com o eixo OX desse plano é dado por
0 = arctan | —— | = arctan (—1) = —45°.

. . 1 . .
Portanto, como 6 é negativo, a equacao z = (— — —1 | w rotaciona cada elemento

1
V2 V2
do plano W de um angulo de 45° no sentido horario. Além disso, pode-se obter os
elementos da conica nesse plano a partir dos elementos no plano U, para isto, basta
2 2 1 1 2 2
observar que w = u -+ £—i—£ e, portanto z = | —= — —=1 u+ \/——+£ .
2 4 V2 V2 2 4

No plano complexo, os elementos da parabola sao:

w

l

o | =

e O vértice V é dado por v = 1
, 1 1.
° OfocoFedadoporc:§—§z

e A localizacao da diretriz é dada por vy =1

Na figura abaixo temos a representacao para a parabola.
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Plano Complexo Y i

Plano U

N

Plano W

Figura 4.7: Hipérbole de equacio 222 — 4xy — y* = —24.

diretriz
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Consideracoes Finais

Este trabalho foi elaborado para servir de apoio a professores e alunos do Ensino Médio.
Procuramos abordar os temas em linguagem simples e acessivel, valorizando os aspectos
geométricos das operacoes e propriedades envolvendo os niimeros complexos.

Comecamos exibindo o contexto histérico afim de esclarecer algumas confusoes a res-
peito do surgimento dos nimeros complexos.

No capitulo 2, apresentamos 0s nimeros complexos como estrutura algébrica e exibi-
mos, sem perder o foco, as representacoes geométricas para algumas de suas operacoes.

No capitulo 3, divagamos um pouco e mostramos que as elipses e hipérboles podem ser
caracterizadas a partir da definicdo de parébola.

Finalmente, no tdltimo capitulo ressaltamos o grande potencial dos niimeros complexos
para representacao e movimentacao dos objetos do plano. Neste capitulo empregamos
um pouco de teoria e mostramos que é possivel determinar, através de uma equacao com
termos quadraticos e lineares na variavel z, os elementos das conicas mesmo quando seus
eixos nao sao paralelos aos eixos coordenados do plano, sem precisar recorrer aos recursos

de algebra linear.
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Apéndice A

Outra Demonstracao para Elipses e

Hipérboles

Teorema A.0.1. Sejam r uma reta, F um ponto fora dela e ¢ € R tal que 0 <e # 1. O

lugar geométrico dos pontos P do plano tais que

[P — F|
—_— =

P (A1)

é:
i) Uma elipse de excentricidade € se 0 < & < 1.

ii) Uma hipérbole de excentricidade € se 1 < e.

Demonstracao:
Provaremos inicialmente o caso i):
Consideremos a reta r’ perpendicular a reta r passando pelo ponto F. Vamos orienta-la

no sentido positivo de O para F, com {O} = r N ¢/, como mostra a figura abaixo.

r

Figura A.1

Sejam |F — O] = F' ¢ |[P — O| = P as distancias do ponto F ao ponto O e do ponto

arbitrario P ao ponto O, respectivamente.
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Vamos agora procurar, sobre a reta r’, solu¢oes para a equacao (A.1) . Para isto,

tomemos sobre a reta r’, o ponto P =t F, onde ¢t € R—{0,1}. Assim, pela equagao (A.1)

temos:
|P —F| B |tF — F| B lt—1| F B [t — 1 >0
d(P,r) N [tF — O] N t| F N |t] ’
Podemos fazer
it =1
:8,
t]

assim, elevando ao quadrado essa tltima igualdade obtemos

’t_l‘Q 2 (t_1>2 2 2 2.2 2\ 42

ng =g =E =S t-) =t = (1-e)t* -2t +1=0.

Logo,
2441 -¢) 242/ 1+«
B 2(1 — €2) T 2(1—g2)  1-—g%

Portanto, as raizes da equagao sao:

1
t1 = ty = .
! 1+€OU2 1—-¢
Note que t; > 0 e t; > 0, pois estamos considerando neste caso que 0 < e < 1.
, F F Vi + 'V,
Vamos tomar, sobre a reta r’, os pontos V; = —— V, = ,C= ——= =
1+e¢ 1—¢ 22
F F F ~ 2F 1+e¢
= F=C+(C—-F)=2C—-F = —F = F.
2(0+2) 2(1i=9 1-2° +(C-F) 1— 22 1—52)

Observe ainda que 0 < t; < 1 <ty e 0 < V) < F < Vs, Na figura abaixo temos a

ilustracao para essas condicoes.

r

<
=
Q
F

vy T

Figura A.2

Agora vamos mostrar que todos os pontos do lugar geométrico que satisfazem a equacao
(A.1) sdo obtidos quando tomamos um ponto D arbitrario na reta r’ tal que V; < D < V5.
Para fazer essa andlise, iremos dividi-la em casos, como segue:

Caso 1: Se D € ' tal que V; < D < F (ver figura acima).

Por D tracemos uma reta rp paralela a reta r, assim temos
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<D=F<D+eD=F-D<eD

1+e¢
Como F' > D, tem-se que ' — D = |F— D| < eD (ver figura A.3). Esta tultima
desigualdade significa que a circunferéncia de centro em F com raio de comprimento €D
intercepta a reta rp em um (quando D = V) ou dois pontos e, portanto, vale a equagao
P-F| _eD _
d(P,r) D
Caso 2: SeDertalque 0 < FF< D < V5.
Neste caso D < - = D—-—ecD < F=D-F <eD. Como D > F, temos

D —F = |D — F| <eD, portanto, a desigualdade significa que a circunferéncia de centro

em F com raio de comprimento D intercepta a reta rp em um (quando D = V3) ou dois

pontos (ver figura A.4).

" D D 7 D r:
D | Pl____ D
/" NeD \\\ \
o) vi.D F C F v, 7 o Vv e PiE oy,
N ) J
Pl
o
Figura A.3 Figura A.4

Caso 3: Se D € v tal que D < V7.

Neste caso, D < = D+eD < F = F—-D > D, como F > D, temos

+e
|FF— D| = F — D > eD. Isso significa que a circunferéncia de centro em F e raio de

comprimento €D nao intercepta a reta rp (veja a figura A.5).

=>D—ecD>F =

Caso 4: E, finalmente, se D € /' tal que D > V5, entao D >

— €
D —F >¢eD, como D > F temos |D — F| = D — F > ¢D. Portanto, a conclusdo é a
mesma do caso anterior, isto é, a circunferéncia de centro em F e raio de comprimento

eD ndo intercepta a reta rp (veja a figura A.6).

/’ eD K eD
II \ ’r
\ \
1 \ "
:

ol p|\Vvi F g Fov, 7 ot W F c ! - D

Figura A.5 Figura A.6

Essa anéalise permite concluir que todos os pontos do lugar geométrico sao obtidos como

acima, quando D é tomado tal que V; < D < V5.
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Vamos determinar o lugar geométrico dos pontos P do plano, nas condicoes acima.

Para isto considere a figura abaixo:

-
D |p
h eD
al
(0} D F F r’
D
Figura A.7

Note pela equagao (A.1) que |P —F| = D, como na figura acima. Aplicando o
Teorema de Pitagoras no triangulo PDF, temos

2
=Rt

2

)P _F F-D (A.2)

Mas do triangulo PDF, temos |P — F|> = h? + |F — D|*, como |P — F| = D, tem-se

h? =&2D? — |[F — DJ? (A.3)

Substituindo (A.3) em (A.2) temos

)P—F

_ 52D2—\F—D\2+‘]§‘—D’2

_ 52D2—|F—D|2+‘F—D‘2

_ gZDQ—(F—D)2+(F—D)2

= &’D* -~ F*42FD — D? + F? - 2FD + D?

= 202 —2p (F—F)+ (F* - F?) (A.4)

~ 1 2 - 1 2\ 2
Como F = te F, temos F = te F? | assim
1—¢? 1—¢?

. 1+ &2 14+e?2—1+¢2 2¢? . 2¢?
F-F= F-F= F = F=F-F= F
(1—52> ( 1—¢? 1—¢? 1— g2
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2
FP_F? = G*EZ) F2 _ F?
—€
_ <1+52)2_(1_52)2 F2
(1-e2)?
(142 et 142 -t P2
- (1—e2)?
— 4—64FQZ>
(1—e2)?
P 4—54 2
(1—e2)

Substituindo estas altimas igualdades em (A.4) temos

2e2 4et 2¢ 2
F+— _F?=(eD— F
-t oy (0= 57)

Como 0 < e D 7 , somando ordenadamente essas desigualdades teremos
€ —€
F F 2F 2eF 2eF
0+ D < 14_5—1-1_(€ — 1= e, portanto, eD < — = :>€D—1_?32 < 0. Portanto,

2e

1_62F—5D

[P -¥|-
Somando €D = |P — F| a ambos os lados da equacdo acima teremos

2¢e
1 — &2

‘P—F‘Jr\P—F\: F (A.5)

2e

Portanto P pertence a elipse de focos F e F e eixo maior igual a 1 F. Além disso,

_62
2

~ 2e
)F — F‘ = ﬁF, portanto, a excentricidade da elipse é
—€
2¢?
1—e2 _

2e
—F
1—¢e2

A demonstragdo para o caso (i7) é analoga a do caso (), no entanto, como € > 1 temos

ty < 0 <ty <1 e consequentemente F' > V] > 0, veja a figura abaixo.
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Figura A.8

Caso 1: SeDertalque0 <V, <D <F.

Por D tracemos uma reta rp paralela a reta r, assim temos

<D=F<D4+eD=F-D<eD
1+e¢

Como F' > D, tem-se que F'— D = |F — D| < eD. Esta tultima desigualdade significa
que a circunferéncia de centro em F com raio de comprimento €D intercepta a reta rp

em um ou dois pontos e, portanto, vale a equacao

P-F| <D

dP,r) D

Caso 2: Se tomarmos o ponto D em 7’ tal que F' < D.
n <D=F<D+eD=F—-D<eD. Como0< F <D <eD, pois
€

eD,dai |FF— D| =D — F < eD e, portanto a conclusao é a mesma do caso anterior.

Neste caso

Caso 3: Se tomarmos o ponto D em 7’ tal que —D < V5 < 0, entdo —D < =

—€
(=D)+eD > F = F — (—D) < eD que implica |F — (=D)| < eD. Isso significa que a
circunferéncia de centro em F e raio de comprimento D intercepta a reta rp em um ou

dois pontos .

Caso 4: E, finalmente, se 0 < D < V] < Fem 1/, entao D < T = D+eD < F =
€
F —D>eD, como F > D temos |F — D| = F — D > eD. Portanto, a circunferéncia de

centro em F e raio de comprimento €D nao intercepta a reta rp. O mesmo caso ocorre

quando tomamos o ponto D tal que V; < —D < 0 < F, ou seja, 1 <-D=F>

—€
(—=D)(1—¢)=F > (—=D)4+eD = F —(—=D) > eD, logo |F — (—D)| > €D e, portanto,
a conclusao é a mesma.

Agora considere a figura abaixo:
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P D "
eD
h
al ol
F D () F r!
TD
Figura A.9

Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo PDF, temos

)P—F’2:h2+‘F—D‘2. (A.6)

Mas do triangulo PDF, temos |P — F|> = h? + |F — D|* como [P — F| = D, tem-se

h? =¢&’D? — |[F —DJ? (A7)
Substituindo (A.7) em (A.6) temos
.2 s e 2
)P—F) — 2D’ _|F - D +‘F—D’

~ 2
_ 52D2—\F+D\2+)F+D

- 2
— 2D? (F+ D)+ (F+D>
= 2D?— F?—92FD — D*+ F? 4+ 2FD + D?
— 22D 12D (F - F> + (F2 - F2) (A.8)

Substituindo os valores de F' — F e F2 — F? na equagdo acima, obtemos

12 2e2 4et 2¢ 2
P—F) _ 2D? 42D Fi—< r>_(cp F
) D+ 2D F + =D+

Como —D < e (< o somando ordenadamente essas desigualdades teremos
—€ €
F F 2F 2eF
0—-D< 1+5+ .- 1= e, portanto, —eD < - =eD > e Portanto,
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F

- 2¢e
Pt

Subtraindo eD = |P — F| a ambos os lados da equagao acima teremos

2e

1—52F

‘P—F‘—]P—F|:

(A.9)

Note que para essa demonstracao consideramos que o ponto P pertence ao ramo da

hipérbole cujo foco é F. Se tivéssemos considerado o ramo cujo foco é F teriamos, proce-

dendo de maneira andloga, o seguinte

2¢e

‘P—F‘—]P—F]: iy
e —1
Das equacoes (A.9) e (A.10) obtemos
- 2
[P-F|-P-F| = —F
ec—1

Portanto P pertence a hipérbole de focos F e F. Além disso, ’]?‘ — F) =

portanto, a excentricidade da hipérbole é

2e2
F
e2—1 _ .
o =e
*F

g2 —1

68

(A.10)

(A.11)

2¢?
g2 —1

F,
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