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Resumo

Massad, Ricardo Cesar; Pesco, Sinésio. A Construciao dos Numeros Reais,
2014. 61p. Dissertagdo de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Constata-se que, de modo geral, autores de livros didaticos tratam certos
temas com algum descaso, talvez se justificando pela capacidade, e, ou
maturidade do publico a quem os livros se destinam. Mas como estes livros
tendem a serem seguidos a risca por professores, esses descuidos podem vir a ter
consequéncias nao desejadas. O objetivo deste trabalho ¢ apresentar ao leitor a
constru¢do dos numeros reais, utilizando os cortes de Dedekind, que pode servir
de fundamentacao de estratégias metodoldgicas para o trabalho docente. Foi feita
uma retrospectiva historica da formag¢ao dos numeros, apresentando os numeros
racionais e suas propriedades, para possibilitar que se faca um paralelo entre os

campos numéricos, ou seja, 0s nimeros naturais, inteiros, racionais e reais.

Palavras-chave

Monografia de matematica; Construcdo dos nimeros Reais; Metodologia
de matematica
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Abstract

Massad, Ricardo Cesar; Pesco, Sinésio (Advisor). The construction of the
real numbers, 2014. 61p. Msc. Dissertation — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

It appears that, in general, textbook authors treat certain issues with some
indifference, perhaps justifying the capability and maturity of the audience or to
whom the books are intended. But as these books tend to be followed to the letter
by teachers, these oversights are likely to have unintended consequences. The
objective of this paper is to present the reader the Construction of Real Numbers,
using Dedekind cuts which may ultimately serve as a foundation for
methodological strategy for teaching. A historical retrospective of numbers was
taken, with rational numbers and their properties, to enable you to do a parallel

between numeric fields.

Keywords

Monograph math; Construction of Real Numbers; Math Methodology.
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1

Introducéao

A escolha do tema constru¢do dos nimeros reais foi feita apos a percepgao
que a apresentacdo desses numeros em alguns livros didaticos, e
consequentemente a forma que professores introduzem e aprofundam tal tema, ¢
feita em alguns casos de maneira superficial. Assim, estudantes do ciclo basico

acabam por construir esse campo numérico de forma equivocada.

Tal tema no ciclo basico escolar representa a passagem de uma matematica
concreta para uma matematica abstrata. Em geral, os alunos desse ciclo tém
dificuldade em perceber os numeros irracionais como conjuntos, bem como a sua
incomensurabilidade. Outra dificuldade que encontram ¢é a localizagdo na reta
numérica, a percep¢ao que a reta numérica nao pode ser toda preenchida pelos
niimeros racionais causa certa estranheza a estes estudantes. Uma das formas mais
comuns de se introduzir esse assunto nessa fase ¢ pedir que o aluno localize na
reta entre quais inteiros estd localizada a raiz quadrada de 2. Em geral a resposta ¢
imediata, esta localizada entre 1 e 2, pois 1°=1 e 2°=4. A pergunta seguinte
formulada pelo professor é: “E possivel com exatiddo localizar esse valor entre le

2?77 E a essa pergunta ndo ¢ dada uma resposta satisfatoria por parte do educando.

Mas a responsabilidade ndo ¢ unilateral, o tema ¢ colocado de forma
pouco esclarecedora em alguns livros didaticos e em algumas vezes de forma
incorreta, o que traz dificuldades para o real entendimento do assunto, quando o
dominio dessa construgdo ¢ pré-requisito para a compreensao de outros conceitos

no campo da matematica e até mesmo de outras ciéncias.

O objetivo desse trabalho ¢ fornecer subsidios para aqueles que desejam
trabalhar tal tema, servindo de auxilio ao professor do ensino fundamental e
médio, para que seja possivel transmitir o assunto de forma mais esclarecedora e

aprofundada.
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Esta pesquisa propde que o assunto seja abordado em trés partes, que se
complementam para que se possa ter um panorama da constru¢do dos nimeros

reais, o objetivo desse trabalho.

Na primeira parte, ¢ apresentado o processo evolutivo dos nimeros desde
o inicio da contagem até o desenvolvimento de técnicas que proporcionaram ao
homem ao longo do tempo estabelecer um sistema de numeragcdo em cada

civilizagao.

A segunda parte trata dos nlimeros naturais e nimeros racionais bem como
de suas propriedades, além das ideias de supremo e infimo de um conjunto

numérico, que servirdo de auxilio na constru¢do dos nimeros reais.

Ja na terceira, ¢ feita a constru¢do dos numeros reais. Para tal, estudou-se o
trabalho do matematico Richard Dedekind (1831-1916), em especial seu método
de cortes. Assim, a fundamentacao teorica respaldou-se no trabalho de Dedekind

(1872).

As consideragdes finais respondem as colocagdes mencionadas na
introducao desta pesquisa quanto a dificuldade de um entendimento da construcao
dos numeros pelos alunos, fundamentando os conhecimentos matematicos dos

mesmos de forma consistente.
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A Evolucao Dos Sistemas De Numeracao

Neste capitulo, serd apresentada a evolugdo dos sistemas de numeracao

com origem no principio de contagem.

2.1

Inicio da Contagem

Do mesmo modo que nos dias atuais necessitamos fazer uso da contagem
para relacionarmos objetos e quantidades, tal necessidade ja fazia parte da vida do

homem primitivo.

Exemplos praticos ndo faltam: o pastor que contava seu rebanho; o
comerciante, o numero de produtos vendidos em um dia de trabalho; a dona de
casa, os sacos de arroz que possui em sua dispensa. Em todas estas circunstancias,

portanto, percebemos a realizagdo da contagem.

A contagem parece retroceder mesmo a época dos cagadores ndmades,
como atestam alguns documentos, por exemplo, o osso de Ishango. Existem
discussoes a respeito da teoria relacionada ao inicio da contagem a partir do 0sso
de Ishango, encontrado na Africa em 1960, datado entre vinte mil e dez mil anos
a. C. e que apresenta tracos talhados divididos em colunas, o que demonstra, para
alguns cientistas, o uso da contagem e uma compreensio da matematica. E
importante que, mesmo nado tendo ideia de niimero, a necessidade de contagem
levou o homem a relacionar pedras ou ossos ao seu rebanho. Desta forma, para
cada animal pescado ou cacado atribuia-se uma pedra ou um 0sso, e assim era
possivel saber se algum animal teria sido perdido ou comido. (ROQUE, topicos de

historia da matematica, pag.2)

Certamente existe uma relagdo entre a escrita ¢ a contagem. Na antiga

Mesopotamia os sumérios deixavam registros em placas de barro, desenvolvendo
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a escrita cuneiforme. Esses rabiscos foram reconhecidos como a primeira apari¢ao

da escrita ideografica, que progrediu até a escrita alfabética usada hoje.

Porém, a contagem ndo veio apenas desta necessidade de controle de
produtos para a subsisténcia, mas também para organizar uma sociedade que
crescia.Dessa forma, surgem, ao longo do tempo, variados sistemas de numeragao
em varias civilizagdes como a mesopotamica, a egipcia, a babilonica, a grega, a

romana € a moderna.

2.2

Os Sistemas de Bases

Vamos analisar como a contagem pode ser feita:Tomemos os 10 primeiros
nimeros naturais, por exemplo. E habitual contarmos com os dedos até 10. O que
fazemos ¢ estabelecer uma correspondéncia entre cada dedo e seu nimero
correspondente. Ora, como possuimos 10 dedos estabelece-se assim um grupo.
Entdo, a cada dez numeros reinicia-se a contagem. Essa contagem baseia-se em
dez, a base utilizada ¢ a base dez, o que gerou o nosso sistema decimal de

numeragao.

Nao ¢ de se surpreender que essa tenha sido uma das primeiras bases a ser
utilizada pelo homem. O nome digito, que designa os numeros naturais tem sua
origem do latim “digitus” que significa dedo. Embora a base 10 seja usual
em nossa cultura, existem outras bases, que podem ter também grande
importancia. Assim, por exemplo, podemos escrever o numero 3012 como um
numero expresso na base 4 com os simbolos 0, 1, 2 e 3. e escrevemos (3012)4 .
Para escrever um nimero dado numa determinada base para a base 10,

procedemos da seguinte maneira:
(3012 )4=3.4*+0.42+1.4+2=198 (CARACA,1942b)

Durante o periodo Babilénio Antigo, por volta de 2000 a 1600 a.C, os
escribas babilonios responsaveis pelos registros das antigas civilizagoes,

utilizavam um sistema de base sessenta, que consiste em um processo aditivo de
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simbolos que se inicia no numero um até dez, sendo o dez representado por um
simbolo diferente. O processo aditivo prosseguia dessa forma até o nimero
sessenta, quando se volta a utilizar o simbolo do nlimero um como pode ser visto

na figura abaixo. (ROQUE, topicos de historia da matemadatica, pag.§)

Y . 2 m 37 4
w 5w 5 @ 7 % 8
ﬁ 9 0 & 11 12

o B o B @ 15 gg 16
«:% 17 {% 18 <@ 19 « 20

« 30 & 40 @ S0 ¢ 60

Fa

v

Esse sistema usa um agrupamento de base sessenta, conhecido como

sistema sexagesimal.

Ao observarmos tal sistema, percebemos a combinacdo de base sessenta

com a base dez, pois os simbolos até cinquenta e nove mudam de dez em dez.

Ainda hoje, o sistema sexagesimal ¢ utilizado em nosso dia a dia para

representar horas, minutos e segundos.

Acredita-se que um grande motivador desse sistema de numeragdo deve-se
ao fato de que o nimero sessenta ¢ divisivel por 1, 2, 3, 4, 5 ¢ 6 que s3o os

menores naturais.
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2.3
Valor Posicional

Quando falamos de base 10, estamos simplesmente pensando em grupos
de 10, sem falar em “valor posicional”; isto ¢, dada uma cole¢do de 38 objetos,

podemos perguntar: Quantos grupos de 10 iremos formar?
S6 formaremos 3 grupos de 10. E os 8 objetos restantes?

A importancia do valor posicional ¢ evidente quando tentamos escrever
um numeral para expressar essa quantidade de objetos. Em vez de escrever “trés
grupos de 10 e mais oito”, simplesmente escrevemos 38 e concordamos que o
numeral na “segunda posicdo”, “3”, neste caso, deve representar o grupo de
10. (BRUMFIEL, 1972, p. 23). O mesmo ¢ valido para um nimero que possui
parte inteira e parte fracionaria.Por exemplo, o numero 234,67 pode ser

decomposto como
2.10°4+3.10'+4.10°+6.10" +7. 10

Generalizando, podemos escrever um numero racional 7 na base b, com b

sendo nimero natural diferente de um da seguinte maneira:
r=a,b"+a, b" '+ .. +ab’+a, b+ .. +a, b, ntEN
Isso significa que a,b" +a, | b" T+ ag b’ representa a parte inteira e

-1 -t . , .
a;b +...+a,b representa a parte fracionaria.

2.4
A Matematica Babilénia e Egipcia

Arquedlogos pesquisam a antiga Mesopotamia (desde meados do século

XIX ) na busca de tabletes de argila que contenham fontes fundamentais para se
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estudar a civilizacdo babilonia. (Eves, introdu¢do a historia da matemadatica,

pag.57)

De cerca de meio milhao de tabletes, quase 400 foram identificados como
estritamente matematicos, sendo metade desses utilizados para operagdes de
multiplicagdo, inversos multiplicativos, quadrados, cubos e exponenciais. A outra
parte eram listas de problemas matemdticos que envolviam juros simples, juros
compostos, créditos, débitos, problemas de calculos de areas e volumes, entre

outros. (Eves,introdugdo a historia da matematica,pag.58)

Perto de 2000 a.C. os babilonios possuiam uma aritmética bastante
sofisticada que lhe permitia resolver problemas que hoje chamariamos de
problemas de segundo grau. (Eves,introdu¢do a historia da matematica,pag.58).
As equacdes de segundo grau eram resolvidas pelo método de completar e
aproximar geometricamente quadrados. Tabuas de quadrados e cubos dos inteiros
de 1 a 30 faziam parte dos registros de tais tabletes, bem como a sequéncia de

valores de n’ + n’. (Eves, Introducio d histéria da matemdtica,pag.62)

Os babilonios formularam algumas aproximagdes interessantes de raizes
quadradas ndo exatas, como 17/12 para V2 e 17/24 para 1/N2. Acredita-se que eles
utilizavam um método geométrico que em nossa linguagem algébrica atual pode

ser escrito como
@ +b)" = a+bl2a

Uma aproximagio de V2 pode ser encontrada no tablete Y7289, da
Universidade de Yale, de cerca de 1600 a.C: (Eves,introdugcdo a historia da

matematica,pag.63)
1 +24/60 + 51/60*+ 10/60° = 1,4142155

A geometria babilonia estd diretamente interligada com mensuragdes. Os
babilonios estavam familiarizados com as areas do retangulo, do tridngulo
retangulo, tridngulo isdsceles, possivelmente de um tridngulo qualquer, do
trapézio, volume do paralelepipedo retdngulo, volume do prisma reto.

Consideravam o comprimento de uma circunferéncia como o triplo de seu
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diametro e a area do circulo como um duodécimo da area do quadrado igual a
circunferéncia respectiva, utilizavam © = 3 e com isso se obtinha o volume de um
cilindro reto fazendo o produto da base pela altura. Quanto ao volume da pirdmide
de base quadrangular cometia-se um erro conceitual: era feito o produto da altura
pela semi soma da base. Os babilonios também trabalhavam com triangulos
semelhantes e sabiam que a perpendicular tragada do vértice de um tridngulo
isosceles divide a base em dois segmentos congruentes. (Eves,introdugdo a

historia da matematica,pag.60)

Sem duvida a divisdo da circunferéncia em 360 partes iguais ¢ uma
heranca da civilizagdo babilonia. Registros mostram que uma espécie de milha
babilonica, que corresponde a sete milhas atuais, era utilizada para medir grandes
distancias e naturalmente o tempo para se percorrer essa distancia foi adotada para
se estabelecer a relacdo de espago com o tempo.Como se determinou que um dia
era formado de 12 milhas tempo e um dia completo equivale a uma revolucdo do
céu, dividiu-se um ciclo completo em 12 partes iguais. Mas, por convengao, a
milhas tempo babilonica foi dividida em 30 partes iguais. Dessa forma chegamos

a 360 partes iguais num ciclo completo.

Na antiga matematica egipcia os papiros Rhind e de Moscou descrevem os
métodos de multiplicagdo e divisdo dos egipcios, o uso de fragdes unitarias, seu
emprego na regra de falsa posicdo, sua solucdo para o problema da drea de um
circulo e muitos problemas praticos.Vinte e seis dos 110 problemas dos papiros de

Moscou e Rhind sdo geométricos.

Uma das consequéncias do sistema de numeragdo egipcio ¢ o carater
aditivo. A multiplicacdo e a divisdo podem ser efetuadas por uma sucessdo de
duplicagdes com base no fato de que todo numero pode ser escrito como uma
soma de poténcias de 2. Por exemplo, tomemos o produto de 26 por 33. Como 26
¢ representado por 16 + 8 + 2, basta somarmos os multiplos de 33 referentes a 2,

8 e 16.(Eves,introdugdo a historia da matematica,pag.70)

As fragdes unitarias eram indicadas, na notac¢do hieroglifica egipcia, por
um simbolo eliptico sobre o numero do denominador. Um simbolo especial era

usado para a fra¢do 2/3 e outro para 1/2.
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Assim como para os babilonios, o grande motivador para medir
perimetros, areas e volumes era agricultura. Os egipcios supunham que a area de
um circulo ¢ igual a de um quadrado de lado igual a 8/9 do didmetro e que o
volume ¢ o produto da area do circulo pela altura. Estudos mostram que os
egipcios sabiam que a area de um triangulo qualquer ¢ a metade do produto da

medida da base pela altura.

2.5
A Matematica Grega

A revolugdo agricola teve inicio por volta de 10000 a.C., com a expansao
do cultivo de novos cereais, fazendo com que o homem ndo ficasse apenas
dependente da caga e da pesca, o que levou a uma nova estrutura na civilizagdo,

com uma crescente urbanizagao.

Sem duavida, os grandes cientistas do mundo antigo viveram na pequena
Grécia, uma reunido de cidades-estado localizada numa regido de ilhas e
peninsulas rochosas no extremo leste do mar Mediterraneo, fronteira com as
civilizagdes orientais. Esse fato propiciou entre 1200 e 1150 a.C. seguidas
invasdes barbaras que causaram a Grécia uma €poca de pouco desenvolvimento
intelectual. No periodo seguinte da histéria grega, por volta de 800 a.C., teve
inicio o chamado Periodo Helénico pelos historiadores, como foi citado no
paragrafo anterior, com um progresso intelectual e cientifico que ¢ considerado
por muitos, uma das épocas mais notaveis da historia. (Eves,introdugdo a historia

da matematica,pag.99)

Embora existissem dezenas de cidades estado na antiga Grécia, algumas
tiveram papel predominante no desenvolvimento da civilizagdo. Mileto e Esmirna,
situadas nas costas da Jonia, hoje Turquia, eram cidades-emporio. Rodes, Delos e
Samos se dedicavam a pesca e comércio. Olimpia promovia os famosos Jogos
Olimpicos. Porém, as cidades mais importantes da Grécia eram a comercial e

intelectual Atenas e a militarista Esparta.
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Pela primeira vez na matematica o homem comecou a formular questdes
como “Por que os dngulos da base de um tridngulo is6sceles sdo iguais?” e ““ Por
que o didmetro de um circulo divide esse circulo ao meio?” Algumas experiéncias
com métodos demonstrativos e dedu¢des matematicas dido origem a nossa
matematica. Para o filosofo e matematico Platdo, este novo tipo de pensamento,
deveria ser fundamentado em demonstragdes claras. Mais tarde, Aristoteles
desenvolvera cientificamente a logica, em que os critérios de comprovacao de

uma ideia estardo ligados a pura coeréncia e ao rigor de tais demonstragdes.

A geometria demonstrativa foi iniciada por Tales de Mileto, um dos sdbios

da antiga Grécia. Atribui-se a Tales os seguintes resultados:

e Qualquer diametro efetua a bissec¢ao do circulo em que ¢ tragado.
e Os angulos da base de um tridngulo is6sceles sdo iguais.
e Angulos opostos pelo vértice sdo iguais.

e Dois triangulos sdo congruentes quando possuem dois angulos e

um lado em cada um deles respectivamente iguais.

Outro grande matematico da antiga Grécia citado por historiadores ¢
Pitagoras. Ao que parece nasceu por volta de 572 a.C. na ilha de Santos. E
possivel que tenha sido discipulo de Tales, pois era alguns anos mais jovem e

morava perto de Mileto, onde vivia Tales.

A filosofia pitagérica baseava-se na suposicdo de que a causa ultima das
varias caracteristicas do homem e da matéria sdo os nimeros naturais. A procura
das propriedades dos numeros (a aritmética, no sentido de teoria dos numeros),
junto com a geometria, a musica € a astronomia, constituiam as artes liberais
basicas do programa de estudos pitagorico. (Eves,introduc¢do a historia da

matemadtica,pag.98)

Atribui-se a Pitdgoras a descoberta dos numeros amigdveis. Dois nlimeros
sdo amigaveis quando a soma dos divisores proprios de um deles resulta no outro

e vice-versa. Por exemplo, 284 e 220 sdo amigaveis porque os divisores de 220


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212461/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212461/CA

20

sao 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 ¢ 110 cuja soma ¢ 284, ao passo que 0s
divisores proprios de 284 sdo 1, 2,4, 71 e 142 cuja soma ¢ 220.

Atribui-se ainda a Pitdgoras os numeros perfeitos. Um namero se diz
perfeito se ¢ igual a soma de seus divisores proprios. Por exemplo, os divisores
proprios do numero 6 sdo 1, 2, 3 cuja soma resulta em 6.(Eves,introducdo a

historia da matematica,pag.99)

Pitagoras, além do famoso resultado conhecido como teorema de
Pitagoras, atribuido tradicionalmente a ele, sem nenhuma comprovagao
historica,“(Em um triangulo retangulo a soma dos quadrados dos catetos é igual
ao quadrado da hipotenusa)”, utilizava razdes entre numeros naturais, pois,
acreditava que tudo pode ser expresso e compreendido desta forma. Entende-se

assim, o choque da descoberta dos nimeros irracionais.

Os numeros racionais possuem uma interpretacdo geométrica simples:
Marque dois pontos distintos O e / numa reta horizontal (/ a direita de O) e tome
o segmento OI como unidade de comprimento. Admitindo-se que os pontos O e /
representam os numeros 0 e 1, respectivamente, entdo os inteiros positivos e
negativos podem ser representados por um conjunto de pontos da reta
convenientemente espagados a intervalos unitarios, os positivos a direita de O e os
negativos a esquerda de O. As fragdes de denominador g podem ser representadas
pelos pontos que dividem cada um dos intervalos gerados em ¢ partes. Entdo, para
cada nimero racional, hd um ponto na reta. A principio parecia evidente que todos
os pontos da reta seriam usados dessa maneira. Os pitagoricos provaram que nao
ha nenhum niimero racional que corresponda a um ponto P da reta no caso em que
OP ¢ a diagonal de um quadrado cujo lado mede uma unidade. Tais nimeros

vieram a se chamar irracionais.

Para provar que o comprimento da diagonal de um quadrado de lado
unitario ndo pode ser representado por um numero racional, basta provar que V2 ¢

irracional, como faremos no ultimo capitulo desse trabalho.

Com essa ideia apresentada, surge a questdo das grandezas

incomensuraveis. Como medir significa essencialmente comparar, ao dispor de
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duas grandezas do mesmo tipo (comprimentos, areas, volumes, tempo, entre
outras), precisamos subdividir uma delas em partes unitarias de tal forma que essa
unidade caiba um numero inteiro de vezes em cada grandeza estabelecida.
Suponhamos por exemplo dois segmentos 4 ¢ B. Como B nao cabe um numero de
vezes em A, podemos dividir B em trés partes iguais e tomar uma das partes como
sendo um terco de B. Como esta unidade cabe 4 vezes em 4, dizemos que a razao
de 4 para B ¢ 4/3 e assim estabelecemos os nimeros racionais. A grande duvida ¢
se seria sempre possivel subdividir uma grandeza de tal forma que a sua parte
unitaria coubesse em outra grandeza. A resposta € que nem sempre isso €
possivel. Apesar de nossa intuicao nos levar a acreditar que isso seja possivel,
nosso trabalho vai mostrar que esse pensamento ¢ equivocado € nem sempre essa

unidade podera ser obtida.

2.6
A Mateméatica no Oriente

Um relato da historia da matematica da China antiga comeca no periodo
Shang, com algumas inscrigdes em 0ssos € carapagas de tartarugas que revelam
um sistema de numeragdo decimal bem proximo ao que ¢ utilizado atualmente.

(Eves, introdugdo a historia da matemadatica, pag.242)

Em um dos trabalhos chineses mais antigos, o I-King, ou “Livro das
permutagoes” que data do periodo Shang (1182-1135 a.C.) encontra-se o Liang I,
ou “os dois principios” (o masculino yang, - ,e o feminino ying, --). A partir dele

formam-se oito simbolos colocados em colunas de figuras chamadas de Pa-kua:

Esses oito simbolos, aos quais estdo ligados varios atributos, entre eles

adivinhagoes, também podem ser pensados como um sistema de numeragio
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binario. Tomando-se o traco (-) como um e dois tragos (- -) como zero, sucessivas
colunas de tragos mostrados acima, comecando da direita para a esquerda e de
baixo para cima representam os numeros 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7.(Eves, introduc¢do a

historia da matematica,pag.242)

O mais importante dos textos chineses ¢ o K ui-ch’angSuan-shu, ou Nove
Capitulos sobre a Arte da Matematica, do matematico Liu Hiu,que data do
periodo Han (206 a.C.- 221 d.C.) e que ¢ muito provavelmente a sintese da
matematica chinesa antiga. Nele, podem ser encontrados calculos em situagdes-
problemas como agricultura, porcentagem e propor¢des, resolugdo de

equacgdes.(Eves, introdugdo a historia da matematica,pag.243)

No periodo pés-Han, encontramos muitos matematicos dedicados a tarefa
de calcular uma aproximacao para 7, a razdo entre a circunferéncia e o diametro
de um circulo. Credita-se a um general do século III, chamado Wang Fan, a
aproximacao racional 142/45 de m, ou seja, m = 3,155. (Eves, introdugdo a

historia da matematica, pag.243)

Cerca de dois séculos mais tarde, Tsu Ch’ung-Chih(430-501) e seu filho,
chegaram ‘a conclusdo de que 3,1415926 < m < 3,1427 ¢ a notavel aproximacao
racional 355/113, que fornece m corretamente até a sexta casa decimal. Essa
aproximacao racional s6 foi percebida na Europa em 1585. (Eves, introdugdo a

historia da matematica, pag.245)

O grau de influéncia da matematica grega, da babilonica e da chinesa
sobre a matematica hindu e vice-versa, ainda ¢ uma questdo pouco conhecida, mas
ha evidéncias de que isso ocorreu de fato, apesar de se conhecer pouco a parte
desempenhada pelos hindus no nosso sistema de numeracdo. (Eves, introdugdo a

historia da matematica,pag.249)

O desenvolvimento de algoritmos para nossas operagdes aritméticas
elementares comegou na India, talvez por volta do século X ou XI. Esses
algoritmos foram adotados pelos arabes e mais tarde levados a Europa Ocidental,
onde se modificaram até a forma atual. (Eves, introdu¢do a historia da

matematica,pag.251)
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A adigdo hindu antiga talvez fosse efetuada da esquerda para a direita, e
ndo da direita para esquerda, como utilizamos hoje. Como exemplo, vamos
considerar a adi¢ao de 345 e 488. Provavelmente se escreviam os nimeros um sob
o outro. O calculo era feito da seguinte maneira 3 + 4 = 7 e escrevia o 7 no topo
da coluna da esquerda. A seguir apagava-se o 7 e escrevia-se 82. Por fim 5 + 8 =
13, o que mudava o 2 por 3, seguido de outro 3 e a resposta final , 833, aparecia

no topo da tabua.

N NE

345

Viarios métodos de multiplicagdo eram usados. O processo para a
multiplicagdo simples, digamos de 569 por 5, era como a segue, quando
novamente se trabalha da esquerda para a direita. Na tdbua, escreve-se 569
seguido, na mesma linha, pelo multiplicador 5. Entdo, como 5 x 5 = 25, escreve-se
25 sobre 0 569. A seguir, faz-se 5 x 6 = 30, o que muda o 5 de 25 num 8 seguido
de um 0. Entdo 5 x 9 =45, o que muda o 0 por um 4, seguido de um 5. O produto
final, 2845, aparece entdo no topo da tabua.(Eves,introducdo a historia da

matematica,pag.253)

25\0\5
5609 5

Os hindus ndo eram especialistas em geometria. Eram pouco comuns as
demonstragdes e era inexistente a presenca de postulados e axiomas. Sua grande
contribuicdo a historia da matematica talvez tenha sido de fato os calculos
aritméticos, principalmente no que diz respeito a medidas. Ha solugdes do
problema de quadrar um circulo que equivalem a tomard = (2 +N2)s/3es =

13d/5, em que d ¢ o diametro do circulo e s é o lado do quadrado igual. Também
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1 1
aparece a expressdo V2=1+2+

1
3734 Q)34

cinco casas decimais.(Eves, introdugdo a historia da matematica,pag.257)

, aproximagdo correta até

Por volta de 300 a.C., em Alexandria, o matemdtico grego Euclides
escreveu o que ¢ considerado um cléssico da literatura matematica, os Elementos
de Euclides. Os Elementos estdo organizados em treze livros, mas pesquisas
mostram que nao sao organizados cronologicamente. Por exemplo, os resultados
dos primeiros livros nem sempre sdo os mais antigos. O fato de a obra utilizar
régua e compasso nas construcdes matematicas valoriza a matematica teorica de
Platdo que tinha desprezo pelas constru¢des mecanicas feitas com ferramentas.
Para Platdo, a régua e o compasso, apesar de serem objetos fisicos, tém
representacdes abstratas, puras, respectivamente a linha reta e o

circulo.(Eves,introdugdo a historia da matematica,pag.166)

Nos Elementos, o tratamento dos niimeros ¢ separado do tratamento das
grandezas. Contudo, tanto as grandezas quanto os numeros sdo simbolizados por
segmentos de reta. Enquanto os numeros sdo agrupamentos de unidades que nao
sdo divisiveis; as grandezas geométricas sdo divisiveis em partes da mesma
natureza (uma linha ¢ dividida em linhas, uma superficie, em superficies etc.) A
medida estd presente nos dois casos, mas mesmo quando uma proposi¢do sobre
medida possui enunciados semelhantes para numeros e grandezas, ela ¢
demonstrada de modos diferentes. As primeiras definicdes do livro VII
apresentam a no¢ao de niimero e o papel de medida: (Eves,introdugdo a historia

da matematica,pag.169)

Definigao VII-1

Unidade é aquilo segundo o qual cada uma das coisas existentes é dita

uma.

Defini¢cao VII-2

E numero é a quantidade composta de unidades.

Definigao VII-3
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Um numero é uma parte de um numero, o menor, do maior, quando mega

exatamente o maior.

Essa ultima defini¢do postula que um niumero menor ¢ uma parte de outro
numero maior quando pode medi-lo, ou seja, os numeros sdo considerados
segmentos de reta com medidas inteiras. Por exemplo, um segmento de tamanho 2
ndo seria parte de um segmento de tamanho 3, mas sim de um segmento de
tamanho 6. Os numeros servem para contar, mas antes de contar é necessario
estabelecer uma unidade de contagem. A “unidade”, na defini¢cao de Euclides, ¢ o
que possibilita a medida, mas ndo ¢ um nimero. Sendo assim, ¢ inconcebivel a

subdivisdo da unidade.

A definicdo 5 do livro V, ¢é utilizada na resolugdo de problemas relativos
ao calculo de comprimentos e areas de figuras curvas. Com essa defini¢do, a
comparagdo de razdes adquire um carater geométrico. Os objetos matematicos, na
época, podiam ser numeros, grandezas, razdes entre numeros e razdes entre
grandezas. A homogeneidade desses objetos sO existird quando a razao entre duas
grandezas quaisquer puder ser identificada como um nimero que até entdo nao
representava uma situagdo geral. Isso s serd possivel, muitos séculos mais tarde,

com defini¢do de nlimeros reais.

2.7

A Matematica na Idade Média e Moderna

O desenvolvimento da ciéncia na Europa foi impulsionado pela criagao, a
partir do século XII, das primeiras universidades, como as de Paris, Oxford e
Bolonha. Os curriculos de ensino matematico baseavam-se na aritmética,

geometria, logica, astronomia.

O periodo conhecido como Renascimento foi marcado pelo
desenvolvimento das praticas algébricas e uma geometria baseada nos Elementos
de Euclides. Datam desse periodo, por exemplo, os trabalhos de Viete sobre a arte
analitica, que deram origem a um novo modelo de resolver problemas

geométricos por meio de algebra.
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Durante o século XVI, os nimeros irracionais apareciam frequentemente
como raizes de equacdes e eram, muitas vezes, aproximados por somas infinitas.
No entanto, ndo se¢ sabia se esses numeros deviam ser realmente tratados como

numeros.

Em 1544, o matematico alemdo Michael Stifel, ao investigar proposicdes
sobre figuras geométricas substituindo linhas por suas medidas, observa que a
“nuvem de infinidade” na qual estd imerso um numero irracional pode ser

compreendida pelo fato de esse nimero ndo possuir uma representacdo decimal.

Em 1585, o holandés Simon Stevin defendeu uma representagdo decimal
para os numeros fracionarios e mostrou como estender os principios da aritmética
com algarismos indo arabicos para representar tais nimeros. Apesar de escrever
as casas decimais de um nimero racional sem o uso de virgula, a expansdo de
casas decimais proposta em seu trabalho seria de grande valia para a aproximagao

de um nimero irracional por um nimero racional.

A introducdo da representacdo decimal com virgulas foi um passo importante
para se reconhecer um numero irracional, uma vez que se confirmava a ideia de
que entre dois numeros quaisquer € sempre possivel encontrar um terceiro,
aumentando-se a quantidade de casas decimais. Nao por acaso, Stevin foi um dos
primeiros matematicos do século XVI a dizer que o irracional deve ser admitido
como um numero, uma vez que pode ser aproximado por racionais. (ROQUE,
historia da matemdtica,pag.425)

Durante o século XVII diversos trabalhos mostraram exemplos de curvas
que eram dadas por uma sucessao infinita de operagdes algébricas. Os niimeros
irracionais eram utilizados sem que sua natureza matemdtica precisasse ser
investigada. Pascal afirmava que os nimeros irracionais deviam ser entendidos

somente como simbolos, ndo possuindo existéncia independente de grandezas

geométricas continuas. Um niimero como ¥2, por exemplo, deveria ser entendido

como uma grandeza geométrica.

Com Leibniz e Newton, o célculo infinitesimal passou a usar sistematicamente as
séries infinitas. A no¢do de que um ponto qualquer da reta esta associado a um
numero ficava implicita (ROQUE, historia da matematica, pag.434)

Nesse periodo, o calculo de areas ja estava distante da tradigdo euclidiana

e buscava associar a area a um niumero. O método utilizado era a manipulagdo de
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séries infinitas, o caso da técnica utilizada por Pascal e Fermat. A solucdo de
problemas envolvendo quadraturas e equagdes diferenciais fez proliferar o uso de

séries.

A questdo de determinar a area do circulo, por exemplo, que Leibniz
desejava exprimir por um numero, promovia a unido entre o contexto de curvas e

o universo dos numeros, introduzindo o nimero irracional = .

Esse movimento levou a afirmacdo de que a soma da série dada

1 1 1
porl "3¥F5TFT™ que designa a 4rea limitada por um circulo de didmetro 1, ¢

um namero. A soma total da area era entendida como um valor exato que podia

T
ser designado pelo numero transcendente 4. A questdo ndo era apenas lidar com

nimeros irracionais que apareciam como raizes de equagdes algébricas; havia
outros numeros que ndo podiam ser associados a raizes de equacdes.Euler
abordou esse problema, procurando identificar as diferencas entre nimeros
algébricos e transcendentes, os primeiros podendo ser obtidos como raizes de uma

equagao e os segundos ndo. Os irracionais algébricos eram raizes de equagdes

com coeficientes inteiros, os outros dos quais se conheciam apenas @ ¢ e, eram

transcendentes.

A associacdo de curvas a equacdes, desde Descartes, assumia
implicitamente a equivaléncia entre a reta € o conjunto dos reais com base na
evidéncia geométrica, sem preocupacdo com o problema dos irracionais. No
entanto, essa equivaléncia deixou de ser natural a partir do final do século XVII e
no século XIX, quando definigdes para nogdes de limite, continuidade e

convergéncia dependiam das propriedades dos nimeros reais.

A partir de 1870, Cantor ao pesquisar as séries trigonométricas de Fourier, afirma
que a série associada a uma fungdo ¢é Unica, quando convergente e isso € valido
para todos os valores x. Cantor concluiu que a unicidade também pode ser
verificada quando a série trigonométrica deixa de ser convergente, ou deixa de
representar a fungdo, em um numero finito de pontos excepcionais. Logo depois,
Cantor vai além, ao perceber que sua conclusdo ainda era valida mesmo que o
numero desses pontos excepcionais fosse infinito, desde que estivessem
distribuidos na reta de um modo especifico. Para estudar essa distribuicdo dos
pontos, era necessario descrever os nimeros reais de um modo mais meticuloso e
detalhado, sem supor, implicitamente ¢ de forma vaga, que esses numeros fossem
dados pelos pontos da reta.(ROQUE, Historia da Matemdatica, pag.434)
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O trabalho de Cantor sobre esse assunto foi publicada em 1872, mas
Richard Dedekind ja vinha refletindo sobre um estudo mais especifico dos
nimeros reais. Em trabalho publicado no ano de 201, fazendo referéncia a

reflexdes anteriores, de acordo com Dedekind:

Discutindo a nogdo de aproximacdo de uma quantidade variavel em direcdo a um
valor limite fixo...recorri a evidéncias geométricas...E tdo frequente a afirmagio
de que o calculo diferencial lida com quantidades continuas, mas uma explicacao
dessa continuidade ainda ndo ¢ dada.'

A fim de caracterizar a continuidade, Dedekind julgava necessario o
estudo da continuidade, o que o levou a criagdo dos chamados “cortes de

Dedekind”.

Até esse momento, a continuidade dos nimeros reais era tratada apenas
como um dado e ndo um problema. Para obter um conjunto numérico que traduza
fielmente a continuidade da reta, Dedekind usou um procedimento que se tornaria
frequente na matematica. Sempre que encontrarmos um nimero nao racional ao se
produzir um corte na reta esse nimero sera unido aos racionais gerando um
conjunto, que gozard da propriedade de continuidade da reta, chamado de

“conjunto dos nimeros reais”.

' ROQUE, Tatiana. Histéria da Matemdtica: Uma visdo critica, desfazendo mitos e lendas. Rio de
Janeiro: Zahar, 2012.
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Os NUmeros Racionais

O objetivo neste capitulo ¢ definir os nimeros racionais ¢ apresentar suas
principais propriedades. Admitiremos a familiaridade do leitor com as
propriedades dos numeros naturais e inteiros. Vamos também elucidar ao leitor
conceitos de cotas, supremos, infimos, conjuntos limitados, maximos e minimos

de intervalos. Esses conceitos serdo uteis no proximo capitulo.

3.1

O Que sao os NUmeros Racionais?

, . . , a
Chamaremos de nameros racionais aos nameros da forma Z, comaceb

nimeros inteiros € b # 0 ; o conjunto dos nimeros racionais ¢ indicado por Q ,

assim;

O={—; abeZ eb+0}
em que Z indica o conjunto dos numeros inteiros: Z = {...,-3 ,-2, -1, 0, 1 2

3 ...}.Indicaremos, ainda, por N o conjunto dos numeros naturais: N= {0, 1,

2, .0

Notamos também que N ¢é subconjunto de Z, que, por sua vez, ¢
subconjunto de Q; isto ¢, todo natural € inteiro e todo inteiro € racional, logo todo

natural € racional.

. a c . L .
Sejam 3 e — dois racionais quaisquer. A soma e o produto destes
d

racionais sdo obtidos da seguinte forma:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212461/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212461/CA

30

a +£: ad + bc
b 4 bd

a ¢ ac

_x R

b 4 b

A operagdo que a cada par de numeros racionais associa sua soma

denomina-se adi¢do, € a que associa o produto denomina-se multiplicagdo.

O numero racional % se diz positivo se a, be N com a#0 e b#0.

Sejam r e s dois racionais; dizemos que r é estritamente menor que s (ou
que s ¢ estritamente menor que ») € escrevemos » < s (respectivamente s >7) se
existe um racional ¢ estritamente positivo tal que s = r + ¢. A notagdo r <s (leia:

menor ou igual s) € usada para indicar a afirmagdo “r <s our =s".
A notagdo r >s (leia: » maior ou igual s) € equivalente a s <r.

Observe que 7 positivo equivale a >0. Se <0, dizemos que r ¢ negativo.

3.2
Propriedades dos Niumeros Racionais

Os numeros racionais X, y, z satisfazem as seguintes propriedades:

Adicao Multiplicacao

Associativa Associativa
(xty)tz=x+(y+2) (xy) z=x (y2)

Comutativa Comutativa

Xty=y+x Xy =yx

Existéncia de Elemento Neutro | Existéncia de Elemento Neutro
x+0=x x-1=x
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Existéncia de Oposto Existéncia de Inverso

Para todo racional x existe um |Para todo racional x# 0 existe um
unico racional y tal que x + y =|Unico racional y tal que x - y=1. Tal y

0. Tal y denomina-se oposto de

. denomina -se inverso de x e indica-se
x e indica-se por -x.

por
Assim, x + (- x) = 0.
-1

X oul.Assim,x- l =1.
X X

Pode-se demonstrar que valem, também, os seguintes resultados

Distributividade da Multiplica¢do em relagcdo a Adi¢do

x(ytz)=xy+xz

Reflexividade

x<x

Anti-simétrica

Sex<y e y<x, entdo,x=y

(leia-se: se x<y e y<x, entdox =youx<y e y <ximplicax =y)

Transitividade

Sex<y e y<zentiox<z

(Sendo x menor que y € y menor que z entao X ¢ menor que z)

Quaisquer que sejam os racionais x e y

x<y ou y<x (Relagdo de ordem entre dois racionais)

Compatibilidade da Ordem com Adigdo
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Se x<y entdo x + z <y + z(Somando-se a ambos 0os membros de uma

desigualdade um mesmo numero, o sentido da desigualdade se mantém).
Compatibilidade da Ordem com a Multiplicagdo

Se x <y e 0Lz entdo x-z<y-z (Multiplicando-se ambos 0s membros de uma
desigualdade por um mesmo numero positivo, o sentido da desigualdade se

mantém).

Os numeros racionais podem ser representados geometricamente por

pontos de uma reta.

Se o ponto P representa um numero racional r sobre a reta, entdo, diremos

que r ¢ abscissa de P.

Todo niimero racional r ¢ abscissa de um ponto da reta; entretanto, nem
todo ponto de reta tem abscissa racional. Antes de construir um ponto da reta que

ndo tem abscissa racional, vejamos os seguintes exemplos:
Exemplo I: Seja a um nimero inteiro.

Prove que:

(1) se a for impar, entdo  também ser4 impar;

(11) se o for par, entdo a também sera par.

Solucao:

(1) Como a ¢ impar, a ¢ da forma a = 2k + 1, k inteiro. Entdo:

A=Qk+1P=4k>+4k+1=2Qk>+2k +1; como 2k 2+ 2k &

inteiro, resulta & impar.

(i1) Por hip(')tesea2 ¢ par, por (i) teriamos £ impar, o que contraria a

hipotese. Assim,
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Se ¢ par entdo a ¢ par
Exemplo 2: A equagdo x > =2 ndo admite solu¢do em Q.

Solugao:

. . a
De fato, suponhamos, por absurdo, que exista um racmnalg tal que

2
[gj =2 entdo:
b

a2

L =2 = #=2b%_4a’par a par;
b2

Sendo a par, sera da forma a = 2p, p inteiro:
a’>=2b>ea=2p -4p>=2b>= 2p% = b2,

. . ; ~_ a
Assim, b? ¢ par e, portanto b também. Sendo a e b pares, a fracio — ¢

b
redutivel o que é uma contradicdo. (GUIDORIZZI, 2005, p. 1)

3.3

Cotas

Seja X um subconjunto da reta racional Q e seja & um numero racional.
Diz-se que k é cota superior para X se todo xe X satisfizer x <k. Por exemplo, 4 ;
5 e 17 sdo cotas superiores para (/,4]. Por outro lado 2 nao ¢ cota superior para

(1,4], pois 3e(1,4] e 3>2.

Analogamente, diz-se que um niimero sé cota inferior para X se todo xe X
satisfazer x> s. Por exemplo, 0; -1; e -2 sdo cotas inferiores de (/,4], enquanto 5

ndo ¢ cota inferior, pois 4e (1,4] e 4<5.

Exemplos :
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1. Se X={-2,-1,0,4, 27} segue que -8, -10 e -3 sdo cotas inferiores
de Xe 27,33 e 427 sdo cotas superiores.

Observe que -/ ndo ¢ cota superior nem inferior, pois -2 € 0 sdo elementos

de Xe -2<-1<0.

2. Se X = {I/n; n ¢ numero natural} ¢ facil ver que /, 8§ ¢ 10 sdo cotas

superiores para X e que 0 e -10 s3o cotas inferiores.
Por outro lado, 7/2 ndo ¢ cota superior de X, pois /e Xe 1/2<I.

3. E facil ver que 2 ¢, simultaneamente, cota superior e inferior do

conjunto {2}.

4. A semi-reta (-0, /) ndo tem cota inferior. Para ver isto basta
mostrar que se k& for um niimero real, entdo k£ ndo € cota inferior de
(- 0, I). Para isto basta observar que k satisfaz a desigualdade &> -

|k| - 1. Como - |k| - le (-0, 1) segue-se que k ndo ¢ cota inferior

de (- «, /). E imediato que 1, 33 ¢ 29 sdo cotas superiores de (-

o, I).

5. O conjunto N dos numeros naturais ndo tem cota superior, pois se k
for um niimero real, existe um nimero natural n>k. Entretanto 0, -/
e - m sdo cotas inferiores para N. O conjunto Z dos niumeros

inteiros, O dos nimeros racionais, ndo admitem cota inferior.

6. Fato: Qualquer numero racional k é cota superior e inferior do

conjunto vazio @.

De fato, se k& for um numero real, ndo existe nenhum numero x em ¢ tal
que x<k. Consequentemente, k ¢ cota superior de @. O mesmo tipo de raciocinio

mostra que k ¢ cota inferior de @.
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3.4
Conjuntos Limitados

Seja X um subconjunto racional. Diz-se que X € limitado superiormente se
X admite cota superior; limitado inferiormente se admite cota inferior e X ¢

limitado se for limitado inferiormente e superiormente.

Exemplo: O conjunto 4 = {-2, -1, 0, 4, 27} ¢ limitado superiormente
pois27 ¢ uma cota superior. Como -2 ¢ cota inferior, segue-se que 4 também ¢

limitado inferiormente, logo ¢ limitado.

A semi-reta -0 até 1 ¢ limitada superiormente mas ndo ¢ limitada
inferiormente; o conjunto dos inteiros positivos £+ ¢ limitado inferiormente mas

nao ¢ limitado superiormente.

3.5

Supremo e infimo

Seja X um subconjunto ndo vazio de Q e seja k uma cota superior de X.
Diz-se que k ¢ um supremo de X se k for a menor das cotas superiores, isto ¢, a

desigualdade £>h implica que 4 ndo ¢é cota superior de X.

Se s for cota inferior de X, diz-se que s ¢ um infimo de X se a desigualdade

s<h implica que 4 ndo ¢ cota inferior de X.
Exemplo:

1. Se X for o intervalo de nameros racionais [-1, 5), segue-se que supX =

5.

Para ver isto, suponhamos que /< 5.
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h+5
Se <5, entdo h<——< 5, logo € X, o que mostra que / nao ¢ cota
2
superior de [1,5).

Vimos assim que h ndo é cota superior de [1,5), como 5 € cota superior

segue-se que supX = 5.
Analogamente, prova-se que inf X = -1.

Tem-se ainda que:

1 1
2. Sup {— ; n é nimero natural } =1 e inf { — ; n ¢ nimero natural } =
n n

Pode-se demonstrar facilmente que o supremo e o infimo de um

subconjunto X ndo vazio de Q sdo respectivamente Ginicos.

Nota: O conjunto vazio ndao tem supremo nem infimo. De fato, seja K um numero

real. Como que k- /¢ cota superior de @, segue que k nao € supremo de @.

Similarmente, £ ndo ¢ infimo de @.

3.6

Maximo e Minimo

Seja X um subconjunto ndo vazio de Q e k = supX. Se k€ X, diz-se que k é
o maximo de X . Se s = inf X e s€ X, diz-se que s € minimo de X.

Exemplo:

Seja X' =[-1, 5), se o inf X= -1, entdo, -1 ¢ minimo de X. Embora supX =35,

este conjunto nao tem maximo, pois 5 & X.
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3.7
Racionais e a reta numeérica

Como os racionais podem ser representados na reta numérica, o ponto que

divide os racionais em duas classes, A1 e A2, sera dito um “corte” dos racionais.

Todo nimero racional a determina um corte desse tipo, tal que a ¢ o maior
numero em Al, ou o menor em A > Mas ndo ha somente cortes racionais.

Exemplo 1 (corte racional): Definimos o conjunto 4, , contendo os

2

racionais que 1: A2 ={qgeQ|q<1}.E A1 contendo os outros racionais, ou seja,
A1 =0 - A2 . O numero que produz o corte é o racional 1, nesse caso temos o

exemplo de um corte racional.

Exemplo 2 (corte irracional): Definimos A2 contendo 0s racionais

positivos cujo quadrado ¢ maior que 2, e 4, contendo os outros racionais, ou

1

seja:
4,=1q€Q[q >2; U {qeQ|q>0jed, =0-A,.

O nuimero que produz o corte ndo ¢ racional, pois deve ser um nimero
cujo quadrado é 2, ou seja, V2. Reside justamente nessa propriedade a

incompletude, ou a descontinuidade dos racionais.
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Construcao dos Numeros Reais

Em meados do século XIX, diversos problemas matematicos conduziam a
um questionamento sobre o que ¢ um numero real e sobre como os racionais e
irracionais se distribuem na reta. O estudo da convergéncia de séries e o uso dos
limites motivaram a analise dos niimeros e como esses numeros se distribuem na
reta, como uma sequéncia de numeros tende para nimeros de outro tipo; que

nimeros podem ser encontrados no meio do caminho, etc.

A fim de caracterizar a continuidade, Dedekind julgava necessario
investigar suas origens aritméticas. Foi o estudo aritmético da continuidade que
levou a proposicao dos chamados “cortes de Dedekind”. Ele comegou por estudar
as relagcdes de ordem no conjunto dos niimeros racionais, explicitando verdades

tidas como o6bvias, por exemplo:

se a>b e b>c, entdo a>c. A partir dai, deduziu propriedades menos
evidentes, como a de que ha infinitos nimeros racionais entre dois racionais
distintos a e c. Dedekind notou que um racional a qualquer divide os niimeros
racionais em duas classes, Al e A2, a primeira contendo os niumeros menores que

a; a segunda contendo niimero em A1, ¢ menor do que um nimero em A2.

4.1
Definicdo dos Numeros Reais

Seja O o conjunto dos numeros racionais € 0. um subconjunto de Q. Diz-se

que o € um numero real, quando satisfaz as seguintes condi¢des:

1) a0z ea#£Q;
) SeacQ,ac e b<a, entdo, be

III) o ndo admite maximo.
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Nota 1: Com o desenvolvimento dos estudos, o leitor verd que o numero real o €

na verdade uma semi-reta racional com uma "extremidade" em - co.
Exemplos:

a) Seja a semi-reta racional @z = {ae O/ a< 3}, mostraremos que %z ;¢ um

namero real;

Dz £, pois2€Q e 2 €@

Az £ Q,pois4 €0 e 4¢& T

Il)Sea,beQ , a €. e b<a,entdo, b<a<3,logob € a

t+3

IIT) Se te s, entﬁot<3edai:t<%< 3. Logo @3

O que mostra que ¢ ndo ¢ maximo de ®z. Como ¢ € genérico,
entdo, ¥ ndo possui Maximo.
Segue-se de I, II e III que #3 ¢ um namero real.

a) Seja r um numero racional. Vamos verificar que #~= {a€ Q/ a<r } ¢

um numero real:

D) et D, pois(r—1)eQ e (r—1) et

-0, pois(r+1)eQe(r+1) €y
IHSea,beQ , act ¢ b<a entdo b<a<r,logo b€ tx;
t+ t+
IIT) Se te@-,entdo t <redai: t<Tr< r.Logo Tr € Uy

O que mostra que ¢ ndo ¢ maximo de &-. Como ¢ ¢ genérico, entdo, @»nao possui

maximo.
Segue-se de I, II e IIT que @» ¢ um nimero real.

Nota?2: O exemplo anterior mostra que cada nlimero » € Q da origem ao

namero real & .


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212461/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212461/CA

40

No proximo exemplo veremos um numero real que ndo esta associado a

nenhum numero racional. Para isto, precisamos dos seguintes subconjuntos de Q:
Be={a€Q;a>0} e @ ={aeQ;a<0}.
Sejac =@-V {qa€@s/q><2}. Mostraremos que 0 é um niimero real.
Para isto, precisamos mostrar que O satisfaz a definigdo 1.1
) a0 ,pois - c;
o #Q,pois6€U. e 6>=36>2, logo, 6& 0.
II) Sejama, b€, a €0 e b<a.Podemos ter os seguintes casos:
II.1) Sea €@-entdo be @-, logo be
I1.2) Sea>0eb<0entiobe?-,logobeq;
II.3) Sea>0,b>0.Comob <a, entdo b*>*<a><2,logo bea.
Sejat e
Se t<0, como 10, vemos que 7 ndo ¢ maximo ded.
Se ¢t > 0, para mostrar que ¢ ndo ¢ maximo deo, vamos calcular um

1 : /
numero natural n, tal que, t +— € o, isto é, (£ +—)*< 2.
n n

1
Desenvolvendo (¢ +—)?*< 2, temos :
n

1
(t+=)P = ¢ +£ + L<t2 +£ +1=p4+1 (2¢t+1), como

n n n n n n

L ! 2 +1
(t+—)°<2,segue-se que * + = (2t+ 1) <2, se esomente sen > .

n n 2—t

2t+1 . 1 : .
Se n> , entdo, (¢ +—)?< 2 . Vemos assim que ¢ ndo ¢ maximo de o
2-n n

parat> 0.

Como <0 também nao ¢ maximo de @, logo o0 ndo admite maximo.
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Segue-se de I, II e III que Y ¢ um numero real..

Nota 3: Como o leitor pode observar o niimero real o do exemplo (c) ¢

formado por todos os nimeros racionais menores que V2 e, por isto, 0. representa

\2.

4.2

Definicdo dos Numeros Auxiliares

Vimos que um nimero real o ¢ uma semi-reta com "extremo" em - co.

Agora vamos usar as semi-retas com "extremidades" em +oo que

chamaremos de nameros auxiliares e denotaremos pelo simbolo 3.

Diremos que < O € um niimero auxiliar se:
) P#£0eP+0;
1) Sea,b €Q,acP e b>a,entdo,bef;
1) B ndo admite minimo.

Exemplos:

a) Seja a semi reta racional 82= { ac Q / a> 3 }.Mostraremos que 52¢ um

numero auxiliar:

) fa @, poisdeQ € 4 efis;

B2#Q,pois2 €0 €2 Fa.

II) Sea,beQ, acbae b>a, entdo b>a> 3, logo be Ba;

43 Ba

II)Se ¢ € Ba,entdo > 3 e dai : t>%> 3. Logo

O que mostra que t ndo é minimo de Sz2. Como t é genérico, entdo,fz ndo

possui minimo.

Segue-se de I, II e I1I que #a é um nimero auxiliar.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212461/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212461/CA

42

b) Seja » um numero racional. Vamos verificar que:
Br={a€Q / a>r} éum nimero real
Dér 20, pois(r+1)eQ e (r+1)ebr;
B-#Q,pois(r-1)eQ e (r-1)g8=.
Se a,beQ, aebr e b> a, entdo b>a >r, logo be br.

t+r
Eﬁr.

~ , t+r
IIT) Se te B, entdo ¢ >r e dai : t>T>r. Logo
O que mostra que ¢ ndo ¢ minimo de f». Como t é genérico, entdo, B-ndo possui
minimo.

Segue-se de I, II e I1I que B»¢é um ntimero real.

4.3
Relacao entre os NUmeros Reais e 0s Numeros Auxiliares.

Se XcR ¢ comum definir — X = {-x; x eX}.
Vamos exemplificar:

a)Se X=1{2,4,6} entdo -X={-6,-4, -2}
b) Se X (- o, 1), entdo -Xc (1,+ ).

Lema 1: Se o for um numero real, entdo, -00 € um numero auxiliar € se [3

for um namero auxiliar, entdo, - B é um namero real.

Demonstragdo.: Seja 0. um numero real, vamos mostrar que —0 ¢ um

numero auxiliar. Pela defini¢do de numero auxiliar:

I) . —0#@, como o # @ logo existe ae0 entdo,-ae -0, logo -0 # O;

. -0 # Q, pois, existe aeQ tal que a, Q, entdo , -a, -0,logo, -a. # Q.

1) Seja a, be Q tal que ae-0. e b>a, logo be-0.
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Para ae-a, entdo, -aed. Como b>a temos —a<-b, logo, -bedq,
portanto, be-Q..

IITI)  Seja ae-0, entdo, -ae0, como 0 ¢ um numero real, -a ndo ¢ cota
superior de , logo existe be  tal que b> -a, entdo, a> -b, como -be -0,a ndo ¢é

cota inferior de -0, logo -0l ndo admite minimo.
Concluimos que -0. ¢ um nimero auxiliar.

Prova-se de forma analoga que se 3 for um ntimero auxiliar, entdo -3 é um

namero real.

4.4

Relagdo de Ordem dos Reais

O simbolo ‘R sera usado para indicar o conjunto dos niimeros reais:
R = { o; o é nmero real }

Defini¢do: Sejam o e 3 dois niimeros reais. Definimos:

D a<PseacP;

I a<BseacPea#p.

A relag@o de ordem entre dois numeros reais deve satisfazer as seguintes

propriedades:
1) acR,a<o;
2) Para todo 0,fcRsea< P e B<aentioa=p;
3)  Paratodoa,PeyeR,sed <PfeP <yentioa<7y;
4) “Quaisquer que sejamd. e B eR, a0 <P ou P <o
Prova:

1) Como o.c o segue-se da defini¢do que OL< Ql;
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2) Pela defini¢do: Se a <, entdo, o.c3.
Se B <0, entdo, Bca. Como a.cf e Pca, entdo o = P.
3) Paratodoo,fey eR,sea <P e B <V, entdo, a<y;
Se a <3, entdo, acp.
Se B <Y, entdo, B <, logo,
Se oy, entdo, 0< Y.
4)Para provar esta propriedade, necessitamos do seguinte lema:

Lema 2: Se o0 é um numero real e se ae Q, com a. 0, entdo, para todo

beo temos b <a.
Esse lema diz que se a, O entdo a sera cota superior de 0.
Demonstragdo: Suponhamos por absurdo que exista ae 0. com b<a.

Neste caso bed o que ¢ uma contradicdo. Logo, b, 0 entdo b ¢é cota

superior de d.

De volta a propriedade, temos:

Sejam o e 3 nimeros reais. Neste caso, 0 ou o «f.

Se acP, entdo, o < f3;

Se oz 3, entdo existe um nimero racional @, com ac O ¢ a ¢ f3.
Como a & 3, segue-se do lema que b<a, para todo bef.

Se aea e b<a segue-se do item II da definicdo de nimero real que he Q.

Logo, para todo be B, entdo, bed ,isto &, Bc Q, ou seja, [3 <da.

Exemplo: Tomemos dois nimeros reais @=={ a eQ;a<7 } e @ = { acQ;

a<3}.
Se a =35, entdo, ac®r e a & @a, segue-se da propriedade 4 que &z 7.

Logo g < 7
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Nota3: A relagao < € conhecida como relacdo de ordem. Geralmente, usa-se esta

denominacdo para as relagdes que satisfazem as propriedades acima.

4.5
Adicdo em ‘R

Teorema 1. Se o e B s3o numeros reais, entdo y= {a + b; ac0l e b cP}é

também um numero real .
Demonstragdo: Precisamos provar que Y satisfaz as condi¢des de niimero real.

Pela definigao 1.1 temos:
) .Se aef sdonameros reais , entdo existem acd € be .
Como, a + bed temos que O # Q.

. Por outro lado, como 0. # Q e B # O, existem x ¢ ye Q, tais que, x&€ 0 e y& .
Pelo lema 2 :
Para todo ae0 temos a<x e paratodo bef3, b <y:

Se para todo ae 0. e para todo bef} temos a+b<x+y, entdo, x +y&Y,
logo, v #Q.

IT) Precisamos provar que se xey e y <x, entdo, ye?y. Para isto,

precisamos ter um se . € um fe 3, de modo que y =5 + ¢ Temos :
Se xeY, entdo, x = a + b para algum aed e algum be 3.
Se s<a, entdo, se .
Se t<b, entdo, te .
De y<x segue-se que s + t<a + b, logo yeY.

[II)Para provarmos que Y ndo tem maximo, precisamos provar que para

todoxey, existe yeY, tal que x<y.
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Temos que se xe, entdo, x = a + b para algum ac 0 e algum be .

Como o e [ ndo possuem méximo, entdo existem se® e ¢ €3, em que a

<se b<t,logoa+ b<s+t,entdo como queriamos provar x<y.

O que mostra que x ndo ¢ maximo de y. Como x ¢ genérico, entdo Y nao

possui maximo.
Segue-se de I, II e III que Y ¢ um ntimero real.
Defini¢do: Sejam o € 3 dois niimeros reais quaisquer; o nimero
vy = {a+bsacy ,be B} denomina-se soma de o + .
Assim: o+ B = {a+b;aca,be B}.
A operagdo que a cada par (0, ) de nameros reais, associa sua soma o +
B denomina-se adi¢do, indicada pelo simbolo +.
Exemplo: Sejam r e s dois nimeros racionais, € 0s conjuntos:
r={xeQ/x<r}, "s= {xeQ/x<s} e Mrss= {xcQ/x<r+s}
Provaremos que: @rsz= Cr+g
Para isto precisamos provar que: #r+@s — Mr.gefy.g c Mr+s,

1° caso; Uy +ts — @raz:

Se xe &r +&z, entdo, x = a + b, para algum a<r e algum b<s, em que a, b

sdo dois numeros racionais.
Sex=a+b,a<reb<s, entdo, a + b <r+ s, portanto, x<r + s,
logo xe %ras .

Provamos,portanto que se xe@®-+®s,  entdo, xe®®rss, logo,
Ar+&s5 c Hres .

2° caso: Grss  Op+fs
Se x € %rss, entdo, x<r +s.
Se x<r +s, entdo, x - r <s, logo , x - r € &z,

Tomemos um racional ue &s ondeem que x — r<u <s.
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Se x - r <u, entdo, x - u<r, logo, x - ue Xr.
Como x=(xu)+tu ¢ x-ucrucs, segue-se que, xe &r+s. Provamos

assim que se x €} ,entdo, xe &r+&s  logo, ®rss  &r +&s.

4.6
Propriedades da Adicéao

Nosso objetivo nessa secdo ¢ provar que a adi¢do entre numeros reais

satisfaz as propriedades:
1*) Comutatividade Paratodoae  ew, o+ B =P +a;
2% Associatividade : Paratodo o, Bey e R, a+(P+y)=(P+a)+vy;
3%) Existéncia do Elemento Neutro: o.e ‘R, a+ 0 =0,
4% Existéncia do Oposto:Para todo e %, existe fe R com o + = 0;
5"Compatibilidade da adi¢do com a Ordem: Paratodo o, P ey e R,
Se a< B,entdo o +y<P + .

Demonstracgdo:

Sejam: 1, s e t numeros racionais,

o= {acQ/a<r};

B={beQ/bss};

a={ceQ/c<s};

1%) Seja xe o + P,entdo, existem acd e bef,tal que x =a + b.
Como a adi¢do em Q é comutativa, segue-se, que x = b + a.
Sex=b+aentioxef + a,logoa + PP+ a.

2%Se x ed + (B + v),entdo, existem aca , beP e ce a, tal que

x=a+(b+c).
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Como a adi¢do em Q € associativa, segue-se que

x=(a+b)+c comaen, beP e ceq, entdo, xe

(a+B)+vy. Logo,

at(PB+y)c(@+p)+y.

{ueQ / u< 0}.

3*)  Sejam r e u racionais, & = {aeQ / a<r} e o
Vamos provar que 00 t% 0t ¢ dc o +%,.

.ot ca

Seja, x e +&a, entdo, existemac e uea talquex=a+u.

Se u <0, entdo, a+ u <a.

Se x=a+uea+u<a,entdo, x<a, logox e a.

Segue-se que o0 +&a — Q..

oc o +e

Precisamos provar que, se xe 0, entdo ¢ possivel obter um aed e um

ue@a, tal que, x =a +u.
Se x e0,entdo, existe ae 0, com x<a , pois 0L ndo tem maximo.
Se x <a, entdo, x —a <0, logo, x —a € Wa, assim:
x=a+(x—-a)comaecd e x—a ca,logoxe o +a.
Segue-se que 0l O +u,
4*)Para provarmos esta propriedade necessitamos do seguinte lema:

Lema3: Sejam o um numero real, < 0 um namero racional ¢ #a o

conjuntodascotas superiores de 0. Nestas condigdes, existem ped, ge ¥z, em que

g ndo é minimo de M (caso exista minimo em ¥z ), tais que p — g = u.
Demonstracdo:

Estamos interessados em determinar ped. e ge s, com g # minMs, p — ¢
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Para isto tomemos um racional s & o, com s# min#s, e, para cada ne N,

consideremos o racional 9n=nu + s.

Seja, agora, Mo maximo dos naturais n para os quais @ncMae I

minMz .
Dois casos podem ocorrer:
1°caso: GmeMa e @ma1 e O
Tomando-se g =497 e p=@®1 _p—q=u.

2° caso: Gr e Mae @mss - mindla (que s6 podera ocorrer se mindla existir).

Tomando-se g = 4= + %ue p= Gmart %u p—q=u,compe 0O, gela

e g# minMa,
De volta a propriedade, seja 0. um niimero real e B um nimero auxiliar.

Vamos provar que o +B = Wa. Para isto, precisamos provar que O +B

c¥y e
que o c o +f.
a+f cao
Se xea +f, entdo, x =a+ b para aca e bef.
Se bef, entdo, -b > a, logo, a + b< 0.
Assim, se xe ol +f3, entdo, xe &a, ou seja, oL+ Ha.
oy O +B
Precisamos provar que se xe &a, entdo, x = a + b, para acd ¢ bep.
Se xe 00, entdo, x< 0, segue-se do lema 5 que existem ac0 ¢ -be s,

com -b # min M, tais que x = a - (-b) para aed e bep.
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Nota :Provamos, assim, que, dado um numero real 0, existe um nimero
auxiliar f3, tal que, o +3 = ®a. Provaremos mais adiante que 3 ¢ Ginico e sera

entdo denominado oposto de a e indicado por — d.
5*) Sejam o, f ey e R, com a < B, vamos provar que 0.+ y<f + 7.
Temos:
Sex ea + y,entdo, x =a + ¢, paraac e cey.

Da hipotese, segue-se que se ae, entdo ac.(Lembre-se: 0 < B = o

Assimx=a+c,paraacfPe cey.Logo,x e B+ 0.

Provamos, assim, que se 00 < B, entio o + yc B +yesea+ycP + 7,

entdo, o+ y<fP+y.
Teorema. (unicidade do oposto)

Sea+ = Use o+ y= LU, entdo f=1.
Demonstracdo:
p=Gtpf=(t+ta)tf=y+(atP)=y+& =y.

Teorema.(unicidade do elemento neutro)

Se o + Y= o para todo o.e R, entdo, Y = a.
Demonstracdo:

Da hipotese, segue que %a +7y = @a; dai Y = .

4.7

Multiplicacdo em ‘R

Teorema 1. Se o e B s3o niimeros reais, entdo

y=4-Y {ab;aca,bef, a>0eb>0}¢é também um nimero real.
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Demonstracdo:

Precisamos provar que Y satisfaz as condigdes de numero real. Pela

definicao temos:
)] Y # @, pois ¢- c;

Por outro lado, como a0 # Q ¢ B # O, existem, x e y €, tais que, XZ 0L €

y¢€ P e, pelo lema da relagdo de ordem, tem-se:

Para todo ac, a<x com a > 0 ¢ para todo beB, b<y com b> 0, logo,

a-b<x-y, portanto, xy &Y.
Assim, como queriamos provar o # Q.
I)Precisamos agora provar que se xeY € y<x, entdo, yeY.
(a) Sex <0, entdo, y <0, logo yeY;
(b) Se x> 0 e y< 0,entdo, ye;
(c) Se x>0 e y> 0, temos:
Se xey e x>0, entdo, x = a-b para ac0. ,bef ,a>0eb>0.

De 0 <y<x=ab vem 2<b, assim Y e}, e 2> 0.
a a a

Logoy=a- Ypara aca, Yef3, a>0e >0 temos yey.
a a a

IIT) Para provarmos que Y ndo tem maximo, basta provarmos que, se xeY €

x> 0, entdo existe yey com x<y. Temos:
Se xey e x> 0, entdo, x = a-b para acd, b 3, a>0¢ b> 0.

Como o e B sdo numeros reais, existem re . e sef, tal que, a<r e b<s; dai

a-b<r-s, com r-se’y,0 que mostra que a-b ndo ¢ maximo de Y.
Como s € genérico, entdo, Y ndo possui maximo.
Segue-se de I, II e III que Y € um ntimero real.

Defini¢do. Sejam 0 e B dois nameros reais quaisquer; o numero Y = {a-b;


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212461/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212461/CA

52

acy be P} denomina-se produto de o-p.
Assim:
ap= @-Y {ab;acy,beP,a>0eb>0}se a>0ef>0;
a-f=0sea>0ouf>0;
ap=-{-a)f}sea<0ep>0;
B =-{o(-f)} seo>0ef <0;

a-B=(-0)(-B)sea<0eP <0;

4.8
Propriedades da Multiplicacéo

Nosso objetivo nessa se¢do ¢ provar que a multiplicagdo entre numeros

reais satisfaz as propriedades:
1*) Comutatividade:Paratodo o e B e, o = p-a;
29 Associatividade : Paratodo o, Bey e R, a-B-y)=(P o) y;
39 Existéncia do Elemento Neutro: Oe R,o-0=q;
4 Existéncia do Inverso :Para todo 0. w, existe fe R coma - = @1 ;
59 Distributividade em Relagdo a Adi¢do : o.-(p +7v) = o + a-y;
69 Sea <P e %o <y, entdo, oy <B-y.
Demonstracdo:

Sejam: r, s e t nimeros racionais. Temos:
@ = {geQ/a<r};

a: = {heQ/b<s};

= {ceQ/c<t};

1%) Para provarmos esta propriedade, precisamos provar que:
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af' . HS' (= aﬂ' . QF" .
Seja x€ @y &g entdo, existem ae %r ebe @ ,tal quex = a*h.
Como a multiplica¢do em Q é comutativa, segue-se, que x = b'a .
Se x = bra entdo xe @ . #r  logo Fr ‘¥r < T Fr |
2%) Para provarmos esta propriedade, precisamos provar que:
ap * (%z O ) (% - nx_.i.) . Oy
Sex e®r (% -@: ),entdo, existem ae%r , be®s € ce , tal que
x=a-(b-c).
Como a multiplicagdo em Q € associativa, segue-se que:

x=(ab)-c, comae® , bet-e ced, entdo, xe(% - % ) -

LOgO, e, ("-xs L )C(Qr s ) LU
Suponhamos, inicialmente que o > 0 precisamos provar que o %1 0 ¢

oOco- @,

% o

Lembramos inicialmente que o0 *@1 = &-¥ {agb/aca,a>0c¢
bet |
0<b<1}.

Sex et ™ e x< 0, entdo, x 0.

Sex e *#1 ¢ x>0, entdo, x =ab, coma €0, a > 0¢ be® , 0

<p< 1.
De a> 0 e b< 1, segue-se a-b<a e, portanto, x = a-b, logo, xe Q.
Provamos assim que o ‘%1 c d.

oc o-°%1
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Sexede x<0,entdo, x et ~%1 .

Sex ea e x> 0, entdo existe aeQ, com x<a.

. X . X X
Assim,x=a- —el %1 ,pois,aed,a>0 ¢ —<1,com —>0.
a a a

Portanto, provamos que 0. < o * %1 .
Provamos, assim, que se o >0, entdo o - %1 = QL.
Se a =0, pela defini¢do de produto, &1 - 0=0-%1 =0=q.

Se a0 <0, pela defini¢do de produto, 0@ ‘&1 = -[ (-0) - %1 |=-[-d ]

Segue-se que, para todo o € R, o %1 = q.
4*)  Fica a cargo do leitor. (sugestdo: Suponha, inicialmente, o0 >%o ) e

considere o namero real f = @-4Y {pecQ/p>0, Lot e L 2minMe ).
p p

Proceda, entdo, como na demonstragdo da propriedade 4 da adi¢do

e concluaque o - =1 .
Se a < 0, entdo, -a > 0, logo, existe B tal que (-a) - = a1, mas,
(-o) - B =0 (-p)logo, a- (-f) =11
5*)  Precisamos provarque 0. (B+y)c (a-P+a-y)e
(0-Broy)ca(Pp+y)
1°caso : Tomemosa.>0 B>0 ey>0.
(Bry)ca-Bro-y
Sexea (P +7v)ex<0,entdo, xe (a-P+a-y).

Sex ed * (P +7v)ex<O0, entdo, x = a-d para algum a > 0 com a

€0, e para algum d > 0, com de (P +7).

Assim, x = ab + ace a - B+ a - v, pois, abead P e ace Y.

Portanto,
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a@+y) c (@ Pra-y).
@ B+a-y)ca(P+y)
Sexe (a-PB+a-y)ex<0,entdoxed  (P+7y).

Suponhamos, entdo x> 0 e xe(a - B + & -y). Como o - >0e oy
>0, existem u 0’3, comu>0,ev e 0y, com v > 0, tais que x = u

+ .

Segue-se que existem a, a’e0, com a> 0 e a’ >0 ¢ be, com b> 0,

ceY, comc> 0, tais que, x =a-b+a’c.
Supondo a’ <a, resulta

x=ab+a-c<ab+ac=a-(b+c)ea (P +7y),logo pela

definigdo I de namero real, x e (B +7y).

Assim fica provado que: o -B+o -y ca-(B+7).
2°caso:00>0 e +y>0.

Suponhamos 3 > 0. Temos:

a.y=a[(B+ry)+(-B)l=a.(P+y)+a.(-B)oquenos

leva ao 1°caso: o (B+y)=a.p+a.7.
3°aso:a>0e B +7vy<O0.
a-(Bry)=-lo-(-P-y)l=-la-B)+o (-y)]
ou seja,
a(pry)=a-pra-y.

Deixamos os demais a cargo do leitor.

4.9

Teorema do Supremo
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Um subconjunto 4 deR se diz limitado superiormente se existe um

numero real m tal que, para todo ae 4, o0 <m.

Para demonstrar o teorema do supremo, vamos precisar do seguinte lema:

Lemad4. Seja A um subconjunto de %, ndo vazio e limitado superiormente.
Entao,
E=FT . ,
Y=0ed={x ¥ para algum 0le 4 } ¢ um nimero real.

(v é areunido de todos o pertencentes a 4 ).
Demonstracdo:

Para provar que Y ¢ numero real, temos que verificar que ele satisfaz a

defini¢do 1.1:
. Sendo 4 # @, pois existe ke 4 e, como 0L # @, resulta’y #@.

. Sendo 4 limitado superiormente, existe um numero real m tal que o0 <m,
para todo 0 €4. Como m ¢ um numero real, existe um niimero racional x, com

x¢& m; dai, paratodo 0le 4 existira x & o, logo, x € Y, portanto, Y # Q.
I)Sejam p e g dois niimeros racionais quaisquer , com pe?Y € g<p. Temos:
Se peY, entdo pe O para algum Ole 4.
Se g<p e peq, entdo g0, logo geY.

I)Se pevy, entdo pea para algum 0le 4. Como 0 ndo possui maximo, existe
t e0,com p<x. Se t e 0, entdo tey. Como p e ¢ sdo genéricos, para todo peY

existe fe7, logo Y ndo possui maximo.
Segue-se de I, II e III que Y ¢ um nimero real.

Teorema(do supremo). Se A for um subconjunto de ‘R, ndo vazio e

limitado superiormente, entdo 4 admite um supremo.

Demonstracdo:
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Seja ¥ o 4. Pelo lema, Y ¢ nimero real. Vamos mostrar que Y ¢ o

supremo de A4, isto &,y = sup A.

De fato, como Y ¢ a reunido dos o pertencentes a 4, segue que, para todo

oeA,
YD O, ouseja, Y > O.
Logo, Y € cota superior de 4.
Por outro lado, se Y é uma cota superior de 4, entdo ¥ > a,
para todo ale 4, logo y" D a.
Sey D a,entdoy DU €4 = Y, ouseja, Yy > .
Assim Y € a menor das cotas superiores de 4, isto &,
Y =sup A.

Como ja dissemos, é facil provar que o supremo ¢ unico. Portanto, podemos

escrever “o supremo”, em vez de “ um supremo”.

4.10
Identificacdo de Q com Q’

Inicialmente, vamos definir uma aplicagdo bijetora ou fungdo bijetora.
Sejam A4 e B dois conjuntos ndo-vazios € ¢ uma aplicacdo de 4 ¢ B.
Dizemos que ¢ ¢ bijetora se

(i)Ilmo=8B

(i) Paratodos, t €A, s#t, temos, O(s) # @(?).

A condicdo (i) nos diz que ¢ € sobrejetora e a (i) que ¢ € injetora.
Deste modo, ¢ € bijetora se, e somente se, ¢ for sobrejetora e injetora.

Seja o0 um namero real. Dizemos que O é um numero real racional se

existe um racional 7, tal que 0. = { AE @/ a D} |
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O conjunto dos nimeros reais racionais sera indicado por Q’, logo
Q=0={a€e @fasrh

Seja 0 um numero real. Se o € Q’, diremos que o ¢ um numero real

irracional se 0. = @- ¥ {ae @y 4/a"2 Zr}

Olhemos agora, para a aplicacdo ¢: @ — Q’ dada por ¢ () =&, que a
cada racional r associa o real racional @. .Tal aplicagdo ¢ bijetora
(verifiqueisso). Além disso, temos:

(1) @ (r+5) = Trea= 2 + %=(r) + ().

(11) 0] (I"'S) = g =y | "Ig:(P(I") (P(S)

(ii1) Se r <s, entdo, &<,

Tal aplicagdo @ nos permite, entdo, identificar o nimero racional » com o

real ..

Neste sentido, podemos considerar O como subconjunto de ‘R .
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Consideracgdes Finais

A proposta deste trabalho ¢ efetuar, de modo cuidadoso, a construgdo dos
numeros reais e apontar questdes para serem discutidas em relagdo ao ensino e
aprendizagem. Algumas delas referentes a estratégias metodoldgicas, outras
quanto ao conteudo especifico e acreditamos que metodologia e conteudo
caminham na mesma dire¢ao e possibilitam uma compreensao mais adequada em

Matematica.

O tema em questdo sugere um aprofundamento de questdes relativas aos
nimeros reais, topico de grande importincia para professores de Matematica do
ensino bdasico, além da metodologia utilizada nas salas de aula para abordar tal

tema.

Em resumo, por meio dessa construgdo, professores do ensino fundamental
podem expor de uma maneira mais clara a existéncia dos niimeros irracionais e
fazer com que seus alunos percebam a completude da reta real, mesmo que nao
seja possivel efetuar, em sala de aula, os detalhes técnicos que expusemos,. No
entanto, conhecé-los dard seguranca ao professor no momento de ensinar os
nimeros reais, que sdo extremamente importantes em matematica € em suas

aplicagdes.
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