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RESUMO

Desde o principio, as sequéncias e séries numéricas geraram interesse entre 0s
matematicos. Sua aplicabilidade atual € extensa e inclui o calculo refinado da area
da superficie e do volume de uma variedade de soélidos. Neste trabalho usaremos
as diferencas entre os elementos de uma sequéncia finita a fim de encontrar leis
que expressem as tendéncias nela contidas. Veremos também como um estudo
simples sobre progressfes aritméticas de ordens diversas é capaz de fornecer
funcbes paramétricas de curvas passando por pontos pré-definidos, de
superficies contendo curvas pré-definidas ou, até mesmo, de regibes do R3
situadas entre duas superficies dadas. Além disso, poderemos, com o auxilio do
programa computacional Winplot, visualisar as curvas, superficies ou regides
obtidas em cada exemplo de nosso estudo, além de, eventualmente, verificar
pontos de maximo e minimo relativos de uma curva ou calcular a area de uma
superficie e o volume de uma regido limitada do %3, tudo isto com um devido e

prévio embasamento tedrico.

Palavras-chave: Sequéncias. Fun¢cBes Paramétricas. Winplot.



ABSTRACT

From the beginning, the numeric sequences and series generated interest among
mathematicians. Your present applicability is extensive and includes the refined
calculation of the surface area and volume of a variety of solids. In this work we
will use the differences between the elements of a finite sequence in order to find
laws that express the trends contained therein. We will also see how a simple
study about arithmetic progressions of various orders is able to provide curves's
parametric functions through predefined points, of surfaces containing predefined
curves or even regions of the R2 localized between two given surfaces. Moreover,
we will can, with the aid of the computational program Winplot, visualize the
curves, surfaces, or regions obtained in each example of our study, in addition to
eventually check points of relative maximum and minimum of a curve or calculate
the area of a surface and the volume of a limited region of %3, all of this with a

necessary and previous theoretical background.

Keywords: Sequences. Parametric Functions. Winplot.
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1 INTRODUCAO

Neste breve trabalho mostraremos como é possivel obtermos elementos geométricos
bidimensionais e tridimensionais a partir das coordenadas, ou das fungoes paramétricas
das coordenadas, de outros elementos pré-definidos. Para tanto, faremos uma breve
parada pelos topicos pormenorizados de cada teoria que fundamenta nosso estudo,
enfatizando sua natureza sistematizada.

Assim, iniciaremos nossa explanacao com as definicoes e proposi¢des sobre conjun-
tos, funcdes, sequéncias e progressoes aritméticas, onde fundamenta-se a maior parte
deste trabalho. Passaremos entao a abordar as definicoes e proposigoes sobre limites
e suas propriedades. Em seguida, trataremos das definicdes e proposicoes relativas a
derivada de uma funcgao, suas propriedades e aplicagoes. E agruparemos, em seguida,
as definicoes e proposi¢oes que envolvem a integral de uma fungao, suas propriedades
e aplicagdes. Finalmente encerraremos este trabalho mostrando dez exemplos, onde
faremos uso de toda a teoria descrita anteriormente, e onde o estudo de sequéncias
servira de base para modelarmos os elementos geométricos requeridos em cada exem-
plo, junto ao programa computacional Winplot. As aplicagcdes da derivada e da integral
de uma fungao servirdo para compararmos os resultados obtidos, no Winplot, no que
diz respeito a obtencdo dos pontos de maximo e minimo relativos de uma fungao, e ao
calculo da area da superficie e do volume de sélidos geométricos.

Veremos que o método descrito neste trabalho € bastante simples e contem uma
infinidade de exemplos que poderiamos usar para ilustra-lo. Veremos também que
tal método nao pretende esgotar todas as possibilidades para obtencao de elementos
geomeétricos a partir de outros elementos pré-definidos. Os exemplos aqui descritos en-
fatizam apenas a possibilidade de obtermos certos elementos geométricos que incluam
elementos pré-definidos numa dada ordem, sempre mostrando que é possivel através
do sequenciamento dos numeros de cada coordenada, ou dos coeficientes das funcdes
paramétricas de cada coordenada, de determinados elementos geométricos obtermos
as fungdes paramétricas que representam as coordenadas do elemento geométrico de-
sejado. Enfatizamos aqui também que, sem o auxilio de uma ferramenta computacional
como o programa Winplot, ndo conseguiriamos obter o grau de comparacao de resulta-
dos alcangado neste trabalho, tampouco conseguiriamos observar o resultado maior de
nosso experimento que sao as curvas e superficies geradas pelo programa.

Enfim, cabe salientar que, em Ultima instancia, toda a Matematica tem uma finalidade
pratica, seja ela a de servir aos mais variados ramos da atividade humana como a
engenharia, a computagao e a astrofisica, ou a de simplesmente moldar o intelecto
humano como forma de contribuir para seu desenvolvimento.
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2 CONJUNTOS E FUNGOES

Para darmos inicio ao nosso trabalho sao necessarios alguns conceitos e definicoes
pré-liminares que tratam das nogoes de conjunto e de fungao. A primeira destas nogoes
diz respeito ao agrupamento de elementos de acordo com uma caracteristica comum
a todos eles. Ja a segunda nogao nos diz como relacionar dois ou mais conjuntos por
meio de uma lei ou regra.

2.1 Conjuntos

Dentre todos os conceitos que abordaremos em nosso estudo, o conceito mais pri-
mitivo é o de conjunto ou colecao de elementos ou objetos.

Quanto a um elemento pertencer ou ndo a um conjunto dizemos que se a € elemento
de um conjunto A entdo escrevemos a € A (lé-se a pertence a A), caso contrario
escrevemos a ¢ A (Ié-se a ndo pertence a A).

Representamos um conjunto qualquer A por seus elementos entre chaves ou por
uma propriedade caracteristica de seus elementos também entre chaves. Por exemplo
o conjunto A = {b, ¢, d} pode ser representado também como A = {x;z é consoante
situada entre as duas primeiras vogais do nosso alfabeto}, onde = representa um ele-
mento qualquer do conjunto A.

Definiremos a seguir algumas operagdes entre conjuntos, a saber: a reuniao (ou
uniao), a intersecao e a diferencga entre dois conjuntos.

Definicao 2.1. Dados os conjuntos A e B:
(i) a reuniao A U B é o conjunto formado pelos elementos de A ou de B;
(i) aintersecao A N B é o conjunto formado pelos elementos de A e de B.
(Numeros e Funcées Reais, PROFMAT, u.1 e 2, p.16).

Definicao 2.2. A diferenga entre dois conjuntos A e B € definida por:
B\A = {x;z € Bex ¢ A}. (Ndmeros e Fungdes Reais, PROFMAT, u.1 e 2, p.15).

Assim, por exemplo, dados A = {b,¢,d} e B = {a,b, c}, teremos AUB = {a,b,c,d},
AN B ={b,c} e A\B = {d}.

Alguns conjuntos recebem nomes especiais como conjunto vazio e conjunto unitario
usados respectivamente quando um conjunto nao possui elementos e quando um con-
junto apresenta um unico elemento. Chamamos de conjuntos numéricos aqueles cujos
elementos sao todos nimeros, dentre estes destacamos o conjunto N = {1,2,3,...}
dos nimeros naturais ou inteiros positivos, o conjunto Z = {..., -2, —-1,0,1,2,...} dos
nameros inteiros positivos ou negativos incluindo-se o zero, o conjunto (Q dos niumeros
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racionais (fracionarios) ou representaveis na forma § com p,q € Z, o conjunto I dos
ndmeros nao-racionais ou irracionais, isto € aqueles que nao podem ser representados
na forma § com p,q € Z, como, por exemplo a medida da diagonal de um quadrado
cuja medida do lado € um namero natural, e finalmente o conjunto R dos nimeros reais
gue consiste da unidao entre o conjunto dos nimeros racionais e o conjunto dos niumeros
irracionais, ou seja, R = QU L.

Quanto a relacao de contingéncia entre dois conjuntos, segue a proxima definigao.

Definicao 2.3. Sejam A e B conjuntos. Se todo elemento de A for também elemento
de B, diz-se que A € um subconjunto de B, que A esta contido em B, ou que A é parte
de B. Para indicar este fato, usa-se a notacdo A C B. (Numeros e Fungbdes Reais,
PROFMAT, u.1 e 2, p.5).

Podemos, entao, escrever, com base na definicao dos conjuntos numeéricos citados
anteriormente, arelagado N C Z C Q C R. Ainda quanto a subconjuntos, indicamos por
I,, n € N, o subconjunto de N dado por I,, = {p € N;p < n}. Assim, por exemplo,
escrevemos I; = {1,2,3,4,5,6,7}.

As definicoes a seguir tratam de conjunto limitado superiormente, conjunto limitado
inferiormente, e supremo e infimo de um conjunto.

Definicao 2.4. Um conjunto X C R diz-se limitado superiormente quando existe algum
b € R tal que = < b paratodo z € X. Neste caso, diz-se que b € uma cota superior de
X. Analogamente, diz-se que o conjunto X C R é limitado inferiormente quando existe
a € Rtal que a < x paratodo z € X. O numero a chama-se entdo uma cota inferior de
X. (LIMA, 2006, p.16).

Definicao 2.5. Seja X C R limitado superiormente e nao-vazio. Um nimero b € R
chama-se o supremo do conjunto X quando é a menor das cotas superiores de X.
Analogamente, se X C R é um conjunto ndo-vazio, limitado inferiormente, um niimero
real a chama-se o infimo do conjunto X. (LIMA, 2006, p.16).

Indicamos o supremo e o infimo de um conjunto X respectivamente por sup X e
nf X.

Podemos agora relacionar os elementos de dois ou mais conjuntos por meio de uma
lei ou regra que os associe, a qual chamaremos de funcao.

2.2 Funcoes

Definicao 2.6. Dados os conjuntos X, Y ,umafuncao f : X — Y (Ié-se uma funcao de
X emY) é uma regra (ou conjunto de instru¢des) que diz como associar a cada elemento
x € X um elemento y = f(x) € Y. (Matematica Discreta, PROFMAT, u.2, p.2).
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Além disso, dada uma funcao qualquer f : A — B, denomina-se 0s conjuntos A,
B e f(A) respectivamente de dominio (D(f)), contra-dominio(CD(f)) e imagem(Ilm(f)) da
funcao f, sendo que f(A) = {y € B;y = f(x)}. Assim, por exemplo, dados os conjuntos
A={-1,0,v/2}e B =1{1,2,3} ,comz € Aey € B, podemos dizer que a expressdo
y = 2% + 1 representa uma fungdo f : A — B, ja que todo elemento z esta associado
a um elemento y pela funcéo f pois f(—1) = 2, f(0) = 1 e f(v/2) = 3, e ainda que
D(f) = A, CD(f) =Im(f) = B.

Dizemos também que uma fungao f : X — Y € injetora se para quaisquer xg, x; €
D(f), com xy # 1, tem-se f(zq) # f(x1), € sobrejetora se Im(f) = CD(f), e é
bijetora, ou uma bijecao, se f é simultaneamente injetora e sobrejetora.

Podemos agora definir conjuntos cardinalmente equivalentes, conjuntos finitos e
conjuntos infinitos, conforme segue.

Definicao 2.7. Dois conjuntos X e Y sao ditos cardinalmente equivalentes (ou equipo-
tentes) se existe uma bijecao f : X — Y. (Numeros e Fungées Reais, PROFMAT, u.3,
p.7).

Podemos estabelecer, por exemplo, uma equivaléncia entre o conjunto dos nimeros
reais, R, e o conjunto dos pontos de uma reta, a qual chamaremos reta real. Se de-
finirmos um ponto O da reta como origem da mesma e reféncia para o nimero real
zero e definirmos o sentido positivo da reta para direita, demarcando sobre esta um
ponto correspondente ao numero real um, podemos fazer a correspondéncia entre os
nameros racionais, pertencentes a QQ, contidos em R e os pontos da reta que podem
ser obtidos com base na unidade, sob alguma razao § com p, q € Z. Para completar a
equivaléncia, incluimos no conjunto R os nimeros que nao podem ser demarcados na
reta sob a razao §, com p, g € Z com base na unidade, isto €, os nimeros irracionais do
conjunto I. Reciprocamente podemos associar todo ponto P da reta real a um numero
real que representa a distancia orientada, positiva, negativa ou nula, de P a origem O
da reta.

Assim, acabamos de estabelecer uma bijecao entre os numeros = € R e o conjunto
dos pontos X pertencentes a reta real, a qual denominaremos simplesmente de eixo
real OX, e no qual os nimeros x sdo chamados coordenadas abscissas dos pontos X
da reta. A figura, a seguir, representa a reta real e dois pontos X, um a esquerda da
origem e associado ao nimero real negativo r = —d(X, O), e outro a direita da origem e
associado a um ndmero real positivo = = d(X, O), onde d(X, O) representa a distancia
de cada ponto X a origem O da reta real.

X O X
r=—d(0,X) 0 r=d(0, X)

Geometria Analitica, PROFMAT, u.1, p.4.



13

Definicao 2.8. Um conjunto X diz-se finito quando é vazio ou entdo existem n € N e
uma bijecao f : I, — X. (LIMA, 2006, p.3).

Definicao 2.9. Diz-se que um conjunto & infinito quando nao é finito. Assim, X & infinito
quando nao € vazio nem existe, seja qual for n € N, uma bijegao f : I,, — X. (LIMA,
2006, p.5).

O proximo topico trata de sistemas de coordenadas cartesianas e define grafico de
funcoes paramétricas de variavel real no plano e no espaco.

2.2.1 Graficos e Funcoes Paramétricas

Antes de definirmos o grafico de uma fungao, necessitamos conceituar produto car-
tesiano entre dois ou mais conjuntos. Assim, dados os conjuntos X e Y, definimos o
produto cartesiano X x Y como o conjunto dos pares ordenados (z,y) taisque x € X e
yeY,istoé X xY ={(x,y);z € X ey € Y}. Da mesma forma, definimos o produto
cartesiano de trés conjuntos X, Y e Z,comosendo X XY xZ = {(z,y,2);z € X,y € Y
e z € Z}. Abreviadamente, escrevemos os produtos cartesianos R x Re R x R x R
respectivamente como R? e R3.

Podemos agora estabelecer uma equivaléncia entre um par ordenado (x, y) do con-
junto R? e um ponto P do plano, definindo-se antes um sistema composto por duas
retas reais perpendiculares, de origem O = (0,0) comum, também conhecidas como
eixo das coordenadas abscissas e eixo das coordenadas ordenadas ou, respectiva-
mente, eixos OX e OY, sendo o primeiro, horizontal e orientado positivamente para
direita, e o segundo, vertical e orientado positivamente para cima, onde os nimeros
reais x € y em seus respectivos eixos representam, nesta ordem, a distancia orientada,
positiva, negativa ou nula, do ponto P, respectivamente, aos eixos OY e O X, portanto,
determinando-o. Da mesma forma, podemos associar um ponto P do plano as suas
coordenadas z e ¥, ou seja, a um par ordenado (z,y) € R?. Na figura a seguir, estao
representados o plano m, seu sistema cartesiano O XY e alguns pontos do citado plano
com suas respectivas coordenadas.

v

(=3,3) '
(4,2)
(0,0)
(o] (2,0) X
(0,-v2)
(-v3,-2) (m,—2)

Geometria Analitica, PROFMAT, u.1, p.7.
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Analogamente ao caso anterior, podemos estabelecer uma equivaléncia entre o con-
junto dos elementos (x,y, z) do R? e o conjunto dos pontos do espago tridimensional,
adotando-se um terceiro eixo real orientado positivamente para cima, eixo OZ, sendo
este perpendicular aos eixos OX e OY, e de mesma origem O = (0,0, 0), compondo o
chamado sistema ortogonal OXY Z.

As figuras a seguir mostram uma regiao do espaco tridimensional limitada pelos
planos OXY, OXZ e OY Z que contem, respectivamente, os eixos OX e OY, OX e
0OZ, e OY e OZ, onde o ponto O é a Unica intersecg¢ao entre os planos OXY, OXZ
e OY Z. Além disso, podemos associar o terno de nimeros reais (a, b, c) nas figuras
a seguir como as coordenadas do ponto P, onde a = d(P,Q3), b = d(P,(Qs) e ¢ =
d(P,Q,), onde os pontos ()1, Q2 e ()3 sao, nesta ordem, os pés das perpendiculares r,
ro € r3 baixadas de P sobre os planos OXY,0XZ e OY Z.

Geometria Analitica, PROFMAT, u.13, p.5. Geometria Analitica, PROFMAT, u.13, p.5. Geometria Analitica, PROFMAT, u.13, p.5.

Uma fungéo paramétrica de variavel real ¢ no plano é uma fungdo f : R — R? cujo
gréfico no sistema O XY compde-se dos pontos P = (x,y) = (f1(t), f2(t)) do plano que
obedecem a lei da funcao f e onde as coordenadas x e y sao, respectivamente, funcdes
f1 € fa no parametro real t. De forma analoga, uma fungao paramétrica de variavel real
t no espaco tridimensional é uma funcdo f : R — R3 cujo gréafico no sistema OXY Z
compde-se dos pontos P = (x,y, z) = (fi(t), f2(t), f3(t)) do espago que seguem a lei
da funcao f e onde as coordenadas x, y € z sao, respectivamente, funcdes fi, f> e f3
no parametro real t.

As definicoes a seguir tratam de sequéncia numérica, sequéncia limitada, sequéncias
monodtonas e subsequéncia.

2.2.2 Sequéncias

Definicao 2.10. Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcao = : N — R, que associa
a cada numero natural n um nimero real x,,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.
(LIMA, 2006, p.22).
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Como o conjunto N = 1,2,3,... € 0 mesmo para toda e qualquer sequéncia x,
pode-se convenientemente representar a sequéncia (z(1),z(2),...,x(n),...) de valo-
res funcionais de z por (x1, 2, ..., x,,...) € a sequéncia = por (x,), onde seu n-ésimo
termo também é conhecido como termo geral da sequéncia.

Definicao 2.11. Uma sequéncia (x,,) é dita limitada, se existe ¢ > 0 tal que |z,| < ¢,
para todo n € N. Quando uma sequéncia (z,) nao é limitada, dizemos que ela é
ilimitada. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.1, p.4).

Defini¢cao 2.12. Uma sequéncia (z,) sera dita decrescente se x,.1 < x, para todo
n € N. Diremos que a sequéncia € nao crescente, se x,.; < x, paratodon € N.
(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.1, p.5).

Definicao 2.13. Uma sequéncia (z,,) sera dita crescente se x,,.; > z,, paratodo n €
N. Diremos que a sequéncia é nao decrescente, se x,,; > x, para todon € N.
(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.1, p.5).

Definicao 2.14. As sequéncias crescentes, nao decrescentes, decrescentes ou nao
crescentes sdo chamadas de sequéncias monoétonas. (Fundamentos de Calculo, PROF-
MAT, u.1, p.5).

Definicao 2.15. Dada uma sequéncia (x,),cy de nimeros reais, uma subsequéncia
de (z,) € a restricdo da fungdo = que define (x,) a um subconjunto infinito N; =

{n1 < ny < mg < ... <mn < ...} Denotamos a subsequéncia por (z,),en,, OU
(s Tigs Tngy - - - s Ty - - -) OU AINAA (2, )ien- (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.1,
p.7).

Podemos agora enunciar e demonstrar nosso primeiro Teorema.

Teorema 2.1. Toda sequéncia (z,,) possui uma subsequéncia monétona. (Fundamentos
de Calculo, PROFMAT, u.1, p.15).

Demonstragdo. Considere os dois seguintes conjuntos: A; = {p € N; existe n > p
tal que =, > z,} e Ay = {p € N; existe n > p tal que =, < z,}. E claro que se tem
A1UA,; = N. Temos, agora, duas possibilidades: a) A; é infinito. Neste caso, € imediato
extrair uma subsequéncia nao decrescente de (z,,). b) A; € vazio ou finito. Neste caso,
A, € necessariamente infinito e, portanto, podemos extrair de (x,,) uma subsequéncia
nao crescente. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.1, p.15). O

Escrevemos o somatério dos n elementos de uma sequéncia (x,) como > ;_, x) =
x1+x9+ ...+ x,. Calculamos a seguir alguns somatérios que servirao de base para o
nosso estudo.
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o> 1Y 1=1+1+4...+1=nl=n;

N vVeEZES

e ,_,a, com a constante:

Zzzla:a+a—|—...+q:a.£1+1+...+122a.22’:11:a.n;

NnvVezeESs

o> k:

Yo ko= 1 + 2 + ... + (n—1) + n
S ko= n + (n—1) + + 2 + 1
230k = (n+1) + (n+1) + ... + (n+1) + (n+1)

n n.(n+1) .
:>Zk:1k:%’

e ,_,a.k, com a constante:
Yo ak=al4+a2+...+an=a(l+2+...4n) :a.zzzlk:a.@;
o> i K

S (k+1)P3 =30 K=+ 40+ (n+1)P = (P+22+.. . +n)=(n+
1P=13=30  [(k+1)P2 =k =n*+3n+3n+1-1= > Bk* +3k+1) =
nd4+3n2+3n =33 K*+3.3 0 k+> ,  1=n+3n*+3n=>_ k=

L4302+ 30— 3.0 k=Y 1) = 5.(n® +3n? + 3n — 3.2 _p) =
ZZZI k? — %'2n3+6n2+6n2—3n2—3n—2n — 2n3+:én2+'n, = 22:1 kQ — n(n+1)6(2n+1).

Verificamos assim que o somatério das poténcias de k, k?, comp = 0,1,2 (3 ,_, kP)

sao polindbmios de grau p + 1. Iremos, entao, generalizar em um Teorema estes resulta-

dos e demonstra-lo, por inducao, conforme segue.

Teorema 2.2. 17 + 27 + 37 + ... +nP = > | kP é um polindmio de grau p + 1 em n.
(Matematica Discreta, PROFMAT, u.5, p.11).

Demonstragdo. Vamos proceder por indugao sobre p. Para p = 1, o teorema ja foi
provado anteriormente.

Suponhamos agora que ), _, k” seja um polinémio de grau p + 1 em n, para todo

p € {1,2,3,...,s}. Mostraremos que essa afirmagao é verdadeira parap =s + 1,

isto é, mostraremos que »_,_, k**! é um polindmio de grau s + 2 em n. Observe que

(k+1)*t2 = k"4 (s+2)k*T +. . ., onde os termos que nao foram escritos explicitamente
formam um polinémio de grau s em k.

Temos entao,

oy R+ 12 =370 kP4 (s +2) X p_ BT 4 F(n),
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onde F'(n) € um polindbmio de grau s + 1 em n, pela hipétese da indugédo. Simplificando
os termos comuns aos dois primeiros somatorios, obtemos

(n+ 1) =1+ (s+2)>,_ kT + F(n).
Dai,

st+1_ (n—|—1)5+2—1—F(n)
N s+ 2

k=1

gue é um polinébmio de grau s + 2 em n. (Matematica Discreta, PROFMAT, u.5, p.11).
Assim, dado um polinémio qualquer F(k) = ag+ a1k +ask?®+. . . +a,kP, 0 somatério
> w_, F'(k) pode ser calculado como

3

F(k) = (a0+a1k+a2k2+...+apkp)
k=1 k=1

= a021+alzk+a22k2+...+ap2kp
k=1 k=1 k=1 k=1

e observando-se que o grau de ) _,_, F'(k) depende somente do grau de > ;_, k” na
expressao acima e que este, pelo Teorema 1, é igual a p + 1 podemos, entao, enunciar
o seguinte Corolario.

Corolario 2.1. Se F' é um polindmio de grau p entdo > _;_, F'(k) € um polindbmio de grau
p + 1 em n. (Matematica Discreta, PROFMAT, u.5, p.12).

As definicdes a seguir tratam da definicado de progressao aritmética, do operador
diferenca para sequéncias e da definicao de progressao aritmética de segunda ordem.

2.2.2.1 Progressoes Aritméticas

Definicao 2.16. Uma progressao aritmética € uma sequéncia na qual a diferenga entre
cada termo e o termo anterior € constante. Essa diferenca constante é chamada de
razao da progressao e representada pela letra r. (Matematica Discreta, PROFMAT, u.5,

p.3).

A sequéncia (a,) : (—4,0,4,8,12,...), por exemplo, € uma progressao aritmética de
razao r = 4. Neste exemplo, é facil percebermos que a5 = a4 +r =az+2r = ay+3r =
a; + 4r. Logo, de um modo geral temos a,, = ax + (n — k)r e mais particularmente
tem-se a,, = a; + (n — 1)r, onde a,, € chamado termo geral da progressao.
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Podemos, com base nos resultados anteriores e de posse da expressao do termo
geral da progressao aritmética, encontrar uma expressao para a soma dos termos de

uma progressao aritmética (ay) : (a, as, ..., an—1,a,), OU seja, > ,_, ai. Assim:
ap = > (ar+(k—-1r)=>Y ((a1—r)+rk)
k=1 k=1 1

k=
= (g —r).il—l—r.i:k
k=1 k=1

nn+1) rn(n+1)+2(a —r)n

= (ap—r)n+r. 5 = 5
rn? +rn+2an —2rn (rn+r+2a; — 2r).n
N 2 N 2
- Qart+rn—r)n (et (e +(n—-1r)n  (a+ap)n
2 2 2

Definicao 2.17. Define-se para sequéncias o operador A, chamado de operador diferen-
¢a, por Aa,, = a,41 — a,. (Matematica Discreta, PROFMAT, u.5, p.8).

Como consequéncia desta definigao, vé-se que toda sequéncia (a,) em que Aa,
€ constante é uma progressao aritmética. Define-se ainda progressao aritmética es-
tacionaria aquela em que Aa, € constante e igual a zero, e progressao aritmética de
primeira ordem (ou nao-estacionaria) aquela em que Aa, é constante e diferente de
zero.

Defini¢ao 2.18. Uma progressao aritmética de segunda ordem € uma sequéncia (a,,) na
qual as diferencas Aa,, = a,,.1 — a,, €ntre cada termo e o termo anterior, formam uma
progressao aritmética nao-estacionaria. (Matematica Discreta, PROFMAT, u.5, p.8).

De um modo geral, podemos afirmar que uma progressao aritmética (a,,) € de k-
ésima ordem, k& > 2, quando a sequéncia formada pelas diferengas consecutivas entre
seus termos, isto € (Aa, ), € uma progressao aritmética de (k-1)-ésima ordem.

Dada uma sequéncia qualquer (a;) : (a4, as, ..., a,) podemos, por diferenciagdo de
seus elementos, encontrar sequéncias (Aay), (AAay) ou (A2ay), (Aday), ..., (A" tay),
das quais pelo menos uma podemos supor ser uma progressao aritmética estacionaria.
Assim, obtemos o seguinte esquema em piramide.

An—lal

AniQCI,l , A”*2a2

2 2
A ai, N A Ap—2
Aal, Aag, ey Aan_g, Aan_l

ay, a2, Az, ...,0p—-2, Qp_1, Qn
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Observe que, na pior das hipdteses, podemos considerar (A"~ 'a; ) como progressao
aritméti-ca estacionaria e a partir dai escrevermos expressoes gerais para as demais
sequéncias por meio da igualdade Ala; = Ala; + 37! Al*lq,,, onde j varia de 1 a
n — [ em cada progressdo. Neste caso, (A" 2a;) e (A" 3a;) seriam, por definigao,
respectivamente, progressoes aritméticas de primeira e de segunda ordens. Seguindo
este raciocinio, teriamos enfim que (a;,) seria uma progressao aritmética de (n-1)-ésima
ordem. Note também que, neste caso, o grau do polinbmio que define o termo geral
Ala; de cada progressao da piramide depende apenas do somatério dos j — 1 primeiros
termos de sua sequéncia imediatamente superior, A'a;, e que, pelo Corolario 1, é o
grau do polinémio desta mais uma unidade. Portanto, conclui-se que o polinbmio que
define a sequéncia (a;), neste caso, possui grau n-1. Assim, de modo geral, se [ é
0 menor nimero para o qual tem-se (Ala;) como progresséo aritmética estacionaria,
entdo o grau do polinémio que representa a sequéncia (a;) é igual a [.

As definicdes e Teoremas, a seguir, tratam do limite (Ilim) de sequéncias e suas pro-
priedades, bem como do limite de fungdes e suas propriedades, e fundamentam nosso
estudo sobre derivadas e integrais de fungoes.

3 LIMITES E CONTINUIDADE
3.1 Limites

3.1.1 Limites de Sequéncias

Defini¢ao 3.1. Sejam (z,,) uma sequéncia de numeros reais e [ um namero real. Dize-
mos que (x,,) converge para [, ou € convergente, e escreve-se nh_)IIolo xn, = [, quando para
qualquer intervalo aberto I contendo ! (por menor que ele seja) é possivel encontrar
um inteiro ny > 1, de modo que z,, € [ para todo n > ny. (Fundamentos de Calculo,

PROFMAT, u.1, p.12).

Podemos, por exemplo, mostrar que hm ¢ = ¢, ou simplesmente limc = ¢, com
c constante. Neste caso, considere a sequenma (c), onde ¢, = ¢ para todo k, e um
intervalo I = (—r + ¢, c+r), onde r > 0 € um nimero real arbitrario. Assim, admitindo-
se kg = 1 teremos paratodo k > kyque —r+c<c¢, =c<c+reportantoc, € I, 0
que queriamos demonstrar.

O Teorema, a seguir, trata da unicidade do limite.

Teorema 3.1. Se existir um nimero real [ tal que lim x,, = [, entao ele é unico. (Fun-
n—o0
damentos de Calculo, PROFMAT, u.1, p.13).
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Demonstragdo. Suponha por absurdo que lim z,, = [; e que lim z, = [y, com ] # 5.
n—o0 n—oo

Tome r = @ > (. Assim, existem inteiros positivos n; e ns tais que paratodo n > n;,

|z, — 11| < reparatodon > na,

x, —ls| < r. Tomando-se ng =max{n;,n,}, temos que
|z, —li| < relx,—Iy| <r, paratodon > ny, 0oque éequivalentealy —r <z, <l +r
ely—r <z, <ly+r, paratodo n > nyg. Multiplicando-se a primeira desigualdade
por —1, obtemos a desigualdade —l; — r < —x, < r — [;. Agora, adicionando-a a
segunda, obtemos [, — [y — 2r < 0 < Iy — [ + 2r, ou seja, —2r < [} — Iy < 2r, donde
|lo — I4] < 2r = |ly — [|, absurdo. Provamos assim que o limite é Unico. (Fundamentos
de Calculo, PROFMAT, u.1, p.20). O

Os Teoremas, a seguir, tratam da limitagao de sequéncias convergentes e da com-
pletude dos numeros reais.

Teorema 32. Toda sequéncia convergente € limitada. (Fundamentos de Calculo, PROF-
MAT, u.1, p.13).

Demonstracéo. Seja (z,,) uma sequéncia convergente, tal que ’rzll—)nc}o x, = [. Pela defini-
cao de sequéncia convergente, temos que dado um intervalo limitado / contendo /,
existe um inteiro positivo n tal que para todo inteiro n > ngy, tem-se que z,, € I. Assim,
0s Unicos termos da sequéncia que eventualmente ndo pertencem ao intervalo 7, sao
0s termos z1, s, . . ., Tp,, Portanto em numero finito.

Basta agora tomar um intervalo limitado .J contendo o intervalo I e também os ter-
mos x1, s, . .., T,, . Obtemos assim, que todos os termos da sequéncia pertencem ao
intervalo J e que, portanto, (z,) € limitada. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.1,

p.14).
Teorema 3.3. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente. (LIMA, 2006, p.25).

Demonstracéo. Seja (x,,) monotona, digamos ndo decrescente, limitada. Escrevamos
X =x1,...,%p,...€a = supX. Afirmamos que a = lim x,,. Com efeito, dado ¢ > 0, 0
numero a — e ndo é cota superior de X. Logo existe ny € Ntalque a — e < z,,, < a.
Assim,n >nyg=a—€<xz,, <z, <a+eedailimz, =a.

Semelhantemente, se (z,,) € ndo-crescente, limitada entao z,, € o infimo do conjunto
dos valores z,,. (LIMA, 2006, p.25). O

Os Teoremas e o Corolario a seguir e suas respectivas demonstragcoes tratam do
limite da soma, do limite do produto, do limite de polindmio, do limite do inverso, do
limite do quociente e da relacao entre limites e desigualdades aplicada a sequéncias.

Teorema 34. Se lim z,, =/ e lim y, = k, entdo lim (z, + y,) = [+ k. (Fundamentos

n—o0 n—o0 n—oo

de Calculo, PROFMAT, u.2, p.2).
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Demonstragao. Pela desigualdade triangular, para todo n, temos

[0+ ya) = L+ B)] = (@0 = 1) + (g — k)] < |2 = 1 + |y — K

A validade desta proposigao decorre do fato de que podemos tornar a soma |z,, — |+
|y, — k| tao préximo de zero quanto queiramos desde que tomemos n suficientemente
grande (pois isto vale tanto para |z, —[| quanto para |y, — k|. (Fundamentos de Calculo,
PROFMAT, u.2, p.2). O

Teorema 35. Se lim z,, =le lim y, = k, entdo lim z,.y, = (lim z,).(lim y,) = lk.
n—oo n—o0

n—o0 n—0o0 n—oo

(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.2, p.3).

Demonstragdo. Notemos que

TpYn — Lk = xpyn — 2ok + xpk — Ik = 2, (yn — k) + k(x, — 1)

Por outro lado, sabemos que existe M > 0 tal que |z,| < M para todo n, pois toda
sequéncia convergente € limitada. Portanto, para todo n,

|Tnyn — k] = |20 (yn — k) + k(2 = D)| < |20 (yn — K)| + k(20 — 1) = |20y — K| +
|kl — 1] < Mlyn — k| + [k[|zn, —1].

Dai resulta que lim z,y, = [k, j& que podemos tornar M|y, — k| + |k||z, — | tdo
proximo de zero qugr?tgoqueiramos desde que tomemos n suficientemente grande (pois
isto vale tanto para |z,, — [| quanto para |y, — k|. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT,

u.2, p.3-4). O
Por exemplo, seja c uma constante real arbitraria, x,, = cparatodon > 1e lim y, =
n—oo
k. Assim, como lim z, = lim ¢ = c temos, do teorema anterior que lim cy, =
n—oo n—0o0 n—oo
lim z,y, = (lim z,)(lim y,) = ck.
n—oo n—oo n—oo

Teorema 3.6. Seja p(x) = a,,z™ + ... + a1z + ag um polindbmio. Tem-se que lim z,, =

n—0o0

[ = lim p(z,) = p(lim z,) = p(l). (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.2, p.5).
n—oo n—oo

Demonstragdo. De fato, dos Teoremas 3.4, 3.5 e do exemplo anterior, segue-se que

lim p(z,) = lim (apz,™ + ...+ a12, + ao)
n—oo n—oo
= lim a,x," + ...+ lim a1z, + lim ag
n—0o0 n—0o0 n—0o0
= ap, lim z,"+...+a; lim z,, + ag
n—oo n—oo

= apl™+ ...+ arl+ag = p(l).

(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.2, p.5). O

Teorema 3.7. Se (y,) € uma sequéncia de nimeros reais nao nulos convergindo para
um numero real k£ nao nulo, entao a sequéncia (yi) converge para % (Fundamentos de
Calculo, PROFMAT, u.2, p.6).
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Demonstragdo. Seja r um numero real arbitrario no intervalo (0, 4?). Assim, r> > 0
e k> —r > 0. Como y, converge para k, sabemos que ky,, converge para k2. Logo,
existem inteiros positivos n; e n, tais que paran > n; temos |y, — k| < r? e paran > ny
temos |ky,, — k?| < k* —r. Tomando-se ng = max{ny,n,}, segue que para todo n > ny,
temos que |y, — k| < r* e |ky, — k*| < k* — r. Expandindo a ultima desigualdade,
obtemos ky, > r > 0 para todo n > ng, donde 0 < i < % Assim, concluimos que

para todo n > ny, —n -z |’“ky3jl"\ < ? = r, provando a proposi¢ao. (Fundamentos de
Calculo, PROFMAT, u.2, p.6). O
Corolario 3.1. Se lim z,, =l e hm yp = k, comy, # 0, paratodon € N, e k # 0
n—oo
lim z,
entao lim %= = T = E- (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.2, p.6).
n—oo Jn n=o0 "

Demonstragao. De fato, dos Teoremas 3.5 e 3.7, temos que

1 1 1 [
i = Jim ) = (Jim e (Jim o) =L =
(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.2, p.7). ]

Teorema 3.8. Se (z,,) € uma sequéncia convergente satisfazendo x,, < b paratodo n €

N(respectivamente, z,, > bparatodon € N), entao hm r, < b(respectivamente, lim x,,
n—oo

> b). (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.2, p. 7)

Demonstragdo. Provaremos apenas a primeira asserc¢ao, pois a segunda se prova de
modo analogo e a deixamos como exercicio para o leitor.

Seja lim z,, = [ e suponha por absurdo que [ > b. Tomemos r > 0, suficientemente
pequeno??::loloque [ —r>b.

Por definicao de limite de uma sequéncia, existe um inteiro positivo nq tal que para
todo n > ng tem-se que z,, € (I — r,l + r). Mas isso significa que para todo n > ny,
tem-se que z,, > b, contradizendo a hipotese =, < b para todo n € N. Concluimos,
portanto, que | < b. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.2, p.8). O

3.1.2 Limites de Funcoes

Vamos agora estender a definicao de limite para uma fungao f : R — R.

Definicao 32. Sejam f : D — R, onde D € o dominio de f, a € R tal que todo intervalo
aberto contendo a intersecte D\{a} e | € R. Diz-se que f(x) tende para [ quando x
tende para a, e escreve-se 9161_{% f(z) =1 (Ié-se: limite de f(x) quando x tende para a é
igual a /) quando para toda sequéncia (x,,) de elementos de D\{a} tal que nh_{go T, = a,
tem-se 7}13)10 f(x,) = l. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.3, p.4).
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Os Teoremas e o Corolario a seguir, com suas respectivas demonstragoes tratam
do limite de polinébmio, do limite da soma, do limite do produto e do limite do quociente
aplicado a fungdes, além do limite do produto de uma constante por uma fungao e do
limite da diferenca de duas fungoes.

Teorema 3.9. Se p € um polindmio qualquer, entdo, para todo a € R, lim p(z) = p(a).
r—a
(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.3, p.6).

Demonstracéo. De fato, tomemos qualquer sequéncia (x,,) de nimeros reais diferen-
tes de a tal que hm x, = a. Vimos no Teorema 3.6 que hm p(xn) = p(a). Assim,
lim p(x) = p(a). (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.3, p 6) O
r—a

Teorema 3.10. Sejam f,g : D — R e a € R tal que todo intervalo aberto contendo «a
intersecte D\{a}. Se lim f(x) =, e lim g(z) = l,, entao,
r—a Tr—a

Tr—a

(b)lim (fg)(x) = hilz
(c)Se g(z) # O paratodo x € D el # 0, tem-se que hm(i)( )= l—l (Fundamentos
de Calculo, PROFMAT, u.3, p.9).

Demonstragcdo. (a) Seja (x,) uma sequéncia arbitraria de elementos de D\{a} tal que
nh_{go x, = a. Como hm f( ) = 11, segue-se que nh—>r20 f(z,) =1, e, como 31651(11 g(x) =y,
segue que nlggo g(:vn) = 5. Pelo Teorema 3.4, obtemos JLIEOU +9)(x,) = Jlr{}o(f(xn) +
g(wn)) = lim f(zn) + lim g(z,) =l + lo.

Portanto, pela definicao de limite, glcig(ll(f + g)(x) = l; + lo, como haviamos afirmado.

(b) De fato, seja (r,,) uma sequéncia arbitraria de elementos de D\{a} tal que
h_>m z, = a. Como hm f(z) = 1, segue-se que li_>m f(z,) =1, e, como li_r>n g(x) = lo,

segue que lim g(xn) = l,. Pelo Teorema 3.5, obtemos lim (fg)(z,) = lim (f(z,)g9(z,))
n—oo n—oo n—oo
= (lim f(x,))(lim g(z,)) = l1l,. Portanto, pela definigao de limite, lim(fg)(z) = {1ls.
n—00 n—00 T—a

(c) A demonstragao deste item é analoga as dos itens anteriores, lembrando que
devera ser usado o Corolario 3.1. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.3, p.10). O
Corolario 3.2. Sejam f,g : D — R como no enunciado do Teorema 3.10.

(@) Sec € R, entdo lim cf(z) = clim f(x) = cly.
Tr—a T—ra

(b) lim(f — g)(x) = l; — ls. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.3, p.10).

T—a
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Demonstragao. (a) Aplique o item (b) do Teorema 3.10 com g(x) = ¢ a fungao constante.

(b) Observe que liin(f(x) —g(x)) = li_rfl[f(x) + (—g(z))] e aplique a esta ultima
expressao os itens (a) do Teorema 3.10 e do presente corolario. (Fundamentos de
Calculo, PROFMAT, u.3, p.10). O

Antes de definirmos a derivada de uma fungao faz-se necessario definirmos quando
uma fungao é continua em um dado ponto de seu dominio e quando uma fungao é dita
continua. As definicoes a seguir tratam deste topico.

3.2 Limites e Continuidade

Definicao 3.3. Sejam f : D — R uma fungao definida no dominio D € Re a € D, um

ponto tal que todo intervalo aberto contendo « intersecta D\{a}. Dizemos que a fungao

f é continua em a se lim f(z) = f(a). (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.7, p.3).
Tr—a

Definicao 3.4. Seja f : D — R. Dizemos que f € continua se f for continua em todos
os elementos de D. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.7, p.4).

Assim, por exemplo, podemos afirmar que toda fungao polinomial p : R — R é
continua pois, pelo Teorema 3.9, temos lim p(z) = p(a) paratodo a € R, isto é p é
continua em todos os pontos de seu domi;rrﬁg.

Os Teoremas, a seguir, e suas respectivas demonstragoes tratam respectivamente
do Teorema do Valor Intermediario, da imagem de um intervalo e do Teorema de Wei-
erstrass e auxiliarao em nosso estudo sobre integral de uma fungao.

Teorema 3.11. Seja f : [a,b] — R uma funcéo continua e seja d um nimero entre f(a)
e f(b). Entao existe um nimero ¢ € (a,b) tal que f(c) = d. (Fundamentos de Calculo,
PROFMAT, u.8, p.5).

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos supor que f(a) < d < f(b).
Além disso, considerando ¢ : [a,b] — R a funcao definida por g(z) = f(z) — d, também
continua, observamos que basta demonstrar o teorema para o caso em que d = 0.
Logo, podemos supor que f(a) < 0 < f(b) e, portanto, queremos achar ¢ € (a,b) tal
que f(c) =0.

A estratégia que usaremos para achar esse numero c € a seguinte: construiremos
duas sequéncias monétonas contidas em [a, b], portanto limitadas. Pela completude
dos numeros reais, elas sao convergentes. Além disso, a sequéncia obtida tomando a
distancia entre os seus termos, converge para zero. Portanto, elas convergem para um
mesmo ponto c. Esse ponto é o candidato a solugdo de f(z) = 0. Vamos aos detalhes.
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Construimos duas sequéncias, (a,) e (b,), da seguinte maneira: a; = a e by = b.
Sejam; = % o ponto médio do intervalo [a, b]. Apenas uma das trés possibilidades
pode ocorrer: f(my) = 0, f(my) < 0ou f(m;) > 0. Caso f(m;) = 0. Neste caso,
tomando ¢ = m,, o teorema esta demonstrado. Caso f(m;) < 0. Neste caso, escolhe-
mos a, = my € by = by. Isto &, estamos abandonando a primeira metade do intervalo
[a, b]. Veja na ilustragé@o a seguir.

—HHHHHH

ay az |’)1 = bz

Fonte: Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.8, p.15.

Caso f(mq) > 0. Neste caso, escolnemos a; = a; € by = m;. Isto €, abandonamos
a outra metade do intervalo.

[ IS NSNENNAI
L 1rrirrerina

a; = ag b

Fonte: Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.8, p.15.

Repetimos este processo fazendo my = “22;”2 Novamente, se f(my) = 0, entdo o
resultado é verdadeiro. Se f(msy) < 0, escolhemos a3 = my € by = by. Se f(ms) > 0,
escolhemos a; = ay € by = ma.

Prosseguindo desta forma, ou obtemos uma solugao de f(x) = 0, como algum ponto
médio dos subintervalos, ou produzimos duas sequéncias monétonas, (a,) e (b,), tais
que para todo numero n € N,

oa, S Ap+1 e bn Z bn—i—l;

_ bi—aq .
.bn — ap = 12n ’

of(ay) <0e f(by) > 0.

A primeira afirmagao, mais o fato de todos os elementos das duas sequéncias es-
tarem contidos no intervalo [a, b, pelo Teorema 3.3, implicam que as duas sequéncias
convergem. Sejam lima,, = ¢; e limb,, = ¢». A segunda afirmacgao garante que ¢; = cs.
De fato, ¢ — ¢; = limb,, — lim a,, = lim(b,, — a,,) = 0.

Logo, ¢; = ¢;. Chamaremos esse numero de c. Este é o candidato a solugéao de
f(z) = 0. Para mostrar isso, usamos a hipdtese da continuidade. Como f é continua,
lim f(a,) = lim f(b,) = f(c). A terceira afirmagao garante, pelo Teorema 3.8, que
lim f(a,) = f(c) < 0elim f(b,) = f(c) > 0. Portanto, f(c) = 0. (Fundamentos de
Calculo, PROFMAT, u.8, p.15-16).

Teorema 3.12. Seja f : I — R uma fungao continua definida em um intervalo /. Entao,
f(I) é um intervalo. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.8, p.5).
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Demonstracdo. Na verdade, vamos mostrar que a imagem f(/), do intervalo I por f
possui a seguinte propriedade: se a e 3 sao elementos de f(/), entdo o intervalo de
extremos « e 3 esta contido em f(I). Esta caracterizagao dos subconjuntos de R que
sao intervalos é bastante intuitiva e poderia ser demonstrada rigorosamente usando a
completude de R. Note que estamos considerando todos os tipos de intervalos, inclusive
Re {a} = [a,a].

Vamos aos detalhes. Se f é constante, f(I) reduz-se a um conjunto com um Unico
elemento. Vamos entdo supor f nao constante e sejam a e  elementos de f([). Entao,
existem a e b em I tais que f(a) = « e f(b) = [B. Suponhamos, sem perder em
generalidade, que a < b. Aqui usamos a hipétese de I ser um intervalo: [a,b] — I. A
fungao f, continua em I, quando restrita a [a, b], ainda € uma fungao continua. Agora,
suponha ~ um elemento qualquer entre « e 5. Portanto, v € um elemento entre f(a) e
f(b) e, pelo Teorema do Valor Intermediéario aplicado a f restrita a [a, b], existe ¢ € [a, ]
tal que f(c) = ~. Isso quer dizer que todos os elementos entre « e 5 s@o elementos de
f(I), ou seja, [a, B] C f(I). (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.8, p.6). O

Teorema 3.13. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua definida no intervalo [a,b],
fechado e limitado da reta. Entdo, existem nimeros ¢ e d, contidos em |[a, b, tais que,
para todo x € [a,b], f(c) < f(x) < f(d). (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.8,
p.9).

Demonstragdo. Vamos mostrar que a imagem de [a, b] por f € um intervalo fechado
e limitado [C, D]. J& sabemos que f([a,b]) = I, um intervalo. Se f for constante,
I =[C,C] = {C}. Vamos supor que f ndo é constante.

Mostraremos inicialmente que I € um intervalo limitado. Suponhamos, por absurdo,
que I nao seja limitado. Podemos entdao tomar (sem perda de generalidade) uma
sequéncia (y,) de elementos de I, escolhendo y; um elemento qualquer de I e fazendo
Yn = Yn_1 + 1, paran > 2. Entao, limy, = +oo. Na verdade, qualquer subsequéncia
(y,,) também satisfaz a condigdo lim y,, = +o0.

Considere agora a sequéncia (a,) de elementos de [a, b], tal que f(a,) = y,. Apli-
cando o Teorema 2.1, podemos considerar (a, ), uma subsequéncia monétona de (a,,),
que também ¢é limitada, uma vez que seus elementos pertencem ao intervalo [a, b].
Pelo Teorema 3.3, da completude dos numeros reais, essa subsequéncia converge
para algum ndmero em [a, b], digamos lima,, = [. A continuidade de f garante que
limy,, = lim f(a,’) = f(I), que contradiz o fato limy,» = +o00. Logo, I € um intervalo
limitado.

Vamos agora provar que [ é fechado. Suponhamos que D seja 0 extremo superior
de I. Vamos mostrar que D € f([a,c]). A estratégia € a mesma. Tomemos (z,) uma
sequéncia de elementos distintos de I, tal que lim z, = D. Podemos considerar, por

_ D_anl

exemplo, z; um elemento de I e, portanto, z; < D. Defina z, = ==, paran > 2.
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Agora, seja (b,) a sequéncia de elementos de [a, b] tal que f(b,,) = z,. Escolha uma
subsequéncia (b,/) monotona e limitada, portanto convergente. Digamos limb,, = d.
A continuidade de f garante que lim f(b,/) = f(d) = lim(z,/) = D. Isto prova que
D € I = f([a,b]). Analogamente, prova-se que C, o extremo inferior do intervalo I,
também pertence a I. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.8, p.17).

4 DERIVADAS

Vamos agora definir a derivada de uma fungéo. Para isto, dada uma curva do RR?
denomina-se coeficiente angular ou inclinagcao da reta secante a curva, passando pelos
pontos P = (xo, f(z0)) € Q = (x1, f(x1)) desta, arazéo f@1)=fo) _ f(””‘)*h,z_f(m), onde

T1—T0

h =x1 — zg.

Com base no conceito de inclinagao de uma reta e na expressao do limite de uma
funcao, poderemos a seguir tratar da definigao de derivada de uma fungao e dar interpre-
tacao geométrica a mesma.

Definicao 4.1. A derivada de uma fungao y = f(x) definida em um intervalo aberto I

em um ponto x, € I é dada por f'(zg) = 1111Hc1) w
o

, caso este limite exista. Se
o limite existir a fungao f é dita derivavel em x,. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT,

u.9, p.4).

Definicao 4.2. Seja f uma fungao definida em um intervalo aberto /. Se f é derivavel
para todo ponto de seu dominio, dizemos que a fungao é derivavel e que a fungao f :
I — R que associa a cada = € [ o valor f'(x) é a fungao derivada de f. (Fundamentos
de Calculo, PROFMAT, u.9, p.4).

Podemos ainda representar por % a derivada f’(z) e por %’x::po a derivada da
fungao f no ponto x, de seu dominio, ou seja, f'(zo). A definicdo, a seguir, mostra
qgue a derivada de uma fungao f em um ponto P de abscissa x, € a inclinagao da reta
tangente a curva, grafico da fungao, no ponto P.

Definicao 4.3. A reta tangente a uma curva que é grafico de y = f(z) em um ponto
P = (zo, f(z0)) € areta que passa por P e cujo coeficiente angular é dado por f'(zg) =

lim Hzoth)2J(x0) 'ge o limite existir. (Fundamentos de Célculo, PROFMAT, u.9, p.8).
—

Por exemplo, as inclinagcoes das retas tangentes aos graficos das fungdes constante
(f : R = R, tendo-se f(z) = k, com k constante) e identidade (f : R — R, onde
f(z) = x), em um ponto qualquer P = (x, f(x)) de seus graficos, podem ser obtidas
como segue.

_ 1o — T LEHR=F@) s k—k _ 1
Sy = ks S =g S
of(5) ==

1Y — Tign L@ =f@) (@b = o h i
fla) = Jim T2 = s = i = i
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Uma observagao importante é a de que uma funcao f sé é derivavel em um ponto

P = (zo, f(x0)) de seu grafico se os limites 11151 w e h111£1+
- —
iguais, ou seja, se a derivada da funcao f for a mesma quando nos aproximamos de x

—(””h) f@o) forem

pela esquerda (h — 07) ou pela direita (h — 07).

Os Teoremas e o Corolario a seguir, com suas respectivas demonstragoes tratam da
continuidade de uma fungao derivavel, da derivada da soma, da derivada do produto,
da derivada do produto de uma constante por uma funcao e da derivada da diferenca
aplicada a funcgoes.

Teorema 4.1. Seja f um funcao definida em um intervalo aberto /. Se f é derivavel em
xg € I entdo f € continua em x,. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.9, p.20).

Demonstragdo. Temos que f(xo + h) — f(xg) = M h. Passando ao limite
quando h — O:

: _ _ 1im f@oth)—f(@0) 1s

hm flzo+h) — fxg) = }lLli% . }lg]% h.

Mas lim % f'(z)elim h = 0. Logo lim f(xo+h)—f(zo) = f'(2).0 =0, 0que
h—0 h—0 h—0

mostra que f € continua em z,. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.9, p.20). ]
A prova e o Teorema a seguir tratam da derivada da soma de duas fungoes.

Demonstragdo. Vamos provar que a derivada da soma de duas fungdes € a soma das
derivadas das fungoes. Sejam f(x) e g(z) duas fungdes reais. Entao

(f+g)@z+h)—=(f+g)(x) = flx+h)+g(x+h)—(f(r)+g(r))
= (flx+h) = f(2)+ (9(x + h) — g(x)).

Portanto,

(f+9)(x+h)—(f+9)(x)

(f+9)(x) = lim

h—0 h
o () — f(@) + (g +h) ~ g())
h—0 h

caso os limites envolvidos existam. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.10, p.2-
3). O

Teorema 42. Sejam f e g duas fungdes definidas em um intervalo aberto /. Se as duas
funcdes forem derivaveis em z, € I, entdo a fungado soma f + g € derivavel em x, e vale
que (f + g)'(zo) = f'(z0) + ¢'(x0). (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.10, p.3).

A prova e o Teorema a seguir tratam da derivada do produto de duas fungoes.
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Demonstragdo. Vamos obter uma formula para a derivada do produto de duas fungoes
(fg)(x) = f(z)g(x). Observe inicialmente que:

fe+h)g(e+h)—=f(x)g(x) = fx+h)g(z+h) = f(x)g(z+h)+ f(x)g(z+h) = f(x)g(z)
em que simplesmente somamos e subtraimos na expressao a parcela f(z)g(z + h).
Reagrupando a expressao:

f+h)g(x+h) = fle)g(x) = [fle+h)glz+h) = f(x)g(e+h)+ f(z)g(x+h)
—f(x)g(x)
= (fz+h) = f@)g(z+h)+ f(x)(g(x + h) — g(x)).

Dividindo a expressao por h e passando ao limite h — 0, obtemos:

. eth)glz+h)—f(z)g(= : x+h)—f(x . z4+h)—g(x
}}E% f(z+h)g( +h) f@)g(@) _ }Lﬂwg(erh) +}1L%f(x)w
. xh— T . ;Eh_ .
— (}lgr(l) Ueth=f@)yg (1) + f(a;)(}lli%w)_

Observe que no desenvolvimento acima usamos as propriedades do limite da soma
e do produto, estudados anteriormente. Usamos também a continuidade da funcao g,
assegurada pelo Teorema 4.1 para o caso em que g € derivavel. Os limites na ultima
equagao acima sao, supondo f e g derivaveis, respectivamente, os valores de f'(z) e
¢'(x). Provamos, portanto, a seguinte proposi¢ao. (Fundamentos de Calculo, PROF-
MAT, u.10, p.4). O

Teorema 4.3. Sejam f e g duas funcdes definidas em um intervalo aberto /. Se as duas
fungdes forem derivaveis em x, € I, entdo a fungdo produto (fg)(z) € derivavel em z,
evale que (fg) (xo) = f'(x0)g(xo) + f(x0)g' (x0). (Fundamentos de Calculo, PROFMAT,
u.10, p.5).

Corolario 4.1. Se k£ é uma constante e f uma fungao derivavel entdao (kf) = kf’.
(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.10, p.5).

Demonstragéo. (kf) = (k) f+k(f) =0.f+k.f = kf', em que usamos o fato de que
a derivada da constante é zero. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.10, p.5). O

Corolario 4.2. Se f e g sdo fungoes derivaveis entao (f —g)' = f' — ¢'.

Demonstragdo. (f —g) = (f+(=9)) = +(=9) = f +(=¢) = f' — g, emque
usamos o Teorema 4.2 e o Corolario 4.1. O

As proposicoes a seguir, tratam da derivada da poténcia aplicada a fungdes, da
definicao de valores maximos e minimos absolutos de uma fungao, e da definicao e
determinagao dos valores maximos e minimos relativos de uma fungao.
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Teorema 4.4. A funcao f(z) = 2™ é derivavel paratodo z € Rsen > 0e [...] f'(x) =
(z™)" = nz"~! (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.10, p.7).

Demonstragdo. Se n = 0 o resultado se segue imediatamente, pois 2° = 1, cuja deri-
vada é 0. Provaremos o caso n > 0 por indugao. Vale para n = 1, pois

fla)=a'=z= f(z)=1=12""

Suponha que o resultado vale para n = k, ou seja, f(z) = z* é derivavel e f'(z) =
kx*=1, entdo, aplicando a regra do produto, temos que g(z) = z*! = x.2* é derivavel e
(P = (z.2%) = d/a* + 2. (2%) = 2F +kaa?! = 2F + ka® = (k+1)2*, 0 que completa
a prova do caso n > 1. [...] (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.10, p.8). O]

Definicao 4.4. Um fungéo f : D — R tem maximo absoluto em ¢ se f(x) < f(c) para
todo « no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor maximo de f em
D. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.13, p.2).

Definicao 4.5. Um fungédo f : D — R tem minimo absoluto em ¢ se f(z) > f(c) para
todo = no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) € chamado valor minimo de f em
D. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.13, p.2).

Definicao 4.6. Uma fungao tem maximo local (ou maximo relativo) em um ponto ¢ de
seu dominio, se existe intervalo aberto [, tal que ¢ € I e f(z) < f(c) paratodo z € I.
Neste caso, dizemos que f(c) € valor maximo local de f. (Fundamentos de Calculo,
PROFMAT, u.13, p.4).

Definicao 4.7. Uma fungao tem minimo local (ou minimo relativo) em um ponto ¢ de
seu dominio, se existe intervalo aberto /, tal que c € I e f(x) > f(c) paratodo z € I.
Neste caso, dizemos que f(c) € valor minimo local de f. (Fundamentos de Calculo,
PROFMAT, u.13, p.4).

Teorema 45. Seja f : [ — R uma fungao f continua definida em um intervalo aberto /.
Se f tem maximo ou minimo localem = = ¢, ¢ € I e f é derivavel em c entdo f’(c) = 0.
(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.13, p.7).

Demonstragdo. Suponha que f tenha um maximo local em x = ¢. A prova do caso em
que f tem minimo local em ¢ é totalmente analoga.
Como f é derivavel em ¢, entao

i F@) =S o fl@) = flo) . f2) = fe)

T—>c™ r —cC T—ct r —cC T—C r—cC

= f'(c).

Como f(c) € maximo local, ha um intervalo (a,b) no dominio de f tal que ¢ € (a,b)
e f(x) < f(c). Portanto, f(z) — f(c) <0, paratodo z € (a,b).
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Se x < centdo x — ¢ < 0 e, portanto M > O parax € (a,b), logo
lim f@) = f(e) > 0. (1)
T—c™ Xr —C
Por outro lado, = > ¢ entdo « — ¢ > 0 e, portanto, (“) f( < 0Oparaz € (a,b), logo
lim f(@) = f(e) <0. (IT)
Tz—ct Tr—cC

Comparando as desigualdades (1) e (I]), e levando em conta que sdo 0 mesmo numero,

o @) =

lim —=—"—"—= = f'(c) = 0.

(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.13, p.7).
As proposicoes, a seguir, tratam do Teorema de Rolle e do Teorema do Valor Médio.

resulta

Teorema 4.6. Se f : [a,b] — R é continua em |[a, b] e derivavel no intervalo aberto
(a,b) e f(a) = f(b) entdo existe pelo menos um ndmero ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.13, p.14).

Demonstracéo. Pelo Teorema de Weierstrass, a fungao f continua em [a, b] possui valor
maximo e minimo no intervalo. Sejam m e M os valores de minimo e maximo absolutos
de f em [a,b], respectivamente. Se estes valores sdo assumidos nos extremos do
intervalo, por exemplo, f(a) = m e f(b) = M, entdo, como f(a) = f(b) por hipotese,
0 minimo e o0 maximo da funcao sao o mesmo valor e, portanto, a fungao é constante
em todo o intervalo. Como a derivada da fungdo constante é nula, temos f’(c) = 0 para
todo ¢ € (a,b), 0 que prova o Teorema de Rolle neste caso.

Caso o minimo ou maximo absoluto da fungado nao estejam nos extremos do inter-
valo, entdo ha um ponto ¢ no intervalo aberto (a, b) tal que f(c) € maximo ou minimo de
f- Entao c é extremo local de f e, pelo Teorema 4.5, como f é derivavel em (a, b) temos
f'(¢) = 0, o que conclui a demonstragao. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.13,
p.14-15).

O

Teorema 4.7. Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,b] e derivavel no intervalo

_ IO)-f@)

aberto (a,b). Entao existe pelo menos um ndmero ¢ € (a,b) tal que f'(c) —

(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.13, p.17).

Demonstragao. Para aplicar o Teorema de Rolle, faremos uso de uma funcao g, definida
a partir de f e tal que g(a) = ¢g(b). Seja a fungdo g : [a,b] — R definida por g(z) =
flz) — Mﬁ(a)x Entdo g é continua em [a, b] e derivavel em (a b). Além disso:

g(a) = f(a) — (l)) a(a) bf(a) af(b) e g(b) = f(b) — f(b a)y bf(az Zf(b)'
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Logo, g(a) = g(b). Podemos entao aplicar o Teorema de Rolle para g e concluir que
existe um ¢ € (a, b) tal que ¢'(c) = 0. Mas ¢'(z) = f'(z) — W

Logo, ¢'(¢) =0 = f'(c) = W 0 que completa a demonstracdo do Teorema do
Valor Médio. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.13, p.17).

Finalizamos nosso estudo tedrico com o conceito de integral de um funcao, onde
abordaremos o calculo da area de uma superficie e o calculo do volume de um sdlido.
O Teorema, sua demonstracao e as definicoes, a seguir, tratam da particao de um inter-

valo, da norma de uma particao, da soma de Riemann e da integral definida.

5 INTEGRAIS

Definicao 5.8. Se f é uma funcao continua definida em a < z < b, dividimos o
intervalo [a,b] em n subintervalos de comprimentos iguais Az = (b — a)/n. Sejam
zo(= a),x1, 2, ..., z,(= b) as extremidades desses subintervalos, escolhemos os pon-
tos amostrais z7, x5, ...,z nesses subintervalos, de forma que z; esteja no i-ésimo
subintervalo [z;_1, z;]. Entdo a integral definidade fdeaabé

/ @ = tim 3 £ A
a i=1

desde que este limite existia. Se ele existir, dizemos que f é integravel em [a, b].
(STEWART, 2011, p.376).

Teorema 5.8. Dada uma fungéo f : [a,b] — R continua, existem duas fungbes f, :
[a,b] = Re f_ : [a,b] — R, ambas continuas, tais que f(x) = fi(x)+ f_(z), f1(z) >0
e f_(x) <0, para todo = € [a, b]. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.17, p.11).

Demonstragédo. Basta escrever f,(z) = f(x), se f(z) > 0e fi(z) =0, se f(z) <0,
assim como f_(z) = f(x), se f(z) < 0e f_(x) =0, se f(x) > 0. Se f(z) >0
temos lim f, () = lim f(z) = f(a) = fi(a), pois f é continua, e se f(z) < 0 entao
lim f+(gcz17))a: lim 0 i—m(b) = fi(a), portanto a fungado f. € continua. A demonstracao
égaque a fung%?)a f_ € continua é analoga. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.17,
p.12). n

Definicao 5.9. No caso de f : [a,b] — R ser uma fungao tal que f(z) < 0, para todos
os elementos x € [a,b], tomamos g = —f e definimos fabf(a:)dx = —fabg(x)dx. No

/ab f(z)dx = /ab fi(z)dr + /ab f-(z)dz.

(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.17, p.12).

caso geral, definimos
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Definigdo 5.10. Seja f : [a,b] — R uma fungéo continua. E conveniente convencionar
as seguintes afirmacoes:

1.Seja ¢ um ponto de [a, b]. Entdo [* f(x)dz = 0.

2.[" f(x)dz = — [* f(«)dz. (Fundamentos de Célculo, PROFMAT, u.17, p.12-13).

Os Teoremas e a definicao, a seguir, tratam de algumas propriedades da integral
definida, da primitiva de uma funcao e do Teorema Fundamental do Calculo.

Teorema 5.9. Seja f : I — R uma funcao continua definida em intervalo I. Se a, b e
cel, entdo [° f(x)dz = [€ f(z)dz+ [ f(x)dx. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT,
u.17, p.16).

Demonstragdo. Consideremos inicialmente a possibilidade a < ¢ < b. Neste caso,
[a,c]U[c,b] = [a,b] C I e as restrigdes de f a cada intervalo mencionado é uma fungéo
continua. A propriedade segue do fato de que, se P é uma partigao de [a, c| e @) é uma
particao de [c, b], entdo P U () sera uma parti¢ao de [a, b]. O resultado entao seguira da
propriedade do limite sobre as partigoes.

Veja uma representacao grafica desta situacao.

[

Fonte: Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.17, p.16.

Nos casos de c coincidir com a ou com b ou se uma das situagoes, ¢ < a < b ou
a < b < cocorrer, basta lembrar que [* f(z)dz = 0 e que [ f(z)dz = — [ f(z)dx.
(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.17, p.16). ]

Teorema 5.10. Sejam f, g : [a,b] — R fungdes continuas, k£ € R uma constante. Entao
b b b
0 [ (@i = [ f@dss [ g

(i) /abkf(x)dx _ k/abf(:c)d:c.

(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.17, p.17).
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Demonstragao. Estas duas propriedades decorrem imediatamente das respectivas pro-
priedades do limite das Somas de Riemann. (Fundamentos de Calculo, PROFMAT,
u.17, p.17). O

Definicao 5.11. Seja f : [ C R — R uma funcao definida em um intervalo aberto I.
Dizemos que F' : I C R — R é uma primitiva de f se, paratodo z € I, F'(x) = f(x).
(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.18, p.2).

Em particular para a fungcéo f : R — R onde f(x) = 2", com n € N, temos a
LL‘"+1

fungéo primitiva F'(z) = - + C, onde C' é constante, pois verifica-se facilmente que
F'(z) = f(x).

Teorema 5.11. Seja f : I — R uma fungao continua definida no intervalo aberto I e
seja F' : [ — R uma primitiva de f. Entdo, se [a,b] C I, [ f(z)dz = F(b) — F(a).
(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.18, p.4).

Demonstragdo. Sabemos que o célculo do limite fab f(z)dx = leiﬁnozz;l f(ci)Az; in-
—

depende da escolha dos ¢; € [z;_1,x;]. Vamos entdo fazer uma escolha muito especial.
Seja Pawparticdoa = 29 < 71 < T2 < ... < Tp,1 < z, = b. Afungao F é
diferenciavel e, portanto, continua. Podemos entdo aplicar o Teorema do Valor Médio
para F' restrita a cada subintervalo [z;_1, x;] e escolher ¢; € [x;_1, z;] tal que
F(ci) = i) — Faioa) _ Fla) - F(ivz'—l).

Ti— Ti—1 Ax;

Ou seja, F(x;) — F(x;—1) = F'(¢;)Ax;. Para essa escolha de ¢;’s, temos
D fle)Awy =D Fe)Ax; = [F(x;) — F(ai)] = F(a) — F(b).
=1 =1 =1

Fazendo essa escolha especial para cada particao P, temos

b n
/f(x)dx: lim > f(c;)Az; = lim [F(b) — F(a)] = F(b) — F(a).

I1Pil—0 4= I1P][=0

(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.18, p.5). O

O texto explicativo com suas ilustragdes e a definicao, a seguir, tratam do volume de
um solido de revolugao.

Seja f : [a,b] — R uma fungéo continua tal que f(z) > 0, para todo
xr € [a,b]. Consideraremos o s6lido de revolugao obtido pela rotagao da
regiao limitada pelo eixo Ox e pelo grafico de f, em torno do eixo Ozx.



Fonte: Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.22, p.2.
Considere a = zg < 11 < 292 < ... < T,_1 < x, = b, uma particao
do intervalo [a, ] e, para cada subintervalo da particao, escolha um ponto
& € [xi_1,x;]. O volume do cilindro de raio f(&;) e altura Az; = x; —x;_1 é

AV, = n[f(&)]* Aw;.
A soma desses volumes,
D AV =Y r[f(&)] A,
=1 =1
€ uma soma de Riemann e, na medida em que tomamos particdes mais e

mais finas, os cilindros empilhados formam um sélido que se parece cada
vez mais com o sélido de revolugao original.

Fonte: Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.22, p.3.

Como afungao f é continua, a fungdo g(x) = «[f(z)]* também é continua.
(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.22, p.2-3).
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Definicao 5.12. O volume V' do sélido obtido pela revolugao da regiao sob o grafico da

fungao continua, positiva, f : [a,b] — R em torno do eixo Ox é

n

b
V= lim Sorlfe)Pan = [ wife)

=

(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.22, p.3).
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O texto explicativo com suas ilustracdes e a definicao, a seguir, tratam da area da
superficie de um sélido de revolugao.

Vamos agora obter areas das superficies que recobrem os sélidos de
revolugao. O ponto de partida sera o tronco de cone. A area de um tronco
de cone reto, de geratriz g, com raio da base maior R e raio da base menor
r € igual a area de um trapézio de altura g, com base maior 27 R e base
menor 27r. Isto é, A = w(R +1)g.

-

/ - //// \\

Fonte: Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.22, p.11.

Seja S a superficie obtida da rotagdo do grafico da fungao continua
f : [a,b] — R cuja restrigdo ao intervalo aberto (a,b) é de classe C; (di-
zemos que uma fungao € de classe ', quando, além de ser diferenciavel, a
funcao derivada f’ € continua). Queremos atribuir uma area a S. Usaremos
0 seguinte processo de aproximagao: para cada particdo a = xy < 1 <
Ty < ... < x, = bdointervalo [a, b], consideraremos os troncos de cone ob-
tidos pela revolugao dos segmentos de reta que unem os pontos sucessivos
(xi—1, f(xi1)) € (z, f(x;)). Veja na figura a seguir.

A unido desses troncos de cone aproximam a superficie de revolugao, na
medida em que tomamos particoes mais finas.

Fonte: Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.22, p.11.

A area da superficie obtida pela unido dos cones € a soma das areas
dos cones:

n

ZAZ' = Zﬁ(f(xi—ﬁ + fx))ls,

i=1
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onde l; = \/(x; — x;_1)? + (f(z:) — f(x;_1))? é 0 comprimento do segmento
de reta unindo os pontos (z;_1, f(z;-1)) e (x;, f(z;)), a geratriz do tronco
que tem como raios das bases f(z;_1) e f(z;).
Usaremos agora o fato de f ser uma funcgao diferenciavel. Pelo Teorema
do Valor Médio, existe um nimero &; € [z;_1, x;] tal que
pey = e =),

Ty — Ti—1

para cada i = 1,2,3,...,n. Assim, podemos trocar f(x;) — f(z;—1) por
1 (&) (x; — z;-1) na férmula que determina [;, obtendo:

o= V(wi—zi1)? + (f'(&) (= i'fz'—l))QZ
= \/AIL‘?—I—(f ))2Ax? = /1 + (f'(x;))?Ax;.

Além disso, como f € continua, sabemos que o intervalo limitado pelos
numeros f(x;_1) e f(x;) esta contido na imagem de f. Isto €, a equagao
f(z) = M tem solugédo no intervalo [z; 1, z;|, para todos os valores de M
entre os numeros f(z;_1) e f(x;).

Em particular, existe ¢; € [z;_1, x;], tal que f((;) = , para cada
i=1,2,...,n. Isso significa que (; € a solugao da equagao f(x) = M, onde
M é o ponto médio entre f(x;—1) e f(z;). Ou seja, 2f(¢;) = f(xi—1) + f(x:).

Com mais essa alteragdo, nossa férmula para ) ., A; ficou assim:

2

ZAi = 2772 FG)VI+ (f'(&))*Axy.

(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.22, p.11-12).

A definicao a seguir foi obtida tomando-se o limite das somas de Riemann na férmula
anterior.

Definicao 5.13. Seja f : [¢,b] — R uma fungdo continua e positiva, cuja restricao ao
intervalo (a, b) € de classe . A area da superficie gerada pela rotagao do grafico de f
em torno do eixo Ox é definida pela integral

A= 27r/f($)\/ 14 (f'(x))%dx.

(Fundamentos de Calculo, PROFMAT, u.22, p.13).
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6 COORDENADAS GEOMETRICAS EM FUNCOES PARAMETRICAS
6.1 Exemplo 1

Seja n um namero natural e 22 + y?> = 1 a equagéo cartesiana de uma circun-
feréncia A\ C R? de centro na origem e raio igual a 1. Sabe-se que )\ contém os
pontos A=(-1,0), B=(0,1), C=(1,0) e D=(0,-1). No entanto, mostraremos que é possivel
encontrar uma curva diferente de A passando por estes pontos. Para tal, escrevere-
mos duas sequéncias tendo n como parametro. A primeira sequéncia chamaremos
(z,) : (=1,0,1,0) e a segunda sequéncia chamaremos (y,) : (0,1,0,—1) contendo,
respectivamente, as coordenadas abscissas e ordenadas dos pontos dados quando
nos deslocamos do ponto A até o ponto D, nesta ordem.

Iremos entao encontrar os termos gerais para as sequéncias (x,,) e (y,) observando
as variagoes contidas entre os seus termos como descreveremos a seguir.

Sequéncia (z,,):

-2
0,-2
1,1, -1
-1,0,1,0

Obtemos pelas variagoes de (z,,) um esquema em piramide que nos fornece outras
trés sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (chamaremos (r,,)) sera
considerada uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a -2, portanto
r, = —2, para todo n. A segunda sequéncia (chamaremos (s,)) € uma progressao
aritmética de razao r iguala-2 etermogeral s, = s; +(n —1).r =0+ (n — 1).(-2) =
—2n + 2. J& na terceira sequéncia (a chamaremos (¢,,)) podemos obter seu n-ésimo
termo somando-se a ¢t; os n — 1 primeiros termos da segunda sequéncia, isto é:

n—1
. . (81 + Sn_l).<n — 1)
t, = t1+;si—1+ 5
14 0+ (—2(n—-1) +2).(n— 1) B 24 (—2n+4).(n—1)
N 2 N 2
2—2M24+2Mm+4n—4 =22 +6n-2 )

Finalmente podemos obter x,, de forma analoga a que utilizamos para obtermos a
sequéncia anterior, ou seja:

n—1

n—1
Th o= ;4 Y ti=—1+Y (—i*+3i—1)
=1

i=1
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T, = —14(-1 nz_:l2+3 nz_:z—l— nz_:l
— 14 (=) —1).((n—1) 6)(2(n 1) + )+3.(n—1).((721—1)+1)
—(n—1)
_ _1_<n_1)'%(2n_1) 3(n;1) 1)
I 1)-<—2r§+ W0n—6) _ (n- 1).(—7;2+5n—3)
— —1+_n3+5n2_3"+n2—5n+3:—n3+6n2—8n.
3 3

Utilizando o mesmo processo descrito anteriormente para a sequéncia (y,,) teremos:

0,1,0,-1

Obtemos pelas variagdes de (y,) um esquema em piramide que nos fornece ou-
tras trés sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (chamaremos (r,,))
sera considerada uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 2, por-
tanto r,, = 2, para todo n. A segunda sequéncia (chamaremos (s,,)) € uma progressao
aritmética de razao r igual a 2 e portanto sua expressao pode ser facilmente encontrada
por s, = s+ (n—1)r = -2+ (n—1).2 = 2n — 4. J& na terceira sequéncia (a cha-
maremos (t,,)) podemos obter seu n-ésimo termo somando-se a ¢; os n — 1 primeiros
termos da segunda sequéncia, isto é:

n—1 n—1 n—1 n—1
th o= i+ Y si=1+) (2i—4)=1+2) i—-4) 1
=1 =1 =1 =1
(n—1).(n—1)+1)
2

= 1+2. —4n—-1)=1+n—-1)n—4n+4

= n?>—>5n+5.

Finalmente podemos encontrar uma expressao para (y,) de forma analoga a que
utilizamos para obtermos a sequéncia anterior, ou seja:

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1

i2—5.2i+5.21

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

&

!
<
+

7
|
(an)
+

(]
|
o
+
t



40

(n—=1).((n—=1)+1).(2.(n—1)+1) (n—1).(n—1)+1)

- _5. (n—1
Y 5 5 5 +5.(n )
—1Dn.(2n—-1 5.(n—1).

RS TEYCIES U T

~ (n—1).(2n* —16n+30) (n—1).(n* —8n+15)

N 6 N 3

=8 +15n—n*+8n—15 n®—9n*+23n—15

N 3 N 3 '

Podemos entdo, com o auxilio do software Winplot, visualisar o grafico da curva
obtida pelo conjunto de pontos P=(x,,y,), conforme mostra a Figura 01:

E Curva passando pelos pontos A, B, Ce D. = @
File Equa View Btns One Two Anim Misc
(®x,¥) =

((-t~3+6t*2-8t) /3, (£*3-9L"2+23t-15)/3); 0.0 <= t <=
(%,v) (-1,0)

(%,¥)
(%, %)
(%, ¥)

(1, .l
(0,-1)

™

Fig.01. Na janela inventory do programa Winplot, o parametro n em

questao estéa representado pela letra t usada pelo programa, sendo

a variagao de t ajustada para o intervalo 0 <t < 5,comt € R.

Uma outra forma de obtermos os resultados descritos anteriormente é escrevermos

o termo z,, como uma fungdo f : N — N tal que z,, = f(n), e (z,) : (—=1,0,1,0).
Assim sendo, f associa elementos do conjunto N as abscissas dos pontos A, B, C e D,
ou seja, o grafico de f necessariamente contém os pontos X=(1,-1), Y=(2,0), Z=(3,1) e
W=(4,0) cujas primeiras coordenadas sao elementos de N e as segundas coordenadas
sao elementos da sequéncia (z,,) : (—1,0,1,0). Assim, como ja sabemos que a fungao
f é uma funcao polinomial de grau trés, definiremos f : N — Nonde f(n) = a+ bn +
en? + dn?, com a, b, ¢, d constantes. Logo:

fM=a+bl4+cl?24+dlP=a+b+c+d=—1=un
fQ) =a+b2+c22+d22=a+2b+4c+8d =0 =,
fB)=a+03+¢c3*+d3P=a+30+9+27d=1=x3
fA)=a+bd+cd?>+d4®>=a+4b+ 16c + 64d = 0 = 24
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Obtemos entao o seguinte sistema linear com quatro equagoes e quatro variaveis:

a+b+c+d=-1
a+2b+4c+8d =0
a+3b+9c+27d =1
a+ 4b + 16¢ + 64d = 0

Assim, operando por meio de transformacoes elementares sobre as linhas [y, 5,13
l4 da matriz ampliada A associada ao sistema linear obtido acima, iremos encontrar os
valores dos coeficientes a, b, c e d da funcao f. Logo:

L |11 1 1]-1 — 11 1 1/[-1
Sl |13 9 27| 1| Lb=l—0L |02 8 26| 2
Iy |1 416 64| 0| ly—1ly—1 |0 3 15 63| 1
— 1 0 -2 —6|—2 1 0 -2 —6|-2
Lh—=li—1l, |01 71 — 01 3 7
ls—=13—2l, | 0 0 120 0| =% 100 1 6] 0
Iy = 14—3l, |00 42 | —2 00 6 422
— 100 6 |2 100 6 |—2
=0 +25 |01 0 —11| 1 — 01 0 —11] 1
lb—lb—3l; {001 6 | 0| L—=>% 001 6| 0
ly—=1,—6l; [0 00 6 |—2 000 1 |—3
— 1000 O
Lh—=hL—6l [0 1003
l2—>l2+11l4 0010 2
13—>l3—6l3 0 0 01 —%
Portanto concluimos que a = 0, b = —%, c=2ed = —% e, por conseguinte,

Tp = f(n) =0—sn+2n* — in® = m conforme obtivemos anteriormente.

Escreveremos agora o termo y,, como sendo a fungéo g : N — N tal que y,, = g(n),
e (yn) : (0,1,0,—1). Assim sendo, g associa elementos do conjunto N as ordenadas
dos pontos A, B, C e D, ou seja, o grafico de g necessariamente contém os pontos
X'=(1,0), Y’=(2,1), Z’=(3,0) e W’=(4,-1) cujas primeiras coordenadas sao elementos de

N e as segundas coordenadas sao elementos da sequéncia (y,,).
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Assim, uma vez que a fungao g também é uma funcao polinomial de grau trés, defi-
niremos g : N — N com g(n) = a + bn + cn?® + dn? e a, b, ¢, d constantes. Logo:

()=a+bl+cl?2+d1®P=a+b+c+d=0=1y
9g2)=a+b2+c22+d22=a+2b+4c+8d=1=1y,
B)=a+b3+c3?+d33=a+3b+9c+27d =0 = y3
(4)=a+bd+ca>+d4>=a+4b+ 16c+64d = —1 =y,

Obtemos entao o seguinte sistema linear com quatro equagdes e quatro variaveis:

a+b+c+d=0
a+2b+4c+8d=1
a+3b+9c+27d=0
a+ 4b+ 16¢c + 64d = —1

Por meio de transformacgdes elementares sobre as linhas [y, s, I3 € [, da matriz am-
pliada A associada ao sistema linear, entao obtido, encontraremos os valores dos coe-
ficientes a, b, c e d da fungdo g. Logo:

Lo| 11 0 — 11 1 1] 0
g b 12 8| 1| b—=lb—04 |01 3 7| 1
53 |13 9 27 0| ls—=l—0l [0 2 8 26| 0
b |1 416 64|—1| Ly—L—1 |0 3 15 63|—1
- 10 -2 —6|—1] (10 -2 —6|-1
L=l =1 01 7 1 — 01 3 7 1
ls—1l3—2l; | 0 0 12/-2| =% 100 1 6|-1
lhy—1l—3l |00 42 | —4 | |00 6 42]—4
- 100 6 |-3] (100 6 |-3
Lh—lL+2l; |01 0 —11] 4 — 010 —11| 4
lb—>l—=3l;3 {001 6 |-1| L—=% 001 6 |-1
ly—>1y—6l3 |00 0 6 | 2| (000 1 | 3
— 100 0[5
Lh—1lL—6l, |0 1002
lb—lL+11, |0 0 1 0|-3
ls—1l3—6l3 |0 00 1| <
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Encontramos, assim, a = —5,b = 2, ¢ = =3 e d = 1 e, por conseguinte, y, =
3 2 .
n) =a+bn+cn?+dnd = —5+2n—3n? 4 ind = w290 2n15 - oonforme obtivemos
9 3 3 3

anteriormente.

Podemos ainda encontrar, de acordo com a Figura 02, o valor da area da regiao
delimitada pela curva descrita entre os pontos P, = (z,,,Yn,) € Po = (Tny, Yn,), COM
P, = P, e onde n; e ny (n; # ny) sdo os respectivos valores do parametro n relati-
vos aos pontos P, e P,. Iremos entdo, inicialmente, encontrar os valores de n; e ns
tomando-se as igualdades x,,, = .., € Yn, = Yn,-

E Comparacdo entre drea da curva parametrizada e circunferéncia de raio unitario.
File Equa View Btns One Two Anim Misc

(%,y) = ((-t~3+6t~2-8t)/3, (£"3-9t~2+23t-15)/3)
(x,y) = (cos(t),sin(t)); 0 <= t <= 2pi

v (%,y) = ((-T~3+6T~2-8t)/ |

arc start 06372243623
orc stop 4.302775638
subintervals |10000

sector area

Fig.02. Area da regido delimitada pela curva descrita entre os valores n;
e ny em comparagdo com a area de uma circunferéncia de raio unitario.

De z,,, = z,, temos:

—n1346n12—8n1 _ —n23+6n22—8ns

—7’L13 + 6”12 — 8711 = —7’L23 + 6”22 — 87’Lg

(n13 — n23) — 6(77,12 — n22) + 8(711 — 77,2) =0 GQ(l)

3 3 2 2
n1°—no® _ eni?-ng ni—ngs __
2 6 =2 +81=2 =0, m # ny
(n1—n2)(m1%4n1.n24n2?) - (n1—n2)(ni+ng) ni—nas _
6 + 8 =0
ni—no ni—nsa ni—nso

n1? 4+ nyng +ne? — 6(ny +ng) +8 =0
7112 -+ 2.n1.n2 + n22 — 6(%1 + ?”LQ) + 8 = ni.n9

(n1 + 7’LQ)2 — 6(711 + ng) +8—n1.ny =0 eq(II)

De y,, = yn, tem-se:

n1°—9n12423n1—15 _ n23—9na?4+23n9—15

3 3
n13 — 9”12 —+ 23711 —15= TL23 — 97’L22 + 23’02 — 15

(TL13 — 77/23) — 9(7112 — TL22) —+ 23(”1 — ’I”LQ) =0
(n® = no?) — 6(n1® — np?) = 3(n1® —ny?) — 23(n1 —nz)  eq.(lll)

Das equacoes () e (Ill) temos:
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3(7112 — 77,22) — 23(77,1 — ng) + 8(711 — ng) =0
3(%12 — n22> — ]_5(711 - ng) =0

3(n12—n9?) 15(n1—n2)
3(71117712) B 3(n117n22) =0, m 7& no
3(n1+n2)(n1—n2)  15(n1—ng) —0
3(711—77,2) 3(n1—n2)
n+n,—5=0

ni+n,=>5 eq.(lV)
Das equacoes (Il) e (IV) tem-se:

52—6.5—|—8—n1.n2:()
ny.ng =3 GQ(V)

Das equacdes (IV) e (V), conclui-se que n; e n, sao solugdes da equagao quadratica

n? — (ny + na)n + ny.ny = 0, isto é, n?> — 5n + 3 = 0 de coeficientes a = 1, b= -5 e
¢ = 3. Logo:
btV —dac _ —(=5)E/(-5)2-413  54./13
n= 2a - 2.1 - 2

Assim, com os valores de n encontrados (n; = %ﬁ eny = 5*;@) podemos en-

contrar facilmente (verifique!), com auxilio de uma calculadora cientifica, as coordena-
_ 3 2_ 3_ 2 _
das dos pontos P, e P,, sendo P, = P, = (=—F0p=8m m—Im 28m—10) — (1 —1).

! 2 30,2 _
Logo, tomando-se =, = f(n) = —=FF="" ey, = g(n) = ==22F21=15 podemos

escrever que a area A da regiao da curva delimitada entre os valores n; e n; é:

1 1 0
A = / ydm—l—/ (O—y)daH—/ (—1—x)dy
-1 -1 -1
1 -1 0
= / ydx —/ (—y)dm—i—/ (=1 —x)dy
-1 1 -1
1 -1 0
= / yd$+/ yda:+/ (=1 —x)dy
-1 1 -1
1

= /13g(n>f’(n)dn+/3n2g(n)f’(n>dn+/n (=1 = f(n))g (n)dn

1

= [ st wydn+ [ 1 fu)g o

1

Calculando-se g(n)f'(n) e (=1 — f(n))g (n), obtemos:

/ _ n3—9n2423n—15 [ —n3+6n2—8n\ __ n3—9n?423n—15 —3n2+12n—8
og(n)f (n) = 5 (=) = 5 =
_ —3nS+12n*—8n34+27n*—108n3+72n2 —69n3 427612 —184n+45n2—180n+120
- 9
_ —3n5439n*—185n34+393n2—364n+120 .
= 5 :




45

o(=1 = f(n))g (n) = (—1 — =rsgiosn) (niontamoisy

n3—6n24+8n—3 3n?—18n+23
3 : 3
3n5—18n%423n3—18n%+108n3—138n2424n3—144n2+184n—9n3+54n—69
9
__ 3n®—36n*+155n3—291n2+238n—69
- 5 .

Podemos facilmente encontrar as integrais indefinidas procuradas como sendo:

f —3n°4+39n1—185n3+393n2—364n+120 d
) n
—3n% | 39n5 _ 185n* | 393n3 _ 364n?
[=5 + %% =+ 5 12 4 120n)]
[ —30n54468n° 72775n4+7860n5710920n2+7200n]
: 60
57}‘0.[—30716 +468n° — 2775n* 4+ 786003 — 1092012 + 7200n)].
5_ 4 3_ 2 _
(n)dn — f 3n°—36n*+155n ; 291n“+4238n ngTL
3nS _ 36n° 155n*  291n3 238n2
il G ==+ = 3= + =5 69n]
[30n67432n5+2325n47582On3+7140n274140n]
: 60

30n° — 432n° + 23250 — 582013 + 7140n2 — 4140n).

o ['9(n)f (n)dn

Ol—= Ol

o [(—1—f(n))g

Ol—= O

1
540+

Assim, abreviadamente calculamos as seguintes integrais definidas:

o [ g(n)f (n)dn = £.[~30n° +468n° — 27750 +7860n° — 1092012 4 7200n]}2 =

%.[(—30.@6 +468.n95 — 2775.n5% + 7860.153 — 10920.19% 4 7200.75) — (—30.1¢ +

468.15 — 2775.1* + 7860.1% — 10920.12 + 7200.1)] s BELIR180 o 3 367605;

o [, (=1 — f(n))g'(n)dn = 5.[30n° — 432n° + 2325n" — 5820n° + 7140n? —

4140n]} = =5.[(30.1° —432.1° 4+ 2325.1* — 5820.1% 4 7140.1% — 4140.1) — (30n,° —

43215 +2325n,* — 58201, + 71400, 2 — 4140n, )| & FETEIEN0EBL ) 017606;

Logo a area A desejada € dada por A ~ 3, 367605+ 0,017606 = 3, 385211, um valor
proximo ao valor da area de um circulo de raio unitario (que é 7.12 = 7 ~ 3,141592)
conforme pode ser observado na Figura 02.

6.2 Exemplo 2

Seja novamente n um nimero natural e 2% + y?> = 1 a equagéo cartesiana de uma
circunferéncia A C R? de centro na origem e raio igual a 1. Agora iremos encontrar
uma nova curva passando pelos mesmos pontos do Exemplo 1, contudo em uma or-
dem diferente da ordem adotada anteriormente. lremos, entdo, encontrar as funcoes
paramétricas de uma curva que passa sequencialmente pelos pontos A=(-1,0), B=(0,1),
D=(0,-1) e C=(1,0). Para tanto, iremos inicialmente escrever duas sequéncias tendo
n como parametro, adotando-se esta nova ordem. A primeira sequéncia chamaremos
(z,) : (-1,0,0,1) e a segunda sequéncia chamaremos (y,,) : (0,1,-1,0) contendo, respec-
tivamente, as coordenadas abscissas e ordenadas destes pontos.
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Assim, analogamente ao Exemplo 1, vamos agora encontrar os termos gerais das
sequéncias (x,) e (y,), observando as variagdes contidas entre os seus termos.
Sequéncia (z,,):

1,1
1,0,1
1,0,0,1

Obtemos pelas variagdes de (x,,) um esquema em piramide, que nos fornece outras
trés sequéncias. A primeira sequéncia, (r,,), no topo da piramide, sera considerada uma
sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 2, portanto r,, = 2, para todo n.
Logo abaixo na piramide, a segunda sequéncia, (s,), € uma progressao aritmética de
razao r igual a 2 e portanto sua expressao pode ser facilmente encontrada por s, =

s+ (n—1)r =—-14+(n—-1).2 =2n— 3. Ja a expressao para o n-ésimo termo da
terceira sequéncia, (t,,), pode ser obtida somando-se a ¢; os n — 1 primeiros termos da
segunda sequéncia, isto é:

tn

= 1+4+2.

n—1 n—1 n—1 n—1
= h+Y si=1+) (2i-3)=1+2) i—-3) 1
=1 =1 =1 =1

(n—1).(n—1)+1)
2

—3n—-1)=1+n—-1)mn—-3n+3

= n?—4dn+4.

Finalmente podemos obter x,, por meio da expressao:

Ty =

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Ty ti=—14 Y (F—ditd) =1+ P-4 i+4y 1
i=1 i=1 i=1 i=1

(n—1).((n—1:)+1).(2.(n—1)+1) (mn—1).((n—=1)+1)

-1 —4.
* 6 2

+4.(n —1)

—1)n.(2n—-1) 4.(n—1).
NG )”6(” ) _ <”2 I dn— 1)
14 (n— 1)(n(2n—6 1) — 12n + 24)
14 (n — 1).(2n26— 13n + 24)
2n3 — 13n% + 24n — 2n* +13n — 24 — 6

6
2n3 — 15n2 + 37n — 30
5 :

Para a sequéncia (y, ) teremos:
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6
-3,3
1,-2,1
0,1,-1,0

Obtemos pelas variagoes de (y,,) um esquema em piramide, que nos fornece outras
trés sequéncias. A primeira sequéncia, (r,), sera considerada uma sequéncia esta-
cionaria e cujos elementos sao iguais a 6, portanto r,, = 6, para todo n. A segunda
sequéncia, (s,), € uma progressao aritmética de razao r igual a 6 e portanto sua ex-
pressado é dada por s, = s + (n — 1).r = =3+ (n — 1).6 = 6n — 9. Ja a terceira
sequéncia, (t,), pode ser obtida conforme a expressao:

n—1 n—1
tn = i+ Y si=1+>» (6i-9)
i=1 =1

n—1 n—1
- 1—1—6.22’—9.21
=1 =1

(n—1).(n—1)+1)

= 1+6. 5 —-9.(n—1)
= 1+3.n—1)mn—-9n+9
= 3n?—12n+ 10.

Finalmente podemos encontrar uma expressao para (y,) com base na sequéncia
anterior:

n—1 n—1
Yo = i+ ti=0+> (3i®—12i+10)
1=1 =1

n—1 n—1 n—1
= 3.2?- 12.22’—1—10.21
=1 =1 =1

n=1(n=1)+1).20-D+1)  (n=1.(n—1)+1)

= 3. — 12. 10.(n — 1

3 5 5 + 10.(n )
—1).n.(2n—-1 12.(n —1).

_ o UmEnol) 120 Dn gy

 (n—=1).(n.(2n—1) =120 +20) _ (n—1).(2n* — 13n + 20)

N 2 N 2

B 2n% — 13n? +20n — 2n2 + 13n — 20

N 2

~ 2n® —15n* + 33n — 20

— 5 .

Com auxilio do software Winplot podemos visualisar o grafico obtido pelo conjunto
de pontos P=(x,,y,), conforme mostra a Figura 03.
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[ Curva passando pelos pontos A, B, D e C. E@E
File Equa View Btns One Two Anim Misc

(x,y) = ((2:‘3-15:"2*37:-311,"&;(2:"3-15‘;"2*352-21];’2]: 0.0 «
(%, v) = (-1,0)

[x,;’] = (0,1)

ix;;’] = (0,-1)

(x,y) = (1,

,
v

Fig.03. Na janela inventory do programa Winplot, o parametro n em
questao esta representado pela letra t usada pelo programa, sendo
a variagao de t ajustada para o intervalo 0 <t < 5,comt € R.

Podemos ainda, neste exemplo, encontrarmos dois valores de n, n; € ns, que nos
fornecam, respectivamente, os pontos de maximo relativo, E;, e de minimo relativo, F,,
da curva dada, e que estao contidos no intervalo I = [—1; 1] do eixo x, como pode ser
observado na Figura 04. Para isto, precisamos somente encontrar a derivada, ou taxa

dy

de variagao, de y em relagao a x, 32, e verificarmos para quais valores de n esta se

anula. Para isto, usaremos o seguinte artificio:

2n3 —15n2433n—20/
( 5 )

S
I
S

(6n°—30n433) _ g 6n%—30n+33
) "6

1
L
T 2.(6n2—30n+37 n2—30n+37

= (2n3—15n2+37n—30)’
6

Para que tenhamos % = 0 basta que tenhamos 612 —30n+33 = 0 e 6n%—30n+37 #
0, ou seja, precisamos inicialmente encontrar os valores de n que solucionam a equagao
cujos coeficientes sdo a = 6, b = —30 e ¢ = 33, 0 que faremos a seguir:

n =

—btVB2—dac _ —(=30)£4/(=30)2-4.6.33 _ 3044108 _ 3046v3 _ 5+/3
2a - 2.6 - 12 - 12 - 2

Assim, como n; = %5 eny = #ﬁ n&o sdo solugdes da equacdo 6n% —30n +37 =
0 temos, entao, que

2n1% — 15n1%2 + 37ny — 30 2n.% — 15m;2 + 33n; — 20

F, =
1 ( 6 ) 9

) =~ (—0,144338; 1,299038)

€ 0 ponto de maximo relativo da curva dada, e

2193 — 15192 4+ 3Tny — 30 2n9° — 15152 + 331, — 20
6 ’ 2

E2—(

) &~ (0, 144338; 1, 299038)

€ seu ponto de minimo relativo, conforme mostra a Figura 04.
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-] Extremos relativos da curva do exemplo 2.

File Equa View Btns One Two Anim Misc
(X, ¥) = ((2t"3-15t72+37t-30) /6, (2t"3~
(x,y) = (-0.14433756729741,1.259038
(x,y) = (0.14433756729741,-1.29903

~2+33t-20)/2);

666)
~ ¢, | extreme values
666)

(%,y) = ((2t73-15t"2+37t-i~

E nedtedemect |[x - markpt

Fig.04. Extremos de maximo e de minimo relativos de curva parametrizada.

6.3 Exemplo 3

Seja n um numero natural e 22 + y? + 22 = 9, com z > 0, a equagao cartesiana de
uma semi-esfera A C R3. Dados os pontos A=(3,0,0), B=(2,2,1), C=(-1,2,2) e D=(0,0,3)
pertencentes a ), iremos entao escrever trés sequéncias com base no parametro n. As
sequéncias (z,): (3,2,-1,0), (y»): (0,2,2,0) e (z,): (0,1,2,3) representam as coordenadas
dos pontos A a D, nesta ordem, em relacdo aos eixos coordenados X, y e z respecti-
vamente. Conforme o Exemplo 1, iremos entdo encontrar as expressoes dos termos
gerais para cada uma destas sequéncias.

Sequéncia (z,,):

6
2,4
-1,-3,1
3,2,-1,0

Obtemos pelas variagdes de (x,) um esquema em piramide, que nos fornece ou-
tras trés sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (chamaremos (r,))
sera considerada uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 6, por-
tanto r,, = 6, para todo n. A segunda sequéncia (chamaremos (s,,)) € uma progressao
aritmética de razao r igual a 6 e portanto sua expressao pode ser facilmente encontrada
por s, = s1 + (n—1).r = =24 (n — 1).6 = 6n — 8. Ja na terceira sequéncia (a cha-
maremos (t,,)) podemos obter seu n-ésimo termo somando-se a ¢; os n — 1 primeiros
termos da segunda sequéncia, isto é:

n—1 n—1 n—1 n—1
th = i+ si=—1+) (6i—8=-1+6.> i-8) 1
=1 =1 =1 =1

(n—1).((n—1)+1)
2

= —1+6.
= 3n2—1ln+7

—8(n—1)=-1+3(n—1)n—-8n+38
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Podemos, entao, obter uma expressao geral para z,, de forma analoga a que utiliza-
mos para obtermos a expressao anterior, ou seja:

n—1 n—1
Tho o= w1+ Y =3+ (3 —1Li+7)
=1 =1

n—1 n—1 n—1
= 343.) —1L) i+7.) 1
i=1 i=1 =1

mn—=1.(n-1)+1).2.(n—-1)+1) (n—=1).((n—=1)+1)

~ 3+3. - STy i
+7.(n —1)

P U 1).712.(271 —D _y(r=bn _21)'n YT (n—1)

O U e e ) NS

2
= 34+ —6n*+mm—n>+6n—T=n>—Tmm>+13n — 4.

Da mesma forma, vamos obter uma expressao para y,,.

-2,-2
2,0,-2
0,2,2,0

Obtemos, pelas variagdes de (y,, ), um esquema que nos fornece outras duas sequén-
cias. A primeira sequéncia (chamaremos (r,)) € uma sequéncia estacionéria e cujos
elementos sao iguais a -2, portanto r, = —2, para todo n. A segunda sequéncia (cha-
maremos (s,)) € uma progressao aritmética de razado r igual a -2 e, portanto, sua ex-
pressao pode ser encontrada por s,, = s; + (n —1).r =2+ (n—1).(—=2) = —2n + 4.
Podemos, entao, obter o termo y,, escrevendo-se:

n—1 n—1
Yo = pi D si=0+Y (=2i+4)
=1 i=1

1 n—1
= (-2).) it+4.) 1
=1 =1

S 1)‘((7; ) R YA

= —(n—1)m+4n—4=—n>+5n—4.

Ja as variagoes de (z,) correspondem a uma Unica sequéncia estacionaria (r,,) onde
r, = 1 para todo n natural e a sequéncia (z,) € uma progressao aritimética de razao r
igual a 1 e seu termo geral é dadopor z, =21+ (n —1)r =0+ (n—1).1=n— 1.
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1,1,1
0,1,2,3

Agora, iremos verificar, com a ajuda do programa Winplot, se a intersegao en-
tre a semi-esfera \ e a curva parametrizada obtida anteriormente, de pontos P =
(Tns Yn, 2n) = (n® — Tn? + 13n — 4,—n? + 5n — 4,n — 1), corresponde aos pontos
pré-definidos A,B,C e D, conforme mostra a Figura 5.

E Intersecdo entre curva e semi-esfera.

File Equa View Btns One Two  Anim Misc

|z = (9-x~2-y~2170.5 |
[ty 2z = (2+3-72724132-4 =]
next inersachon I mark point |

1=2.00000
= 200000
y = 200000
2= 1.00000

close

Fig.05. A intersegdo entre a semi-esfera e a curva obtida contém cinco pontos incluindo-se os pontos A,B,C e D.

Observa-se que a curva obtida possui poucos pontos de intersecdao com a semi-
esfera A. Podemos, entretanto, encontrar uma curva contida na semi-esfera A e que
passe pelos pontos pré-definidos A, B, C e D. Para isto, fagamos uso, por exemplo,
das expressoes gerais para as sequéncias (y,) e (z,) ja encontradas anteriormente e
vamos entao obter uma expressao para (x,) simplesmente tomando tais expressoes
como variaveis da equacgao cartesiana da semi-esfera ), isto é:

xi+yi+zﬁ=9, Zn >0 = xizQ—yZ—zi
= 22=9—(—n’>+5n—4)? - (n—1)*

Verifica-se que a curva de pontos P = (£1/9 — (—n2 +5n —4)2 — (n — 1)2, —n? +
bn — 4,n — 1) esta completamente contida na semi-esfera A conforme a Figura 06.
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Curva contida em semi-esfera.
File Equa View Btns One Two Anim Misc

z = (9-x"2-y~2)"~0.5

(%,¥,2) = (=(9-(-t"2+5t-4)~2-(t-1)~2)~0.5,-t~2+5t-4,t-1)
(x,¥,2) = ((9-(-t~2+5t-4)~2-(t-1)"2)"0.5,-t~2+5t-4,t-1)
(%,¥,2) = (3,0,0)

(x,¥,2) = (2,2,1)

(%, ¥,2) = (-1,2,2)

(%, ¥,2) = (0,0,3)

Fig.06. Curva contida na semi-esfera A\, passando pelos pontos A, B, C e D.

6.4 Exemplo 4

Uma vez que é possivel encontrarmos formulas ou expressoes parametrizadas para
curvas quaisquer que passem por pontos pré-definidos, podemos, entdao, encontrar
funcoes F, G e H, de parametros n, k € R, que representem as coordenadas do conjunto
de pontos de uma superficie )\, tais que todo ponto de A tem coordenadas (z,y,z) =
(F(n,k),G(n, k), H(n,k)), e de modo que A\ passe por curvas pré-definidas Cj’s, com
k=1,2,3, ..., ko, onde ky representa o niumero de curvas do problema.

Neste exemplo, vamos considerar cada coordenada de uma k-ésima curva C, como
uma funcao polinomial na variavel n, isto €, Cy : (fx(n), gr(n), hi(n)). Podemos, entao,
encontrar facilmente expressdes gerais para as sequéncias formadas pelos coeficientes
das poténcias de n (n°, n!, n?, ...) das fungbes polinomiais f, g € h;, observando-se a
sequéncia das curvas C},’s adotada, por onde desejamos que ) passe.

Sejam, entdo, as curvas parametrizadas C; : (n,4n%0), Cy : (n,n? + 2,5), C3 :
(n,4n? —1,7) e Cy : (n,n* + 1,10) tendo n como parametro. Observemos que o0 maior
grau entre as funcdes f; € 1, o maior grau entre as fungdes g, € 2, € 0 maior grau entre

as funcdes hy, € 0. Logo, podemos definir, de modo geral, as fungdes fi.(n) = xE].ner,[f],

gem) = y2n? + ¢+ 4% e nn) = 2, onde (=), (1Y) : (0,0,0,0), («I")
(1,1,1,1), () : (4,1,4,1), W) : (0,2,-1,1) e (z1) : (0,5, 7,10) so as sequéncias
formadas pelos coeficientes das poténcias de n quando A passa pelas curvas C, Cs,
Cs e (4, nesta ordem.

Finalmente, a partir das sequéncias de fungdes (fi(n)), (gx(n)) € (hx(n)) podemos
escrever que todos os pontos de )\, incluindo os pontos das curvas C}’s, tem coordena-

das z = fi(n) = F(n,k),y = gr(n) = G(n,k) e z = hy(n) = H(n, k).
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Note que usamos a notagao y,[f], por exemplo, para designar o termo geral, no
parametro k, da sequéncia dos coeficientes das poténcias de n de grau 2 da coor-
denada y dos pontos de \. Logo, resta-nos calcular expressoes gerais para (y; 2 ]) (y,[g ])
e (z, 0 )s Jaquey[” —xL] —OemgC = 1 para todo k.

Iremos entdo obter expressdes gerais para as sequéncias (y,[f]), (y,[f]) e (z,EO]) con-
forme visto nos exemplos anteriores.

Sequéncia (y):

-12
6,-6
-3,3,-3
4,1,4,1

Mais uma vez obtemos, pelas variagoes de (y,[f}), um esquema em piramide que nos
fornece outras trés sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (chamare-
mos (7)) sera considerada uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a
-12, portanto r, = —12, para todo k. A segunda sequéncia (chamaremos (s;)) € uma
progressao aritmética de razao r igual a -12 e portanto sua expressao pode ser facil-
mente encontrada por s, = s; + (k —1).r =6+ (k — 1).(—12) = —12k + 18. Quanto a
terceira sequéncia (a chamaremos (t)), podemos obter seu k-ésimo termo somando-se
at, os k — 1 primeiros termos da segunda sequéncia, isto é:

k—1
t = t1+Zsi —3+Z —12i + 18)
=1 =1

k—1
= —3—12.22’—1—18.21
=1 =1

= 1)'((’; “UEY s -1

= —3—-6.(k—1).k+ 18k — 18 = —6k? + 24k — 21.

= —3-12

Podemos, agora, obter uma expressao geral para yk] de forma analoga a que utilizamos
para obtermos a expressao anterior, ou seja:

k—1 k—1
ud = Y =4 Y (62 240 - 21) =4 - 622%242)-21 21
i=1 i=1 i=1

E—1)((k=1) +1).(2.(k = 1) +1) . 24.(/<; )k =1)+1)

(
= 4-6.
6 2

—21.(k — 1)
= A= (k—1)k(2k—1)+12.(k — 1).k — 21.(k — 1)
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y? = 4— (k—1).(k.(2k — 1) — 12k 4 21)
= 4— (k—1).(2k* — 13k +21) = 4 — 2k + 13k* — 21k + 2k* — 13k + 21
= —2k% + 15k — 34k + 25.

Sequéncia (y):

10
5,5
2,-3,2
0,2,-1,1

Obtemos, entao, pelas variagoes de (y,[f]) um esquema em piramide que nos fornece
outras trés sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (r;), sera conside-
rada uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 10, portanto r, = 10
para todo k. A segunda sequéncia, (sx), € uma progressao aritmética de razao r igual a
10 e, portanto, sua expressao é dada por s = s;+(k—1).r = =5+(k—1).10 = 10k—15.
Quanto a terceira sequéncia, (t;), podemos obter seu k-ésimo termo somando-se a t;
os k — 1 primeiros termos da segunda sequéncia, isto é:

k—1 k—1
e = ti+ Y si=2+) (10i— 15)
i=1 =1

k—1 k—1
= 2+1O.Z¢—15.Z1
=1 =1

PTGl 1)'((]; —h+D 15.(k — 1)

= 2+45.(k—1).k — 15k + 15 = 5k* — 20k + 17.

Podemos, agora, obter uma expressao geral para y,[f] de forma analoga a que utili-

zamos para obtermos a expressao anterior, ou seja:
k—1 k—1

g = Y =0+ (5% - 200 +17)
=1 =1

k—1 k—1 k—1
= 5.2@2—20.2@“7.21
=1 =1 =1

(k=D =D+ DKk=D+1)  (k=D((k=1)+1)
6 ' 2
k— 1)./2.(2/@ )R e VR P

= 5 +17.(k = 1)

= 5.<




55

0 (k—1).(5k.(2k — 1) — 60k +102)  (k — 1).(10k* — 65k + 102)
Yo = 6 - 6
10k® — 65K + 102k — 10K? + 65k — 102
N 6
10K — 75K + 167k — 102
_ - .

Sequéncia (z,[f}):

-3, 1
5,2,83
0,5,7,10

As variacoes de (z,[go}) geram, novamente, um esquema em piramide, que nos fornece
outras trés sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (r), sera conside-
rada uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 4, portanto r;, = 4 para
todo k. A segunda sequéncia, (s;), € uma progressao aritmética de razado r igual a 4
e, portanto, sua expressao € dada por s, = s1 + (k —1).r = =3+ (k—1)4 =4k - 7.
Quanto a terceira sequéncia, (;), podemos obter seu k-ésimo termo somando-se a t;
os k — 1 primeiros termos da segunda sequéncia, isto é:

k—1 k-1

tk = t1+28225+i(4z—7)
Z:1:_1 k_z1:1
= 544.) i-7.) 1
=1 =1

— 5+4.<k_1)'((g_1)+1> (k=1

= 5+2.(k—1)k—Tk+7=2k -9 +12.

Podemos agora obter uma expressao geral para z,[f] de forma analoga a utilizada ante-

riormente, ou seja:

k—1 k—1
A0 = 204> =0+ (2 -9+ 12)
=1 i=1

= 2.2@'2—9.21'—1—12.21
_ D)k D @E-D)FD o kDD o
(

6 2
_ (k= D2k@k—1) (k- 1)k

6 ' 2

+12.(k—1)
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Lo (k—1).2k.(2k —1) = 2Tk +72)  (k —1).(4k* — 29k + 72)
k - =
6 6
AR — 29K + T2k — 4k? + 29k — 72
a 6

4k® — 33k* + 101k — 72
5 .

Veremos, pelo Winplot, se a superficie \:(F'(n, k), G(n, k), H(n, k)):(:rg].n + $l[€0],
yln? gty 2 =1+ 0, (—2k3 + 15k% — 34k +25).n% 4 0.n 4 10K =Tk £16Th—102

4k3733k26+101k772)=(n, (—2k3 +15k2 — 34k + 25).n2 + 10k3775k25r167k7102! 4k3733k26+101k772)’

assim obtida, passa pelas curvas C}’s definidas no inicio do exemplo, conforme a figura
07.

E Superficie contendo 4 curvas pré-definidas.
File Equa View Btns One Two Anim Misc

(x,¥.2) = (t, (-2u~3+15u~2-34u+25)t~2+(10u~3-75u~2+16Tu-102) /
(%, ¥,2) = (t,4t°2,0)

(x,¥,2) = (E,£°2+2,5)

(%,¥,2) = (t,4t%2-1,7)

(%,¥,2) = (t,£°2+1,10)

Fig.07. Superficie passando pelas curvas pré-definidas C1, C2, C3 e Cj.

Observe que, na janela acima do programa, os parametros n e k, utilizados neste
exemplo, foram substituidos, respectivamente, pelos parametros ¢t e u do Winplot, com
t,u e R,sendoque —1 <t <4el <wu<4paraa superficie \, e —4 <t < 4 para as
curvas C’s.

6.5 Exemplo 5

Vimos que é possivel, dadas curvas de fungdes parametrizadas polinomiais pré-
definidas, obtermos uma superficie que as contenha. Vamos agora, por exemplo, en-
contrar fungdes F', G e H, de variaveis n, k € R, que representem as coordenadas do
conjunto dos pontos de uma superficie A\ , tais que todo ponto de A tem coordenadas
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(z,y,2) = (F(n,k),G(n,k), H(n,k)), e de modo que A\ passe sequencialmente pelas
elipses C; : (3cosn,senn,5), Cy : (cosn,2senn,3), pelo ponto P = (0,0,1) (aqui
considerado como curva degenerada C3) e pela circunferéncia C; : (cosn,senn,0) de
equacgoes parametrizadas em n.

Considere cada coordenada dos pontos da k-ésima curva C}, incluindo-se as co-
ordenadas do ponto P, como fungdes na variavel n, isto &, C : (fx(n), gr(n), hi(n)).
Podemos, neste caso, encontrar facilmente expressdes gerais para as fungoes fx, gx €
hi, observando-se a sequéncia das curvas C'’s adotada.

Note que, para k = 1,2, 3, 4, toda fungao f; é daforma f;(n) = zy. cosn, toda fungao
gr € da forma gx(n) = yx.senn e toda fungédo hy € da forma hy(n) = z, onde (zy) :
(3,1,0,1), (yx) : (1,2,0,1) e (2) : (5,3,1,0) sdo as sequéncias dos coeficientes das
fungdes fi, g € hi. na ordem das curvas C},’s adotada. Portanto, a partir das sequéncias
de fungdes (fr(n)), (gx(n)) e (hx(n)), podemos escrever x = fr(n) = F(n, k), y =
gr(n) = G(n, k) e z=hg(n) = H(n, k).

Note, também, que usamos as notacoes x;, yi. € zx, uma vez que as funcdes deste
exemplo n&o apresentam poténcias de n diferentes de n°.

Resta-nos, entao, calcular expressoes gerais para as sequéncias (z), (yx) € (zx).
Sequéncia (zy):

1
1,2
2,-1,1
3,1,0,1

Novamente, obtemos, pelas variagoes de (z;), um esquema em piramide que nos
fornece outras trés sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (), sera
considerada uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 1, portanto
r, = 1 para todo k. A segunda sequéncia, (s;), € uma progressao aritmética de razao
rigual a 1 e, portanto, sua expressao pode ser facilmente encontrada como s = s; +
(k—1)or =1+ (k—1).1 = k. Quanto a terceira sequéncia, (t;), podemos obter seu
k-ésimo termo somando-se a t; 0os k£ — 1 primeiros termos da segunda sequéncia, ou:

k—1 k—1
e = i+ si=-2+) i
=1 =1

= 1) ((k—1) +1)
2

(h—1)k—4 K —k—4

2 N 2 '

Podemos, agora, obter uma expressao geral para =, de forma analoga a obtida
anteriormente, ou seja:
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+
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6
12 - 6

k2 —2k% — 12k — k%2 + 2k + 12 + 18

6
k* — 3k* — 10k + 30

6

w
+

Sequéncia (yy):

6
-3,3
1,-2,1
1,2,0,1

Obtemos, entao, pelas variagoes de (yx), um esquema em piramide que nos fornece

outras trés sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (r), sera conside-

rada uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 6, portanto r, = 6 para

todo k. A segunda sequéncia, (si), € uma progressao aritmética de razado r igual a 6
e, portanto, sua expressao € dada por sy, = s; + (k —1).r = =3+ (k —1).6 = 6k — 9.
Quanto a terceira sequéncia, (t;), podemos obter seu k-ésimo termo somando-se a t;

osk—1

primeiros termos da segunda sequéncia, isto é:

k—1 k—1
= i+ si=1+Y (6i—9)
=1 =1

k—1 k—1
= 1+6.Zi—9.21
=1 =1

(k—1).((k—=1)+1)
2
= 3k? — 12k + 10.

= 1+6. —9.(k—1)=1+3.(k—1).k—9%k+9
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Podemos, agora, obter uma expressao geral para y, de forma analoga a que utiliza-
mos para obtermos a expressao anterior, ou seja:

k—1 k—1
Yo = yit+ > ti=1+> (3i®—12i+10)
1=1 1=1

k—1 k—1 k—1
= 1+3.Zi2—12.2i+10.21
=1 =1 =1

_ g DD+ DRE=D+D (k=) ((k= 1)+ 1)
6 2
+10.(k — 1)
—1).k(2k -1 —1).
_ e )l‘;(k ) 10Dk ooy
. (k—1).(k.(2k — 1) — 12k +20) _ (k —1).(2k* — 13k + 20) + 2
B 2 B 2
2K — 13K? + 20k — 2k + 13k — 20 + 2
B 2
2k —15k* 4+ 33k — 18
— 5 ,

Sequéncia (z):

1
0,1
2,-2,-1
5,3,1,0

As variagoes de (zj) estao representadas em um esquema em piramide, que nos for-
nece outras trés sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (r;), sera
considerada uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 1, portanto
r, = 1 para todo k. A segunda sequéncia, (sx), € uma progressao aritmética de razao r
igual a 1 e, portanto, sua expressao é dada por s, = s1+(k—1).r =0+(k—1).1 = k—1.
Quanto a terceira sequéncia, (), podemos obter seu k-ésimo termo somando-se a t;
os k — 1 primeiros termos da segunda sequéncia, isto é:

k—1 k—1
te = th+Y si=-2+4)» (i—1)
=1 =1

k—1 k—1
| (k—1).((k— 1)+ 1)
22 2 o
k—1).k K2 —k—2k+2—4
IR ey
2 2
k? — 3k — 2
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Podemos, agora, obter uma expressao geral para z, de forma analoga a utilizada
anteriormente, ou seja:

k-1 k-1 239 1 k-1 k-1 k-1
= 21+ Y ti=56+)» ———— =5+, 2—3.) i—2.) 1
1 (k=1.(k=1)+1).2GFk-1D+1) _ (k=1.((k=1)+1)
= 5+ —.( — 3.
2 6 2
—2.(k - 1))
1 (k—1).k.(2k—1) (k—1).k
= —. —3. —2.(k—1
54 5. - 3 (k1))
1 (k—1).(k.(2k = 1) — 9k — 12)
= 54 —.
+ 5 G )
(k —1).(2k* — 10k — 12)
= 5
+ 12
2k —10k? — 12k — 2k* + 10k + 12 4 60
N 12
2K —12k*—2k+72  K*—6k*—k+ 36
B 12 - 6

Verificaremos, na Figura 08, através do programa Winplot, como o conjunto dos pon-
;s 3_912__
tos da superficie \:(F(n, k), G(n, k), H(n, k)) = (xy. cosn, yj. senn, z,) = ( F=210k30
3 2 3 2 , A s ..
IO 3318 gen n, E=0=k+30) passa pelas curvas C}’s na sequéncia definida

no inicio do exemplo.

.cosn,

Superficie contendo 3 curvas e um ponto pré-definidos.
File Equa View Btns One Two Anim Misc

(x,¥,2) = (((u*3-3u"2-10u+30)/6)cos(t), ((2u"3-15u"2+33u-18)/
(x,¥,2) = (3cos(t),sin(t),3)
(®,y,2) = (0,0,1)

(%,¥,2) = (cos(t),sin(t),0)

Fig.08. Superficie passando por C1, Ca, P (C3) e C4 nesta ordem.
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Observe que, na janela acima do programa, os parametros n e k, utilizados neste
exemplo, foram substituidos, respectivamente, pelos parametros ¢ e u do Winplot com
t,Lu e R,sendoque 0 <t<2rel <u<4.

6.6 Exemplo 6

Vamos, agora, adaptar o exemplo anterior de modo a obter uma superficie cujo vo-
lume possamos calcular mais facilmente. Imagine, entao, que queiramos obter o volume
de uma superficie \ : (F(n,k),G(n, k), H(n,k)), de parametros n e k, que passe se-
quencialmente por trés circunferéncias e um ponto. Seja a sequéncia (C, Csy, C3,Cy),
onde C : (2cosn,2senn,b), Cy : (2cosn,2senn,3), Cs: (0,0,1) e Cy : (cosn,senn,0)
representam as circunferéncias no parametro n, sendo (5 uma circunferéncia dege-
nerada representando um unico ponto. Assim, podemos escrever as coordenadas de
um ponto P qualquer da k-ésima curva como sendo fungdes fi, g € hi de variavel n,
isto &, P = (fx(n), gr(n), hi(n)), onde, neste caso, verificamos que fx(n) = . cosn,
gr(n) = yg.senn e hg(n) = z, sendo xy, yr € z, 0S termos gerais das sequéncias
(), (ye) : (2,2,0,1) e (2) : (5,3,1,0) obtidas quando a superficie A passa sequenci-
almente pelas curvas C}’s com k£ = 1,2, 3,4. Assim, basta encontrarmos o termo geral

k3 —6k2—k+36 LOgO .

da sequéncia (), uma vez que (yx) = (zx) e, do exemplo 5, z;, = 5

Sequéncia (zy):

2,3
0,-2,1
2,2,0,1

As variagoes de (zj) estao representadas em um esquema em piramide, que nos for-
nece outras trés sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (r;), sera con-
siderada uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 5, portanto r, = 5
para todo k. A segunda sequéncia, (sx), € uma progressao aritmética de razao r igual a
5 e, portanto, sua expressao é dada por s, = s1+ (k—1).r = -2+ (k—1).5 =5k —7.
Quanto a terceira sequéncia, (t;), podemos obter seu k-ésimo termo somando-se a t;
os k — 1 primeiros termos da segunda sequéncia, isto é:

k—1 k—1
e = i+ si=0+> (Bi—7)=5> i-T.3 1
=1 =1 ! !

_ 5.(k—1).((/;—1)+1) Crk—1) = 5(k:—1)k:;14(k:—1)

5k* — bk — 14k 4+ 14 5k* — 19k + 14
2 B 2 '




Podemos, agora, obter uma expressao geral para x;, conforme segue:

k—1 k-1 . .
Z Z 512 — 19i + 14

T =
= 2+1.(5 §@2 19. %ZJFM \ 11
’ i=1 i=1 i=1
- 2+%'(5. k= 1((k—1)+ 1)( (k—1)+1)
_19 k= 1)((1;_ 1) + 1) 14k 1)
= 2+ %-(W — 1)2;(% — D D= DR L gy -1
_ 2+%'((k_l)(%(%_fjl)_57k+84))
P Gl 1).(10k122— 62k + 84)
_ 10K — 62k + 84k — 10k* + 62k — 84 4 24
12
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10k* — 72k + 146k — 60 5k® — 36k* + 73k — 30

12

A Figura 09 mostra, através do programa Winplot, A :
(n), hi(n)) = (BE2=3R2LT3E=30 gy 5k7 =36k 473k =30

(fk(n>7gk n

EeR,com0<n<2mrel <k <4, eovalordo volume aproximado, V,,..,. = 44, do

6 : ’ 6

6

(F(n,k),G(n,k),H(n, k)) =

3_QLr2_
k°—6k k+36)paran,

.senn, 5

solido S, limitado pelo plano z=5 e pela superficie A\, quando k variade 1 a 3.

E Volume de superficie contendo 3 circunferéncias e um ponto pré-definidos.
File Equa View Btns One Two Anim Misc

(X,¥eZ) = (((Zu"3=-36u~2+73u=-30)/€)cos(t), ((Su~3=-36u~2+73u-30 volumecf revolution
(X, ¥:,2) = (2cos(t),2sin(t),5) z |CX.Y! - {{t“3—6t“2—t+361ﬂ
i ¥e2) = (0,0,1) . ) .
(Y. Z) (cos(t),sin(t),0) = CHREEE=E ﬂ ﬂl
H a= [0
! b= [
1 e [0
arc start |I
arc stop [3

T

subintersals |IUUD

volume | 44
close

Fig.09. Superficie passando por trés circunferéncias e um ponto, e valor do volume aproximado do sélido S.
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Vamos, entao, verificar o valor do volume V do sélido S calculando-o, conforme
segue, onde r(k) = G(5,k) é o raio dos pontos da circunferéncia intersegéo entre o
plano z = w e a superficie A paraumdado k£, 1 < k£ < 3.

Assim:

vV = /157r(7“(k:))2dz

= = [ (G PG

15k — 36k? k— k3 —6k* — k ,
7T/ (5 36 6+ 73 30.sen(g))2.( 6 - +36)dk
3

1 513 app2 B ]
- w/ (2R = 36k 6* T3k 30.1)2.(8.(%2 ~ 12k — 1))dk
3

1
: / (5k™ — 36k* + 73k — 30)%.(3k* — 12k — 1)dk
3

1

_ ;Te) (25kS — 360k° + 2026k* — 5556k> 4 7489k% — 4380k + 900)
3
(3K* — 12k — 1)dk
1
- % (75k® — 1380k" + 10373k° — 40620k° + 87113k* — 97452%>
3

+4TTT1E* — 6420k — 900)dk
m 75K7  1380k%  10373kT  40620k°  87113K° 97452k’ N

= 269 g T 7 6 5 4
ATTTIR 6420K2
5 g — 900K}
. [(75.19 1380.1° | 10873.07  40620.1°  871131°  97452.1"
2160 9 8 7 6 5 4
ATTT11 6420.12 75.3°  1380.3% 10373.37  40620.3°
- —900.1) — (222 + -
3 2 9 8 7 6
87113.35  07452.3'  47771.3%  6420.3?
S g e = 900.3)
- 2%[(—579, 04285) — (—3618, 129)]
n
= " [3039,08615
21613039, 08615

= 44,20171631.

Infelizmente, o programa Winplot ndo gera, neste caso, o resultado do volume do
sélido S com precisao, no entanto a diferenca |V — V,,....| €, por arredondamento,
inferior a 0,5 (0 que espera-se nao ter comprometido a comparagao entre os valores V
e Vaprox.)-
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6.7 Exemplo 7

Vamos, agora, comparar as superficies \; e A\, obtidas quando alteramos a ordem
da sequéncia de curvas (C4,Cy, C3) para (Cs, Cq,Cy), onde Cy : (2cosn,0,3senn),
Cy : (cosn,1,senn) e Cs: (3cosn,3,2senn), comn € R.

Sequéncia de curvas (Cy, Cy, Cs):

Note que, neste caso, podemos afirmar que estas curvas sdo da forma Cj, : (fx(n),
ge(n), he(n)) = (k. cosn, yx, zx.senn), com k = 1,23, e onde (zx) : (2,1,3), (yx) :
(0,1,3) e (z) : (3,1,2) séo as sequéncias dos coeficientes das fungdes (fi(n)), (gx(n))
e (hx(n)) quando k varia de 1 a 3. Assim, encontrando expressdes para as sequéncias
(), (yr) e (2x) obtemos expressdes gerais para as fungoes (fx(n)), (gx(n)) € (hx(n)),
onde fi(n) = F(n,k), gr(n) = G(n,k) e hy(n) = H(n,k), sendo P = (z,y,2) =
(F(n,k), G(n,k), H(n,k)) ponto da superficie \; que passa pelas curvas C}’s pré-
definidas na ordem (', C5 e C5. Vamos, entdo, encontrar expressdes gerais para as
sequéncias (xx), (yx) € (2k)-

Sequéncia (zy):

Obtemos, pelas variagoes de (z;), um esquema em piramide que nos fornece outras
duas sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (ry), sera considerada
uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 3, portanto r, = 3 para
todo k. A segunda sequéncia, (si), € uma progressao aritmética de razéo r igual a 3 e,
portanto, sua expressao € dada por s, = s; + (k —1).r = =1+ (k—1).3 = 3k — 4. Por
altimo, encontramos o termo geral para (z;) obtendo seu k-ésimo termo somando-se a
x1 0s k — 1 primeiros termos da sequéncia anterior. Logo:

k—1 k—1 k—1 k—1
TRo= oY si=2+) (3i-4)=2+3) i-4) 1
=1 =1 =1 =1

(k—1).(k—=1)+1)

= 243 5 —4.(k—1)
_ 4+3(k—1)k—8(k—1)
N 2
4+ 3k*—3k—8k+38
N 2
3k2 — 11k + 12

2
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Sequéncia (y):
1
1,2
0,1,3

Obtemos, pelas variagoes de (y;), um esquema em piramide que nos fornece outras
duas sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (ry), sera considerada
uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 1, portanto r, = 1 para
todo k. A segunda sequéncia, (sx), € uma progressao aritmética de razao r iguala 1 e,
portanto, sua expressao € dada por s, = s; + (kK —1).r = 1+ (k —1).1 = k. Por Ultimo,
encontramos o termo geral para (y;) obtendo seu k-ésimo termo somando-se a y; 0s
k — 1 primeiros termos da sequéncia anterior, conforme segue.

k—1 k—1

o (k=1D.((k=1)+1)
Y = y1+;si:0+;2: 5
(k= 1)k K-k
B 2 2
Sequéncia (z):
3
2,1
3,1,2

Finalmente, obtemos pelas variagdes de (z;) um esquema em piramide, que nos
fornece outras duas sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (r;), sera
considerada uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 3, portanto
r, = 3 para todo k. A segunda sequéncia, (sx), € uma progressao aritmética de razao r
igual a 3 e, portanto, sua expressdo é dada por sy = s; + (k—1).r=—-2+ (k—1).3 =
3k — 5. Por ultimo, encontramos o termo geral para (z;) obtendo seu k-ésimo termo
somando-se a z; 0s k — 1 primeiros termos da sequéncia anterior. Logo:

k—1 k—1 k—1 k—1
o= s+ Y si=3+) 3i-5=3+3) i—5) 1
i=1 i=1 i=1 i=1

(k—1).((k— 1)+ 1)

= 3+3. : —5.(k—1)
_ 6+3(k—1).k—10(k—1) 6+ 3k* -3k — 10k + 10
a 2 N 2

3k? — 13k + 16

2
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3k2—11k+12) k2—k 3k2-13k+16
(T.cosn, B 5

obtida, no Winplot, quando substituimos os parametros k e n, respectivamente, pelos

Podemos, entao, verificar a superficie \; :

.senn)

parametros reais u e t do programa conforme a Figura 10.

E Superficie contendo as curvas na ordem €., Cze Cs.
File Equa View Btns One Two Anim Misc

(X,¥,2)
(h}”’ﬁ

2=11lu+ -4) '2)cos (t), (u*2-u) /2, ((3u~2-13u+le)/

{xyzr

Fig.10. Superficie A1 gerando a sequéncia (C1,C2,C3),com0<t<2mrel<u<3.

Sequéncia de curvas (C3, Cy, Cs):

Vamos, agora, encontrar a equagao paramétrica de uma superficie \, que passa
pelas curvas C3 : (3cosn,3,2senn), Cy : (2cosn,0,3senn) e Cy : (cosn,1,senn),
nesta ordem. Por conveniéncia, chamaremos C; de C,, C; de C, e C;, de Cj, onde as
curvas C's variam conforme um parametro [ = 1, 2, 3. J4 sabemos que estas curvas sao
da forma C; : (fi(n), gi(n), hi(n )) = (zy.cosn,y;, z.senn), onde agora teremos (z;) :
(3,2,1), (y) : (3,0,1) e (%) : (2,3,1), as novas sequéncias obtidas dos respectivos
coeficientes das fungdes (f;(n)), (g ( )) € (hy(n)). Assim, encontrando uma expressao
para as sequéncias (z;), (y;) e (z;) obtemos expressdes gerais para as fungoes ( f;(n)),
(91(n)) € (h(n)), onde fi(n) = F(n,1), gi(n) = G(n,1) e hy(n) = H(n,l), sendo P =
(x,y,2) = (F(n,l),G(n,l), H(n,l)) ponto da superficie A\, que passa pelas curvas C;’s
pré-definidas.

Iremos, portanto, encontrar expressoes gerais para as sequéncias (x;), (y;) e (z).
Sequéncia (z;):

1, -1
3,2,1

Obtemos, pelas variagoes de (z;), uma sequéncia, (r;), que consideraremos esta-
cionaria e cujos termos r; sao iguais a -1 para todo /. Logo, a sequéncia (z;) € uma
progressao aritmética de razao r igual a -1 e, portanto, seu termo geral é dado por
r=x1+1—-1)r=34+1-1).(-1)=—-1+4
Sequéncia (y;):
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-3, 1
3,0,1

Obtemos, pelas variagdes de (y;), um esquema em pirdmide que nos fornece outras
duas sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (r;), sera considerada
uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 4, portanto r, = 4 para
todo [. A segunda sequéncia, (s;), € uma progressao aritmética de razéo r igual a 4 e,
portanto, seu termo geral é dado por s; = s; + (I —1).r = -3+ (l —1).4 =4 — 7. Por
altimo, encontramos o termo geral para (y;) obtendo seu I-ésimo termo somando-se a
11 0s | — 1 primeiros termos da sequéncia anterior, conforme segue.

-1 -1 -1
yo= p+y si=3+4Y i—T.Y 1
i=1 1=1 1=1

I=1)((=1)+1)
2

= 3+4. —T(l=1)=3+2.(—1)l—T.(—-1)

= 22 -91+10

Sequéncia (z):

1,-2
2,3,1

Finalmente, obtemos pelas variagées de (z;) um esquema em piramide, que nos
fornece outras duas sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (r;), sera
considerada uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a -3, portanto
r; = —3 para todo . A segunda sequéncia, (s;), € uma progressao aritmética de razao r
igual a -3 e, portanto, sua expressao é dadapors; =s;+({—1)r=1+(—1).(=3) =
—3l + 4. Por ultimo, encontramos o termo geral para (z;) obtendo seu |-ésimo termo
somando-se a z; 0s [ — 1 primeiros termos da sequéncia anterior. Logo:

-1 -1 -1 -1
P 21+Zsi:2+Z—3i+4:2—3.22’+4.21
=1 =1 =1 =1

(z—1).((z2— 1) +1) +4'(5_”:4—3(z—1).2z+8.(z—1)

4—-3%2+31+8—8 —=31>+111—4

= 2-3

2 2
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Podemos, entéo, obter a superficie Ay : ((—I+4). cosn, 21291410, 2L on py),
no Winplot, quando substituimos os parametros [ e n, respectivamente, pelos parametros
reais u e t do programa, conforme a Figura 11.

E Superficie contendo as curvas na ordem Cs3, C; e C;.

File Equa View Btns One Two Anim Misc

(x,¥,2) = ((4-u)cos(t),2u"2-%u+10, ((-3u~2+1lu-4)/2)sin(t))
(%, ¥,2) = (3cos(t),3,2sin(t))

(%, ¥, 2)

(2cos(t),0,3sin(t))

Fig.11. Superficie A2 gerando a sequéncia (Ci, C’;, Cé) com0<t<2rel<u<3.

Vimos, entao, que, assim como nos exemplos 1 e 2, onde as curvas paramétricas
obtidas dependem da ordem dos pontos pré-definidos, podemos observar que as su-
perficies \; e A\, obtidas dependem da sequéncia das curvas pré-definidas num dado
parametro. Este parametro pode ser, entao, entendido como sendo a ordem em que
0s pontos (ou curvas) sao gerados de modo que, respectivamente, possamos obter as
curvas (ou superficies) desejadas.

6.8 Exemplo 8

Vejamos, agora, um exemplo de superficie passando por duas elipses e uma parabola.
Sejam, entao, as curvas C : (cosn, —2,2senn), Cy : (n,0,n%) e Cs : (2cosn,2,senn)
do R? pelas quais queremos que uma superficie \ passe sequencialmente. Observe
que tais curvas podem ser escritas na forma Cy : (fx(n), gr(n), he(n)) onde fp(n) =
2% cosn+zln, gu(n) =y € hi(n) = 2" senn+ 2 .n2, considerando-se, neste caso,
as sequéncias (1)) : (1,0,2), (=), (") : (0,1,0), () : (=2,0,2) e (1) : (2,0, 1),
para k = 1,2, 3.

Sendo assim, a superficie gerada quando variamos o valor de k£ € R sera da forma
A (F(n,k),G(n,k),H(n,k)), onde F(n,k) = fi(n), G(n,k) = gr(n) e H(n, k) =
hi(n). E, para encontrarmos as fungdes F, G e H, basta encontrarmos os termos gerais
para as sequéncias (:cLO}), (xL”), (Yk), (z,[f}) e (Z;[cl])’ o que faremos a seguir.



69

Sequéncia (z"):

-1,2
1,0,2

Obtemos, pelas variacoes de (:vk}) um esquema em piramide que nos fornece ou-
tras duas sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (r}), sera considerada
uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 3, portanto r, = 3 para todo
k. A segunda sequéncia, (sx), € uma progressao aritmética de razao r igual a 3 e, por-
tanto, sua expresséo é dada por s, = s; + (k —1).r = =1+ (k —1).3 = 3k — 4. Por
ultimo, encontramos o termo geral para (xf}) obtendo seu k-ésimo termo somando-se a

0 . . N . .
x[l} os k — 1 primeiros termos da sequéncia anterior. Logo:

k—1 k—1

k—1 k—1
0 = [0]+ZSZ—1+Z 4)=1+3.Y i-4> 1
=1 =1

= =

(k- )((k: 1)+1)_4(k_1>:_2+3(k;—1)k—8(k—1)
2

— 1+3.

2+ 3k* — 3k — 8k:+8) ~ 3k* — 11k 4 10)
2 B 2 '

Sequéncia (z}1):

. ~ 1 . A .
Obtemos, pelas variagbes de (:L’L]), um esquema em piramide que nos fornece ou-

tras duas sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (), sera considerada

uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a -2, portanto r, = —2 para

todo k. A segunda sequéncia, (si), € uma progressao aritmética de razao r igual a -2 e,

portanto, sua expressado é dada por s, = 31+ (k—1)r=1+(k—1).—2 = —2k+3. Por

ultimo, encontramos o termo geral para (xk, ) obtendo seu k-ésimo termo somando-se a
[1 os k — 1 primeiros termos da sequéncia anterior. Logo:

k-1 k-1
xE] = :1:[11]+Zsi20+2 —2i+3) = -2, ZH—S Zl
1=1 i=1

(k—1).((/;—1)+1) e3h—1)

= —(k—1Dk+3k—-1)= -k +k+3k—3
= —k*+4k-3.

= -2
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Consequentemente, para a sequéncia (z,&”) o termo geral sera dado por z,[cl} = —k?+
4k — 3.
Sequéncia (yy):

2,2
-2,0,2

Obtemos, pelas variagdes de (yx), uma sequéncia, (r), que consideraremos es-
tacionaria e cujos termos r; sao iguais a 2 para todo k. Logo a sequéncia (yx) €
uma progressao aritmética de razao r igual a 2 e portanto seu termo geral é dado por
yw=wn+k-—-1)r=-2+k-1).2=2k—4.

Sequéncia (2\):

2,1
2,0,1

Obtemos, pelas variagcoes de (z,[go}), um esquema em piramide que nos fornece ou-

tras duas sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (r}), sera considerada
uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 3, portanto r, = 3 para todo
k. A segunda sequéncia, (sx), € uma progressao aritmética de razao r igual a 3 e, por-
tanto, sua expressao é dada por sy, = s; + (k —1).r = =2+ (kK —1).3 = 3k — 5. Por
altimo, encontramos o termo geral para (z,[co]) obtendo seu k-ésimo termo somando-se a

z@ os k — 1 primeiros termos da sequéncia anterior. Logo:

k—1 k—1 k—1 k—1
20 = 0+ si=2+Y (3i—-5)=2+3) i-5Y 1
i1 i=1 i=1 i=1

k—1).((k=1)+1 k—1)k
_ g )<<2 )+ )—5.(k—1):2+3.%—5.(k—1)
443k 1)k —10.(k—1)) 443k — 3k — 10k + 10
B 2 B 2
3k2 — 13k + 14

2

Assim, as coordenadas de A sao (F'(n, k), G(n, k), H(n,k)) = (fr(n), gr(n), hx(n)) =
(. cosn + 2l n, gy, 2% senn + 21 .n2) = (L0 o5y 4 (—k2 + 4k — 3).n, 2k —
4, =AU on - (—k 4 4k — 3).n%) e seu gréfico pode ser observado na janela 3D
do Winplot, conforme a Figura 12, onde os parametros n e k foram substituidos pelos

respectivos parametros t € u do programacom — 7 <t <rmwel <wu < 3.
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Observe que, de um modo geral, podemos encontrar a equagao paramétrica de uma
superficie A : (F(n,k),G(n, k), H(n, k)) passando por curvas C}’s pré-definidas, desde
gue possamos encontrar expressdes gerais para as sequéncias dos coeficientes das

fungdes envolvidas nas coordenadas fi,(n) = =\ fO(n) + 2l fl(n) + ... 4 2l £ (n),
gr(n) = yl[f}g[o] (n) + y,[cl]g[l] (n)+ ...+ y,[:]g[s] (n) e hi(n) = z,[go]h[o} (n) + z,[j}h[l] (n)+ ...+
z,[f]h[t](n) das curvas Cj;’s, onde r + 1, s + 1 e t + 1 sao o numero de fungoes envolvidas

1 ~ ..
nas coordenadas fi, g. € hi, € 0S termos xf}, xL], mﬁj] sao os coeficientes das

fungdes £, f11, ..., £, os termos y, 4", ..., 41 sdo os coeficientes das fungdes ¢!,

g, .., g, e os termos =, 2, ..., 217 sd0 os coeficientes das fungdes A%, hlY, ..., Kl

E Superficie passando por duas elipses e uma parabola.
File Equa View Btns One Two Anim Misc
(%, ¥,2)
(%, ¥,2)
(x,¥,2)

(((3u~2-11u+l0)/2)cos (t)+(-u~2+4u-3) t, 2u-4, ((3u"2-
os(t),-2,2sin(t))
0,t*2)

Fig.12. Superficie A gerada, passando por duas
elipses e uma parabola previamente definidas.

6.9 Exemplo 9

Vamos, agora, encontrar a equagao paramétrica de um paraboldide circular )\ e, em
seguida, verificar o valor da area de sua superficie em comparagao com o valor gerado
pelo programa Winplot. Imagine, entdo, que o paraboléide \ : (F(n, k), G(n, k), H(n, k)),
de parametros n e k, passe, sequencialmente, por um ponto e duas circunferéncias,
conforme a sequéncia (Cy,Cs,C3), onde C; : (0,0,0), Cy : (cosn,senn,1) e Cs :
(2cosn,2senn,4) representam as circunferéncias no parametro n, sendo C; uma cir-
cunferéncia degenerada representando um Unico ponto. Assim, podemos escrever as
coordenadas de um ponto P qualquer da k-ésima curva como sendo fungoes fi, gi. €
hy de variavel n, isto é, P = (fx(n), gx(n), hi(n)), onde, neste caso, observa-se que
fr(n) = xp.cosn, gp(n) = yx.senn € hy(n) = zx, sendo zy, yx € 2 0S termos gerais das
sequéncias (), (yx) : (0,1,2) e () : (0,1,4), obtidas quando a superficie A passa, se-
qguencialmente, pelas curvas C}’s com k£ = 1,2, 3. Assim, basta encontrarmos o termo
geral das sequéncias (zy) e (zx), uma vez que (yx) = (), conforme segue.



72

Sequéncia (zy):

1,1
0,1,2

Obtemos, pelas variagdes de (z}), uma sequéncia, (ry), que consideraremos esta-
cionaria e cujos termos 7 sao iguais a 1 para todo k. Logo, a sequéncia (z) € uma
progressao aritmética de razao r igual a 1 e, portanto, seu termo geral € dado por
=21+ k—-1)r=0+(k—-1)1=k—1
Sequéncia (z):

2
1,3
0,1.,4

Obtemos, pelas variagoes de (z;), um esquema em piramide que nos fornece outras
duas sequéncias. A primeira sequéncia, no topo da piramide, (rj), sera considerada
uma sequéncia estacionaria e cujos elementos sao iguais a 2, portanto r, = 2 para
todo k. A segunda sequéncia, (si), € uma progressao aritmética de razéo r igual a 2 e,
portanto, sua expressao € dada por s, =s; + (k—1).r =1+ (k—1).2 =2k — 1.

Por ultimo, encontramos o termo geral para (z; ) obtendo seu k-ésimo termo somando-
se a z; 0s k — 1 primeiros termos da sequéncia anterior. Logo:

k-1
2Lk = 21+E S;
=1

= 0+i(2i—1)
e e
- 2.22’—21
(Z/?— 1).2?/2—1)+1)
2

= Q.W—(kz—l)

= k=1Dk—(k—1) =k —2k+1.

= 2.

— (k1)

Assim, as coordenadas de A sao (F'(n,k),G(n, k), H(n,k)) = (fr(n), gr(n), hi(n))
= (xy.cosn,yr.senn, z;) = ((k—1).cosn, (k—1).senn, k* —2k+1), e seu grafico pode
ser observado por meio do programa Winplot conforme a Figura 13, onde os parametros
n e k foram substituidos pelos respectivos parametros ¢ e u do programacom 0 < t < 27
el <u<3.
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E paraboldide circular passando por um ponto e duas circunferéncias, e o valor da area de sua superficie.

File Egua View Btns One Two Anim Misc
(X, ¥,2) (0,0,0)

(%,¥.,2) = (éaé(‘i.},si:(:},l}
(%,v,2) = ({u-1l)cos(t), (u-1l)sin(t), ur2-2u+l)
z area
[ix,y,z} = Hu—l}:os(tl,(u—ﬂ
tmin IU.UBUDB
drvigions I‘lUU
t max IB.2I331B
umin I'I.I]UIJEID
drisions |1UD
U max I3.UDI]DD
361709
close

Fig.13.Paraboléide passando por um ponto e duas circunferén-
cias, e valor da area de sua superficie gerada pelo Winplot.

O programa Winplot gera um valor aproximado, Aqy-... ~ 36,1769, para a area da
superficie do paraboldide em questdo. Vamos, entdo, verificar o valor da area A da
superficie do paraboldide A obtido pela revolugao da curva, em fungao do parametro
k,y = G(3,k) = sen(5).(k —1) = 1.(k — 1) = k — 1, em torno do eixo z, onde y
representa o raio da circunferéncia intersecdo entre o plano z = k> — 2k + 1 e \ (para
um dado k, 1 < k£ < 3). Assim, tomando-se y como fungédo de z, y = f(z), pois
y=k—1=+/(k—1)?2=+vk*-2k+1= /2, ey como aderivada de y em relagdo a
2,y = f'(2) = %, teremos:

4 4
A = 27r/0 y\/1+(y’)2dz—27r/0 F(2) 1+ (f'(2))%dz
4 4 2
= 27r/0 Vz. 1+(%)2dz:27r/0 Vz. 1—1—%612

4 du? + dz2 3
= 2#/ Vz. %dz:%r/ VE? = 2k 4+ 1.4/dy? + d=2
0 1

3 dk 3 du? + dz2
= 27r/ \/(k—1)2.\/dy2+dz2%:2w/(k—l). W a g,
1 1

dk?
= 27r/1(k—1). Z—iZJrZ—;dk:%/l(k—l).\/(%)2+(3—2)2dk
= zw/l (k= 1)/ (y)? + ()2 dk
= 27r/3(k—1).\/((/<:—1)’)2+((k2—2k+1)’)2dk




74

3 3
A = 27r/ (k:—1).\/(1)2+(2kz—2)2dk:27r/ (k—1)A/1+4(k —1)2dk
1 1
2
= 27r/ vV 1+ 4v2dv (ondev =k — ledv = dk)
0

17

2 2
- 5[ Vi sedo =T [ Vadu (ondew =14 407 cdw = s0.do)
0

17
2
_ f/ whdw = T[T = T 208 = Turd - 13 = TIm -
1), 13 6 6

= IV1913 - 1] ~

; [70, 09279564 — 1] = %[69, 09279564] ~ 36, 1769.

Vimos entao que, neste caso, diferentemente do exemplo 6, o programa gera o valor
exato da area da superficie em questao sendo que |A — A,,0..| = 0, 0 que queriamos
mostrar.

6.10 Exemplo 10

Finalmente, mostraremos como o programa Winplot gera uma regido R do R* com-
preendida entre duas superficies, nos parametros n, k € R: o parabolodide )\, : (4k cosn,
4ksenn , k? 4+ 30) e a superficie Ay : (8% cosn, 8k senn, 8cos k).

Observe que, agora, precisamos de um terceiro parametro, w € R, que nos leve de
A1 @ \o. Assim, as coordenadas dos pontos da regidao R necessariamente serao fungoes
F, G e H dependentes de trés parametros, isto &, R : (F(n, k,w),G(n, k,w), H(n, k,w)).

Note, também, que as superficies em questao sao da forma A, : (fu(n, k), gu(n, k),
hy(n,k)), comw = 1,2, onde f,(n, k) = x,.kcosn, g,(n, k) = y,.ksenn e hy,(n, k) =
22 cosk+ 2 k2 + 2 sdo as fungdes coordenadas de seus pontos, sendo x,, Y, zq[,ﬂ)],
b e 212 os termos gerais das sequéncias (z.,), (Yw) = (4,8), (zl[f,)]) : (30,0), (21[3]) :(1,0)
e (zz[f]) : (0, 8) respectivamente.

Facilmente podemos encontrar os termos gerais destas sequéncias, uma vez que
em cada uma delas dispomos de apenas dois termos, cuja diferenca nos fornece a
razao de uma progressao aritimética.

Assim sendo, a sequéncia (z,,) temrazdor =4ez; =4,logo x, =4+ (w—1).r =
44 (w—1)4 =4+ 4w —4 = 4w. A sequéncia (y,,) é igual a (x,,), logo y,, = 4w. A
sequéncia (zB]) € uma progressao aritimética de razdor = —30 e zg(’] = 30, logo 200 =
30+ (w—1).r =30+ (w—1).(—30) = 60 — 30w. A sequéncia (zg}) € uma progressao
aritiméticaderazaor = —1e z{” =1, logo zb) = I+(w—1)r = 1+(w—-1).(-1) = 2—w.
E, finalmente, a sequéncia (ZB]) € uma progressao aritimética de razdor = 8 e zF] =0,
logo 2 = 0+ (w—1)r=(w—1).8=8w-—_8.
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Portanto, quando variamos w dentro do intervalo I = [1,2]| estamos encontrando
as equacoes de uma infinidade de superficies A\, que, em sua totalidade, compdem a
regiao R.

Logo, podemos afirmar que (F'(n, k,w), G(n, k,w), H(n, k,w)) = (fu(n, k), gu(n, k),
hy(n, k) = (4w.k cosn, 4w.k sen n, (8w —8) cos k+ (2 —w)k? +60 —30w) sdo as coorde-
nadas dos pontos da regiao R, conforme mostra a Figura 14, onde o programa Winplot
gera a evolugao entre as superficies A; e A; quando w, no Winplot representado pela le-
tra A, varia de 1 a 2. Perceba, também, que o programa Winplot ndo gera prontamente
toda a regiao R desejada, mas sim uma animagao entre as superficies pré-definidas
quando variamos o parametro w. Assim, temos a impressao de que as superficies \; e
A2 estdo movendo-se uma em direcao a outra, quando o que nos interessa € a regiao R
entre as superficies.

i Animagdo mostrando evolugdo entre duas superficies.
File Equa View Btns One Two Anim Misc

(%x.¥:2) = (4ucos(t),dusin(t),u2+30)
(X,v¥,2) = ((4R)ucos(t), (4A)usin(t), (BA=B)cos (u)+(2-R)u"2+80=-30R)
(X.¥.2) = (Bucos(t),Busin(t),B8cos{u))
! ' ; ; current value of A
[& =] 50000
| ] i |
z sat L | autorey [ autncyc | sal R |
| [ mutoghow |23 slides close I
.
z
s
it
TS
. oSS

Fig.14. Quadros de animagao mostrando a regidao R do R3 gerada quando variamos o parametro real A, de 1 a 2, entre A1 e \o.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho pudemos visualizar, por meio do programa computacional Winplot,
curvas interligando pontos no plano e no espago, superficies passando por curvas da-
das e regides do espaco entre duas superficies dadas. Os elementos geométricos aqui
estudados, curvas, superficies e regioes do espaco, foram obtidos de forma orientada,
ou seja, de modo a passar sequencialmente pelos pontos, curvas e superficies dadas
no inicio de cada exemplo. A obtencao das fungdes paramétricas coordenadas de tais
elementos fora feita com base na sequéncia de cada coordenada dos pontos represen-
tativos dos elementos definidos no inicio de cada exemplo.

As sequéncias obtidas em cada coordenada dos n elementos definidos no inicio
de cada exemplo formam progressdes aritméticas de, no maximo, (n-1)-ésima ordem,
que por diferenciacdo de seus termos, geram progressoes aritméticas de menor or-
dem. Uma vez obtida a equagao da progressao aritmética da primeira ordem, vimos
gue é possivel obter a equacao do n-ésimo termo da progressao aritmética de segunda
ordem simplesmente somando-se ao seu primeiro termo o somatério dos n-1 primei-
ros termos da progressao aritmética de primeira ordem correspondente. As equagoes
das progressoes aritméticas de ordem maior que dois foram analogamente obtidas em
relacdo as progressodes aritméticas de ordem imediatamente inferior. Assim, vimos que,
de posse das equagdes paramétricas obtidas para cada coordenada dos pontos dos ele-
mentos pré-definidos em cada exemplo, pudemos obter as curvas, superficies e regides
que as continham, visualizando-se o resultado por meio de um programa grafico com-
putacional, o Winplot.

Vimos também alguns recursos do programa Winplot, no qual fora possivel repre-
sentarmos graficamente um elemento geométrico a partir de suas fungdes paramétricas
coordenadas, além de verificarmos alguns resultados obtidos como pontos de maximo
e minimo, area da superficie e volume de sélidos geométricos, confirmando-se, assim,
os resultados obtidos em nossos calculos. Vé-se, portanto, que os programas computa-
cionais aliados ao estudo da matematica facilitam seu entendimento além dos aportes
tedricos existentes, ampliando definitivamente os limites técnicos de compreensao desta
ciéncia, que a muitos fascina.
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