UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

NATALIA MEDEIROS DO NASCIMENTO

EQUACOES DIOFANTINAS E O METODO DAS SECANTES E TANGENTES DE
FERMAT

FORTALEZA
2014



NATALIA MEDEIROS DO NASCIMENTO

EQUACOES DIOFANTINAS E O METODO DAS SECANTES E TANGENTES DE
FERMAT

Dissertagdo de Mestrado apresentada ao
Programa de P6s-Graduagao em
Matematica em Rede Nacional, do
Departamento  de Matemdtica  da
Universidade Federal do Ceard, como
requisito  parcial para a obtencdo do
Titulo de Mestre em Matemdtica. Area
de concentracdo: Ensino de Matematica.

Orientador: Prof. Dr. José Alberto Duarte
Maia.

Coorientador: Prof. Dr. Francisco Régis Vi-
eira Alves.

FORTALEZA

2014



Dados Internacionais de Catalogacdo na Publicacio
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca do Curso de Matematica

N196e Nascimento, Natalia Medeiros do
Equagdes diofantinas e o método das secantes e tangentes de Fermat / Natdlia Medeiros do Nasci-
mento. - 2014
45f. :enc.; 31 cm

Dissertacéo (mestrado) — Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias, Departamento de
Matematica, Programa de P6s-Graduacao em Matemadtica em Rede Nacional, Fortaleza, 2014.

Area de Concentracio: Ensino de Matemitica.

Orientacdo: Prof. Dr. José Alberto Duarte Maia.

Coorientacdo: Prof. Dr. Francisco Régis Vieira Alves.

1. Equagdes diofantinas. 2. Fermat, Ultimo teorema de. I. Titulo.

CDD 512.72




NATALIA MEDEIROS DO NASCIMENTO

EQUACOES DIOFANTINAS E O METODO DAS SECANTES E TANGENTES DE
FERMAT

Dissertagdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Pos-Graduacdo em
Matematica em Rede Nacional, do
Departamento de  Matematica da
Universidade Federal do Ceard, como
requisito parcial para a obtengdo do
Titulo de Mestre em Matemdtica. Area

de concentragio: Ensino de Matemética.

Aprovada em: 26 / 04 /2014.

BANCA EXAMINADORA

;jsza«c,' Mk i MOAY

Prof. Dr. José Alberto Duarte Maia (Orientador)

Universidade F eizai do Ceara (UFC)

h¥
Prof. Dr. Marcelo Ferreira de Melo

Universidade Federal do Ceara (UFC)
fpom Ry MW,AZJ’S

Prof. Dr*Francisco Régis Vieira Alves

Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE)



AGRADECIMENTOS

A Deus, pela vida.
A minha familia, pelo incentivo e compreensdo nos momentos de auséncia.

Ao meu orientador, Professor Dr. José Alberto Duarte Maia, pela grande ajuda e
dedicacao.

Aos professores do mestrado, que além de terem transmitido um pouco do muito
que sabem, estiveram sempre dispostos a esclarecer dividas e ajudar.

A CAPES, pela bolsa de auxilio que recebi por dois anos.

A SBM, pela criacdo desse projeto, o PROFMAT, e a UFC que ao aceitar a parceria
contribuiu significativamente para o meu desenvolvimento profissional.

Aos colegas de turma pelo companheirismo incondicional e disponibilidade de aju-
dar sempre ao longo desses dois anos e meio.

Aos professores participantes da banca pelas valiosas sugestdes para o aprimora-
mento deste trabalho.

Ao colega Marcio Pereira da Silva pela ajuda na formatacao deste trabalho.



RESUMO

Ao longo das ultimas décadas, a transmissao do conhecimento matematico na Educagdo Bésica
sofreu diversas mudangas. “O Ensino Tradicional” da matemaética era baseado na memorizacao
de féormulas, havendo assim uma mecanizag¢ao no processo de resolucdo de problemas, onde
o discente era visto como um ser passivo. A nova visdo de ensino, que busca significar o que
conteddo exposto em sala, motivou a escolha desse tema, visto que situacdes problemas envol-
vendo equacgdes diofantinas podem ser facilmente percebidas em nosso cotidiano. O objetivo
deste trabalho € oportunizar a realizagdo de uma leitura consultiva para o professor do Ensino
Basico, e asseverar que essas equacdes podem ser aplicadas na Educacdo Bdsica como uma
ferramenta que instiga o pensamento légico, o raciocinio, a compreensao € a interpretacao ma-
temdtica. A formulagdo desse material que estd dividido em cinco capitulos se deu através de
levantamento bibliografico por meio de pesquisas descritivas. A introducdo compde o primeiro
capitulo. O segundo capitulo versa sobre o Legado de Diofanto: vida e obras, ressaltando sua
obra titulada “Arithmetica” que contribuiu significativamente para o desenvolvimento da teo-
ria dos nimeros. O terceiro capitulo trata das equagdes diofantinas lineares de n varidveis. O
quarto capitulo aborda as ternas pitagoricas, o Método das Secantes e Tangentes de Fermat na
busca de solugdes racionais para equagdes, com coeficientes racionais, da forma ax? +by? = c,
e um caso particular do Ultimo Teorema de Fermat. O quinto capitulo é composto de problemas
sobre equagdes diofantinas lineares.

Palavras-chave: Equacdes diofantinas lineares. Ternas pitagéricas. Método das secantes e
tangentes de Fermat. Ultimo teorema de Fermat.



ABSTRACT

Over the past decades, the transmission of mathematical knowledge in basic education has un-
dergone several changes. The “Teaching Traditional” math was based on memorizing formulas,
so there mechanization in problem solving where the student was seen as a liability to be pro-
cess. The new vision of education that seeks to signify exposed to room content, motivated
the choice of this theme, as diophantine equations involving situations problems can be easily
noticed in our daily lives. The objective of this work is an opportunity for a realization of an ad-
visory reading for the teacher of basic education, and assert that these equations can be applied
in basic education as a tool that encourages the logical thinking, reasoning, understanding and
mathematical interpretation. The formulation of this material which is divided into five chapters
was through literature review through descriptive research. The introduction comprises the first
chapter. The second chapter deals with the Legacy of Diophantus: life and works, emphasizing
his work entitled “Arithmetica” which contributed significantly to the development of number
theory. The third chapter deals with linear Diophantine equations in n variables. The fourth
chapter discusses the Pythagorean tender, Fermat’s of secants and Tangents method, in find-
ing rational solutions to equations with rational coefficients, of the form ax? + by? = c¢ and
a particular case Fermat’s Last Theorem. The fifth chapter is composed of problems on linear
diophantine equations.

Keywords: Linear diophantine equations. Pythagorean tender. Method of secants and tangents
of Fermat. Fermat’s last theorem.
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1 INTRODUCAO

Observando a nossa volta é possivel notar diversos padrdes e sequéncias. A mate-
matica surgiu a partir da necessidade humana de entender esses padrdes e obter certo controle
sobre algo. Alguns povos antigos, por exemplo, se baseavam nas fases da lua para ter uma
nog¢do de cheias de rios ou de periodos chuvosos, mesmo sem possuir um sistema numérico a
nog¢do de contagem estava implicita.

Um dos artefatos matematicos mais antigos, datado com cerca de 20 mil anos, é
o osso de Ishango, exposto no Museu de Ciéncias Naturais, em Bruxelas. Ele possui tracos
associados a alguma espécie de contagem, e devido a forma como aparecem os agrupamentos,
certamente quem os fez estava realizando algum tipo de conta. Esse osso de macaco encontrado
no Congo € mais antigo que a escrita, 0 que nos mostra a importancia do processo de contagem
desde os primérdios dos tempos (MOL!, 2013; BOYER?, 1974).

Outro artefato datado em 30 mil anos atrds, um osso de lobo com vestigios de
marcagdes, considerado como prova da existéncia do processo de contagem na época do periodo
Paleolitico, foi encontrado em 1937 por Karl Absalom na antiga Tchecoslovaquia (ALMEIDA?,
2002).

Mas o que teria levado os homens pré-histdricos a realizarem marcagcdes em peda-
coes de ossos? Uma possivel explicacdo para tal atitude € que: “Grupos de pedras sdo demasi-
ado efémeros para conservar informacdo: por isso o homem pré-historico as vezes registrava
um niimero fazendo marcas em um bastdo ou pedago de osso” (BOYER?, 1974, p.3).

Os nimeros foram fundamentais para a organizacao e o desenvolvimento da vida
em sociedade, mas quando e onde se iniciou a ideia de atribuir um valor numérico a um grupo de
objetos ou a seres, por exemplo, é um mistério. E dificil imaginar civiliza¢des antigas que nio
tenham uma noc¢ao, mesmo que implicita, de contagem. Os Aua Piri, povo aborigene que habita
o interior da Australia, ndo utilizam nimeros no seu idioma, possuem uma palavra que significa
a unidade, somente. Eles conseguiram viver sem a necessidade de um sistema de numeragdo até
recentemente. Os Sumérios hd 6000 anos, no entanto, provavelmente por viverem em cidades
sentiram a necessidade ndo somente de contar, mas de realizarem divisdes, multiplicacdes e
subtragdes. Durante muitos séculos os nimeros foram utilizados com a finalidade de realizar
contas e medi¢gdes. Posteriormente, comegou-se a pensar sobre a natureza e as propriedades que

os ndmeros carregam. Foi assim que surgiu a Teoria dos Numeros!

Essa teoria ocupa-se no estudo dos nimeros inteiros e recebeu ao longo da histdria

a atencdo de matemdticos famosos como Pitdgoras, Euclides, Diofanto e Pierre de Fermat.

IMOL, Rogério Santos. Introdugdo a Histéria da Matemadtica. Belo Horizonte: CAED-UFMG, 2013. Dispo-
nivel em: www.mat.ufmg.br. Acessado em 05/01/2014.

2BOYER, Carl B. Histéria da matemética. Sio Paulo: Editora E. Blucher, 1974.

3Para mais detalhes, veja M. C. Almeida, Talhas Numéricas e o Antigo Testamento. Revista Brasileira de
Histéria da Matematica. Vol. 2, n° 4 , 2002. Disponivel em: http://www.rbhm.org.br/vo2-no4.html. Acessado em
10/03/2014.
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Os livros que abordam histéria da matemdtica costumam atribuir aos pitagoricos,
membros da escola fundada por Pitdgoras, o inicio do estudo das propriedades numéricas no
conjunto dos inteiros positivos, por volta de 600 a.C.. Além de estudos matemadticos, a escola
pitagérica também se dedicava ao estudo da filosofia. E importante salientar que nio hd nenhum
documento original que comprove as descobertas atribuidas aos pitagéricos, visto que todos os
membros faziam o juramento de manter os conhecimentos adquiridos e descobertos em segredo
(EVES*, 1995).

Os pitagodricos classificaram os nlimeros em pares e impares, estudaram os nime-
ros perfeitos, amigaveis, figurados, entre outros. Como podemos observar, a matematica era
tratada por eles também de um modo abstrato, esse estudo tedrico era denominado por eles de
“aritmética”, enquanto os cdlculos praticos eram conhecidos como “logistico” (EVES?, 1995).

Para Pitdgoras s6 havia nimeros inteiros ou nimeros formados pela razdo entre
eles (sendo considerados somente os positivos). Essa concepcao foi profundamente abalada
quando na aplicacdo do Teorema de Pitdgoras percebeu-se que a hipotenusa de um tridangulo
retangulo com catetos iguais a um nao era um ndmero inteiro, € nem formado pela razao entre
inteiros. Esse famoso teorema esté escrito e demonstrado na obra “Os Elementos” de Euclides.
O estudo de solugdes naturais ou racionais para equacdes quadriticas foi um dos interesses
de Diofanto séculos depois, este dedicou parte de sua vida a estudar equacdes indeterminadas,
realizando algumas publicacdes. E foi observando esse mesmo teorema em uma das traducdes
da obra “Arithmetica” de Diofanto que surgiu o mais intrigante teorema, relacionado a teoria
dos nimeros de todos os tempos: O Ultimo Teorema de Fermat.

A teoria dos nimeros tem seus encantos, alguns de seus enunciados, apesar de se-
rem bem simples e de facil entendimento, sdo extremamente dificeis de demonstrar, um exem-
plo classico desse tipo de enunciado é o Ultimo Teorema de Fermat que perdurou mais de 300

anos até que alguém conseguisse uma demonstragdo sem falhas.

4EVES, Howard Whitley. Introducéo a Histéria da Matematica. Campinas,SP: Ed. da UNICAMP, 1995.



2 O LEGADO DE DIOFANTO
2.1 Vida e obra de Diofanto

Considerado o mais importante algebrista grego, Diofanto nasceu em algum ano
situado entre 150 a.C. e 364 da nossa era. Sabe-se que ele viveu por um periodo em Alexandria,
principal centro de estudos matematicos da Grécia antiga, onde sua carreira floresceu. Sua vida
¢ desconhecida, a tinica informacao que temos é quanto tempo ele viveu, 84 anos, isso gracas a
um enigma gravado na ldpide de seu tdmulo que segundo a tradugio contida no livro O Ultimo

Teorema de Fermat dizia o seguinte:

“Deus lhe concedeu graca de ser um menino pela sexta parte de sua
vida. Depois, por um doze avos, ele cobriu seu rosto com a barba. A
luz do casamento iluminou-o apds a sétima parte e cinco anos depois do
casamento Ele concedeu-lhe um filho. Ah! crianga tardia e md, depois
de viver metade da vida de seu pai o destino frio a levou. Apés conso-
lar sua mdgoa em sua ciéncia dos niimeros, por quatro anos, Diofante

terminou sua vida” .

(SINGH!, 2001, p.71)

Para solucionarmos este enigma chamaremos de x a quantidade de anos vivido por
Diofanto, assim temos:

X X X X 14x 4+ 7x + 12x + 42x + 756
X=F-—4-+5++4=>x=

= 84x = 75x—756

6 %67 2 84
:>9x:756:>x:T:>x:84anos.

2.2 A obra de Diofanto

De acordo com historiadores, Diofanto escreveu trés obras:

e Porismas — que foi perdido ao longo do tempo. Estudiosos acreditam que ele teria escrito
nessa obra alguns fundamentos tedricos e teoremas sobre a teoria dos nimeros. O que €
certo € que em sua obra “Arithmetica” Diofanto utiliza certas proposi¢cdes como auxilio e

as chama de porismas.

e Sobre Numeros Poligonais — Dessa obra restou apenas um fragmento, nela a representa-

¢do dos nimeros é geométrica, assim como o processo das investigacdes realizadas.

e Arithmetica — Esta é sem duivida seu maior legado! Dos treze trabalhos escritos, apenas

seis sobreviveram, inspirando grandes matematicos como Pierre de Fermat.

ISINGH, Simon. O Ultimo teorema de Fermat: a histéria do enigma que confundiu as maiores mentes do
mundo durante 358 anos. 10. ed. Rio de Janeiro: Record, 2001.
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A “Arithmetica” aborda analiticamente a teoria algébrica dos nimeros, contém mais
de 100 problemas cujas solucdes sdo detalhadas por ele, e resultam em equagdes de primeiro ou
segundo grau, havendo também casos em que a resolucdo resulta em equagdes de grau maior
que dois, equagdes algébricas como por exemplo ax+by = ¢, a?+b? = 2, a*+b*+c* = x*. Os
problemas diofantinos, assim como ficaram conhecidos, s6 possuiam solu¢des entre os nimeros
racionais positivos. Na maioria das vezes uma so resposta era suficiente para contentar Diofanto
(EVES?, 1995).

2.3 Alguns problemas propostos por Diofanto em sua obra, Arithmetica

Abaixo seguem cinco problemas pertencentes a “Arithmetica” de Diofanto, e suas

respectivas solugdes em notagdo atual.

Livro I- problema 17: “Encontrar quatro nimeros cuja soma trés a trés seja, respectivamente,
22,24,27e20”.

Solucio:
x+y+z =22 (i)
XxX+y+w=24 (i)
X+ z+w=27 (iii)
y+z+w=20 (iv)

Por (iii), temos x = 27—w—z, e (iv) resultaem y = 20—w—z. Assim, substituindo
em (ii), resulta em:
27 —w—2z+4+20—w —z+w =24, donde 23 = 2z + w(v).

Substituindo (iii) e (iv) em (i), teremos:

27T—w—2z2+20—w—2z+2z=22, onde 25 =2z+2w.

2z + w=23 N 4z + 2w =46
z + 2w=25 z + 2w=25

Assim, 3z =21, ousejaz =7e por (v), w=09.
Comox =27—w—zey=20—w—z, temosquex = lley =4.

Logo, a solugdo é 4,7,9, 11.

Livro II- problema 20: “Encontrar dois nimeros tais que o quadrado de qualquer um somado
ao outro d4 um quadrado”.
Solucao:

Observando que (x+ 1)? = x2+2x+ 1, podemos tomar x € 2x + 1 como sendo esses
dois nimeros. Deveremos agora determinar x tal que x + (2x + 1)? seja um quadrado também!
Assim, 4x> +5x +1 = (2x +k)?> = 5x + 1 = 4kx +k? = x(5 —4k) = k? — 1. Como x deve ser

um racional positivo, temos dois casos:

2EVES, Howard Whitley. Introducéo a Histéria da Matematica. Campinas,SP: Ed. da UNICAMP, 1995.
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1° caso: 5—4k >0ek?*—1 >0:>§ >kek > 1ouk < —1, logo podemos tomar por

exemplo k = é ouk =-2.

5
6 6 6\ 24x 36 25x —24x 36 —25
Sek—gtem055x+l—4.§.x+<§> :>5x+1—?+$:> 5 =53 =
5% 11 27
?_II:X—?eportaanx%—l—?. . . ] o
Sek:—Zenta05x+l:—8x+4dondex:ﬁenta02x+l:2.1—3+1:E—Fl:l—S.

.5 . N
2°caso: 5—4k <0ek?—1<0,istoé, 1 < ke —1 < k< 1. Nesse caso ndo h4 solugdo!

Livro III- problema 21: “Dividir um nimero em duas parcelas e determinar um quadrado que,
quando somado a qualquer delas, d4 um quadrado™.
Solucio:

Considere o ndmero dado como sendo 20, teremos neste caso que x +y = 20.
Pegaremos o quadrado como sendo (a + 1)2, conforme a solug¢@o de Diofanto. Obtemos assim

0 seguinte sistema:

x+a*?+2a+1=22 (i)
y+a®+2a+1=22 (ii)

Note que se tomarmos x = 2a + 3 em (i) teremos o quadrado (a +2)*,y =4a + 8
em (ii) teremos o quadrado (a + 3)2. Dessa forma, x +y =20 = 2a +3 +4a + 8 = 20 =
6a=09,istoé, a = 5

Concluirélsos,portanto, quex=2a+3=x=6,y=4a+8=y=14ex+a’+

2 1 =22 = —.
a-+ - =z 1

Livro IV- problema 1: “Decompor um nimero dado em dois cubos cuja soma de raizes seja
dada”.
Solucao:

Tomemos o nimero dado como sendo 370, e a soma das raizes igual a 10, neste

caso nosso problema gera o seguinte sistema:

x* + y'=370
x + y=10

Como Diofanto sé admitia solugdes racionais positivas, poderemos tomar por exem-
pox=a+ley=9—aoux=a+5ey =35 — a, pois x + y continua valendo 10, e o
que devemos procurar sao os possiveis valores para a que fornecem raizes racionais positivas.
Tomandox = a+5ey =5—aesendo —5 < a < 5 a solugdo, caso exista, serd racional
positiva. Assim:

(a+5)3+(5—0a)?=370= (a®+15a>+75a+125)+(125—75a+15a>—a?) = 370
=30a%>+250=370=30a>=120a> =4 = a=2.



12

Portanto,x =a+5=x=7ey=5—a=y=3.

Livro V- problema 30: “Ao embarcar com os companheiros, aos quais pretendia ser agradavel,
alguém comprou vinho de duas qualidades, um a 8 dracmas?, outro a 5 dracmas o congio (oitava
parte da Anfora*). Pagou por tudo um nimero de dracmas representado por um quadrado tal que,
aumentado de um ndmero prescrito, produz um segundo quadrado cuja raiz dd o ndmero total
de congios. Quantos congios de 8 dracmas e quantos de 5 dracmas foram comprados?”.
Solucao:

Considere o nimero prescrito como sendo 60. Teremos entdo o seguinte sistema:
{ 8x + 5y = 22 (1)

2 + 60 = (x +y)> (ii)

De (i) + (ii) temos 8x + 5y + 60 = (x +y)2. Seja x +y = a, neste caso temos que
8x + 5y + 60 = a®>. Como Diofanto buscava solugdes racionais positivas, da equagio acima

tiramos as seguintes conclusdes:

a) 8x+5y = a?—60= 8(a—y)+5y = a®>*—60 = 8a—3y = a®>—60(iii), donde 8a > a*>—60
S a <12,

b) 8x+5y = a?—60= 8x+5(a—x) = a>—60= 5a+3x = a>—60(iv), donde 5a < a’—60
& 11 < a. Assim, 11 < a < 12.

Como a? — 60 é um quadrado, podemos escrevé-lo como (a — b)?, donde —60 =

—2ab + b?, desse modo, a = 60271%)2 ell < 60271132 < 12. Concluimos assim que 19 < b <
2l 60 + 202 46

Diofanto escolheu b = 20, o que resultaem a = 530 =a= T

Por (iii) temos que y = Z—g e (iv) resultaem x = %

Baseado nos problemas contidos na obra de Diofanto, € possivel ter uma nocao do
desenvolvimento da teoria dos nimeros até aquela época.

As equagdes chamadas de diofantinas possuem infinitas formas, visto que é sufici-
ente possuir coeficientes e solucdes, caso exista, no conjunto dos ndmeros inteiros.

Portanto, nos deteremos a estudar as equagdes diofantinas lineares no capitulo se-

guinte.

3Dracmas: era uma unidade monetdria grega, a mais antiga do mundo em circulagfio até ser substituida pelo
euro.
4Anfora: antigo vaso com duas asas, utilizado para a conservagio e o transporte dos liquidos como vinhos.
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3 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Neste capitulo apresentaremos as equacgdes diofantinas lineares de n varidveis e
veremos como encontrar a solugio geral dessas equacdes, caso exista. Antes, na primeira se¢ao,

vamos introduzir o conceito de divisibilidade que facilitard a apresentacdo das se¢des seguintes.
3.1 Divisibilidade em Z

No Ensino Baésico a divisdo com resto € tratada apenas no contexto dos nimeros na-
turais N. No entanto, essa operacdo pode ser considerada no dominio mais amplo dos nimeros
inteiros Z. Essa possibilidade € estabelecida pelo algoritmo de Euclides, conforme o resultado

abaixo.

Teorema 3.1.1 (Algoritmo de Euclides) Para quaisquer a,b € Z, com b # 0, existe um inico

par de inteiros q e v, de modo que a =b-q+r1e0 < r < |bl.

Prova: Inicialmente vamos supor b > 0. Observe que se o teorema for provado com essa
hipdtese adicional, entdo o caso b < 0 seguird como consequéncia. Com efeito, se tivermos

b < 0, entdo —b > 0. Assim, pelo caso supostamente provado, existem g, € Z tais que

—a=(-b)-gq+r, com0<r<|—bl=-b=]|bl

Se r =0, teremos a = b.q. Se r > 0, escrevemos

a=b-q—r=b-(q+1)—b—r=0b-(q+1)+[b|—1.

E claro que 0 < [b|—r < |b|. Passemos ao caso b > 0. O conjunto {q € N|(q+1)-b >
a} ndo € vazio pois o conjunto dos multiplos de b € ilimitado, posto que € infinito. Assim, o
principio da boa ordenagdo garante que esse conjunto possui elemento minimo (inico!). Em

outras palavras, existe g € N, talqueb-q<a<b-(q+1).
Dessa forma, definindor =a—b-qsegueque 0 <r<bea=Db-q+r.
Por fim, para garantir a unicidade, basta observar que se q',r’ € Z s@o tais que

a=b-q'+1,com0<r' <b,entdiob-q’' < a<b-(q +1).Issonos diz que q’ coincide

com o elemento minimo de {q € N|(q + 1) - b > a}. A unicidade de q garante a unicidade de r.

Observacao 3.1.1 No caso em que v = 0, dizemos que a divisdo é exata. Também dizemos que
a é multiplo de b, ou que b é um divisor de a, ou ainda que b divide a. A notagdo bla serd

usada para indicar esse fato.
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3.2 O maximo divisor comum

Dado a € Z, o conjunto dos divisores positivos de a serd denotado por D(a). Por-
tanto,
D(a) ={b € N*; bla}.

Note que dados a, b € Z, com b # 0, temos que b|a se, e somente se, a = b - q para
algum q € Z. Assim, para a = 0, podemos tomar q = 0 e concluir que D(0) ={1,2,3,4,...}.
Por outro lado, se tivermos a # 0, entdo q # 0 e portanto, |q| > 1. Dai, segue que |a] =
|bl-|q| > |b|. Em particular, para todo b € D(a) temos b < |al. Isso nos diz que D(a) € limitado
e portanto, finito.

Dessa forma, se m,n € Z nao sdo ambos nulos, tem-se que D(m) N D(n) € finito
e ndo € vazio (pois 1 € D(a) N D(b)). Portanto, D(m) N D(n) possui elemento maximo. Esse
elemento maximo € chamado de mdximo divisor comum de m e n, e é denotado por mdc(m, n).
Assim, escrevemos:

mdc(m,n) = max (D(m)ND(n)).

Observacao 3.2.1 Alguns autores também adotam a notacdo (a,b) para indicar mdc. Embora
essa notacdo seja mais econémica, tem a desvantagem de se confundir com a notagdo de par

ordenado.

Teorema 3.2.1 (Bézout) Se d é o mdximo divisor comum de a e b, d = mdc(a,b), entdo hd
inteiros m, n tais que d = am + bn, e além disso d é o menor inteiros positivo que pode ser
escrito como combinagdo linear de a e b.

Prova: Defina A = am + bn, o conjunto de todas as combinacdes lineares de am + bn, com
men € Z. Veja que esse conjunto possui elementos positivos, negativos e o zero. Tome c € A
tal que c é o menor inteiro positivo.

Afirmacdo: cla e c|b.

Suponha inicialmente que ¢ 1 a, entdo pelo teorema 3.1.1 podemos escrever a de
modo Unico como a = qc+1,com 0 < r < c. Assim,r =a—qc =a—q(am+bn) =
a(l — gm) + (—gn)b, note que (1 — qm) e (—qn) sdo inteiros, e portanto r € A, o que é uma
contradicdo, pois 0 < T < ¢, e ¢ é o menor inteiro positivo de A. Concluimos assim que ¢ | a. E
andloga a demonstrac¢do de que c | b.

Para a segunda afirmacgdo do teorema seja d = mdc(a,b), logo a = dx e b = dy.
como ¢ = am + bn, entdo ¢ = dxm + dyn = ¢ = d(xm +yn) = d | ¢, assim d < ¢, mas
d < ¢ ndo pode acontecer pois d é o maximo divisor comum de a e b. Concluimos assim que

c =d, isto é, 0 d = mdc(a, b) € o menor niimero inteiro positivo contido em A.

Proposicao 3.2.2 Sejam a,b,n € Z tais que , na e nb ndo sao ambos nulos, entdo mdc(na,nb) =
n.mdc(a, b).
Prova: Tome d = mdc(na,nb), pelo teorema de Bézout existem x e y em Z tais que nax +

nby = d, e além disso d é o menor valor possivel que pode ser escrito como combinagdo linear
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de nax + nby. Como nax + nby é o mesmo que n(ax + by), isto €, n vezes o menor valor

possivel de ax + by que é n.mdc(a, b).

b
Proposicao 3.2.3 Se mdc(a,b) = d, remos que mdc (%, a) = 1.
) b b
Prova: Suponha que exista um nimero natural ¢ > 1 tal que mdc <%, a) = ¢, entao clg e cla,
mas daf c|a e c|b em particular, e desse modo o mdc(a,b) = dc, contrariando a hipétese de d ser

0 maximo divisor comum.

Proposicao 3.2.4 (Lema de Euclides) Para quaisquer a,b,c € Z, se a | b.c e mdc(a,b) =1
entdo a | c.

Prova: Se a | b.c, entdo existe n € Z tal que bc = na. Como mdc(a, b) = 1, pelo teorema de
Bézout existem p, q € Z tais que ap + bq = 1. Assim, temos cap + cbq = c¢ e sabendo que
bc = na, resulta em:

cap +naq =c = ¢ = a(cp + nqg).

Portanto, a | c.
3.3 Equacoes diofantinas lineares com duas variaveis

Denominaremos equagdes do tipo ax + by = ¢ com os nimeros inteiros a,b e c,
bem como as solucdes x e y, de equacdes lineares diofantinas, em homenagem a Diofanto,
considerado por muitos o pai da dlgebra e percussor da teoria dos nimeros.

Equagdes desse tipo nem sempre possuem solu¢des no conjunto dos inteiros, como
exemplo, observe equacdo 2x + 4y = 5. Supor que ha solucdo € supor que 2x + 4y = 2(x + 2y)

resulta em um nimero impar, o que é um absurdo!

Observacao 3.3.1 A equacdo 2x + 4y = 5, quando analisada analiticamente num plano, re-
presenta uma reta. Mostrar que a equagdo ndo possui solugoes inteiras significa dizer que esta

reta ndo possui pontos de coordenadas(x,y), com x e\ inteiros.
3.3.1 Existéncia de solugoes

Estabeleceremos a seguir condi¢des para que equacdes do tipo ax+by = ¢ possuam

solugdes inteiras.

Teorema 3.3.1 A equacdo diofantina ax + by = c, com a # 0 ou b # 0, terd solugdo inteira
se, e somente se, d = mdc(a,b) divide c. Além disso, (xy,Yo) € uma solugdo particular, entdo

b
todas as solugdes sdao dadas por x = xy + ak , Y =1Yo— %k , comXk € Z.
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Prova:

=) Admita que a equac¢do ax + by = c possui solucdo inteira, digamos (X, Yo),
ou seja, axg + byp = c. Assim, temos que d|ax e d|byg, pois dla e d|b. Logo, tem-se que
dlax + by = c, isto é, d|c.

<) Suponha que d = mdc(a, b) divide ¢, mostraremos agora que a equagdo dio-
fantina tem solug@o nos conjuntos dos nimeros inteiros. Como d|c, entdo existe um inteiro k
tal que ¢ = kd, e como d = mdc(a, b), pelo teorema de Bézout existem inteiros m e n tais que
am + bn = d. Temos que k(am + bn) = kd, donde akm + bkn = ¢. Como km e kn sao
inteiros tome km = x e kn =y, logo o par (km, kn) € uma solucdo da equagdo ax + by = c.

Provaremos agora a segunda parte do teorema, isto €, uma vez constatado que a
equacdo diofantina ax + by = ¢ possui uma solu¢do (xo, Yo), todas as demais solucdes dessa
equacgao sao da forma x = xo + ak, Yy=1yYo— %k, comk € Z.

Seja (x,y) uma solug@o de ax+by = ¢, como (xg,Yp) € uma solucdo particular, isto
€ axog+byp = ¢, temos que ax+by— (axo+byg) = 0, donde segue que (x—xo) +b(y—yo) = 0.
Concluimos dai que a(x —xp) = b(y — yo), dividindo os dois membros por d ficamos com:

% = x0) = 2y — yo).

d d
ab . b . ..
Como o mdc(a, a) = 1 segue do lema de Euclides que al(x — Xp). Assim deve existir um k

inteiro tal que x = xo + %k. Substituindo x pela expressdo equivalente temos:

a b b
—(xo + =k —x%0) = =(y —yo) =

b b a a
1 1 1 ak—ay—yoé—k—(y—yo):w—yo——k,

a
d d d

como queriamos demonstrar.

Observacao 3.3.2 Um argumento alternativo para a parte final da demonstracdo anterior é
observar que a equacdo

a(x —xp) +b(y—yo) =0

revela que o vetor (x —xo, Yy —Yo) € ortogonal ao vetor (a,b). Como o complementar ortogonal
em R? do espaco gerado por (a,b) é o espago gerado por (—b, a), segue que existe A € R tal
que (x —x0,Y —Yo) = A(—b, a). Como estamos tratando de solucdes inteiras, concluimos que
A € Q. Assim, podemos escrever A = =, com mdc(m,n) = 1. Por fim, basta notar que as
igualdades

mb m
X—Xp=——">0¢€éyYy—Yypgp=—a
n Y Y n

implicam que n divide a e também divide b. Logo, temos que n|d e A pode ser reescrito na
_k _ d
formaA—E,comk—m-; € 7.

Abaixo seguem alguns exemplos da utiliza¢do desse teorema .

Exemplo 1 : Carlos sacou RS 50,00 no caixa automdtico. Sabendo que esse caixa so possuia

notas de RS 5,00 e de RS 10,00, de quantas formas poderd vir esse valor?
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Solucio: Se x denota a quantidade de notas de 5 reais e y a quantidade de notas de 50 reais,
entdo a equacdo correspondente é 5x + 10y = 50. O problema é resolvido determinando-se
todas as solucdes ndo negativas e inteiras.

Sendo o mdc(5,10) = 5, e 5 | 50, nossa equacdo possui solucao! Escrevendo
o mdc(5,10) como combinagdo linear de 5 e 10, temos que 5 = (—1).5 + (1).10. Como
queremos resolver a equagdo Sx + 10y = 50, vamos multiplicar ambos os lados por 10. Assim,
5.(—10) + 10.(10) = 50, logo xp = —10 e yo = 10 € uma solucdo particular da equacdo.

A solucao geral é da forma:

x=—10+ 1?Okey = 10—§k,comk6 Z.

Isto é,x = —10+2k ey = 10—k. Como nos interessa solugdes inteiras ndo negativas, devemos
ter —10+2k >0e 10—k > 0=k > 5¢e 10 > k, respectivamente. Assim:

k=5=x=0ey=5
k=6=>x=2ey=4
k=7T=x=4ey=3
k=8=x=6ey=2
k=9=x=8ey=1
k=10=x=10ey =0.

Concluimos assim que hd 6 maneiras distintas de Carlos sacar RS 50, 00.

Exemplo 2 : Sofia encomendou laranjas e magds para abastecer seu mercantil, gastou um
total de 158 reais. Sabendo que ela comprou 38 diizias de magas e 22 dizias de laranjas, e que
o0 preco de cada dizia é um niimero inteiro positivo, quais os possiveis precos das dizias de

cada fruta?

Solucio: Se x denota o preco da diizia da maga e y refere-se ao prego da duzia da laranja, entdo
a equacgdo correspondente é 38x + 22y = 158. O problema é resolvido determinando-se todas

as solugdes positiva e inteiras. Podemos determinar o mdc(38,22) da seguinte forma:

1|1 1]2|1]2
3822|166 |4
16| 6 | 4 |2|0

Assim temos que mdc(38,22) =2, e como 2 | 158, nossa equagdo possui solucao!

Usando o algoritmo da divisao temos as seguintes igualdades:

38 =22.1+16
22=16.1+6
16=62+4
6=41+2

4=22
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Podemos escrever o mdc(38,22) = 2 como combinacio linear de 38 e 22, temos

nesse caso que:

4.1

(16—6.2).1 =3.6—16.1

(22— 16.1) — 16.1 =3.22 —4.16
22— 4.(38—-22.1) = —4.38+7.22

6
6
3
3.

RN NN
I

Logo, 2 = —4.38 + 7.22(1).

Como queremos resolver a equagdo 38x + 22y = 158, vamos multiplicar ambos
os lados de (i) por 79. Assim, 158 = —316.38 4 553.22, logo xp = —316 e yp = 553 é uma
solucdo particular da equacao.

A solugdo geral € da forma:

x:—316+2—22k ey :553—3—28k,comk€Z.
Isto é, x = =316+ 11k e y = 553 — 19k. Como nos interessa solucdes inteiras
1
positivas, devemos ter —316+11k > 0e553—19k > 0=k > % e % > k, respectivamente.

Assim, k = 29 € o unico inteiro dentro das condi¢des do problema. Concluimos, portanto,
que o preco da dizia da maca é x = —316 + 11k = 3 reais e o preco da dizia da laranja é
y = 553 — 19k = 2 reais.

3.4 Equacoes diofantinas lineares com trés variaveis

As equagdes do tipo ax + by + cz = t, com os ndmeros inteiros a, b, c e t, bem
como as solucdes x,y e z, sdo denominadas equacdes diofantinas lineares de trés varidveis.

Estudaremos a seguir a existéncia de solucoes.
3.4.1 Solugdo particular

Afirmacao: A equacdo ax + by + cz = t admite solugcdo se, e somente se, d =
mdc(a, b, c) divide t.

E claro que se a equagio possuir solucio entdo d|t, a verificacdo segue o mesmo
raciocinio utilizado na demonstracao do teorema 3.3.1. Reciprocamente, se d|t, considere d’ =
mdc(a, b) e observe que d = mdc(d’, c). Nesse caso, pelo teorema de Bézout da se¢do anterior
Ju,v,kew, taisque d’ = au+vbed=kd + cw,isto é:

d =(ua+vb)k+cw = d = auk + bvk + cw.

Tomando uk = xq, vk = yg e w = zy, teremos d = axgy + by + cz,. Dai, como d|t, existe um

ndmero inteiro q, tal que t = dq.
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Veja que:
d = axg + byo + czp = t = dq = aqxp + bqyo + cqzo.

Logo, (qxo0, qyo, qzo) € uma solugdo particular de ax + by + cz =t.

Exemplo 3 : Determine uma solucdo particular para a equacdo 30x + 27y + 15z = 6.

Solucao: Calculemos inicialmente o mdc(30,27) usando o algoritmo da divisdo, da seguinte

forma:
119
30|27 |3
310

Logo, 30 = 27.1 +3 = 3 = 30 — 27.1. Assim, o mdc(30,27) = 3. Aplicando novamente o

algoritmo da divisdo para calcular o mdc(3, 15) temos:

5
153
0

Assim, 15 = 3.5 + 0 e portanto o mdc(3, 15) = 3. Escrevendo o mdc como combinacio linear
de 30, 27 e 15 temos 3 = 1.30 — 27.1 + 0.15, multiplicando por 2 ambos os lados, resulta em
6 =2.30 — 2.27 + 0.15, portanto, (2,—2,0) € uma solucdo particular da equagdo dada.

3.4.2 Solugao geral

Seguindo a linha de raciocinio apresentada por CAMPOS!, sejam a,b e ¢ € Z e ndo
nulos simultaneamente, e t € Z_, sabemos que a equacdo ax + by + cz = t possuird solucdo
se, e somente se, d = mdc(a, b, c¢)[t. Considere inicialmente ax + by = k, logo teremos uma
nova equacdo, da forma k + cz = t que possui solucdo, pois d’ = mdc(l,c) =1e 1l | t. Pelo

teorema 3.3.1 sabemos ainda que a solugdo geral dessa equacdo é da forma:

1
k:kﬁ%L,z:zO—EL,comleZ.
Temos portanto k = ko + cl e z = zy — cl pois d’ = 1. Observemos agora que

ax + by = k = ko + cl e note que a escolha de certa de 1 € fundamental, visto que o mdc(a, b)
deve dividir k = k¢ + cl.

Por fim, ax + by = k tem como solucdo geral, devido ao teorema 3.3.1:

X = Xo + l’,y:yo—Ll’,coml’EZ.

mdc(a,b) mdc(a,b)

ICAMPOS, G. D. M. Equagdes Diofantinas Lineares. Disponivel em:  bit.profmat-sbm.org.br/
xmlui/bitstream/handle/123456789/558/2011_00462_GISELI_DUARDO_ MACIANO _ CAMPOS.pdf. Aces-
sado em 15/01/2014.
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Concluimos que a solucdo geral da equacdo ax + by + cz = t, caso exista, é da

forma:

1
(x =%+ 1’,z:zo—al)c0m1,1’€Z.

U y=yo— ———
) » Y=o mdc(a,b)

mdc(a,b
Exemplo 4 : Determine a solugdo geral para a equagdo 30x + 27y + 15z = 6.

Solucdo: Seja k = 30x + 27y, entdo 1.k + 15.z = 6. Como o mdc(1,15) = 1el | 6, a
equacio tem solugdo. Podemos escrever o mdc(1, 15) como combinagao linear de 1 e 15, isto
é, 1 =1.(—14) + 15.(1), multiplicando ambos os lados por 6 temos:

6 = 1.(—84) + 15.(6). Sendo (—84, 6) uma solucdo particular, o teorema 3.3.1 nos
diz que a solugdo geral é da forma:

k = ko+1TSlez :zo—%l, comleZ,oqueresultaemk =—84+15lez=6—1.

Analisemos agora k = 30x + 27y = —84 + 151, observe que obrigatoriamente o
mdc(30,27) = 3 deve dividir —84 + 151, como 3 | 84 e 3 | 15, ndo precisaremos nos preocupar

com o l. Sabemos pelo exemplo anterior que 3 = 30.1 4 27.(—1), donde multiplicando ambos

—84 + 151 . ~
os lados por — 3 obtemos a seguinte expressao:
(ﬂ) 3=30.1. <ﬂ) +27.(-1). (ﬂ)

Assim, —84 + 151 = 30(—28 + 51) + 27.(28 — 51). Concluimos novamente pelo teorema 3.3.1
que a solucao geral dessa equacao é:

X = Xo+?l’ey :y0—33—01’, coml' € Z, istoé, x = —28+51+9l e
y=28—-51—-101"

Portanto, a solu¢do geral é da forma :

(—28 +51+91/,28 — 51— 101V,6 —1).
3.5 Equacoes diofantinas lineares com n variaveis

Denomina-se equacgdes diofantinas lineares com n varidveis, expressdes do tipo
ajx; + azxy + azxz + asx4 + ... + anx, =y, onde ay, ..., a, ndo sdo simultaneamente nu-
los e pertencem aos inteiros. Nosso interesse € determinar a solucdo geral no conjunto dos
inteiros, se existir, X1, ..., Xn.

Aplicando o mesmo procedimento de CAMPOS!, cuja ideia estd na demonstracdo

do teorema 3.3.1, constatamos que esse tipo de equagdo possui solugdo se o mdc(a;...an) | y.
3.5.1 Solugao particular

Para a obtencao de uma solugdo particular de a;x;+arxo+azxs+agx4+...+anXxn =

y observemos que:
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Se d; = mdc(ay, ay), entdo existe b; e b, € Z tais que a; = b;d; e a; = b,d;.
Tome agora d, = mdc(d;, az), entdo existe by e by € Z tais que d; = bsd, e a3 = bydy. Em
particular, percebe-se que d, | a;, as, as.

Fazendo d; = mdc(d,, a4), entdo existe bs e bg € Z € tais que d; = bsds e
as = begds. Note que d3 | aj, az, as, ag. Continuando esse processo, percebemos por indugao
que d,,_; = mdc(dn_»,an). Assim, d,, 1 | aj, az, asz, ..., an, € como d,_; = mde(d, 2, an)
entdo d = d,,_; = mdc(a;, ay, as, ..., @, ), isto é, podemos escrever d como combinagdo linear

dos as da seguinte forma:
d = a;xyr + axxyr + azxz + agXqr + ... + AnXps-
E como d | y, existe um p € Z tal que:
dp =y = a;x1/p + axxop + a3x3p + Quxap + ... + AnXn/p-

Concluimos assim que, caso exista, (x;/p, X2/P, ..., Xn/p) € um solucdo particular de

apx) + axXe + azxz + a4x4 + ... + AnXn = y.
3.5.2 Solugao geral

Tomando como base o método aplicado por CAMPOS?, vemos que 0 mesmo pro-
cesso utilizado na determinagdo da solucdo geral de equagdes diofantinas lineares de trés varia-
veis pode ser usado para encontrar a solu¢do geral quando o nimeros de varidveis € n. Inicial-
mente chamamos a;x; + a;x; + azxz + asxq + ... + an_1Xn—1 = k; € resolvemos a equacdo em
duas varidveis resultante, isto é, 1.k; + anx,, =y, onde 1 = d; = mdc(1, a,) | y, e a solugdo

geral é da forma:

an

1
ln, n — Xny — 71—“ , ln 7.
de(l, an) X Xn, com S

ki =k
! o mdc(1, a,)

Apo6s n-1 aplicacdes obteremos os valores dos x;, € portanto a solugdo geral que se

apresenta do seguinte modo:

ar 1
mdc(ay, az)
ap
mdc(a, az)

X3 = X3, — L3

X1 =X, +

X2 = X2y —

Xn = Xn, — ln

2CAMPOS, G. D. M. Equagdes Diofantinas Lineares. Disponivel em:  bit.profmat-sbm.org.br/
xmlui/bitstream/handle/123456789/558/2011_00462_GISELI_DUARDO_ MACIANO _ CAMPOS.pdf. Aces-
sado em 15/01/2014.
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comllieZ,3<i<n

Exemplo 5 : Determine a solugcdo geral de 2u + 16v — 14x + 4y — 6z = 8.

Solucgao: Observando inicialmente que o mdc(2, 16, 14,4,6) = 2 e que 2 | 8, constatamos que
essa equacao possui solu¢cdo no conjunto dos inteiros.

Tome 2u + 16v — 14x + 4y = k;, teremos entdo uma nova equacgdo diofantina
em duas varidveis, a saber 1.k; — 6z = 8. Como mdc(1,6) = 1 e 1 | 8, ela possui solugdo.
Em particular podemos escrever o mdc(1,6) como combinacdo linear de 1 e 6. Assim temos
1 = 1.(7) — 6.(1). Como nos interessa a solu¢do da equacdo 1.k; — 6z = 8, multiplicaremos
ambos os lados por 8, obtendo assim 8§ = 1.(56) — 6.(8). Note que k; = 56 e z = 8 é uma

solucdo particular da equacgdo. A solucdo geral € portanto:

ki =56+ (—6)1;;
z=8—1,,coml, €Z.

Assim, temos que 2u + 16v — 14x + 4y = k; = 56 + (—6)1,, isto é, resolveremos
agora 2u + 16v — 14x + 4y = 56 + (—6)1,.
Tome 2u+ 16v — 14x = k,, logo temos 1k, +4y = 56+ (—6)1;, como mdc(1,4) =

lel| 56+ (—6)l;, essa equacdo possui solucdo. Escrevendo como combinagdo linear do
56 + (—6)1

mdc(1,4) = 1 teremos 1 = 1.(—3) + 4.(1), multiplicando ambos os lados por mde(1.4)

teremos:

(56 —6.1;).1 =1.(—3).(56 — 6.1;) +4.(1).(56 — 6.1;), que resulta em
56 —6.1; = 1.(—168 + 181;) + 4.(56 — 6.1).

Note que k, = —168 + 181; e y = 56 — 6.1; € uma solucdo particular da equacdo. A
solucdo geral é da forma:
ko= 168+ 181 + — 1,
2 " nde(1,4) 7

y:56—611— ],2,001'1'1],262.
m

1
mdc(1,4)
Assim, temos que 2u + 16v — 14x = k, = —168 + 181, + 41,, isto &, resolveremos
2u+16v—14x = —168+181;+41,. Tome 2u+16v = k3, logo temos 1k;—14x = —168+ 181, +
41,. Como mdc(1,14) =1e 1| —168 4 181, + 41,, essa equagdo possui solugdo. Escrevendo
como combinagao linear do mdc(1, 14) = 1 teremos 1 = 1.(15) — 14.(1), multiplicando ambos
—168 + 181, + 41,

1 :
os lados por mdc(L.14) teremos

(—168 + 181 +41,).1 = 15.(—168 + 181, + 41,) — 14.(—168 + 181, + 41,), que resulta em
—168 + 181; + 41, = 1.(—2520 + 2701, + 601,) — 14.(—168 + 181, +41,).

Note que k3 = —2520 + 2701, + 601, e x = —168 + 181; + 41, € uma solugdo

particular da equacdo. A solugdo geral é da forma:
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—14
ks = —2520 + 27 — 1
; 52042700 + 601, + o=l

X = —1684 18, +4b— — 1 1 comlLeZ.

mdc(1, 14)

Assim, temos que 2u + 16v = k3 = —2520 + 2701; + 601, — 1413, resolvere-
mos portanto 2u + 16v = —2520 + 2701; + 601, — 141;3. Como mdc(2,16) = 2 e 2 |
—2520 + 2701, + 601, — 1415, essa equacdo possui solu¢do. Escrevendo como combinacao

linear do mdc(2,16) = 2 teremos 2 = 2.(9) + 16.(—1), multiplicando ambos os lados por
<—2520 + 2701, + 601, — 1415

mdc(2,16)

) teremos:

(—2520 + 2701, + 601, — 1413>
> X 2 =

) o <—2520 + 2701; + 601, — 1413) 16.(-1), <—2520 + 2701;+ 601, — 1413 >

que resulta em:

—2520 + 2701, + 601, — 1413 = 2.(—1134 + 12151, + 2701, — 6313) + 16(1260 —
1351, — 301, + 715).

Note que uw = —1134 + 12151, + 2701, — 6313 e v = 1260 — 1351, — 301, + 715 é
uma solucdo particular da equacgdo. A solucdo geral é da forma:

u=—1134 + 12151, + 2701, — 6315 + 1—2614;

2
v = 1260 — 1351, — 301, + 715 — 514,C0m L EeZ.

Concluimos assim que as solu¢des da equacdo diofantina linear 2u + 16v — 14x +
4y — 6z = 8, com 5 varidveis é:
u = —1134 + 12151, + 2701, — 6313 + 8l4;
v = 1260 — 1351, — 301, + 713 — lg;
x =—168 4+ 181; + 41, — 13;
y=>56—-6.1 —ly;
z=8—1,coml; €Z,1=1,2,3,4.

Finalizamos assim o estudo das equacdes diofantinas lineares para uma quantidade
n de varidveis.

No capitulo seguinte estudaremos uma equagdo diofantina quadratica especial, co-
nhecida mundialmente como Teorema de Pitdgoras. Abordaremos também uma equacio dio-
fantina quadrética especifica: ax? + by? = c, e na procura por solugdes utilizaremos o método

das secantes e tangentes de Fermat.
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4 PONTOS RACIONAIS DE UMA CONICA IRREDUTIVEL

Neste capitulo faremos um estudo sobre as equacdes diofantinas quadréticas conhe-
cidas como ternas pitagdricas, veremos como obter todas as solugdes inteiras e utilizaremos o
método das secantes e tangentes de Fermat para a obten¢@o de pontos racionais sobre conicas
irredutiveis, a saber a elipse, a pardbola e a hipérbole. Analisaremos por fim uma equacio

diofantina especial, conhecida como o ultimo teorema de Fermat.
4.1 Equacoes diofantinas quadraticas: as classicas ternas pitagoricas

Embora haja provas de que muito antes de Pitdgoras os babilonios ja sabiam e uti-
lizavam o fato de que o quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos num
tridngulo retangulo, a sua primeira demonstragcdo foi dada provavelmente por Pitdgoras e hoje
esse resultado é conhecido mundialmente por teorema de Pitdgoras.

Os estudos de Pitdgoras e sua irmandade eram focalizados nos nimeros inteiros e
fragdes, isto é, o que conhecemos por nimeros racionais.

Analisaremos agora as solucdes inteiras (x,y,z) da equagdo diofantina da forma
x? +y? = 2%, onde X, y, e z sdo ndo nulos. Consideremos inicialmente o terno composto pelos
ndmeros inteiros (3,4,5), esses termos constituem os lados de um tridngulo retdngulo, pois
satisfaz a equagio de Pitdgoras x> + y? = z?, e chamado por esse motivo de triplas ou ternas

pitagdricas.
4.1.1 A infinitude das ternas Pitagoricas (Demonstragdo de Euclides)

Segundo SINGH!, Euclides, nascido no ano de 330 a.C., demonstrou que a quanti-
dade de ternas pitagdricas era infinita da seguinte forma:

Observou primeiramente que uma terna pitagorica é formada por trés nimeros in-
teiros, onde um ndmero ao quadrado € resultado da soma de dois outros nimeros, ambos ao
quadrado, e também que a diferencga entre dois quadrados consecutivos ¢ sempre um nimero

impar, isto é:

12=1, 22=4, 32=9, 4 =16, 5*=25, 6>=36..
e 4—1=3, 9-4=5 16-9=7, 25-16=9, 36—-25=11..

Observando a sequéncia infinita de impares gerada (3,5,7,9, 11, ...), ele concluiu
que cada um desses infinitos impares podem ser somados a um nimero ao quadrado de forma
que outro nimero ao quadrado é criado, isto é, 3+ 12 =4, 5+22 =9, 7+ 32 = 16, e assim

sucessivamente. Como parte desses impares sdo nimeros também impares ao quadrado, por

ISINGH, Simon. O Ultimo teorema de Fermat: a histéria do enigma que confundiu as maiores mentes do
mundo durante 358 anos. 10. ed. Rio de Janeiro: Record, 2001.
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exemplo, 32 =9, 52 = 25 e 7? = 49, e sabendo que uma parte desses infinitos nlimeros também

sao infinitos, ele concluiu que deve existir uma quantidade infinita de ternos pitagoricos.
Afirmacao: Todo natural impar maior que dois faz parte de alguma terna pitagorica.

De fato, se n € impar, entdo pelo raciocinio de Euclides, n € o resultado da diferenca

de dois quadrados consecutivos, isto é, existe um x € N tal que n> = (x + 1) — x?, logo

n? n?—1 2 n?—1\2
nN=x>4+2x+1—-x>=x= 5 .Assim,teremos:n2:< 5 +1) —< 5 ):>

2 _

n?+1\> /n2—1\’
n? = ( > > — < > ) , mostrando que todo n # 1 faz parte de alguma terna pitagorica.

Cason = 1, temos 12 = 12 4+ 02.

4.1.2 Caracterizagdo das ternas Pitagoricas (Formula geral)

Quando os elementos de um terno pitagdrico sdo primos entre si, tomados dois a
dois, dizemos que a terna € primitiva.

Umas das grandes contribuicdes dos matematicos gregos foi a criacdo e demonstra-
¢do de uma férmula que nos da todos os ternos pitagéricos primitivos. Antes de enunciarmos
e demonstrarmos esse teorema, faremos algumas consideragdes interessantes para a prova do

resultado.

Observacao 4.1.1 A partir de agora, usaremos a notagdo (x,\y, z) para designar a igualdade

x? +y? = 2> ouy* + x> = 2%, isto é, a ordem (x,y,z) = (y,x, z).

Proposicao 4.1.1 Considere (x,y,z) uma terna Pitagorica qualquer, e seja d= mdc(x,y, z).
X z o oo
L y = Yoo = l obteremos uma terna pitagorica primitiva, a saber

Tc do x' =
omando x 1

(x",y',2").

X z 1

a’ ya’ a) = ade(X,y,Z) =

1, e portanto, primitiva. De fato, podemos dividir cada termo da equagdo x* + y* = z? por d?,
y z

X\ 2 2 2 -y
dai teremos (a> + <a) = (a) = x"? +y'? = z'%, uma terna primitiva.

Proposicao 4.1.2 Considere (x,y,z) uma terna Pitagorica qualquer primitiva. Teremos neces-

Prova: Como d = mdc(x,y, z), temos que mdc(x’,y’,z’) = mdc (

sariamente nesse caso que x é par e y é impar, ou vice-versa, e 7 é impar.

Prova: Sendo a terna (x, y, z) primitiva, ndo podemos ter x e y ambos pares pois mdc(x,y) =1,
e nem ambos impares, pois nesse caso, tomando x = 2a+1ey = 2b+1, com a e b pertencente
aos naturais, terfamos z> = x> +y? 22 = 4(a> + b%> + a + b) + 2, isto é, z> = 4k + 2, com k

natural. Observe que 2|z> € como 2 é primo entdo 2|z < 4|z%, 0 que é um absurdo!
Concluimos assim que se x € par entdo y € necessariamente impar.

Proposicao 4.1.3 Considere (x,y,z) uma terna Pitagdrica qualquer primitiva. Entdo os ter-
mos x, Yy e z sdo primos entre si, tomados dois a dois, ou seja, mdc(x,y) = mdc(x,z) =

mdc(y,z) = 1.
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Prova: Seja d = mdc(x,y), entdo d*[x* e d*|y?, isto é, d*|x*> + y? = z2, portanto d|z, mas
mdc(x,y,z) = 1 por se tratar de uma terna primitiva, logo d = 1. Analogamente mostramos
que mdc(x,z) = mdc(y,z) = 1.

2

Proposicao 4.1.4 Considere os niimeros naturais m, n e ¢, com mn = ¢~ ¢ mdc(m,n) = 1.

Entdo deve existir niimeros naturais M e N tais que m = M? e n = N2,

Prova: Considere as fatoragdes de m e n em ndmeros primos como m = pj'.p)2..en =
. ~ .. b; .
q‘fl.q;z.... Como mdc(m,n) = 1, temos que os p;* sdo distintos dos q; . Assim, mn =
pf‘.pgz...q}"q?.... Como mn = ¢?, todos os expoentes dos p; e dos ¢; sdo pares. Assim,
Y] b1 by
— 2 — 2 — 122 — 22
m=M"en=N,comM=pp,...eN=q/q;..).

Teorema 4.1.5 Todas as ternas pitagoricas primitivas (x, Y, z) podem ser obtidas através da

2

formax =m?—n?,y =2mn, z=m?+n? onde m e n sdo naturais tais que mdc(m,n) = 1,

m >mn e m-+ né impar, isto é, m e n tem paridades distintas.

Prova: Suponha x,y e z diferentes de zero. Como a terna pitagérica € primitiva, temos pela
proposi¢do 4.1.3 que os termos x,y € z sdo primos entre si, € pela proposi¢do 4.1.2 podemos
tomar x par e y impar, logo y? = z>—x? = (z—x)(z+x) é impar. Observe que mdc(z—x, z+x) =
I,poissedlz—xedlz+ xteremosque djlz—x+z+x=2zed|—z+x+z+x=2x=d|2z
e d2x = dlmdc(2z,2x) = 2mdc(x,z) = 2, mas x e z sdo impares logo d = 1. Concluimos
assim que z — x € z + x ndo possuem fatores primos em comum, € como (z — x)(z + x) € um
quadrado, pela proposi¢do 4.1.4 cada um € um quadrado, isto €, existe a e b naturais tais que
mdc(a,b) = 1, impares onde z +x = a®> e z — x = b?, assim 2z = a® + b2, 2x = a> — b% e

) a2 —b? a2+b2>

Y 2 YT

Podemos reorganizar a solucao do seguinte modo:

= a’b?. Logo a terna (x,y, z) é da forma <

Seja a+b = 2me a—b = 2n, nesse caso teremos a’—b? = 4mn,2a%+2b? = 4m?+4n?, ab =

5 a? — b2 a’ +b?

m2—n?, isto é, —— = 2mn, — = m?>4+n?eab =m?>—n?= (2mn, m?

—n?, m?4n?)
,com (m,n) =1em, n de paridades distintas.
Afirmacao: Todo natural par maior que dois faz parte de alguma terna pitagorica.

Se n € par, pelo teorema anterior tome n = 2ab, p = a’ + b’ e q = a®> — b

Tomando b = 1 teremos (2a)? = (a? — 1)? = (a® + 1)

Observacao 4.1.2 Como consequéncia desse teorema podemos notar que dada uma terna pi-

tagorica primitiva, x é sempre um niimero impar maior que 1 e y é sempre miiltiplo de 4.
4.1.3 Obtengdo de infinitas ternas primitivas

O teorema 4.1.5 nos fornece a férmula para a obtencdo de infinitas ternas primitivas.

Abaixo segue uma tabela que nos mostra como obté-las.
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m|n|x=m?’-—n?|y=2mn|z=m?+n?
2 |1 3 4 5
312 5 12 13
411 15 8 17
413 7 24 25
512 21 20 29
514 9 40 41
6 |1 35 12 37
6 |5 11 60 61
712 45 28 53
714 33 56 65
716 13 84 85

4.2 O Método das secantes e tangentes de Fermat para conicas irredutiveis.

Denominamos conicas toda curva algébrica plana cuja equagao € um polindmio de
grau dois.

Conicas irredutiveis sdo aquelas cujo polindmio que as determinam nao pode ser fa-
torado em polindmios de grau menores. As Unicas cOnicas irredutiveis sao as elipses, pardbolas
e hipérboles. Faremos uma analise do conjunto solu¢do em QQ das conicas irredutiveis utilizando

o método das tangentes e secantes de Fermat para conicas.
4.2.1 O método

Segundo GONDIM?, o método das tangentes e secantes de Fermat para cOnicas
afirma o seguinte:

Dada uma conica C e um ponto A € C, tome uma reta 1, onde A ndo pertence a L.
Seja 1’ paralelaal,onde A € I'’e CNl’ = {A,B} onde A pode ser igual a B. Tragcando por A
uma reta tangente a C, defina A’ como a intercessao entre a reta tangente e . Obtemos uma
funcdoy : C—{A,B} — 1 —{A’}, onde todo ponto P em C —{A, B} possui um correspondente
P/=APAL.

2GONDIM, R. Aritmética em Retas e Conicas. Disponivel em: http : //www.sbm.org.br/2013 — 04 — 29 —
17 — 34 — 54 /publicacoes — dos — coloquios. Acessado em 12/02/2014.
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Figura 1 Figura 2

Observando a figura 1, veja que essa funcdo possui uma inversay~!' : 1 —{A’} —
C —{A,B}. O C —{A,B} deve-se ao fato de que /ﬁ ¢ um segmento de 1/, que é paralelo
a L. Assim, todo ponto P’ € 1 possui um unico correspondente na curva C obtido quando
tracamos a reta WR Analisando a segunda situagdo que corresponde a figura 2, temos a inversa
v!:1 — C —{A}, onde todo ponto em 1 continua possuindo um tnico correspondente

— . .
P = P’A N 1. Portanto, y € bijetiva.

Teorema 4.2.1 Seja C uma cénica irredutivel com coeficientes racionais e P € C um ponto
racional. Se 1 é uma reta paralela e ndo coincidente com a tangente de C em P e possui pelo
menos um ponto racional, entdo a funcdo T: C—{P} — 1, definida por T(A) = ﬁﬂ L determina

uma bijecdo entre os pontos racionais de C \ {P} e os pontos racionais de 1.

Figura 3

Prova: Se A € C—{P} é um ponto racional, temos que a equagado de reta lﬁ possui coeficientes
racionais. Por outro lado, como 1 € paralela a Tp C temos que o coeficiente angular de 1 coincide
com o coeficiente angular de TpC, 0 qual € racional pois P € racional e o referido coeficiente é
dado por % (P) obtido por derivag¢do implicita a partir da equagao da conica. Portanto a equacao
de 1 também tem coeficientes racionais, haja vista que o coeficiente angular é racional e 1 passa
por P, que € racional. Assim, o ponto T(A) € a solu¢do de um sistema linear com coeficientes

racionais. Logo a regra de Cramer garante que T(A) € racional.
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Agora, observamos que a inversa de T é dada por T"!(A’) = IW N (C —{P}). Por-
tanto, T-'(A’) é obtido resolvendo-se o sistema linear de duas varidveis, sendo uma equagio
linear, de IW, e outra quadratica, de C. Dessa forma, tomando A’ € 1, um ponto racional,
teremos que a equacdo de IW se escreve na forma y = mx + n, com m, n racionais. Subs-
tituindo y na equagdo de C teremos uma equagdo do segundo grau na incdgnita x, da forma
ax’+bx+c = 0, com a, b, c racionais, pois os coeficientes de C o sdo. Como P € racional, uma
das raizes (abscissa de P) da equagdo ax?>+bx+c = 0 € racional, mas entdo a outra também serd
(abscissa de A’), visto que a soma de um racional com outro nimero resultard em um racional,
%, somente se esse outro ndmero também pertence a Q. Isso garante que T-!(A’) € um ponto
racional de C \ {P}.

Proposicao 4.2.2 Sejam C uma conica irredutivel com coeficientes racionais, P € C um ponto
racional, L, o conjunto das retas que passam por P e tém coeficiente angular racional e 1, a
tnica reta vertical que passa por P. Temos um bijecdo entre o conjunto dos pontos racionais de

C e o conjunto L, U{l,}.

Prova: A bijecdo € obtida, definindo « : C — { retas passando por P} por

oc(Q)z{ PG 5P £ Q
TpC, se P =Q

E claro que se Q for um ponto racional entio a equagdo da reta lﬁ terd coeficiente
angular racional, exceto, se for uma reta vertical, no qual caso teremos «(Q) = 1,,. Observamos
que essa ultima igualdade ocorre para exatamente um ponto Q € C. De fato, se P = (x¢, Yo)
entdo substituindo x por xy na equacdo da conica ficaremos com uma equacdo do segundo grau
em y, com coeficientes racionais, da qual yo € uma solugdo. Portanto, a outra solu¢do, digamos
y;, também serd racional. Logo, temos um ponto racional Q = (x¢,y;) tal que x(Q) = 1lp.
Além disso, como T,C = «(P) e TpC € Lp U {lp} (vide demonstracdo do teorema anterior),
concluimos que o leva os pontos racionais de C em L, U {lp}. Por outro lado, se uma reta
com coeficiente angular racional tem um ponto racional segue que o coeficiente linear também
racional. Assim, cada elemento 1 € L, € tal que sua equacdo tem coeficientes racionais. Dati,
pelo mesmo argumento usado na prova do teorema acima, segue que Q; := 1N (C \ {P}) € um
ponto racional de C. Explicitamente, o que se tem é que os coeficientes da equacdo de 1 sdo
racionais e P é um ponto racional na intersecdo L N C, o referido argumento garante que o outro
ponto de intersecdo, Q;, também serd racional. Dessa forma, para todo 1 € Lp, com 1 # TpC,
temos | = «(Qq). Logo, os pontos racionais de C sdo levados sobrejetivamente em Lp U {lp}.

Portanto, a injetividade de « garante a bijecao desejada.
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4.2.2 Determinacdo dos pontos racionais de uma conica irredutivel com coeficientes racio-

nais

Podemos parametrizar a partir de um ponto racional sobre uma conica com coefici-

entes racionais o conjunto solu¢@o dessa conica em Q.

Teorema 4.2.3 Dada uma cénica em R* com equacdo C : ax® + by?> = ¢, onde a, b e ¢
pertencem aos racionais, e dado um ponto racional (xo,Yo), entdo todos os outros pontos s@o

do tipo:

bm?xg — 2bmyy — axg —bm?yy — 2amxg + ayo
bm? +a ’ bm? + a
sendo bm?+a # 0, m € Q e (xg, —yo) 0 Unico ponto que nio obtemos a partir da férmula para

solucdo geral descrita acima.

Prova: Tome todas as retas que passam por (xg,Yp), assim a equagcdo de uma reta qualquer
dessas é 1 : y —yo = m(x — xo), veja que ela varia de acordo com o parametro racional m que

€ o coeficiente angular da reta.

Afirmamos que, sendo os coeficientes de 1 racionais, ela serd secante a conica em
outro ponto também racional, devido ao fato de que a soluc@o do sistema gerado pela equacdo
da conica e da reta, ambas com coeficientes racionais, gera solugdes racionais. Esse resultado
¢ devido ao método desenvolvido por Fermat e foi demonstrado no teorema anterior. Resta-nos
obter a solucdo geral substituindo a equagao da reta 1 na equacgdo da conica C. Tomemos entdo
C:ax’*+by?=c,el:y—yo = m(x—xg), assim notamos que ao substituiry = yo+m(x —x)
em C teremos:

ax? +b(yo+m(x —x))? =c

= ax? + b(y3 + 2yom(x — x¢) + m?x* — 2m?xxo + m*x3) = ¢

= ax? + byj + 2byomx — 2byemxg + bm?x? — 2bm?xxg + bm?xj —c =0

= (a+ bm?)x* + (2byom — 2bm?x¢)x + (by3 — 2byomxo + bm*x§ — ¢) = 0.

Veja que by3 — ¢ = —ax3, logo temos:

(a + bm?)x? + (2byom — 2bm?xg)x + xo(bm?*xg — 2byem — axg) = 0. Obtemos
portanto uma equacdo do segundo grau na variavel x, e das relagdes de Girard® concluimos que

se xo € X’ sdo as raizes, entdo:

o — x bm?xg — 2byom — axg
0 0 a+bm? '

3 Albert Girard: Matematico francés, nascido em 1595, seus trabalhos contribuiram para o desenvolvimento da
dlgebra, aritmética e trigonometria.



31

bm?xy —2b — .
Logo, x' = ( X0 i l?r(:? axo> , cuja coordenada y’ é da forma
bm?xg — 2byem — axo
!/ —
Y —y0+m< a+bm? X0

bm?xg — 2byem — axg — axp — bm2x0>

Ly = —bm?yy — 2amxo + ayo
v = a+ bm? )

A solugdo geral € entdo da forma:

<bm2x0 —2bmyo — axp —bm?yp — 2amxg + ay0>
bm? +a ’ bm? + a '

Por fim, observe que se (xg,Yyo) € C entdo (xg, —yo) também pertencerd, porém, —yo = yo +

m(xp—xo) & —2yo = m.0 &y = 0, isto é, para que solucao geral determine o ponto (xy, —Yo)

deveriamos ter (xg, 0).

Exemplo 6 : Considere a hipérbole de equacdo H : x> — 3y? = 4, determine todos os pontos
racionais de H.
Solucao: Tome B(2,0) € H, assim:

a=1,b=-3,c=4,x=2eyo=0.
—3m?2—-2.(-3)m0—-12 —(—3)m?.0—-21.m2+1.0
—3m2+1 ’ —3m?2+1

Logo temos (

—6m?>—2 —4m
—3m24+1"-3m2+1)’
comm € Q.

1
Tomando m = —7 por exemplo obtemos o ponto racional A(—14, 8).

1:05x+y=1

Figura 4

Veja que como tomamos yo = 0 entdo hd de fato todos os pontos racionais.
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Exemplo 7 : Considere a elipse de equagdo E : x> + 3y?> = 4, determine todos os pontos

racionais de E.

Solucao: Tome novamente B(2,0) € E, assim:

a=1,b=3,c=4,x=2eyo=0.
3m?.2—-23m0—-12 -3.m*.0—-2.1.m.2+1.0 N
3m2+1 ’ 3m2+1

Logo temos (

6m?—2 —4m
3m2+1'3m2+1)°
comm € Q.
1 . 2 8 .
Tomando m = —5 por exemplo obtemos o ponto racional A <—7, 7) que em deci-
mais € aproximadamente A(—0.29,1.14).

E:x®+3y’=4

= (~0.29,1.14)

Figura 5

Como yy = 0 temos todos os pontos racionais.
4.2.3 Caso particular: o circulo unitdrio centrado na origem

Consideremos agora a equacdo diofantina a® + b?> = ¢?, onde a, b, e ¢ sdo inteiros

2 b2

ndo simultaneamente nulos. Dividindo ambos os lados por c¢? obteremos (%) + <E> =1,
b 2 b\2 ) .

onde <%) e (Z) € Q. Note que <%) + (Z) = 1 é a equagdo de um circulo cujo raio € 1.

a ) . ~ . ~
Faca — = x e — =y, nesse caso nosso interesse € achar todas as solucdes racionais da equagao
c

x> + y2 = 1, isto é, todos os pontos racionais pertencentes ao circulo unitario:
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(1.0)

05 1s 2

Figura 6

Inicialmente notemos que (1,0) € solug@o, pois 12+0? = 1. Podemos tragar por (1, 0)
uma reta que intercepta o circulo em outro ponto. Veremos que também este outro ponto é um
par de nimeros racionais. A reta gerada por estas duas coordenadas racionais é denominada

reta racional.

Figura 7

Seja r a reta que passa por (1,0) e intercepta o circulo no ponto (u,w), logo r é da
formar:y = m(x — 1), onde m € a tangente do angulo de inclinacdo da reta com o eixo OX.

Tomaremos m como uma de declividade racional.
. - w=m(u—1) .
Se o ponto (u,v) pertence a reta e ao circulo, entdo: . Assim,
w+w?=1
wWH+mu—1)P2=1=uw>+m’u?>-2m*u+m? =1=u?*(14+m?) —u2m?)+ (m?>—1) =0.

Resolvendo essa equacdo do segundo grau em u teremos:

C2m?+/2mP2—4(1 + m2)(m2 — 1)
e 2(1+m2)
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_2m? £ vV4Am* —4m? + 4 —4m? 4 4m?

v 2(1+m2)
_2m?+E2
- 2(14+m?)
u_mzjzl
14 m2
241 241
Portanto, w = m m7—1 . Note que se tomarmos u = mo+l , teremos
1 +m? 1 +m?2
2 2_ 1 _1—m2
w =0eu =1, por isso consideraremos u = m=: ,donde w=m m m .
1+ m? 1 +m2

O conjunto solucdo é, portanto:

Y m?—1
14+ m2

. t ~
Por w = m(u — 1) vemos que m é racional, logo tomemos m = e com mdc(t, k) = 1 entdo:

t2 1 —2t
e T t?—k? 2tk
Py = 2° 7| = ’ :
k t t k2 + 127 k2 + 2
4 145
Tomando a = t> — k%, b = -2tk e ¢ = k? + t2, teremos a solu¢do em Z de
a’?+b? =c%

Essa ideia de utilizar um coeficiente angular racional para uma reta e um ponto com
coordenadas racionais conhecidas, contido no circulo e na reta, como sugere a proposi¢ao 4.2.2,
faz com que consigamos obter todos os pontos racionais do circulo, e em particular as soluc¢des

da terna pitagdrica dada inicialmente.

Observacao 4.2.1 : Sendo m um valor racional e (\,v) um ponto do circulo, concluimos ainda
que hd uma bijecdo entre m (conjunto dos racionais) e (\,Vv), conjunto de pontos do circulo

unitdrio centrado na origem, com excegdo do ponto (1,0).

4.3 Das ternas pitagoricas ao ultimo teorema de Fermat

A obra “Arithmetica” de Diofanto inspirou as geracdes seguintes de matematicos,
incluindo Pierre de Fermat que exercia a profissdo de magistrado. Segundo algumas fontes
confidveis, Pierre de Fermat nasceu em Beaumont de Lomagne, préximo a Toulouse, mas seu
ano de nascimento € incerto, foi entre os anos de 1590 e 1608. Filho de comerciante, seus
estudos comegaram em casa € a matematica virou o seu hobby. Ao adquirir uma copia da obra
prima de Diofanto, uma tradu¢do em latim realizada em 1621 por Claude Gaspar Bachet de
Méziriac, essa traducdo tornou-se o centro de sua aten¢do, era com ela que Fermat se divertia

nas horas vagas. A arithmetica coligia um conhecimento matematico adquirido por grandes
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génios da matemdtica com Euclides, autor da obra “Os elementos” e Pitdgoras, conhecimento
gerado nos dltimos mil anos que antecederam Diofanto (SINGH*, 2001).

Fermat ndo costumava publicar seus trabalhos, mas seu extraordindrio talento com
os numeros contribuiu profundamente para a criacdo da moderna teoria dos nimeros. Muitas
de suas anotacdes eram feitas nas margens de sua cépia do livro Arihtmetica, varios teoremas
demonstrados posteriormente por outros matemdticos foram confirmados como verdadeiros,
porém um perdurou por séculos desafiando geracdes de mateméticos brilhantes como Euler,
Legende e Dirichlet. O livro II da Arithmetica de Diofanto aborda o Teorema de Pitagoras e os
ternos pitagoricos, e foi durante uma de suas leituras, ao lado do problema 8 que Fermat fez a

seguinte afirmagao:

“Cubem autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos qua-
dratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum
potestatem in duos eiusdem nominis fas est dividere. Cuius rei de-
monstrationem mirabilem sane detexi hanc marginis exiguitas non
caperet”(SINGH*, 2001, P.80).

“E impossivel para um cubo ser escrito como a soma de dois cubos ou
uma quarta poténcia ser escrita como uma soma de dois niimeros ele-
vados a quatro, ou, em geral, para qualquer niimero que seja elevado
a uma poténcia maior do que dois ser escrito como a soma de duas
poténcias semelhantes. Eu tenho uma demonstracdo realmente mara-

vilhosa para esta proposicdo, mas esta margem é muito estreita para
conté-la”(SINGH*, 2001, P.80).

A conjectura de Fermat, que ficou conhecida como o dltimo teorema de Fermat,
confirmada por Andrew Wilis apenas em 1994, é um problema muito dificil de resolver, mas
seu enunciado é bem simples, acessivel a qualquer estudante, e ganhou certa notoriedade no
mundo inteiro por ser o teorema com o maior nimeros de demonstragdes incorretas publicadas.
Muitos acreditam que Fermat ndo possuia uma demonstragdo como afirmava, o que é certo é
que a matemadtica utilizada na demonstracao de Wilis € muito avancada, nem de longe poderia

ser a que Fermat supostamente possuia (SINGH?, 2001).
4.3.1 Caso particular do ultimo teorema de Fermat
Em 1637 Fermat lancou o desafio que causaria frustagcdo em muitas mentes brilhan-

tes ao escrever seu mais famoso teorema:

A equagdo x™ 4+ y™ = z™, ndo possui solucdes inteiras, exceto a trivial, para n > 2.

4SINGH, Simon. O Ultimo teorema de Fermat: a histéria do enigma que confundiu as maiores mentes do
mundo durante 358 anos. 10. ed. Rio de Janeiro: Record, 2001.
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Logicamente, ao escrever essa afirmac¢do, Fermat ndo estava levando em considera-
¢do o caso em que somente uma da varidveis, x ou y, € zero, visto que assim bastaria tomar o z

igual ao termo ndo nulo, por exemplo 2° +0° =2’ = z = 2.

Teorema 4.3.1 (Fermat)A equagdo x™ + y™ = z™ ndo tem solugdo para os inteiros x,y e z
quandon =4k, comk € N.

Prova: Veja inicialmente que x* + y* = a* = x* + y* = (a?)?. Assim, faga (a?)? = 22
e considere a equagdo x* + y* = 22, seja d = mdc(x,y), teremos entdo x = di, y = dj
e mdc(i,j) = 1. Logo, x* +y* = 2= d*(i* +j*) = d*z? = d*z. Tome z = d>f, entdo
x* +y* =22 = d*i* + d4* = d*f? = i* +j* = 2. Podemos supor entdo que mdc(x,y) = 1,
pois caso ndo seja conseguimos reduzi-la a uma equagdo do mesmo tipo com mdc(i,j) = 1.
Tome (x?)2+(y?)? = 22, pelo teorema 4.1.5 existem m e p inteiros tais que (m,p) =
1, onde x> = m? — p?, y> = 2mp, z = m? + p%, e m e p tem paridades distintas. Entdo

2

x> + p? = m? = x? é impar. Seja p par, entdo existem u e v inteiros tais que (u,v) = 1,

onde x = u> —v2, p = 2uv, m = u? +V?%, e u e v tem paridades distintas. Veja que y> =
2

2mp = 4mg, <1‘—24> = mg, mdc(m,p) = 1 = mdc (m,%) = 1 = existe r e s naturais

tais que m = 1’ e PP o= s?, mdc(u,v) = 1. Existe entdo t e w naturais

2 2
comu =t?ev=w> Comom =u>+v,entdor> = +w? =t +w

r<1P=m< 2mp = y? < z pois y* < x* +y* = 22 Assim, v < ze (t,w, 1) é uma

4. Observe que

solug@o menor que (x,y, z). Esse raciocinio nos mostra que se a equacio x™ +y™ = z™ possuir
uma solugdo (x,y, z) nos naturais, podemos tomar o z como o menor possivel, e mesmo assim
encontraremos outra solu¢do (t,w,r) onde r < z, o que € um absurdo. Na verdade podemos
aplicar esse procedimento infinitas vezes, obtendo resultados cada vez menores, mas sem fim.
Esse método criado por Fermat € chamado de “descida infinita de Fermat”.

Para concluirmos que nio ha solu¢do quando n = 4k basta observarmos que a
equagdo x** + y** = z** equivale a (x¥)* + (y*)* = (254, isto &, X* +7* = z* (MIRANDA?,
2007).

Finalizamos assim o estudo introdutdrio sobre alguns tipos de equacdes diofanti-
nas. O capitulo seguinte trard aplicacdes das equacdes diofantinas lineares em problemas que
poderao ser abordados na educagdo basica, sendo necessario um conhecimento prévio sobre as
quatro operacgdes basicas, mdc e habilidade de interpretar e escrever matematicamente situacoes

problemas matematicos.

SPara mais detalhes, veja: M.C. de Miranda, "Heuristica e Equacdes Diofantinas”, FAMAT em revista, n°9,
2007. Disponivel em: http : //www.portal.famat.ufu.br/node/262. Acessado em 21/01/2014.
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5 APLICACOES DAS EQUACOES DIOFANTINAS NO ENSINO BASICO

Faz parte das atribuicdes do docente a criagdo de situagdes para que os discentes
sintam-se motivados e tenham um papel ativo durante as aulas, facilitando assim o processo
de ensino aprendizagem. A abordagem de problemas sobre equagdes diofantinas lineares nas
aulas de matematica ¢ uma boa maneira de incentivar os alunos a pensarem e desenvolverem
competéncias e habilidades como raciocinio 16gico, identificacdo de informagdes relevantes
para a resolucao de uma situagdo problema proposta, aten¢do e concentracao.

Neste capitulo daremos alguns exemplos de problemas que podem ser facilmente
solucionados quando aplicamos os conhecimentos sobre resolucao de equacdes diofantinas li-

neares.

Problema 1 : Determinar todas as solucoes inteiras da seguinte equacdo diofantina linear:
3x +4y =5.

Solucao: Como o mdc(3,4) =1e 1|5 aequagdo possui solu¢ido no conjunto dos Z.

3
413
1
Usando o algoritmo da divisdo temos as seguintes igualdades:
4=31+1
3=13+0

Escrevendo o mdc(3,4) = 1 como combinagao linear de 3 e 4, obteremos:
1=-31+4
Como queremos resolver a equacdo 3x + 4y = 5, vamos multiplicar ambos os lados por 5.
Assim, 5 = 3(—5) + 4.5, logo xp = —5 e yp = 5 € uma solucdo particular da equacio.
A solugdo geral € da forma:
4

x:—5+Tkey:5—%k,comk€Z.

Istoé,x =—5+ 14key =5 —3k,com k € Z.

Problema 2 : Determinar todas as solucoes inteiras da seguinte equacdo diofantina linear:

9x — 15y = 9.

Solucido: Como o mdc(9,15) =3 e como 3 | 9, nossa equagdo possui solugio!

1|1
1519
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Usando o algoritmo da divisdo temos as seguintes igualdades:

15=9.1+6
9=6.1+3
6 =32+0.
Podemos escrever o mdc(9, 15) = 3 como combinagao linear de 9 e 15, temos nesse
caso que:
3=9-6.1
3=9—-(15-9.1).1
3=9-15+9.1
3=9.2-15.1.

Como queremos resolver a equagdo 9x — 15y = 9, vamos multiplicar ambos os
lados por 3. Assim, 9 = 9.6 — 15.3, logo xp = 6 e yp = 3 é uma solugdo particular da equacdo.

A solucido geral é da forma:

x:6+(_Tls)key:3—§k,comk€Z.

Istoé,x =6 —-5key =3—3k,comk € Z.

Problema 3 : Determinar o menor inteiro positivo que ao ser dividido por 3 deixa resto 2 e

quando dividido por 7 deixa resto 1.

Solucao: Seja n esse menor inteiro positivo. Entdo como n dividido por 3 deixa resto 2 te-
mos que n =3y +2 comy € N, e como n dividido por 7 deixa resto 1 temos que n = 7x + 1
comx € N. Assim, 3y+2 =7x+1= 7x—3y = 1. Como o mdc(7,3) =1 ecomo 1 | 1, nossa

equagao possui solugao!

Usando o algoritmo da divisdo temos as seguintes igualdades:
7=32+1
3=13+0
Escrevendo o mdc(7,3) = 1 como combinagdo linear de 7 e 3, temos nesse caso
que:
1=7-32
Logo, xo = 1 e yo = 2 € uma solucdo particular da equagao.

A solugdo geral € da forma:

x:l—i—(_—f)key:Z—%k,comkEZ.

Istoé,x=1—-3key=2—7k,comk € Z.

Observando que se:
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k<O=x>1ley>2
k=0=x=1ley=2
k >0=x<0ey < 0, onde n serd negativo.
Concluimos que k deve ser zero, logo teremos n = 3y + 2 = n = 8. Portanto 8 € o

menor inteiro positivo que dividido por 3 deixa resto 2 e dividido por 7 deixa resto 1.

Problema 4 : Encontre as duas menores fracdes positivas, cujos denominadores sdo 5 e 9 de

forma que sua soma seja igual a 15
XY y 37 - Ix+5y

~ . N . . X 37
2(7)luga0. Seja 5¢gas duas menores fracdes positivas tais que 5 + 9= 75 entao 15

15 Devemos portanto procurar as solu¢des da equacao linear diofantina 9x + 5y = 37.

Como o mdc(9,5) = 1 e como 1 | 37, nossa equagdo possui solugao!

111]4
9154
41110

Usando o algoritmo da divisdo temos as seguintes igualdades:

9=51+4
5=41+1
4=14+0

Escrevendo o mdc(9,5) = 1 como combinagdo linear de 9 e 5, temos nesse caso
que:

1=-91+452

Como queremos resolver a equacio 9x + 5y = 37, multiplicaremos ambos os lados
por 37. Logo, 37 = 9.(—37) + 5.74, e portanto xg = —37 e yo = 74 € uma solugdo particular da
equagdo.

A solugdo geral € da forma:

x:—37+%key:74—?k,comkez.

Istoé,x =—37+5key =74—-9k,comk € Z.
Como x e y devem ser positivos, de x = —37 4+ Sk temos k > 7edey = 74 — 9k
resulta k < 9.

Concluimos assim que k = 8 e portanto x = 3 e y = 2. Assim as fra¢des procuradas

Problema 5 : Escreva o niimero 91 como soma de dois inteiros positivos tais que o primeiro

seja divisivel por 6 e o segundo por 7.

Solucio: Devemos procurar x e y tais que 6x + 7y = 91.

Como o mdc(6,7) =1 ecomo 1 |91, nossa equacao possui solucao!
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Usando o algoritmo da divisdo temos as seguintes igualdades:

7=614+16=1.6+0

Escrevendo o mdc(7,6) = 1 como combinacdo linear de 7 e 6, temos nesse caso
que:

1=7.1-6.1

Como queremos resolver a equacio 6x + 7y = 91, multiplicaremos ambos os lados
por 91. Logo, 91 = 6.(—91) 4+ 7.91, e portanto xg = —91 e yo = 91 € uma solugdo particular da
equagdo.

A solucao geral é da forma:
7 6
x:—91+Ikey :91—Ik,comk€Z.

Istoé,x =—91+7key =91 —-6k,comk € Z.
Como x e y devem ser positivos, de x = —91 + 7k temos k > 13 e de y = 91 — 6k resulta
k < 16.

Concluimos assim que se k = 14 teremos x = 7 e y = 7. Caso tenhamos k = 15

entdo x = 14 e y = 1. Portanto temos os valores 42 e 49 ou 84 e 7 como solugdes.

Problema 6 : O valor de entrada em um parque de diversdo é de RS 8,00 para pessoas acima
de 15 anos e RS 6,00 para quem tem 15 anos ou menos. Quantas pessoas no minimo deverdo

ir ao parque de maneira que a bilheteria arrecade pelo menos RS 500, 00.

Solucio: Devemos procurar x e y tais que 8x + 6y = 500.

Como o0 mdc(8,6) = 2 e como 2 | 500, nossa equacao possui solu¢do no conjunto

dos Z!
1
816
0
Usando o algoritmo da divisdo temos as seguintes igualdades:
8=61+26=23+0
Escrevendo o mdc(8,6) = 2 como combinacdo linear de 8 e 6, temos nesse caso
que:
2=8.1-6.1

Como queremos resolver a equacdo 8x + 6y = 500, multiplicaremos ambos os
lados por 250. Logo, 500 = 8.250 + 6.(—250), e portanto xy = 250 e yo = —250 € uma solugdo
particular da equacao.

A solucao geral é da forma:
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x:250+gkey :—ZSO—gk,comkGZ.

Isto é,x =250+ 3k ey = —250 — 4k, com k € Z.

Como x e y devem ser positivos, e observando que para se ter o minimo de pessoas
de modo que a arrecadagdo seja pelo menos 500, o valor de x deverd ser o maior possivel,
pois quanto mais pessoas que pagam RS 8,00 houver, menor serd a quantidade de pessoas
necessdrias.

De x =250+3k > O temos k > —83,3edey = —250—4k > Oresultak < —62,5,
isto é, —83,3 < k < —62,5. O maior valor possivel para x ocorre quando k = —63.
Concluimos assim que x = 250 — 189 = 61 e y = —250 + 252 = 2. Portanto serdo necessdrio

pelo menos 61 pessoas acima de 15 anos e 2 pessoas com 15 anos ou menos.

Problema 7 : Uma blusa custa RS 46,00, porém o cliente s6 possui notas de RS 5,00 e o
vendedor notas de RS 2,00. Nessas condicoes, é possivel efetuar a transacdo de modo que o
comprador receba seu troco corretamente? se sim, quantas notas o comprador dard e quantas

receberd como troco?

Solucio: Seja x a quantidade de notas de RS 5,00 que o comprador dard e y a quantidade de
notas de RS 2, 00 que ele receberd de troco do vendedor, entdo devemos procurar x € y positivos
tais que 5Sx — 2y = 46.

Como o mdc(5,2) = 1 e como 1 | 46, nossa equac@o possui solugao no conjunto

dos Z!
212
5
110
Usando o algoritmo da divisdo temos as seguintes igualdades:
5=22+1
2=12+4+0
Escrevendo o mdc(5,2) = 1 como combinagdo linear de 5 e 2, temos nesse caso
que:

1=51-22

Como queremos resolver a equacao 5x — 2y = 46, multiplicaremos ambos os lados
por 46. Logo, 46 = 5.46 — 2.92, e portanto xo = 46 e yp = 92 € uma solugdo particular da
equacao.

A solucido geral é da forma:

x:46+(_—12)key:92—%k,comk€Z.

Istoé,x =46 —2key =92 — 5k, com k € Z.
Como x e y devem ser positivos, de x = 46 — 2k temos 23 > k e de y = 92 — 5k resulta
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18,4 > k.

Tomando k maior possivel teremos a quantidade minima de notas que o cliente devera ter para
efetuar o pagamento e receber o troco. Tomemos k = 18, entdo x = 46 —36 = 10ey =
92 — 90 = 2. Portanto a compra podera ser efetuada se o comprador der 10 notas de RS 5,00 e
o vendedor voltar 2 notas de RS 2, 00.

Problema 8 : Para agrupar 40 alunos em filas de 6 ou de 8, serdo necessdrias quantas filas
no minimo? E caso deva haver pelo menos uma fila de 6 e uma de 8, qual a solugdo?
Solucio: Seja x a quantidade de filas de 6 alunos e y a quantidade de filas de 8 alunos, entdo
devemos procurar x e y ndo negativos tais que 6x + 8y = 40.

Como o mdc(6,8) =2 e como 2 | 40, nossa equacao possui solucao no conjunto dos Z!

Usando o algoritmo da divisao temos as seguintes igualdades:
8§=6.1+2
6=23+0
Escrevendo o mdc(6,8) = 2 como combinagdo linear de 6 e 8, temos nesse caso que:
2=8.1—-6.1
Como queremos resolver a equacdo 6x + 8y = 40, multiplicaremos ambos os lados por 20.
Logo, 40 = 6(—20) +8.20, e portanto xy = —20 e yo = 20 € uma solugdo particular da equacio.
A solucido geral é da forma:

x:—20+§key :20—gk, comk € Z.

Istoé, x = —20+4key =20 —3k,comk € Z.
Como x e y devem ser ndo negativos, de x = —20 + 4k > O temos k > Sedey = 20 — 3k
resulta 3 > k. Assim, 5 < 3 = k =5 ou k = 6. Tomando k menor possivel teremos y maior
possivel, e consequentemente a quantidade minima de filas necessdrias. Logok =5=x=0¢e
y = 5. Assim, deverdo ser formadas 5 filas de 8 alunos.
No caso em que deve haver filas de 6 e de 8, obtemos solu¢do usando k = 6, onde x = 4 ¢

y = 2, sendo necessdrio portanto um total de 6 filas.

Problema 9 : Determine o conjunto solucdo em 7 da equacdo 6x + 9y + 12z = 120.

Solucao: Calculemos inicialmente o mdc(6,9) usando o algoritmo da divisdao, da seguinte

forma:
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Logo, 9 = 6.1 +3 = 3 = 6.(—1) + 9.1. Assim, o mdc(6,9) = 3. Aplicando

novamente o algoritmo da divisao para calcular o mdc(3, 12) temos:

12 |3
0

Assim, 13 = 3.4 + 0 e portanto o mdc(3,12) = 3. Escrevendo o mdc como
combinacdo linear de 6, 9 ¢ 12, temos 3 = 6.(—1) + 9.1 4+ 12.0, multiplicando por 40 ambos os
lados resulta em 120 = 6.(—40) + 9.40 + 12.0. Portanto, (40, —40,0) é uma solugdo particular
da equacao dada.

Agora considere k = 6x + 9y, entdo 1.k + 12.z = 120. Como o mdc(1,12) =1e 1| 120, a
equacio tem solugdo. Podemos escrever o mdc(1, 12) como combinagao linear de 1 e 12, isto
€, 1 =1.(—11)+ 12.(1), multiplicando ambos os lados por 120 temos:

120 = 1.(—1320) + 12.(120). Sendo (—1320, 120) uma solug¢ao particular, o teorema 3.3.1 nos
diz que a solugdo geral é da forma:

k=%ko+ 1—lzlez:z0— %1, coml e Z,oqueresultaem k = —1320+ 12le z =120 — 1.
Analisemos agora k = 6x + 9y = —1320 + 121, observe que obrigatoriamente o mdc(6,9) =3
deve dividir —1320 + 121, como 3 | 1320 e 3 | 12, ndo precisaremos nos preocupar com o valor

de 1. Sabemos pelo exemplo anterior que 3 = 6.(—1)+9.1, donde multiplicando ambos os lados

—1320+ 121 . ~
or—————— obtemos a seguinte expressao:

—132(;—1— 121 3 6.1._132(;+ 121 +9.(1).—132(;+ 121 '

Assim, —1320+ 121 = 6(440 —41) +9.(—440+41). Concluimos novamente pelo teorema 3.3.1
que a solucao geral dessa equacgao é:

X =Xo+ gl’ey =Yy — gl’, coml' €7 ,istoé, x =440 —41+ 31 ey = —440+ 41— 21'.
Portanto, a solucdo geral é da forma:

x =440 — 41+ 31;

y = —440+ 41 -2l

z=120—1Lcom,l' € Z.
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6 CONCLUSAO

Vimos ao longo deste trabalho que a matemadtica originou-se primeiramente de
forma intuitiva, antecedendo a escrita que foi fundamental para o seu desenvolvimento e pro-
pagacdo. Conhecemos um pouco da historia de alguns grandes matematicos como Pitagoras,
Fermat e Diofanto, que tanto contribuiram para o surgimento e desenvolvimento da teoria dos
numeros.

O estudo aprofundado sobre equacdes diofantinas lineares nos forneceu condi¢oes
necessarias e suficientes para que elas tenham solu¢do no conjunto dos inteiros € nos mostra
quao acessivel e interessante pode ser sua abordagem na educacgdo bésica.

Analisamos um tipo especial de equagdo diofantina, conhecida no mundo inteiro
como o Teorema de Pitdgoras, salientando que s6 sdo consideradas equagdes diofantinas, aque-
las cujos coeficientes e solugdes pertencem ao conjunto dos inteiros. Pudemos verificar a exis-
téncia de infinitas solucdes para as terna pitagoricas através de observacdes feitas por Euclides
ha muitos séculos atrds, e formular expressdes que resultam em seu conjunto solucdo, bem
como as condi¢des de existéncia. O método das tangentes e secantes criado por Fermat nos
fornece ndo sé as expressdes, mas também uma visdo analitica do comportamento do Teorema
de Pitdgoras quando a hipotenusa vale 1, o que nos permitiu também obter o conjunto solugdo
de determinadas conicas de um modo mais geral, com coeficientes e solu¢des nos racionais.

Fizemos um estudo sobre a observagao feita por Fermat as margens de seu exemplar,
uma tradugdo da obra "Arithmetica"escrita por Diofanto, observacdo essa que ficou famosa no
mundo inteiro por seu enunciado bem simples mas solucdo extremamente complicada. Nao
sabemos se Fermat possuia um método engenhoso para resolvé-la, se possuia uma solucdo
errada, ou se ndo possuia solu¢do alguma, apesar de ter deixado pistas da demonstragdo de um
caso particular de sua afirmacao ao resolver um outro problema.

Por fim, encerramos este trabalho com algumas aplica¢des simples sobre as equa-
coes lineares diofantinas na esperanca de ter despertado o interesse do leitor pelo assunto abor-
dado e que este se sinta motivado a pesquisar sobre o tema, e caso seja professor, que possa
incluir as belas equacdes diofantinas lineares no seu plano de aula, visto que elas podem con-
tribuir significativamente, pois incita o discente a pensar, analisar hipdteses, e transcrever em

linguagem matemadtica as informagdes contidas em situagao problema.
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