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Resumo

Neste trabalho é apresentada uma série de atividades para a educacgao basica, ativida-
des que envolvem o raciocinio recursivo e que usam como recurso pedagogico planilhas
eletronicas. Para isso ¢ apresentado o método de resolugdo das recorréncias lineares de
primeira ordem homogéneas e nao homogéneas. Logo em seguida sao apresentados os
métodos para resolver as equacoes lineares de segunda ordem homogéneas e nao homogé-
neas. Também sao apresentadas as dedugoes das féormulas do termo geral da Progressao
Aritmética (PA) e da Progressao Geométrica (PG) e as férmulas da soma dos termos da
PA e PG, deduzidas por meio de equagoes de recorréncias lineares de primeira ordem ho-
mogéneas. Essas férmulas serdo muito utilizadas no decorrer do trabalho, pois em muitos
casos temos sequéncias que se caracterizam por serem PA ou PG. Também é proposta
uma série de 7 atividades que envolvem equagoes de recorréncias lineares de primeira
ordem e 3 atividades que envolvem equacoes de recorréncias lineares de segunda ordem.
Em todas atividades, o aluno utilizara planilhas eletronicas para montar tabelas e graficos

e assim desenvolver o raciocinio recursivo e obter uma nogao de graficos discretos.

Palavras-chaves: Equagoes de recorréncia. Planilhas eletronicas. Atividades praticas.



Abstract

In this work a series of activities for basic education is presented, activities involving re-
cursive reasoning and that use spreadsheets as pedagogical resource. For that, a method
of solving homogeneous and non-homogeneous linear recurrences of degree 1 is presented.
After that, the methods of solving homogeneous and non-homogeneous linear recurren-
ces of degree 2 are presented. Deductions of the formulas of arithmetic and geometric
progression (AP and AG) and the formulas of the sum of the terms of AP and AG dedu-
ced from the equations of homogeneous linear recurrences of degree 1 are also presented.
These formulas will be widely used throughout the work because, in many cases, we have
sequences that are characterized as being AP or AG. A series of 7 activities involving
equations of linear recurrences of degree 1, and 3 involving linear recurrences of degree 2
is also proposed. In all activities the student will make use of spreadsheets to build charts

and graphs in order to develop recursive reasoning and obtain a notion of discrete graphs.

Key-words: Recurrence equations. Spreadsheets. Practical activities.
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Introducao

Em varias ocasioes do nosso cotidiano, o raciocinio recursivo esta presente. Pode-
mos encontrar a ideia recursiva nas compras do supermercado, no calculo da velocidade e
posicao de um corpo, no céalculo envolvido num fenémeno oscilatorio, etc. Por exemplo,
quando calculamos o gasto que teremos na compra de lkg, 2kg, 3kg, e assim suces-
sivamente, de certo produto, automaticamente estamos usando intrinsecamente a ideia
recursiva, onde cada valor é formado por etapas bem definidas. Esse fato nos mostra a
importancia que o raciocinio recursivo representa para a nossa vida, pois as sequéncias
estao presentes em varias ocasioes do nosso dia-a-dia, abrindo assim a possibilidade de

serem amplamente exploradas.

O fato de o raciocinio recursivo estar presente em muitas ocasioes do cotidiano,
deve ser levado em conta em sala de aula, pois a modelagem de problemas matematicos
ajuda o aluno a encontrar alguma aplicabilidade dos contetidos aprendidos. Ao modelar
problemas que envolvem etapas recursivas o aluno se depara com problemas, para os quais
muitas vezes sera necessario tragar uma estratégia de abordagem ao problema, possibili-

tando ao aluno desenvolver de forma critica o seu conhecimento.

Por isso, neste trabalho, sao propostas varias atividades que trazem as equacoes
de recorréncias para a sala de aula - possibilitando ao aluno ter acesso a problemas do
cotidiano - as quais serao resolvidas pelos alunos com o auxilio de planilhas eletrénicas
deduzindo o proximo valor de cada célula, ou seja, o proximo valor da sequéncia, sempre

em funcao do termo anterior ou de dois termos anteriores.
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1 Preliminares

1.1 O uso do computador como recurso didatico

Tendo em vista que estamos inseridos numa sociedade na qual o uso de computa-
dores tornou-se algo essencial para diversas atividades do cotidiano, podendo-se encontrar
esse equipamento inserido como algo basico em muitas profissoes, tal fato nao deve ser
deixado de lado pelos professores - ainda mais que pode ser utilizado como um 6timo
recurso didatico, uma vez que muitas escolas possuem sala de computacao, onde podem
ser utilizados varios softwares educacionais e, inclusive, planilhas eletronicas (que nor-
malmente os computadores j4 possuem em seus sistemas operacionais). Utilizar planilhas
eletronicas em sala de aula ajuda o aluno a se familiarizar com uma ferramenta que mui-
tas empresas utilizam nas suas tarefas diarias, pois as planilhas de calculo sao de facil

manuseio, podendo inserir-se facilmente tabelas, graficos e formulas, entre outros.

O uso de novas tecnologias, em sala de aula, recebe apoio dos Parametros Cur-
riculares Nacionais (PCN| |1997), pois indicam como objetivos do ensino fundamental
que os alunos sejam capazes de: “saber utilizar diferentes fontes de informagao e recur-
sos tecnologicos para adquirir e construir conhecimentos.” (PCNs, matemética 5* a 8*
séries, 1998, p.8). Por isso, o professor deve inserir esta poderosa ferramenta em seu
planejamento de aula. Por meio de softwares educacionais, o aluno pode montar graficos,
planilhas, fazer comparacoes, fazer deducoes, entre outros. Assim, o aluno pode adquirir
um conhecimento mais significativo, aprendendo com seus erros e comparando os resul-

tados com os seus colegas, podendo entao aplicar os contetidos aprendidos em sala de aula.

Os PCNs também destacam que os computadores ja integram muitas experiéncias
educacionais, ou seja, o uso de computadores aumentou em um curto prazo, por isso sao
necessarios mais estudos nessa area, pois assim o professor podera analisar e conhecer
mais softwares educacionais para, assim, selecionar qual software escolher a fim de atingir

seus objetivos.

1.2 Férmula do termo geral de uma PA

No Ensino Médio também podemos perceber a importancia das recorréncias, quando
sdo apresentados, para os alunos, os conteidos de Progressao Aritmética (PA) e Progres-

sao Geométrica (PG). A maioria dos livros diddticos usam a recursividade para deduzir a
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formula do termo geral de uma PA e a formula do termo geral de uma PG, abrindo assim
caminho para a deducao da féormula da soma do termos de uma PA e a férmula da soma

dos termos de uma PG.

A férmula do termo geral de uma PA é deduzida da seguinte maneira:

ay =
ay =a; +7r
az =az +r

ag=as+r

Ay, = Qp_1+7T

somando os dois lados da igualdade obtemos:
at+atazt+as+---+ta,=a+a+r+at+rt+az+r+---+ap1+7r

ou seja:
ap =01 +7+71+7r+--+7

como r aparece (n — 1) vezes na soma ay +r + 7+ 7+ --- 4 r, assim temos:
an=a1+ (n—1)r
que é exatamente a férmula do termo geral de uma PA.

Veremos que esse argumento pode ser generalizado para equagodes de recorréncia

lineares de primeira ordem.

1.3 Férmula da soma dos termos de uma PA

Na resolucao das recorréncias, em muitos casos, é necessario que o aluno tenha
dominio da férmula da soma dos termos de uma PA, por isso vamos fazer a deducao da

férmula.

Consideremos a PA finita (a1, as,as, - ,a,_2,a,_1,0a,) € seja S, a soma de seus

termos. Logo temos:

Sp=a1t+ax+az+--+an2+a,1+ay



Capitulo 1. Preliminares 17

como a, = aj + (n — 1)r desta maneira:

Sp=a1+ (@ +71)+ (a1 +2r)+---+ (a1 +(n—3)r) + (a1 + (n — 2)r) + (&1 + (n — 1)r)
usando a propriedade comutativa, podemos escrever:
Sp=(ar+(n—1r)+(@+n—-2)r)+(a+n—=3)r)+---+ (a1 +2r) + (a1 +7) + a1

somando as duas equacoes, cada termo com seu correspondente, temos:

al—f-(al—l—(n—l)r):al—f-an
(ar+r)+(a+n=2)r)=a+r+a+nr—2r=a;+ (a1 + (n—1)r) =ay +a,

(g +2r)+(@m+n=3)r)=am+2r+a+nr—3r=a+(m+n—-1r)=a +a,

(a1 +(n=3)r)+ (a1 +2r)=a+nr=3r+a+2r=a+ (@ +n—1r)=a +a,
(ar+(n—=2)r)+ (a1 +r)=a1+nr—2r+a;+r=a1+ (a1 + (n—1)r) =ay +a,
(e +n—1r)+a =a+ (a1 + (n—1)r) =a; + a,

entao:
25, = (a1 + an) + (a1 + a,) + (a1 +a,) + -+ (a1 + an) + (a1 + a,) + (a1 + ay)
como (a; + a,) aparece n vezes na equacao acima, assim temos:
28, = (a1 + a,)n
multiplicando os dois lados da igualdade por % obtemos:

(a1 + ax)n

Sp = 5

que é exatamente a formula da soma dos termos de uma PA.

1.4 Foérmula do termo geral de uma PG

A férmula do termo geral de uma PG é deduzida da seguinte maneira:

a; = ap
Gz = ap * ¢
a3 = az - ¢

a4 = asz - ¢
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ap = Ap—1 (4
multiplicando os dois lados da igualdade obtemos:
al.a2.a3.a4...an:a1.a1.q.a2.q.a3.q...an_1.q

ou seja:
an:al.q.q.q...q
como ¢ aparece (n — 1) vezes na multiplicagao a; -q-q-q---q, logo temos:

n—1
anp = aiq

que é exatamente a férmula do termo geral de uma PG.

Veremos que esse argumento pode ser generalizado para equagoes de recorréncia

lineares de primeira ordem.

1.5 Férmula da soma dos termos de uma PG

Agora vamos deduzir a férmula da soma dos termos de uma PG, que serd utilizada

para resolver algumas recorréncias.

Consideremos a PG finita (a1, as,as, -+ ,ap_2,0,_1,0,) € seja S, a soma de seus

termos, desta maneira temos:
Sp=a1+ay+as+--+a,2+a,_1+a,
vamos multiplicar os dois membros dessa igualdade pela razao ¢, obtendo:
qSn = a1q + asq + azq + - - - + ap—2q + ap_1q + ang

ou:

qSn =as+as+ag+ -+ a, + anq

fazendo S,, = a1 +as+as+---+a,_o+a,_1+a, menos ¢S, = as+as+as+---+a,+a,q
temos:

Sy — @Sy = a1 — anq

como a, = a1¢"" ', entdo a,q = a,q" 'q, dai:

Sn(1—¢q) =a; —a1q"
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isto é:
Sn(l—q) = ai(l —¢")
portanto:
Sn=ar- 11__Q;L

para g # 1, que é exatamente a formula da soma dos termos de uma PG.

1.6 Método para resolver as equacdes de recorréncia de primeira

ordem

Uma sequéncia é definida recursivamente se ela for dada por uma regra que per-
mite calcular um termo qualquer em fungdao de um ou mais termos anteriores. Exemplos
de sequéncias definidas recursivamente sao as sequéncias definidas por Progressao Arit-

mética (PA) e Progressao Geométrica (PG).

Recorréncias em que um termo qualquer é calculado por meio de apenas um termo
anterior, sao chamadas de recorréncias lineares de primeira ordem, ou seja, quando temos
Ty = g(n)x,_1 + f(n), onde f e g sdo fungodes com dominio nos naturais. Vamos definir
os naturais, tal que: N={1,2,3,4,5,6,---}.

Quando temos z,, = ax,—1 + f(n) com f(n) =0 e a uma constante, dizemos que
a recorréncia é linear de primeira ordem homogénea. Geralmente, as recorréncias lineares
de primeira ordem homogéneas sao bem ficeis de resolver: basta definir os primeiros
termos, tomando um ponto de partida, por exemplo zy ou x;, e depois deduzir uma
provavel solucao a partir dos valores obtidos anteriormente. Resolver uma recorréncia
significa obter uma férmula que gera todos os termos da sequéncia em funcao da posigao
n e nao dos termos anteriores. Logo, para a sequéncia (x1, Ta, T3, -, Tp_1, T,) definida

por z, = azr,_; com n € N tal que n > 2 temos:

Tr1 = T
To = AT
T3 = ATy

Ty = ATp—1

multiplicando os dois membros da sentenca temos:

xl'*1.2'x3“'xn:xl’a'xl’a'xZ"'a/'xnfl
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ou seja:

Tp=T1-Q-G- - Q
como a aparece (n — 1) vezes em x,, = 1 - a - a---a, desta maneira:

Xy = ra" !

¢é a solugao da recorréncia xz,, = ax,,_; com n € N tal que n > 2.

Quando f(n) # 0 temos uma recorréncia linear de primeira ordem nao homogénea.
As recorréncias lineares de primeira ordem nao homogéneas mais faceis de resolver sao as
da forma z,, = z,,_1+ f(n) onde (f(1), f(2), f(3),---, f(n)) formam uma PA ou uma PG.
Por exemplo, para a sequéncia (x1, x3, T3, -+, Tp_1, ) definida por z, = z,_1+ f(n—1)

com n € N tal que n > 2 temos:

1 = I
To = I +f<1)
r3 = 9 + f(2)

Ty =2Tp_1+ f(n—1)
somando os dois lados da igualdade temos:
1+ re a3+, =+ + () +e+ )+ -+, + f(n—1)
isto é:
=21+ f()+f2)+--+ f(n—-1)

quando f(1)+ f(2)+---+ f(n—1) forma uma soma de termos de uma PA, assim usamos

a formula da soma do termos de uma PA,

Sn - (al _;an)n7

onde a; = f(1) é o primeiro termo, a, = f(n — 1) é o ultimo termo e a PA é composta

por (n — 1) termos, ou seja:

(W) + fln=1))n-1)
2

Ty, =21+

é a solugdo da recorréncia x, = x,_1 + f(n — 1) com n € N tal que n > 2. Quando
f()+ f(2) + -+ + f(n — 1) forma uma soma de termos de uma PG, logo usamos a

férmula da soma dos termos de uma PG,




Capitulo 1. Preliminares 21

onde a; = f(1) é o primeiro termo, a,, = f(n — 1) é o Ultimo termo e a PG é composta

por (n — 1) termos, ou seja:
1— qnfl
Tz, =x1+ f(l) ———

é a solucao da recorréncia x,, = z,,_1 + f(n — 1) com n € N tal que n > 2.

Quando temos uma recorréncia linear de primeira ordem nao-homogénea do tipo
ZTpt1 = g(n)z, + h(n), podemos transformar a recorréncia na forma z,.1 = x, + f(n).
Isto é garantido pelo seguinte teorema extraido de (CARVALHO; MORGADO| 2011):

Teorema 1. Se a, é uma solu¢io nao nula da recorréncia x,.; = g(n)x,, entio a
substituicio T, = a,y, transforma a recorréncia r,y1 = g(n)x, + h(n) em y,11 = yn +

h(n)lg(n) - an]™".

Demonstracgao:

A substituicdo x, = a,y, transforma z,.; = g(n)x, + h(n) em a1 1Ypr1 =
g(n)any, + h(n). Mas, a,y1 = g(n)a,, pois a, é solugdo de x,.1 = g(n)r,. Por-
tanto, a equagdo se transforma em g(n)a,y,+1 = g(n)ay,y, + h(n), ou seja, y,r1 =

Yn + h(n)lg(n).an]".

Vamos mostrar um exemplo para entender o método de resolucao.

Exemplo 1. Resolva 11 = 3z, +2 comn € N, z; = 1.

Vamos primeiramente solucionar a parte homogénea, ou seja, a TeCOTTENCIA Gypy1 =

3a,,. Desta maneira temos:

a] = 1
A9 — 3661
as = 3&2

ap = 3ap_1

multiplicando os dois lados da igualdade temos:

al.a2.a3...an:1.3.@1.3.012...3.@”71
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isto é:
a,=3-3-3---3

como o nimero 3 aparece (n — 1) vezes em a, =3 -3-3---3. Entao temos:

-1
a, = 3"

2

fazendo a substituicao x, = 3" 1y, obtemos 3"Ypi1 = 3"y, + 2, 0U S€ja, Ypi1 = Yn + = .
3

Assim temos:

2
y2:y1+§
2

y3:?Jz+§

2
Ys = Y3 o7

2
3n—1

Yn = Yn—1 +

somando os dois lados da igualdade temos:

2 2 2
Y+yYys+yt+t-+Yop=1+-+Pp+=-+ys+ =+ +Yp_1+

3 9 27 301
isto é:
i
Yn =T e Ty T oy 301

donde seque que x,, = 3" 'y,, para n =1 temos x; = 3%y, como x1 =1 logo y; = 1.

Usando o fato que y; = 1 e a formula da soma dos termos de uma PG,

1—q"
Sn:afl' ;
l—¢q
2 2 2 2 _1 t _ 2 . . t _ 2 /lt.
em 3 + 3 + 5 + -4 a1, COM (n ) eTrmos, a1 = 3 PTriMmewro termo, a, = -1 Ultemo

termo e razao q = %, temos:

ou seja, temos:

fazendo a substituicao em x, = 3" 'y, temos:
1 n—1
T, =3"""1- 2~ ()

T, =2-3"1—-1

isto é:

¢ a solugao da recorréncia i1 = 3x, +2 comn € N, 1 = 1.
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1.7 Meétodo para resolver as equacoes de recorréncia de segunda

ordem

Recorréncias em que um termo qualquer é calculado por meio de dois termos ante-
riores, sdo chamadas de recorréncias lineares de segunda ordem, quando temos f(n)z, +

g(n)xp—1 + h(n)x,—2 + k(n) =0, onde f, g, h e k sdo fungdes com dominio nos naturais.

Vamos tratar das recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas com coefi-
cientes constantes, ou seja, das recorréncias do tipo x,49 + pr,i1 + qr, = 0, com g # 0,

pois se ¢ = 0 temos uma recorréncia de primeira ordem.

A toda recorréncia linear de segunda ordem homogénea com coeficientes constantes
é possivel associar a uma equacio do segundo grau, r? + pr + ¢ = 0 que chamaremos de
equagdo caracteristica, para mais detalhes ver (PACHECO), 2013)) p.39. Quando %+ pr +
g = 0 possui duas raizes distintas, para resolver a recorréncia usamos o teorema abaixo,

extraido de (CARVALHO; MORGADO, [2011)):

Teorema 2. Se as raizes de r> +pr +q = 0 sdo 1 e ra, com 1, # 1o, entdo todas as
solugoes da recorréncia Tpnio + pTypi1 + qr, = 0 sdo da forma x, = Cir} + Cory, com Cy

e Cy constantes.

Demonstracgao:

Seja y, uma solucao qualquer de x,.9 + pr,+1 + qr, = 0. Determinemos as

constantes C e Cy que sejam solugdes do sistema de equagoes

Ciri + Core =
017“% + CQT‘% = Y

ou seja:
2
T3Y1 — T2l
= —— "=
r179(re — 11)
€ 2
™Y2 — T
CQ == —1

7”17"2(7’2—7”1)
tal que ry £ 1o, 11 £ 0 ery £ 0.

Afirmamos que y, = Cir] + Corl para todo n natural, o que provard o teorema.
Com efeito, seja z, = y, — C1r] — Cory. Mostraremos que z, = 0 para todo n. Temos
Zn+2 + PZn+1 + qzn = (yn-i-Q + PYn+1 + qyn) - Cl’l"?(?"% + pr + Q) - CQTSL(Tg + pra + Q) O
primeiro paréntese ¢é igual a zero porque ¥, é solucao de z, 42 + px, 1 + qx,, = 0; os dois
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altimos parénteses sdo iguais a zero porque 7, e ry sao raizes de r2 + pr + ¢ = 0. Entao

Znt2 + PZny1 + q2n = 0.

Além disso, como C1ry + Cory = y1 € C17r3 + Cyrs = yo, temos z; = 2o = 0. Mas,

S€ Znio + PZni1 +qzn =0 e 2y = 29 = 0, entao z, = 0 para todo n.
O

Quando r24pr+q = 0 possui duas raizes iguais, para resolver a recorréncia usamos
o teorema abaixo, extraido de (CARVALHO; MORGADO, 2011)):

Teorema 3. Se as raizes de r*> + pr + q = 0 sdo iguais, 11 = ry = r, entdo todas as
solugoes da recorréncia Tpio + pTpi1 + qr, = 0 sao da forma x, = Cir"™ + Coynr™, Cy e

Cy constantes.

Demonstracao:

Seja vy, uma solucao qualquer de x,,2 + px,11 + qr, = 0. Determine constantes

C1 e U5 que sejam solugoes do sistema de equacoes.

017‘ + 027“ = U
ClTQ + 2027"2 = Y2

isto é:
Cy =22 2
roor
e
Cy = Y2 ;27"91

isso é possivel pois r # 0.

Afirmamos que y, = Cir™ + Cynr™ para todo n natural, o que provara o teorema.
Com efeito, seja z, = y, — C1r" — Conr™. Mostraremos que z, = 0 para todo n. Temos
Zng2 D21 +02n = YnioFPYns1 +qyn) —Crr" (r24+pr+q) — Conr™(r? +pr+q) — Cor™r (2r +
p). O primeiro paréntese é igual a zero porque y,, é solucao de x, 12 + prpi1 + qr, = 0;
o segundo e o terceiro parénteses sao iguais a zero porque r é raiz de r> +pr +q = 0; o
quarto paréntese é igual a zero porque 2r + p = 0 ja que, quando r, = r9 = r, tem-se

r=—%. Entdo 2,12 + pzpy1 +qz, = 0.

Além disso, como Cir + Cor = y; e C11? + 20512 = 15, temos 2, = 2o = 0. Mas,

S€ Znio + PZni1 +qzn = 0 e 2y = 25 = 0 entao z, = 0 para todo n.
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Quando temos uma recorréncia linear de segunda ordem nao-homogénea, para
resolver a recorréncia usamos o teorema abaixo, extraido de (CARVALHO; MORGADO,
2011):

Teorema 4. Se a,, é uma solu¢io da equagao Ti9+ prpi1 + qr, = f(n) entdo a substi-

tuicao x, = a, + Yy, transforma a equagdo em Y, 1o + PYni1 + qy, = 0.

Demonstracgao:

Substituindo x,, por a, + y, na equagao, obtemos (a,2 + pani1 + qan) + (Ynio +
PYns1 + qyn) = f(n). Mas anyo + pays1 + qa, = f(n), pois a, é a solugdo da equagao
original. Desta maneira, a equacao se transformou em ¥, + pynt1 + qy, = 0.

O

Assim, a solugao de uma recorréncia nao homogénea é constituida de duas parcelas:

uma solucao qualquer nao homogénea e a solugao homogénea.

1.8 Juros compostos

Outra féormula aplicada no Ensino Médio que pode ser deduzida por equagoes de

recorréncia é a férmula dos juros compostos, como o exemplo extraido de (DANTEL 2009).

“Um capital de R$ 4000,00 reais foi aplicada a taxa de 2% ao més.” Assim temos:

o = 4000
1 = 1,02$0
To = ]_,021‘1
T3 = 1,02172

T, =1,022,_1

multiplicando os dois lados da igualdade temos:
Xo-T1-To-x3- -, =4000-1,02-29-1,02-2;-1,02-29---1,02 -2,

ou seja:
T, =4000-1,02-1,02-1,02---1,02

como 1,02 aparece n vezes em x, = 4000-1,02-1,02-1,02---1,02, logo temos:

2, = 4000(1,02)"
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adaptando a féormula temos:
M = 4000(1 + 0, 02)"

onde R$ 4000,00 é o capital, 2% ao més é a taxa, M é o montante em reais e ¢ é o tempo

em 1meses.

Podemos também generalizar o problema, desta maneira temos:

My=C
M, = (1+14)M,
My = (14 i)M;
Mz = (14 1i)M,

Mt - (1 + i)Mt_l
multiplicando os dois lados da igualdade temos:
My -My-My-Mg--- My=C-(1+4d)-xo-(14+0) - x1-(14+3) 2o+ (1+1) T
isto é:
My=C-(1+4)-(1+4)-(1+1i)---(1+19)
como (1 + i) aparece t vezes em My =C - (1 +4)-(14+14)-(1+4)---(1+41) entdo temos:

M, =C(1 —i—i)t

que é exatamente a féormula dos juros compostos, tal que C' é o capital, aplicado a taxa

de i ao periodo, produz juros j e gera um montante M no fim de ¢t periodos.
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?2 Recorréencias de Primeira Ordem

2.1 Atividade 1: Torre de Handi

A Torre de Handi é um jogo que consiste de uma base contendo trés pinos. Em
um desses pinos sao colocados alguns discos uns sobre os outros, em ordem crescente de

didmetro de cima para baixo, conforme a figura abaixo extraido de (PIAGET) |1997)

Figura 1 — Jogo Torre de Handi

O objetivo do jogo ¢ passar todos os discos de um pino para outro, de maneira que

um disco maior nunca fique em cima de um menor.

Nessa proposta de atividade, os alunos, em duplas, devem jogar a Torre de Hanoi.
Primeiramente eles devem jogar com apenas uma peca e identificar que o jogo termina
com apenas um movimento. Na proxima etapa os alunos devem utilizar duas pegas e
perceber que o jogo termina com um nimero minimo de trés movimentos, logo apés, com
trés pecas, os alunos precisam perceber que o jogo termina com, no minimo, sete movi-

mentos.

Na préxima etapa, os alunos devem ser convidados a colocar os dados obtidos

numa planilha eletronica, como a do exemplo abaixo:

i3] o Gt Eabir D Fomotar Feromenas Dodes Tl A
B3 E R a8 E-sime B 20 o NI S|E
A
%

[
X 5 T -3
pecas

1
3
7

0|co|~[o|on

= RN

» v\Plan1 (Plan2 { Plan3 / I« >
ronto o

Figura 2 — Tabela do ntimero minimo de movimentos em fun¢ao do ntmero de pecas
(incompleta)



Capitulo 2. Recorréncias de Primeira Ordem 28

Antes de continuar é necessario que o professor explique os comandos basicos de
uma planilha eletronica, ou seja, para efetuar a soma da célula “A2” com a célula “A3”,
por exemplo, usamos o comando “=A2+A3”. Para efetuar a subtracao da célula “A2”
com a célula “A3” basta usar o comando “=A2-A3", ja para efetuar a multiplicacao da
célula “A2” com a célula “A3” usamos o comando “=A2%*A3"; para efetuar a divisdo da
célula “A2” com a célula “A3” utilizamos o comando “=A2/A3”. Também podemos usar
a célula “A3” como expoente da célula “A2”, assim usamos o comando “=A2"A3”. Em
alguns casos teremos que usar uma célula como expoente de uma constante, vamos usar

como exemplo o caso da célula “A2” como expoente da constante 2, logo temos “=2"A2".

Agora os alunos podem receber a proposta de encontrar um padrdo para assim
completarem as células “B5”, “B6”, “B7”, “B8”, “B9”, “B10”, “B11” e “B12”, deixando
claro que as equagoes procuradas devem ser em funcao de uma célula anterior e os valores
referentes a coluna “A” podem ser usados nas equagoes. Logo os alunos devem chegar
nas equagoes, “=B4+2"A4” “=B5+2"A5", “=B6+4+2"A6", “=B74+2"A7", “=B8+2"A8”,
“=B9+2"A9”, “=B10+2"A10” e “=B114+2"A11”, respectivamente, ou seja, temos a re-
corréncia x, = x,_; + 2" !, com n € N, tal que n > 2. Agora fica ficil para os alunos

completarem a tabela, obtendo assim:

B3 Microsoft Excel - Pasta2 g@@
(5] prquvo  Edtar  Exbir  Insert  Formatar  Ferramentas Dados  Janel  Ajuda Digite UM pergunta o8 X
NSO S8 GB 08 - Ee e 20 p| NI §|===Fmy & @A
h32 = &
A B ¢ | o [ E T F & T H T v T 3 T W T € T ¥ [ 0 =
1 | pe¢as| movimentos
2 1 1
3 2 3
4 3 7
5 4 15
[ 5 3
7 6 63
3 7 127
] 8 255
o] 9 511
1] 10 1023
2] 1 2047
13
| 14|
15
16
17
18
19
|20]
21
|22
23|
24
25
2 |
7
2
|29
E
El
52 — ¥
H 4 » wPlanl f Planz f plan3 / I3 #|

Fronto MAIL KM

Figura 3 — Tabela do ntimero minimo de movimentos em funcao do numero de pecas
(completa)

Nesse momento os alunos podem ser desafiados a encontrar o niimero minimo de

movimentos para um jogo que possua um numero muito grande de pecas. Os alunos devem
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perceber que o processo seria muito demorado e que sem a planilha eletronica demoraria
muito mais tempo. Assim, os alunos precisam perceber a necessidade de encontrar uma
férmula fechada para a recorréncia x, = z,_1 + 2"}, com n € N, tal que n > 2. Como
podemos ver, temos uma recorréncia linear de primeira ordem homogénea com x; = 1,

desta maneira podemos observar que:

f]fl:]_
$2:$1+21
$3:l'2+22

.T4:.’L’3+23

Tp = Tp_1+ 2n71
somando os dois lados da igualdade obtemos:
Ty Ttz tast+Fr =1+ +2 v o+ 22+ +2° 4+ +a, + 27

isto é:
Tp=1+2+4+8+ .. 427!

como podemos perceber, temos uma soma de n termos de uma PG, entdo, usaremos a

formula: —
S —q - L=
q—1
onde a; = 1 é o primeiro termo e ¢ = 2 é a razao, logo temos:
2" —1
Sp=1-——
2—-1
ou seja:
T, =2"—1

agora fica mais facil encontrar o nimero de movimentos minimos para um jogo que possua

um nimero muito grande de pecas.

Numa préxima etapa, os alunos podem ser instigados a montarem, na mesma pla-
nilha eletronica, o grafico com o niimero minimo de movimentos em fun¢ao do niimero de
pecas. Os procedimentos, para o Microsoft Office Excel 2003, serdao os seguintes: primei-
ramente, na planilha eletronica, eles devem clicar no icone “assistente de grafico”. Logo
em seguida, na aba “tipos padrao”, eles precisam escolher a op¢ao tipo de grafico “disper-
sao (XY)”, optando assim pelo primeiro subtipo de gréfico “somente pontos”. Depois eles

devem clicar em “avancar” nessa etapa eles devem escolher um intervalo de dados. Como
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queremos apenas um esboco do grafico, os alunos podem marcar com o mouse o intervalo
que comeca na célula “A1” e termina na célula “B12”. Depois eles devem clicar na opgao
“coluna” e depois em “avancar”. Na aba “titulo” os alunos podem escolher o titulo do
grafico, por exemplo “Torre de Hdnoi”, no “eixo das categorias (x)” os alunos precisam
preencher “pegas” e no “eixo dos valores (y)” os alunos devem preencher “movimentos”.
Na aba legenda os alunos podem desmarcar a opcao “mostrar legenda” e na aba “rétulos
de dados” marcar no contetido do rétulo a opcao “valor Y”. Depois eles precisam clicar em
“avancar”. Logo em seguida os alunos devem marcar a opc¢ao “como objeto em: Planl” e
ao clicar em “concluir”, eles devem obter o grafico abaixo, que expressa o nimero minimo

de movimentos em fun¢do do niimero de pecas:

EJ Microsaft Excel - Pasta2
1] wrgwvo Edbar  Exbr Inserr Formatr Feramentas Dados Janela  Ajuda

SR 3 s s e B LR S S
W32 - 3
A B ¢ | b | E F | G H | 1 | K L | ™ N[ o -
1  pegas | movimentos
3 ; ;1 Torre de Hanéi
EE 7
5| 4 15
8] 5 31 2500 1
7] 6 63
8 7 127
9| 8 255 2000 * 2047
w9 511
n._10 1023 w
11 3047
12 £ 1500 -
14 @
05| E
16 >
il 3 1000 - +1023
18 E
19
0]
5 500 <511
2
e 127"
= 0 3715231 163 T 70 : .
2
2z 0 2 4 6 8 10 12
8|
% pecas
31
32|  E—
€4 b WAPlan1 { Blard [ Bland / I¢ i
Pronta RO

Figura 4 — Gréafico do nimero minimo de movimentos em fun¢ao do nimero de pegas

2.2 Atividade 2: Divisao do plano por retas

Nessa atividade os alunos primeiramente precisam visualizar as seguintes imagens
extraidas de (PACHECO, [2013):

a) | b) | c)

Figura 5 — Niimero maximo de regioes no plano definido por retas
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Ou seja, com nenhuma reta, temos no plano apenas uma regiao. Ja com 1 reta
temos um nimero maximo de 2 regides; com 2 retas temos um nimero maximo de 4
regioes e, finalmente, com 3 retas temos um nimero maximo de 7 regides. Agora os

alunos podem ilustrar esse fato na planilha eletronica, obtendo assim:

Microsoft Excel - Pasta2 [BEE
£ grquvo  Edtsr Exbir Inserk  Formatar Feramentss Dados Jarels  Ajuda Digte UM pergunts - -8 X
RN RERETNE AR NI - AR e N S - PR T
032 - A

A B ¢ [ b [ E T F [ & [ H ] | [ Tk [ € T ® T N [ Fm
retas |regiées T

R EN XY N

0 ||~ o o e o | =

© oo |~t| || |w o] = |2

=3

1 it ltEn £ el Bl R S R S e B

14y whPlanl /P2 {Planz / (2 | >
Pronto M

Figura 6 — Tabela do ntimero méaximo de regides em funcao do nimero de retas (incom-
pleta)

Agora os alunos precisam encontrar a férmula para preencher as células “B6”,
“B77, “B8”, “B9”, “B10”, “B11” e “B12”, isto ¢, os alunos devem chegar nas equagoes:
“=B5+A5+17, “=B64+A6+1", “=B7+A7+1”, “=B8+A8+1”", “=B9+A9+1", “=B10+
A1041”7 e “=B11+A11417, respectivamente, ou seja, temos a recorréncia x,, = x,_1 +n,

com n € N. Agora fica facil para os alunos completarem a tabela, obtendo assim:

Microsoft Excel - Pasta2 EEX)
P arquive  Edtsr  Exbir Inser Formatar Ferramentss Dados Janela  Ajuda Diglke uma pergunts -8 X
R~ REWE TR T A W A e YA o - ] cw o NZ s ES=EH @y (E = A- B
032 - A
Al B | ¢ [ B [ E [ F | ®& [ H [ 1 [ F [ w [ L [ ™ [ N 7o Fx
1 |retas|regides 1
2/ 0 1
& 1 2
4 2 4
5§ 3 i
6| 4 11
715 16
8| 6 22
25 7 29
10| 8 37
"l 9 46
2| 10 56
3
1]
115]
6
7]
18]
119
0
[21]
|
=l
2
2] —1 =
144 » HNPlan1 { Plan2 { Plan3 / |3 | 3
Pronto M

Figura 7 — Tabela do nimero méaximo de regioes em fun¢ao do niumero de retas (completa)
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Nesse momento os alunos precisam chegar a conclusao que seria muito dificil saber
o numero maximo de regioes para um nimero muito grande de retas, por isso se faz
necessario encontrar uma férmula fechada que expresse o problema inicial. Desta maneira,
precisamos resolver a recorréncia z,, = x,,_1 + n, com n € N, tal que g = 1. Temos uma

recorréncia linear de primeira ordem homogénea, logo por recorréncia obtemos:

$1:l'0—|—1
.733:.1'2—|—3

Ty =2Tp-1+N

somando os dois lados da igualdade obtemos:
ro+o+xot+ars+--tr,=1l4+x0+14+21+2+294+34+--+xH1+n

ou seja:
Tp=1+1+2+3+---+n

como podemos perceber @, =1+ 243+ .-+ n é uma soma de n termos de uma PA,

nesse momento se faz necessario apresentar para os alunos a férmula da soma dos termos

de uma PA,
Sp = (@1 F an)n a”)n.
2
Entaoem @, =14+2+3+---+n, temos a; =1, r =1 e a, = n, aplicando a férmula

da soma do termos de uma PA em @),, temos:

1+n)n
isto é:
0, = (n? +n)
"2
como z, = 1 + @, assim:
n?+4+n+2
Ty = ————
2

como podemos perceber, temos a equacao que define o nimero maximo de regioes do

plano em funcao do nimero de retas.

Agora podemos terminar esta atividade, pedindo para os alunos montarem o gra-
fico que expressa o nimero maximo de regides em funcao do nimero de retas. Logo eles

devem obter:
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Figura 8 — Grafico do nimero maximo de regides em fungdo do ntiimero de retas

2.3 Atividade 3: Diagonais de um poligono

Outra atividade bem interessante, onde os alunos podem aprender de forma lidica,
seria desenhar com régua e compasso um triangulo, um quadrado, um pentdgono e um

hexagono, e logo apds pedir para os alunos tragarem as diagonais de cada um desses

poligonos. Eles precisam chegar aos seguintes desenhos extraidos de (BARISON] 2005):

Figura 9 — Diagonais de um poligono

Os alunos devem perceber que teremos 0, 2, 5 e 9 diagonais, respectivamente.

Agora os alunos podem transferir esses dados para uma planilha eletronica, obtendo:

[ES Microsoft Excel - Pasta?
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Figura 10 — Tabela do nimero de diagonais de um poligono em fung¢ao do nimero de lados
de um poligono (incompleta)
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Apés, os alunos podem completar as células “B6”, “B7”, “B8”, “B9”, “B10”,
“B11” e “B12” e precisam chegar as férmulas, “=B5+A6-27, “=B6+A7-2", “=B7+AS8-
27, “=B8+A9-27, “=B9+A10-2", “=B10+A11-2” e “=B114A12-2”, respectivamente, ou
seja, eles devem chegar a dedugao da recorréncia x, = x,_1 + (n —2), com n € N, tal que

n > 4. Agora os alunos podem completar a tabela, obtendo assim:

E3 Microsoft Excel - PastaZ E]@@
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SR o@D 08 s e fied Rl MAE R |
032 - A
A | B c [ o [ B [ B [ @& [ B T ¥ T & T 5% [ T ™ [ & o=
1 |lados | diagonais '
2 2 0
3 4 2
4 5 5
5 5} 9
5 7 14
7 8 20
g g9 27
a 1o 35
o 1 44
M 12 54
12] 13 65
13 ]
|14
15 |
16|
17
18|
119
120
21 |
|22
23 |
24 |
25
25|
l27]
125
29|
ER
W4 b WiBland {Plan2 {Plard / < [

Pranto oM

Figura 11 — Tabela do nimero de diagonais de um poligono em fun¢ao do nimero de lados
de um poligono (completa)

Nesse momento, o professor deve questionar os alunos sobre quantas diagonais
possui um poligono de muitos lados, para que assim os alunos sintam a necessidade de
procurar um processo mais rapido para encontrar as diagonais de um poligono, isto é,
os alunos precisam perceber a importancia de encontrar uma solugao para a recorréncia
Ty = Tp_1+(n—2), comn € N, tal que n > 4. Como podemos ver, temos uma recorréncia

linear de primeira ordem homogénea com x3 = 0, assim, por recorréncia temos:

x3:0
$4:$3+2
5135:5134“—3

I6:$5+4

Ty = Tp_1+ (n—2)
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somando os dois lados da igualdade obtemos:
T3+ rs+ s+t +r,=04+23+24+ 24 +3+25+44+ -+ 21+ (n—2)
ou seja:
Tp=24+3+4+ -+ (n—-2)

como podemos perceber, z, =2+3+4+---+ (n —2) é uma soma de (n — 3) termos de
uma PA, com a; =2, r =1 e a, = (n — 2), aplicando a férmula da soma do termos de
uma PA em z,,, desta maneira temos:

(24+n—2)(n—23)
2

Ty =

isto é:

é a equagao que define o nimero de diagonais do poligono em fungdo do nimero de lados

do poligono.

Para terminar a atividade, podemos pedir para os alunos construirem, na planilha
eletronica, o grafico do nimero de diagonais do poligono em func¢ao do niimero de lados

do poligono. Os alunos devem obter:
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Figura 12 — Grafico do niimero de diagonais de um poligono em funcao do ntmero de
lados de um poligono
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2.4 Atividade 4: Castelo de cartas

As Olimpiadas Brasileiras de Matematica costumam, em suas provas, colocar al-
gumas questoes que envolvem recorréncias, geralmente de primeira ordem. Um bom
exemplo de questao que podemos aplicar aos alunos é a nimero 1 de nivel 1 que caiu na
X X XI Olimpiada Brasileira de Matematica. Afinal, muitos alunos possuem um baralho

de cartas em casa, entao, o professor pode pedir que os alunos tragam um baralho de

cartas e langar o seguinte desafio extraido de (SBMJ [2010):

\/

AR
e

Figura 13 — Castelo de cartas

“A figura mostra castelos de cartas de 1, 2 e 3 andares. Para montar esses castelos,

foram usadas 2, 7 e 15 cartas, respectivamente. Quantas cartas serao necessarias para
) )
montar um castelo de 5 andares?”

Agora os alunos podem transferir os dados para a planilha eletrénica obtendo:

— nertes Dackes e
N EE o d@ R 98 s time B
032 ». A

I I 0 O O =3 O O 0 O O O O O
andares | cartas
2
7
15

o|co| |||

=3

1 Pland { Planz { Pland /

aaaaaa

Figura 14 — Tabela do ntimero de cartas em funcdo do niimero de andares de um castelo
de cartas (incompleta)

Agora os alunos podem completar as células “B5”, “B6”, “B7”, “B8”, “B9”,
“B10”, “B11” e “B12”, e devem chegar as féormulas, “=B4+3*A5-17, “=B5+3%*A6-17,
“=B6+3*A7-17, “=BT7+3*A8-1", “=B8+3*A9-1", “=B9+3*A10-1", “=B10+3*A11-1" e

“=B11+3*A12-17, respectivamente, ou seja, eles precisam chegar a deducao da recorrén-
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cia T, = Tp_1 + (3n—1), com n € N, tal que n > 2. Agora os alunos podem completar a

tabela, obtendo assim:

B3 Microsoft Excel - Pastal
B
HRN=A" REREI=)
0% = #
A B
andares | cartas

=0 5| N Z§

[T T [T U T ™ [ 8 e 3

©oo|~|o|a|m e o]
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S

=3
o
5

» vi\Plan. (P2 £ Pirs / < 5

E

Figura 15 — Tabela do ntimero de cartas em fun¢do do niimero de andares de um castelo
de cartas (completa)

Agora os alunos precisam procurar a solugao para um castelo de cartas que possua
muitos andares. Os alunos devem perceber a dificuldade de montar um castelo com tantos
andares, entao os alunos precisam perceber a importancia de encontrar uma solugao para
a recorréncia x, = z,_1 + (3n — 1), com n € N, tal que n > 2. Temos uma recorréncia

linear de primeira ordem homogénea com x; = 2, logo por recorréncia temos:

T =2
To=x1+DH
T3 = X9+ 8
g =x3+ 11

Tp=2Tp_1+ (3n—1)

somando os dois lados da igualdade obtemos:

$1+$2+$3+$4+"'+$n:2+$1+5+$2+8+CL’3+11+"'+$n_1+(3n—1)
isto é:
Tp=24+5+8+11+ -4+ (3n—1)

como podemos perceber, z,, =245+ 8+ 11+ ---+ (3n — 1) é uma soma de n termos de
uma PA, com a; =2, r =3 e a, = (3n — 1), aplicando a férmula da soma do termos de

uma PA em =z, temos:
(24+3n—1)n

Ty — 9
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ou seja:
3n*+n
2
¢é a equacao do nimero de cartas em funcao do nimero de andares.

Tn

Agora os alunos podem montar no grafico o nimero de cartas em fungao do niimero

de andares do castelo. Eles devem obter:
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Figura 16 — Grafico do nimero de cartas em fun¢ao do niimero de andares de um castelo
de cartas

2.5 Atividade 5: Velocidade

Analisando alguns livros didaticos, percebemos que as formulas de fisica sao dadas
de uma forma direta, isto é, o autor usa um exemplo e através dele aplica a férmula
onde muitas vezes nao é dado ao aluno um método para chegar a essa formula, ou seja,
o aluno nao consegue dar um significado para essa férmula, apenas aplicando-a de forma

mecanizada.

Acreditamos que a féormula da velocidade seria mais significativa para o aluno se

fosse abordada da seguinte forma:

“Um corpo tem velocidade média de 80km/h, desta maneira em 1 hora percorre

80km, em 2 horas 160km, defina a posicao do corpo em um momento ¢.”

Transferindo os valores para uma tabela, temos:



Capitulo 2. Recorréncias de Primeira Ordem 39
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Figura 17 — Tabela da posi¢ao de um corpo em fungao do tempo (incompleta)

Agora os alunos precisam completar as células “B5”, “B6”, “B7”, “B8”, “B9”,
“B107, “B11” e “B12”, e devem chegar as férmulas, “=B4+4-80", “=B5+80”, “=B6+ 807,
“=B7480", “=B8+80”, “=B9+80”, “=B10+80” e “=B11+80”, respectivamente, isto é,
eles devem chegar a deducao da recorréncia x,, = x,,_1 + 80, com n € N. Agora os alunos

podem completar a tabela, obtendo assim:

|3 Microsoft Excel - Pasta2
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Figura 18 — Tabela da posigao de um corpo em fungao do tempo (completa)

Como a proposta é encontrar a solucao para qualquer tempo ¢, precisamos encon-
trar a solucao da recorréncia x,, = z,_1 4+ 80, com n € N. Como podemos ver, temos uma

recorréncia linear de primeira ordem homogénea com d; = 80, logo temos:

dy =80
dy = d; + 80

d3:d2+80
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dy = di—1 + 80

assim somando os dois lados da igualdade temos:
dy+dy+ds+---+d =80 +dy +80+dy+ 80+ -+ dyyq + 80

ou seja:

di =80 +80+80+---+80

como 80 aparece t vezes, temos:
dt - 80t

isto é, chegamos a féormula que define a posicao do corpo em cada instante ¢. Também

podemos salientar que temos v,, = 80km/h, desta maneira d; = v,,t, adaptando a férmula
d

temos v,, = ;-

Como podemos perceber, chegamos na férmula da velocidade através de uma de-
ducgao, sem dar a férmula pronta, mas sim construindo com o aluno todas as etapas de
deducao da férmula. Por isso, acreditamos que a recorréncia funciona como uma grande
ferramenta no ensino da fisica e ela deve, sim, estar presente na sala de aula, ajudando o

aluno a ter mais um mecanismo de resolu¢ao de problemas.

Agora podemos, através da planilha eletronica, montar o grafico posi¢ao em relacgao

ao tempo. O gréafico deve ser o seguinte:
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— Gréfico da posicdo de um corpo em func¢ao do tempo

2.6 Atividade 6: Equacao horaria das abscissas

Ja mostramos que através da recorréncia podemos deduzir a formula da velocidade.

Agora vamos utilizar o mesmo processo para deduzir a equacao horaria das abscissas, para
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este propdsito, podemos apresentar aos alunos o problema abaixo.

“Uma particula tem movimento uniforme e progressivo, de velocidade escalar
v = 3m/s. No instante que iniciamos a observagdo da particula seu espago é 10m,
nos instantes 1s e 2s, sua posicao é respectivamente, 13m e 16m. Defina a posicao da

particula em cada instante t.”

Podemos transferir os valores para uma tabela, obtendo assim:

[E3 Microsoft Excel - Pasta?
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Figura 20 — Tabela da posicao de uma particula em fungao do tempo (incompleta)

Agora os alunos podem completar as células “B5”, “B6”, “B7”, “B8”, “B9”,
“B107, “B11” e “B12”, chegando as férmulas, “=B4+3”, “=B5+3”, “=B6+3”, “=B7+3”,
“=B8+37, “=B9+437, “=B10+3” e “=B1143”, ou seja, eles precisam chegar a dedugao
da recorréncia z, = x,_1 + 3, com n € N. Agora os alunos podem completar a tabela,

obtendo assim:
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Figura 21 — Tabela da posi¢ao de uma particula em fun¢ao do tempo (completa)
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Como a tarefa é encontrar a posi¢do da particula em cada instante ¢t é necessario
encontrar a solucao para a recorréncia x, = x,_1 + 3, com n € N. Como podemos ver,

temos uma recorréncia linear de primeira ordem homogénea com sy = 10, assim temos:

50:].0
81:80+3
82251—|—3

S$¢=58-1+3

logo somando os dois lados da igualdade temos:
So+si+sp+--+85=10+5+3+s;+3+---+5_1+3
isto é:
s =104+34+3+---+3

como 3 aparece t vezes, temos:
St = ]_0 + 3t

ou seja, encontramos a férmula que define a posicao do corpo em cada instante ¢t. Pode-

mos também salientar que so = 10m e v = 3m/s, entdao s; = so + vt.

Ou seja, como na féormula da velocidade, o aluno pode ter acesso a mais um mé-

todo para resolver os problemas que envolvem a equagao horaria das abscissas.

Como ja feito anteriormente, podemos pedir para os alunos montarem, na planilha

eletronica, o grafico posicao em funcao do tempo, obtendo assim:
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Figura 22 — Grafico da posicao de uma particula em funcao do tempo
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2.7 Atividade 7: Equacao horaria da posicao

Nessa atividade os alunos devem ser desafiados a resolver o seguinte problema:

“Uma particula nos instantes 0, 1s, 2s e 3s passa pelos pontos 8m, 5m, 4m e 5m,

respectivamente. Defina sua equagao horaria da posi¢ao.”

Colocando esses valores em uma planilha eletronica temos:

3 microsoft bxcel - Pasta?
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Figura 23 — Tabela da posi¢ao de uma particula em fun¢ao do tempo (incompleta)

Agora os alunos devem completar as células “B6”, “B7”, “B8”, “B9”, “B10”,
“B11” e “B12”, isto é, eles precisam perceber que, “=B5+2*A6-5", “=B6-+2*A7-5”,
“=BT742*A8-5", “=B8+2*A9-5", “=B9+4+2*A10-5”, “=B10+2*A11-5" e “=B11+2*A12-
57, respectivamente, ou seja, temos a recorréncia x, = x,_1 + (2n —5), com n € N, agora

os alunos podem completar a tabela, obtendo assim:
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Figura 24 — Tabela da posigao de uma particula em fungao do tempo (completa)

O objetivo inicial da questao era encontrar a férmula que define a equacao horéria
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da posicao, isto é, o aluno dever chegar a conclusao que a formula que define a equacao
horaria da posi¢ao ¢ a solugao da recorréncia =, = z,_1 + (2n — 5), com n € N. Como
podemos ver, temos uma recorréncia linear de primeira ordem homogénea com sy, = 8,

assim, por recorréncia temos:

80:8
81:80—3
82281—1

83252+1

St = St+1 -+ (Qt — 5)
entao somando os dois lados da igualdade temos:
80+81+82+83+"'+St:8+80—3+81—1+82+1+"'+8t+1+(2t—5>

ou seja:
$;=8—3—-14+14---+(2t—5)

podemos escrever sy =8 —3 — 141+ --- 4 (2t — 5) na forma:
s¢ =8+ Qn

onde
Qn=-3-1+1+ -+ (2t-5)

como podemos perceber, @, = —3—1+1+---+ (2t —5) é uma soma de niimeros impares
consecutivos. Nesse momento se faz necessario apresentar para os alunos a féormula do

termo geral de uma PA, a,, = a; + (n — 1)r e a férmula da soma dos termos de uma PA,

5 = (a + an)n'
2

Desta maneira em @, = -3 —1+4+1+---+ (2t — 5), temos a; = =3, r =2 e a, = 2t — 5,

assim, pela féormula do termo de uma PA temos:
2t—5=-3+(n—1)-2
somando 3 nos dois lados da igualdade temos:
20—2=(n—-1)-2
aplicando a propriedade distributiva em (n — 1) - 2 temos:

2t—2=2n—2
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somando 2 nos dois lados da igualdade temos:

multiplicando por % nos dois lados da igualdade temos:

2t = 2n

t=n

isto é, a sequéncia é formada por ¢ termos.

Sabendo que a; = —3, a, = 2t — 5 e n = t, podemos aplicar a férmula da soma

do termos de uma PA em @, logo temos:

Qn:

ou seja:

@n

(=342t —5)t

2
(=8 +2t)t
N 2

aplicando a propriedade distributiva temos:

como s; = 8 + (), desta maneira:

St

=t*— 4t +8

¢é a equacao horaria da posicao procurada.

Agora os alunos podem montar o grafico que representa a posi¢do, em metros, em

funcao do tempo, em segundos, da funcao s, = t*> — 4t + 8. Logo eles devem obter:

5 Microsot Excel - Pasta? [BEE
o 8 x

] grauvo Edter Exbr [nsere Formetar Femapentss Dados Janela Ajuda
NEH O dI@lan9 8z ime B - 10

oR__|v A

A {o ) T =

F

G ] i i K C

tempo |posigéo

o os |[~a|op[en| =
-
o

o
T

Equacéao horaria da posigao

- 40
+29

- 53

« 68

tempo (segundos)

1y WN\Plan1 (a2 /Pl /
o

Figura 25 — Grafico da posicao de uma particula em funcao do tempo

<
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Como podemos ver, o grafico tem ponto minimo (2,4), assim como pode ser veri-

ficado na tabela da planilha eletronica.

Outra questao que podemos salientar é o fato da equacao horaria da posicao ser

. , 2 .
definida pela formula s = sq + vot + % Nesse caso, podemos usar a demonstracao que
¢é facilmente encontrada nos livros de fisica para o ensino médio, como o exemplo abaixo

tirado do livro de Sampaio e Calgada (SAMPAIO; CALCADA| 2005).

AV

Figura 26 — Gréfico velocidade em fungao do tempo

A area abaixo da reta é numericamente igual a As. Portanto:

(vo+v)(t—0) (v +v)t

A = =
° 2 2
fazendo v = vy + at e As = s — sp, temos:
Ot 2upt + at? t?
8_80:(v0+v;~|—a) _ 20 ;La :vot—i—%

assim:
at?
S= 398 + Uot + 7

com isso, os alunos podem chegar & conclusdo que na férmula s, = ¢ — 4t + 8 temos

So = 8m, vy = —4m/s e & =1, isto é, a = 2m/s>.
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3 Recorréncias de Segunda Ordem

3.1 Atividade 8: Sequéncia de Fibonacci

Nessa atividade os alunos devem ser desafiados a resolver o seguinte problema:

“Num péatio fechado coloca-se um casal de coelhos. Supondo que em cada més, a
partir do segundo més de vida, cada casal da origem a um novo casal de coelhos, ao fim

de um ano, quantos casais de coelhos estarao no patio?”

Os alunos devem perceber que no més que eles foram colocados no patio, vamos
supor primeiro de janeiro, os coelhos ainda nao serao férteis, entdo teremos apenas um
casal de coelhos. No dia primeiro de fevereiro, ou seja, decorrido um més, os coelhos
ainda nao serao férteis, logo ainda teremos apenas um casal de coelhos. No entanto, no
dia primeiro de marco devem nascer os primeiros descendentes, isto é, teremos dois casais
de coelhos. Ja em abril os alunos precisam verificar que serao trés casais de coelhos, desta

maneira os alunos podem montar a tabela abaixo:

B3 Microsoft Excel - Pasta2
I3 prquivo  Edber  Exbir  Inseri  Formstsr  Feramentss  Dados  Janela  Ajuda
NSEHRS SIS BB 98 -2 Me [ - 10
NE2 - 3

A B e e [TE [TF e [w [T TR D v e
més | casais de coelhos
1

1
2
3

00 |~1| o || B oo |hs|—

| IR
13| 12

W4y wNPland {Planz J Plar3 < 2|
Pronta

Figura 27 — Tabela do niimero de casais de coelhos em fun¢ao dos meses (incompleta)

Agora os alunos podem encontrar o padrao para completar as células “B6”, “B7”,
“B8”, “B9”, “B10”, “B11”, “B12” e “B13”, deixando claro que as equagoes procuradas
devem ser em funcao de duas células anteriores e os valores referentes a coluna “A”

podem ser usados nas equacoes. Logo os alunos precisam perceber que basta resolver
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as equagoes, “=B5+B4” “=B6+B5”, “=B7+B6”, “=B8+B7”, “=B9+B8”, “=B10+B9”,
“=B114+B10” e “=B12+B11”, respectivamente, isto é, temos a recorréncia x,, = x,_1 +
Tn_2, com n € N, tal que n > 3. Agora os alunos podem completar a tabela, chegando

assim na tabela abaixo:

Microsoft Excel - Pasta2 [BEE
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19|
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Figura 28 — Tabela do niimero de casais de coelhos em fungao dos meses (completa)

Nesse momento os alunos devem ser desafiados a encontrar o nimero de casais
de coelhos depois de decorridos muitos anos, para assim perceberem a necessidade de
encontrar uma formula fechada para a recorréncia x, = x,,_1 + x,_2, com n € N, tal que

n > 3, que defina o niimero de casais de coelhos em qualquer més.

Como podemos ver, temos uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea,
que possui equacao caracteristica r? —r —1 = 0, conforme citado em p-22. Resolvendo

a equacao temos:

L (1241 (1)

2-1
ou seja:
1++/5
r=—"
2
e
1-v5
To =
2

como podemos perceber a equacao caracteristica 7> —r—1 = 0 possui duas raizes distintas,

logo podemos usar o teorema . Desta maneira temos:

14++5\" 1—v5\"
THVEY o (L5

n:C
. T 2
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para n = 1 temos:

2

(576 (5 -

isto é, para encontrarmos, o valor de '} e (5 basta resolver o sistema abaixo:

6 (55) + & () = 1
6 (=55 + & (=) - 1

) + Oy ( ‘f) =1 por (_1”;\/5) obtemos:

(58 055 -

para n = 2 temos:

multiplicando C (

{ Cr-1 4 C(=58) = =445
| () G -
(7))
- () (25

¢ -0

substituindo C; = ‘[ em C; -1+ Oy (’3;”/5) ’H\[ obtemos:

\/5+02<—3+\/5>:—1+\/5

) 2 2

somando —? dos dois lados da igualdade temos:

e (—3+ \/5> _ (—5+3\/3>

2 10
isto é:
oo (53BN (1545V56
> \-15+5v5) \15+5/5
logo:
V5
C=—5
entao:
V5

é a solugao do problema.

Na préxima etapa, os alunos devem receber a tarefa de montar o grafico que
representa o numero de casais de coelhos em funcao dos meses. Como os passos da

montagem do gréafico ja foram descritos, vamos apenas mostrar um esboco do grafico:
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3 Microsoft Excel - Pasta?
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Figura 29 — Grafico do niimero de casais de coelhos em fungao dos meses

3.2 Atividade 9: Segunda lei de Newton

Nesta tarefa os alunos devem ser desafiados a resolver o seguinte problema:

“Um corpo nos instantes 0, 1s, 2s, 3s e 4s se encontra nas posicoes 2m, 3m, 6m
b ) ) b ) b

11m e 18m. Encontre a férmula que defina a posicao do corpo em cada instante.”

Neste momento, os alunos devem colocar os valores dados numa tabela. Assim

temos:

3 Microsoft Excel - Pasta2
i8] prquvo Edber Exbr  Inseit Formater Ferrapentss Dados Janek  Ajuda
NS o SE R -8 -2 we @ v 10 v
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i e o
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Figura 30 — Tabela da posi¢ao de um corpo em fungao do tempo (incompleta)

Agora os alunos precisam encontrar a férmula para dar continuidade ao padrao,

para assim preencherem as células “B7”, “B8”, “B9”, “B10”, “B11” e “B12”, ou seja,
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os alunos devem chegar as féormulas “=2*B6-B5+2”, “=2*B7-B6+2", “=2*B8-B7+27,
“=2*B9-B8+27, “=2*B10-B9+2” e “=2*B11-B10+2", respectivamente. Isso significa que

temos a recorréncia T, o = 2,11 — , + 2, com n € NU{0}. Agora os alunos podem

terminar de preencher a tabela, obtendo assim:

3 Microsoft Excel - Pasta?

{8) aquve Ediar Ewbi Inser Formatar Femamentas Dados. Jaela  Auda
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Figura 31 — Tabela da posi¢ao de um corpo em fungao do tempo (completa)

Como a tarefa é a de encontrar uma féormula que defina a posicao do corpo em cada

instante, os alunos precisam resolver a recorréncia x, o = 2,41 — &, +2, com n € NU{0}.

Como podemos ver .o — 2x,11 + ©, = 2 é uma recorréncia nao homogénea de
segunda ordem, entdo, para resolver a recorréncia usaremos o teorema [ A solugao de
uma recorréncia nao homogénea de segunda ordem é constituida de duas parcelas, uma

solugao qualquer nao homogénea e a solugao homogénea. Vamos comegar procurando a
solugao da parte homogénea.

Temos que a equacgao caracteristica de x40 — 22,41 + 2, =0 ¢
2 _
r —2r+1=0
usando a féormula de bhaskara encontramos:

—(-2)£/(-2)2—-4-1-1
"= 2.1

isto é:

r=1
¢ a tinica solucdao da equacdo 7> — 2r + 1 = 0, entdo usando o teorema |3| temos como
solugao da recorréncia:

T, =01-1"4+Cy-n-1"
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Agora vamos procurar uma solucao particular da parte ndo homogénea, procura-

remos por tentativas.

Vamos substituir /,, = An? em , .9 — 22,41 + 2, = 2. Logo temos,
A(n+2)? —2A(n+1)* + An* = 2
desenvolvendo os quadrados temos:,
An® +4An + 4A — 2An* — 4An — 2A + An* =2

ou seja:

assim:

¢ uma solugao particular da recorréncia x,, o — 22,41 + x, = 2, entdo temos a solucao:

$n:C’1-1”—|—02-n-1"+n2.

Para n = 0 temos:
Ci-1°+C,-0-1"4+02=27=2

desta maneira C7 = z¢ = 2.

Para n = 1 temos:
C,-1'+Cy-1-1'"+12=2,=3

como (] = 2 temos:
2+CQ+1:I1:3

logo Cy = 0 substituindo C; =2 e Cy =0em 2, = C; - 1" + Cy - n - 1™ + n? temos:
Ty =n>—+2

assim essa é a formula que define a posi¢ao do corpo em cada instante.

Com isso, os alunos podem criar na planilha eletronica, o grafico posicao em funcao

do tempo referente a funcao x, = n? + 2, desta maneira temos:
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Figura 32 — Grafico da posi¢cao de um corpo em func¢do do tempo

Agora podemos generalizar a resposta para quaisquer valores. Nés temos a recor-
réncia
Tpnt+2 — 2xn+l +x, = b

temos também que:

Tn4+2 — 2xn+1 + Ty = [(xn+2 - xn+1) - (xn+1 - xn)]

e sabemos que aceleragao é definida por

a = (Tny2 = Tny1) = (Tny1 — 7p)

e que a = %, onde F ¢ a forca em N, m é a massa em kg e a é a aceleracao em m/s>

assim:

F
(Tnto — Tnt1) — (Tpy1 — ) = a = -

como podemos ver, temos a segunda lei de Newton que diz que a forca é sempre direta-

mente proporcional ao produto da aceleragao de um corpo por sua massa, isto é: F' = m-a.

Temos que 419 — 22411 + 2 = % ¢ uma recorréncia nao homogénea de segunda

ordem. Logo, para resolver a recorréncia, usaremos o teorema [4. A solucdo de uma re-
corréncia nao homogénea de segunda ordem ¢é constituida de duas parcelas, uma solucao

qualquer ndao homogénea e a solugdo homogénea. Vamos comecar procurando a solugao

da parte homogénea.
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A recorréncia ;.9 — 27,41 + x; = 0 tem equacdo caracteristica 72 — 2r +1 = 0.

Resolvendo a equacao temos:

24,/(-22—4-1-1
B 21

r

ou seja, 7 = 1 é a tinica solucdo de r? — 2r + 1 = 0. Entdo usaremos o teorema . Desta

maneira a solucao da parte homogénea é:

T, =01-1"4+Cy-n-1"

Agora vamos procurar uma solucao particular da parte ndo homogénea. Procura-

remos por tentativas.

=

Vamos substituir [,, = An? em z,, 9 — 22,41 + T, = . Assim temos:

SR

Aln+2)? —24(n+1)* + An? =
Desenvolvendo os quadrados temos:

F
An? + 4An + 4A — 2An? — 4An — 2A + An = —
m

entao: P
24 = —
m
isto é: »
A= —.
2m
Logo:
F
l, = —n?
2m

¢ uma solucao particular de xy1o — 22411 + 24 = % Desta maneira temos como solugao:

F
T, =C-1"+Cy-n-1"+ —n?
2m

Para n = 0 temos:
0 0 F 2
Cl'l +0201 +7O = 29
2m

entao:

Ol = Xy.
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Para n = 1 temos:

F

Cr-1'+Cy 11— 12=xy
2m
como (] = x( temos:
F
v+ Cot o— =1
2m
logo:
F
Co=x1— 19 — —
2m

desta maneira:

n F n F 2
Tp = To -1 +(:B1—x0—>-n-1 +o—-n
2m 2m

ou seja:

F F
Ty = To+an—Togh — —nN+ —n
2m 2m

colocando zq e % em evidéncia temos:

F
L= (1— 2 )
Tp = (1 —=n)zg +nxy + (n n)2m

ou

T, = (1 —n)xg +na, + (n? — n)g

2
isto é, chegamos a uma féormula fechada que mostra a posi¢cao do corpo em cada instante.

Esta formula, pelo fato de ser de segunda ordem, depende dos valores de xg e x1, também
depende da forca e da massa ou da aceleracdo. Acreditamos que esta férmula é possivel
deduzir e pode ser aplicada em sala de aula, possibilitando ao aluno mais um recurso para

resolugao de problemas.

3.3 Atividade 10: Movimento Harménico Simples (MHS)

Nessa atividade, os alunos precisam deduzir a férmula do movimento harmonico
simples. Para isso, os alunos devem ser apresentados a um problema adaptado do livro
de Dante (DANTE, 2009). O problema é o seguinte.

“Vamos considerar uma particula realizando MHS. Essa particula nos instantes 0,
1s, 25 e 3s encontra-se nas posicoes 0, 0, 1m, 0 e —0, Im. Encontre a equacao que ilustra

esse movimento.”

Nesse momento, os alunos precisam colocar os valores na planilha eletronica, para

assim, obterem uma melhor visualizagdo da sequéncia, logo temos:
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Figura 33 — Tabela da posi¢ao de uma particula em fun¢ao do tempo (incompleta)

Nessa etapa, os alunos devem ser desafiados a preencherem as células “B6”, “B77”,
“B8”, “B9”, “B10”, “B11” e “B12”, ou seja, os alunos precisam encontrar as féormulas
“=-B4”, “=-B5”, “=-B6", “=-B7", “=-B8”, “=-B9” e “=-B107, respectivamente, isto é,
os alunos precisam chegar a conclusao de que a recorréncia procurada é x,,9 = —x,, com

n € NU{0}. Agora os alunos podem completar a tabela, obtendo assim:
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Figura 34 — Tabela da posigao de uma particula em fungao do tempo (completa)
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Como a tarefa é a de encontrar uma férmula que ilustre esse movimento, os alunos

necessitam resolver a recorréncia 2,5 + x, = 0, com n € NU {0}.

Temos que a recorréncia x,.o + x, = 0 é uma recorréncia de segunda ordem

homogénea, que possui equacao caracteristica:
P +1=0

que possui raizes:

r=4v—1 =i

tais raizes sdo complexas de médulo p = v/12 = 1 e argumento principal § = £7.

A solugao é:
x, = p"[Crcos(nh) + Cysen(nb)]

substituindo p e 6 obtemos:
z, = Cicos <ng) + Cysen (n;T)

para n = 0 temos:

Cicos(0) 4+ Cysen(0) = 29 =0

assim:

01:()

para n = 1 temos:
s 7
Ccos <2) + Cysen (2) =x;=0,1

substituindo €} = 0 na equacao acima obtemos:

Cysen (;T) =x;=0,1

como sen (g) = 1 logo temos:
02 - O, 1

substituindo C; =0e Cy = 0,1 em x,, = Ccos (n%) + Cysen (ng) obtemos:

7
T, =0, 1sen (n)
2
como podemos ver, a equac¢ao encontrada ¢é a equacao que ilustra o movimento da parti-

cula do problema apresentado para os alunos.

Nesse momento, os alunos podem montar, na planilha eletronica, o grafico que

ilustra o problema, obtendo assim:
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Figura 35 — Grafico da posicao de uma particula em func¢ao do tempo

Outro fato que podemos salientar aos alunos é que a féormula z, = 0, 1sen (ng),

também pode ser representada por x,, = 0, 1cos (gn + 37“) Pela férmula z,, = Acos(wt +

©o), temos que A = 0,1 é a amplitude do movimento a partir do centro de oscilacao,

7oz A 37 2 e .
w = 3 ¢ a frequéncia angular e ¢y = = ¢ a fase inicial.
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4 Relato da aula

Algumas atividades foram aplicadas, a fim de averiguar a eficicia da proposta
frente aos estudantes, seu empenho em realizar as atividades e aprimoramento dos conhe-

cimentos almejados.

As atividades foram aplicadas na Escola Municipal de Ensino Fundamental Qua-
torze de Setembro, localizada na zona rural do Municipio de Viamao. E uma escola na
qual estao matriculados cerca de 100 alunos. Por isso, tratam-se de turmas pequenas e
tranquilas, qualidades que proporcionam um bom ambiente para experimentar as ativi-

dades planejadas.

A primeira aula foi aplicada para a turma de 9° ano que possui 13 alunos e a
primeira dificuldade encontrada foi que os computadores da sala de informatica nao es-
tavam funcionando. Dois alunos levaram seus notebooks e haviam dois outros notebooks
da prépria escola. Dessa forma 13 alunos compartilharam 4 notebooks organizando-se
em 3 grupos com 3 alunos e um grupo com 4 alunos. Primeiramente foram apresentadas
aos alunos a planilha eletronica e explicados alguns de seus recursos basicos. O sufici-
ente para que pudessem implementar as opera¢bes matematicas elementares que seriam
necessarias durante a atividade. Depois dos alunos adquirirem essas nogoes iniciais, foi
lancado o problema da velocidade : “um corpo tem velocidade média de 80km/h, logo

em 1 hora percorre 80km, em 2 horas 160km, defina a posicao do corpo em um momento ¢.”

Depois de langado o problema, os alunos tinham que colocar os valores na planilha
eletronica e depois deduzir a féormula para preencher todas as células de “B2” até “B12”.
Essa etapa foi bem tranquila, pois os alunos perceberam com facilidade que para preen-
cher a célula seguinte era necessario somar a célula anterior mais 80. Depois que os alunos
preencheram todas as células foi pedido para que criassem o gréafico posicao em funcao
do tempo. Nessa etapa ficou explicito outro problema, pois cada computador tem um
sistema operacional diferente e versoes diferentes da planilha eletronica. Apesar de mais
algum tempo destinado a improvisacoes alheias ao tema da aula, os alunos conseguiram

confeccionar o grafico.

Logo em seguida foi langado o problema de encontrar a posicao do corpo depois de
muitas horas, para eles perceberem a necessidade de encontrar a solucao da recorréncia.

De forma expositiva foi explicado o método para solucionar a recorréncia z,, = z,_1 + 80,
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d
;-

chegando assim na férmula d; = 80t, ou seja, v =

Pelo fato das solug¢oes de recorréncias serem algo novo para os alunos, foi percebido
que eles tiverem muita dificuldade para entender o método de solugao e alguns estavam
muito ansiosos para entender todas as etapas, mesmo assim foi muito satisfatorio, pois
aprenderam uma nova ferramenta para a resolucao de problemas. Isso parece indicar que
se praticassem mais as resolugoes de recorréncias, eles poderiam atingir o dominio desse

conteudo, resolvendo com mais facilidade os problemas propostos.

Para a turma de 8° ano, foram aplicadas 3 atividades, mas pelo fato de ser uma
turma mais agitada e menos madura, ndao foram apresentados os métodos para resolver

as recorréncias.

O 82 ano dessa escola, possui apenas 11 alunos, tinhamos 3 notebooks, por isso a
turma foi dividida em 1 grupo de 3 alunos e 2 grupos de 4 alunos. Do mesmo modo que
na turma do 9° ano, primeiramente foram explicados os comandos basicos da planilha
eletronica e logo em seguida foram lancados os problemas:

Problema R.5 “Um corpo tem velocidade média de 80km/h. Entao em 1 hora percorre
80km, em 2 horas 160km, defina a posicao do corpo em um momento ¢.”

Problema 2.2} “Qual é o niimero maximo de regides que obtemos quando dividimos o
plano por 0, 1 e 2 retas? E por mais retas?”

Problema [3.3t “Vamos considerar uma particula realizando MHS, essa particula nos ins-
tantes 0, 1s, 2s e 3s, se encontra nas posicoes 0, 0,1m, 0 e —0, 1m, encontre a equagao

que ilustra esse movimento.”

Os alunos tiverem facilidade em deduzir a férmula para preencher as células de
“B2” até “B12” e também mostraram facilidade para elaborar o grafico, mas - como es-

perado - precisaram de auxilio para encontrarem os recursos para essa elaboracao.

Com a aula desenvolvida no 8° ano foi percebido que eles gostaram muito das
atividades, demonstrando muito interesse por desenvolver atividades que quebraram os
procedimentos convencionais. Por isso acredito que sempre que pudermos, devemos usar
computadores como recurso didatico, pois os alunos estao inseridos num mundo tecnold-

gico e podemos aproveitar esse fato para tornar as aulas mais atrativas.
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5 Consideracoes finais

Neste trabalho mostramos o quanto o raciocinio recursivo esta presente no nosso
cotidiano e o quanto esse fato deve ser aproveitado em sala de aula, a fim de tornar as
aulas mais atrativas e possibilitando ao aluno o acesso a planilhas eletronicas. Explicamos
também os métodos para resolucao das equagoes de recorréncia de primeira e segunda
ordem homogéneas e nao homogéneas, resolugoes que os professores devem instigar os

alunos a perceberem a importancia.

Além disso, este é um material que os professores podem desenvolver em turmas
do ensino fundamental e do ensino médio, mas em algumas atividades deve ser necessario
que os alunos tenham dominio das féormulas da soma de uma PA e de uma PG, pois
elas estao presentes em algumas sequéncias no decorrer das atividades. Por isso, cabe ao
professor explorar esse material e utiliza-lo da forma que ache mais conveniente, tornando

as aulas mais interessantes e motivadoras para os alunos.
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ANEXO A - Atividade 1: Torre de Handi

1. Qual o nimero minimo de movimentos para um jogo que possua uma peca? E duas

pecas? E quando forem trés pecas?

2. Monte uma tabela, na planilha eletronica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “numero de pegas” e a célula “B1” deve ser preenchida com “ntimero minimo de
movimentos”. As células “A2” até “A12” devem ser preenchidas com os ntimeros de
laté 11. As células “B2” até “B4” devem ser preenchidas com os valores encontrados

no item 1.

3. Preencha da célula “B5” até “B12”, usando as formulas da planilha eletronica, de
modo que cada célula esteja em funcao da célula anterior e os valores da coluna “A”

podem ser usados nas formulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocinio recursivo, qual equagao

de recorréncia ilustra esse raciocinio?
5. Classifique a equacao de recorréncia do item 4.
6. Resolva a equacao de recorréncia do item 4.

7. Na planilha eletronica, monte o grafico do niimero minimo de movimentos em fungao

do nimero de pegas.
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ANEXO B - Atividade 2: Divisao do plano

por retas

1. Qual o nimero maximo de regioes no plano quando dividimos o plano por nenhuma

reta? E por uma reta? E por duas retas 7 E quando forem trés retas?

2. Monte uma tabela, na planilha eletronica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “numero de retas” e a célula “B1” deve ser preenchida com “ntimero maximo
de regides”. As células “A2” até “A12” devem ser preenchidas com os ntimeros de 0
até 10. As células “B2” até “B5” devem ser preenchidas com os valores encontrados

no item 1.

3. Preencha da célula “B6” até “B12”, usando as formulas da planilha eletronica, de
modo que cada célula esteja em funcao da célula anterior e os valores da coluna “A”

podem ser usados nas formulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocinio recursivo, qual equacao

de recorréncia ilustra esse raciocinio?
5. Classifique a equacao de recorréncia do item 4.
6. Resolva a equacgao de recorréncia do item 4.

7. Na planilha eletronica, monte o grafico do niimero maximo de regides em fungao do

numero de retas.
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ANEXO C - Atividade 3: Diagonais de um

poligono

1. Quantas diagonais possui um triangulo? E um quadrilatero? E um pentiagono? E

quanto a um hexagono?

2. Monte uma tabela, na planilha eletronica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “numero de lados” e a célula “B1” deve ser preenchida com “ntmero de diago-
nais”. As células “A2” até “A12” devem ser preenchidas com os ntimeros de 3 até
13. As células “B2” até “B5” devem ser preenchidas com os valores encontrados no

item 1.

3. Preencha da célula “B6” até “B12”, usando as formulas da planilha eletronica, de
modo que cada célula esteja em funcao da célula anterior e os valores da coluna “A”

podem ser usados nas formulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocinio recursivo, qual equacao

de recorréncia ilustra esse raciocinio?
5. Classifique a equacao de recorréncia do item 4.
6. Resolva a equacgao de recorréncia do item 4.

7. Na planilha eletronica, monte o grafico do niimero de diagonais em fung¢ao do niimero
de lados.



67

ANEXO D - Atividade 4: Castelo de cartas

1. Precisamos de quantas cartas para construir um castelo de cartas de um andar? E

dois andares? E para trés andares?

2. Monte uma tabela, na planilha eletronica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “ntmero de andares” e a célula “B1” deve ser preenchida com “ntmero de
cartas”. As células “A2” até “A12” devem ser preenchidas com os nimeros de 1 até
11. As células “B2” até “B4” devem ser preenchidas com os valores encontrados no

item 1.

3. Preencha da célula “B5” até “B12”, usando as formulas da planilha eletronica, de
modo que cada célula esteja em funcao da célula anterior e os valores da coluna “A”

podem ser usados nas formulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocinio recursivo, qual equagao

de recorréncia ilustra esse raciocinio?
5. Classifique a equacao de recorréncia do item 4.
6. Resolva a equacao de recorréncia do item 4.

7. Na planilha eletrénica, monte o grafico do nimero de cartas em fung¢ao do niimero

de andares.
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ANEXO E - Atividade 5: Velocidade

. Leia o seguinte problema: “um corpo tem velocidade média de 80km/h, desta ma-
neira em 1 hora percorre 80km, em 2 horas 160km, defina a posicao do corpo em

um momento t.”

. Monte uma tabela, na planilha eletronica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “tempo” e a célula “B1” deve ser preenchida com “posicao”. As células “A2”
até “Al12” devem ser preenchidas com os nimeros de 0 até 10. As células “B2” até

“B4” devem ser preenchidas com os valores referentes no item 1.

. Preencha da célula “B5” até “B12”, usando as férmulas da planilha eletronica, de
modo que cada célula esteja em funcao da célula anterior e os valores da coluna “A”

podem ser usados nas formulas.

. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocinio recursivo, qual equagao

de recorréncia ilustra esse raciocinio?
. Classifique a equacao de recorréncia do item 4.
. Resolva a equacao de recorréncia do item 4.

. Na planilha eletrénica, monte o grafico da posicao em fun¢do do tempo.



69

ANEXO F - Atividade 6: Equacao horaria

das abscissas

1. Leia o seguinte problema: “Uma particula tem movimento uniforme e progressivo,
de velocidade escalar v = 3m/s. No instante que iniciamos a observagao da particula
seu espaco € 10m, nos instantes 1s e 2s, sua posicao é respectivamente, 13m e 16m.

Defina a posicao da particula em cada instante t.”

2. Monte uma tabela, na planilha eletronica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “tempo” e a célula “B1” deve ser preenchida com “posicao”. As células “A2”
até “A12” devem ser preenchidas com os niimeros de 0 até 10. As células “B2” até

“B4” devem ser preenchidas com os valores referentes no item 1.

3. Preencha da célula “B5” até “B12”, usando as formulas da planilha eletronica, de
modo que cada célula esteja em funcao da célula anterior e os valores da coluna “A”

podem ser usados nas formulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocinio recursivo, qual equagao

de recorréncia ilustra esse raciocinio?
5. Classifique a equacao de recorréncia do item 4.
6. Resolva a equacao de recorréncia do item 4.

7. Na planilha eletronica, monte o grafico da posi¢ao em fungao do tempo.
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ANEXO G - Atividade 7: Equacao horaria

da posicao

1. Leia o seguinte problema: “Uma particula nos instantes 0, 1s, 2s e 3s passa pelos

pontos 8m, 5m, 4m e bm, respectivamente. Defina sua equacao horaria da posi¢ao.”

2. Monte uma tabela, na planilha eletronica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “tempo” e a célula “B1” deve ser preenchida com “posicao”. As células “A2”
até “A12” devem ser preenchidas com os nimeros de 0 até 10. As células “B2” até

“B5” devem ser preenchidas com os valores referentes no item 1.

3. Preencha da célula “B6” até “B12”, usando as formulas da planilha eletronica, de
modo que cada célula esteja em funcao da célula anterior e os valores da coluna “A”

podem ser usados nas formulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocinio recursivo, qual equagao

de recorréncia ilustra esse raciocinio?
5. Classifique a equacao de recorréncia do item 4.
6. Resolva a equagao de recorréncia do item 4.

7. Na planilha eletronica, monte o grafico da posicao em funcao do tempo.
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ANEXO H - Atividade 8: Sequéncia de

Fibonacci

. Leia o seguinte problema: “Num patio fechado coloca-se um casal de coelhos. Su-
pondo que em cada més, a partir do segundo més de vida, cada casal da origem a
um novo casal de coelhos, decorrido um meés quantos casais de coelhos estarao no

patio? E depois de dois meses? E depois de 3 meses?”

. Monte uma tabela, na planilha eletronica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “més” e a célula “B1” deve ser preenchida com “nimero de casais de coelhos”.
As células “A2” até “A12” devem ser preenchidas com os nimeros de 1 até 11. As

células “B2” até “B5” devem ser preenchidas com os valores encontrados no item 1.

. Preencha da célula “B6” até “B12”, usando as formulas da planilha eletronica, de
modo que cada célula esteja em fungao da célula anterior e os valores da coluna “A”

podem ser usados nas formulas.

. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocinio recursivo, qual equagao

de recorréncia ilustra esse raciocinio?
. Classifique a equacao de recorréncia do item 4.
. Resolva a equacao de recorréncia do item 4.

. Na planilha eletronica, monte o grafico do nimero de casais de coelhos em fung¢ao

dos meses.
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ANEXO | — Atividade 9: Segunda lei de

Newton

. Leia o seguinte problema: “Um corpo nos instantes 0, 1s, 2s, 3s e 4s se encontra
nas posigoes 2m, 3m, 6m, 11m e 18m. Encontre a féormula que defina a posicao do

corpo em cada instante.”

. Monte uma tabela, na planilha eletronica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “tempo” e a célula “B1” deve ser preenchida com “posicao”. As células “A2”
até “A12” devem ser preenchidas com os nimeros de 0 até 10. As células “B2” até

“B6” devem ser preenchidas com os valores referentes ao item 1.

. Preencha da célula “B7” até “B12”, usando as formulas da planilha eletronica, de
modo que cada célula esteja em funcao da célula anterior e os valores da coluna “A”

podem ser usados nas formulas.

. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocinio recursivo, qual equagao

de recorréncia ilustra esse raciocinio?
. Classifique a equacao de recorréncia do item 4.
. Resolva a equacao de recorréncia do item 4.

. Na planilha eletronica, monte o grafico da posicdo em fun¢do do tempo.
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ANEXO J - Atividade 10: Movimento
Harménico Simples (MHS)

. Leia o seguinte problema: “Vamos considerar uma particula realizando MHS. Essa
particula nos instantes 0, 1s, 2s e 3s encontra-se nas posicoes 0, 0, 1m, 0 e —0, Im.

Encontre a equagao que ilustra esse movimento.”

. Monte uma tabela, na planilha eletronica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “tempo” e a célula “B1” deve ser preenchida com “posicao”. As células “A2”
até “A12” devem ser preenchidas com os nimeros de 0 até 10. As células “B2” até

“B5” devem ser preenchidas com os valores referentes ao item 1.

. Preencha da célula “B6” até “B12”, usando as férmulas da planilha eletronica, de
modo que cada célula esteja em funcao da célula anterior e os valores da coluna “A”

podem ser usados nas formulas.

. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocinio recursivo, qual equagao

de recorréncia ilustra esse raciocinio?
. Classifique a equacao de recorréncia do item 4.
. Resolva a equacao de recorréncia do item 4.

. Na planilha eletronica, monte o grafico da posicdo em fun¢do do tempo.
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