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Resumo
Neste trabalho é apresentada uma série de atividades para a educação básica, ativida-
des que envolvem o raciocínio recursivo e que usam como recurso pedagógico planilhas
eletrônicas. Para isso é apresentado o método de resolução das recorrências lineares de
primeira ordem homogêneas e não homogêneas. Logo em seguida são apresentados os
métodos para resolver as equações lineares de segunda ordem homogêneas e não homogê-
neas. Também são apresentadas as deduções das fórmulas do termo geral da Progressão
Aritmética (PA) e da Progressão Geométrica (PG) e as fórmulas da soma dos termos da
PA e PG, deduzidas por meio de equações de recorrências lineares de primeira ordem ho-
mogêneas. Essas fórmulas serão muito utilizadas no decorrer do trabalho, pois em muitos
casos temos sequências que se caracterizam por serem PA ou PG. Também é proposta
uma série de 7 atividades que envolvem equações de recorrências lineares de primeira
ordem e 3 atividades que envolvem equações de recorrências lineares de segunda ordem.
Em todas atividades, o aluno utilizará planilhas eletrônicas para montar tabelas e gráficos
e assim desenvolver o raciocínio recursivo e obter uma noção de gráficos discretos.

Palavras-chaves: Equações de recorrência. Planilhas eletrônicas. Atividades práticas.



Abstract
In this work a series of activities for basic education is presented, activities involving re-
cursive reasoning and that use spreadsheets as pedagogical resource. For that, a method
of solving homogeneous and non-homogeneous linear recurrences of degree 1 is presented.
After that, the methods of solving homogeneous and non-homogeneous linear recurren-
ces of degree 2 are presented. Deductions of the formulas of arithmetic and geometric
progression (AP and AG) and the formulas of the sum of the terms of AP and AG dedu-
ced from the equations of homogeneous linear recurrences of degree 1 are also presented.
These formulas will be widely used throughout the work because, in many cases, we have
sequences that are characterized as being AP or AG. A series of 7 activities involving
equations of linear recurrences of degree 1, and 3 involving linear recurrences of degree 2
is also proposed. In all activities the student will make use of spreadsheets to build charts
and graphs in order to develop recursive reasoning and obtain a notion of discrete graphs.

Key-words: Recurrence equations. Spreadsheets. Practical activities.
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Introdução

Em várias ocasiões do nosso cotidiano, o raciocínio recursivo está presente. Pode-
mos encontrar a ideia recursiva nas compras do supermercado, no cálculo da velocidade e
posição de um corpo, no cálculo envolvido num fenômeno oscilatório, etc. Por exemplo,
quando calculamos o gasto que teremos na compra de 1kg, 2kg, 3kg, e assim suces-
sivamente, de certo produto, automaticamente estamos usando intrinsecamente a ideia
recursiva, onde cada valor é formado por etapas bem definidas. Esse fato nos mostra a
importância que o raciocínio recursivo representa para a nossa vida, pois as sequências
estão presentes em várias ocasiões do nosso dia-a-dia, abrindo assim a possibilidade de
serem amplamente exploradas.

O fato de o raciocínio recursivo estar presente em muitas ocasiões do cotidiano,
deve ser levado em conta em sala de aula, pois a modelagem de problemas matemáticos
ajuda o aluno a encontrar alguma aplicabilidade dos conteúdos aprendidos. Ao modelar
problemas que envolvem etapas recursivas o aluno se depara com problemas, para os quais
muitas vezes será necessário traçar uma estratégia de abordagem ao problema, possibili-
tando ao aluno desenvolver de forma crítica o seu conhecimento.

Por isso, neste trabalho, são propostas várias atividades que trazem as equações
de recorrências para a sala de aula - possibilitando ao aluno ter acesso a problemas do
cotidiano - as quais serão resolvidas pelos alunos com o auxílio de planilhas eletrônicas
deduzindo o próximo valor de cada célula, ou seja, o próximo valor da sequência, sempre
em função do termo anterior ou de dois termos anteriores.
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1 Preliminares

1.1 O uso do computador como recurso didático
Tendo em vista que estamos inseridos numa sociedade na qual o uso de computa-

dores tornou-se algo essencial para diversas atividades do cotidiano, podendo-se encontrar
esse equipamento inserido como algo básico em muitas profissões, tal fato não deve ser
deixado de lado pelos professores - ainda mais que pode ser utilizado como um ótimo
recurso didático, uma vez que muitas escolas possuem sala de computação, onde podem
ser utilizados vários softwares educacionais e, inclusive, planilhas eletrônicas (que nor-
malmente os computadores já possuem em seus sistemas operacionais). Utilizar planilhas
eletrônicas em sala de aula ajuda o aluno a se familiarizar com uma ferramenta que mui-
tas empresas utilizam nas suas tarefas diárias, pois as planilhas de cálculo são de fácil
manuseio, podendo inserir-se facilmente tabelas, gráficos e fórmulas, entre outros.

O uso de novas tecnologias, em sala de aula, recebe apoio dos Parâmetros Cur-
riculares Nacionais (PCN, 1997), pois indicam como objetivos do ensino fundamental
que os alunos sejam capazes de: “saber utilizar diferentes fontes de informação e recur-
sos tecnológicos para adquirir e construir conhecimentos.” (PCNs, matemática 5a a 8a

séries, 1998, p.8). Por isso, o professor deve inserir esta poderosa ferramenta em seu
planejamento de aula. Por meio de softwares educacionais, o aluno pode montar gráficos,
planilhas, fazer comparações, fazer deduções, entre outros. Assim, o aluno pode adquirir
um conhecimento mais significativo, aprendendo com seus erros e comparando os resul-
tados com os seus colegas, podendo então aplicar os conteúdos aprendidos em sala de aula.

Os PCNs também destacam que os computadores já integram muitas experiências
educacionais, ou seja, o uso de computadores aumentou em um curto prazo, por isso são
necessários mais estudos nessa área, pois assim o professor poderá analisar e conhecer
mais softwares educacionais para, assim, selecionar qual software escolher a fim de atingir
seus objetivos.

1.2 Fórmula do termo geral de uma PA
No Ensino Médio também podemos perceber a importância das recorrências, quando

são apresentados, para os alunos, os conteúdos de Progressão Aritmética (PA) e Progres-
são Geométrica (PG). A maioria dos livros didáticos usam a recursividade para deduzir a
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fórmula do termo geral de uma PA e a fórmula do termo geral de uma PG, abrindo assim
caminho para a dedução da fórmula da soma do termos de uma PA e a fórmula da soma
dos termos de uma PG.

A fórmula do termo geral de uma PA é deduzida da seguinte maneira:

𝑎1 = 𝑎1

𝑎2 = 𝑎1 + 𝑟

𝑎3 = 𝑎2 + 𝑟

𝑎4 = 𝑎3 + 𝑟

· · ·

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑟

somando os dois lados da igualdade obtemos:

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 + · · · + 𝑎𝑛 = 𝑎1 + 𝑎1 + 𝑟 + 𝑎2 + 𝑟 + 𝑎3 + 𝑟 + · · · + 𝑎𝑛−1 + 𝑟

ou seja:
𝑎𝑛 = 𝑎1 + 𝑟 + 𝑟 + 𝑟 + · · · + 𝑟

como 𝑟 aparece (𝑛 − 1) vezes na soma 𝑎1 + 𝑟 + 𝑟 + 𝑟 + · · · + 𝑟, assim temos:

𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑟

que é exatamente a fórmula do termo geral de uma PA.

Veremos que esse argumento pode ser generalizado para equações de recorrência
lineares de primeira ordem.

1.3 Fórmula da soma dos termos de uma PA
Na resolução das recorrências, em muitos casos, é necessário que o aluno tenha

domínio da fórmula da soma dos termos de uma PA, por isso vamos fazer a dedução da
fórmula.

Consideremos a PA finita (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, · · · , 𝑎𝑛−2, 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) e seja 𝑆𝑛 a soma de seus
termos. Logo temos:

𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + · · · + 𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛
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como 𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑟 desta maneira:

𝑆𝑛 = 𝑎1 + (𝑎1 + 𝑟) + (𝑎1 + 2𝑟) + · · · + (𝑎1 + (𝑛 − 3)𝑟) + (𝑎1 + (𝑛 − 2)𝑟) + (𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑟)

usando a propriedade comutativa, podemos escrever:

𝑆𝑛 = (𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑟) + (𝑎1 + (𝑛 − 2)𝑟) + (𝑎1 + (𝑛 − 3)𝑟) + · · · + (𝑎1 + 2𝑟) + (𝑎1 + 𝑟) + 𝑎1

somando as duas equações, cada termo com seu correspondente, temos:

𝑎1 + (𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑟) = 𝑎1 + 𝑎𝑛

(𝑎1 + 𝑟) + (𝑎1 + (𝑛 − 2)𝑟) = 𝑎1 + 𝑟 + 𝑎1 + 𝑛𝑟 − 2𝑟 = 𝑎1 + (𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑟) = 𝑎1 + 𝑎𝑛

(𝑎1 + 2𝑟) + (𝑎1 + (𝑛 − 3)𝑟) = 𝑎1 + 2𝑟 + 𝑎1 + 𝑛𝑟 − 3𝑟 = 𝑎1 + (𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑟) = 𝑎1 + 𝑎𝑛

· · ·

(𝑎1 + (𝑛 − 3)𝑟) + (𝑎1 + 2𝑟) = 𝑎1 + 𝑛𝑟 − 3𝑟 + 𝑎1 + 2𝑟 = 𝑎1 + (𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑟) = 𝑎1 + 𝑎𝑛

(𝑎1 + (𝑛 − 2)𝑟) + (𝑎1 + 𝑟) = 𝑎1 + 𝑛𝑟 − 2𝑟 + 𝑎1 + 𝑟 = 𝑎1 + (𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑟) = 𝑎1 + 𝑎𝑛

(𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑟) + 𝑎1 = 𝑎1 + (𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑟) = 𝑎1 + 𝑎𝑛

então:

2𝑆𝑛 = (𝑎1 + 𝑎𝑛) + (𝑎1 + 𝑎𝑛) + (𝑎1 + 𝑎𝑛) + · · · + (𝑎1 + 𝑎𝑛) + (𝑎1 + 𝑎𝑛) + (𝑎1 + 𝑎𝑛)

como (𝑎1 + 𝑎𝑛) aparece 𝑛 vezes na equação acima, assim temos:

2𝑆𝑛 = (𝑎1 + 𝑎𝑛)𝑛

multiplicando os dois lados da igualdade por 1
2 obtemos:

𝑆𝑛 = (𝑎1 + 𝑎𝑛)𝑛
2

que é exatamente a fórmula da soma dos termos de uma PA.

1.4 Fórmula do termo geral de uma PG
A fórmula do termo geral de uma PG é deduzida da seguinte maneira:

𝑎1 = 𝑎1

𝑎2 = 𝑎1 · 𝑞

𝑎3 = 𝑎2 · 𝑞

𝑎4 = 𝑎3 · 𝑞
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...

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 · 𝑞

multiplicando os dois lados da igualdade obtemos:

𝑎1 · 𝑎2 · 𝑎3 · 𝑎4 · · · 𝑎𝑛 = 𝑎1 · 𝑎1 · 𝑞 · 𝑎2 · 𝑞 · 𝑎3 · 𝑞 · · · 𝑎𝑛−1 · 𝑞

ou seja:
𝑎𝑛 = 𝑎1 · 𝑞 · 𝑞 · 𝑞 · · · 𝑞

como 𝑞 aparece (𝑛 − 1) vezes na multiplicação 𝑎1 · 𝑞 · 𝑞 · 𝑞 · · · 𝑞, logo temos:

𝑎𝑛 = 𝑎1𝑞
𝑛−1

que é exatamente a fórmula do termo geral de uma PG.

Veremos que esse argumento pode ser generalizado para equações de recorrência
lineares de primeira ordem.

1.5 Fórmula da soma dos termos de uma PG
Agora vamos deduzir a fórmula da soma dos termos de uma PG, que será utilizada

para resolver algumas recorrências.

Consideremos a PG finita (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, · · · , 𝑎𝑛−2, 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) e seja 𝑆𝑛 a soma de seus
termos, desta maneira temos:

𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + · · · + 𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛

vamos multiplicar os dois membros dessa igualdade pela razão 𝑞, obtendo:

𝑞𝑆𝑛 = 𝑎1𝑞 + 𝑎2𝑞 + 𝑎3𝑞 + · · · + 𝑎𝑛−2𝑞 + 𝑎𝑛−1𝑞 + 𝑎𝑛𝑞

ou:
𝑞𝑆𝑛 = 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 + · · · + 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛𝑞

fazendo 𝑆𝑛 = 𝑎1 +𝑎2 +𝑎3 + · · ·+𝑎𝑛−2 +𝑎𝑛−1 +𝑎𝑛 menos 𝑞𝑆𝑛 = 𝑎2 +𝑎3 +𝑎4 + · · ·+𝑎𝑛 +𝑎𝑛𝑞

temos:
𝑆𝑛 − 𝑞𝑆𝑛 = 𝑎1 − 𝑎𝑛𝑞

como 𝑎𝑛 = 𝑎1𝑞
𝑛−1, então 𝑎𝑛𝑞 = 𝑎1𝑞

𝑛−1𝑞, daí:

𝑆𝑛(1 − 𝑞) = 𝑎1 − 𝑎1𝑞
𝑛
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isto é:
𝑆𝑛(1 − 𝑞) = 𝑎1(1 − 𝑞𝑛)

portanto:
𝑆𝑛 = 𝑎1 · 1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞

para 𝑞 ̸= 1, que é exatamente a fórmula da soma dos termos de uma PG.

1.6 Método para resolver as equações de recorrência de primeira
ordem
Uma sequência é definida recursivamente se ela for dada por uma regra que per-

mite calcular um termo qualquer em função de um ou mais termos anteriores. Exemplos
de sequências definidas recursivamente são as sequências definidas por Progressão Arit-
mética (PA) e Progressão Geométrica (PG).

Recorrências em que um termo qualquer é calculado por meio de apenas um termo
anterior, são chamadas de recorrências lineares de primeira ordem, ou seja, quando temos
𝑥𝑛 = 𝑔(𝑛)𝑥𝑛−1 + 𝑓(𝑛), onde 𝑓 e 𝑔 são funções com domínio nos naturais. Vamos definir
os naturais, tal que: N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, · · · }.

Quando temos 𝑥𝑛 = 𝑎𝑥𝑛−1 + 𝑓(𝑛) com 𝑓(𝑛) = 0 e 𝑎 uma constante, dizemos que
a recorrência é linear de primeira ordem homogênea. Geralmente, as recorrências lineares
de primeira ordem homogêneas são bem fáceis de resolver: basta definir os primeiros
termos, tomando um ponto de partida, por exemplo 𝑥0 ou 𝑥1, e depois deduzir uma
provável solução a partir dos valores obtidos anteriormente. Resolver uma recorrência
significa obter uma fórmula que gera todos os termos da sequência em função da posição
𝑛 e não dos termos anteriores. Logo, para a sequência (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,· · · , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) definida
por 𝑥𝑛 = 𝑎𝑥𝑛−1 com 𝑛 ∈ N tal que 𝑛 > 2 temos:

𝑥1 = 𝑥1

𝑥2 = 𝑎𝑥1

𝑥3 = 𝑎𝑥2

· · ·

𝑥𝑛 = 𝑎𝑥𝑛−1

multiplicando os dois membros da sentença temos:

𝑥1 · 𝑥2 · 𝑥3 · · · 𝑥𝑛 = 𝑥1 · 𝑎 · 𝑥1 · 𝑎 · 𝑥2 · · · 𝑎 · 𝑥𝑛−1
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ou seja:
𝑥𝑛 = 𝑥1 · 𝑎 · 𝑎 · · · 𝑎

como 𝑎 aparece (𝑛 − 1) vezes em 𝑥𝑛 = 𝑥1 · 𝑎 · 𝑎 · · · 𝑎, desta maneira:

𝑥𝑛 = 𝑥1𝑎
𝑛−1

é a solução da recorrência 𝑥𝑛 = 𝑎𝑥𝑛−1 com 𝑛 ∈ N tal que 𝑛 > 2.

Quando 𝑓(𝑛) ̸= 0 temos uma recorrência linear de primeira ordem não homogênea.
As recorrências lineares de primeira ordem não homogêneas mais fáceis de resolver são as
da forma 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 +𝑓(𝑛) onde (𝑓(1), 𝑓(2), 𝑓(3), · · · , 𝑓(𝑛)) formam uma PA ou uma PG.
Por exemplo, para a sequência (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,· · · , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) definida por 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 +𝑓(𝑛−1)
com 𝑛 ∈ N tal que 𝑛 > 2 temos:

𝑥1 = 𝑥1

𝑥2 = 𝑥1 + 𝑓(1)

𝑥3 = 𝑥2 + 𝑓(2)

· · ·

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑓(𝑛 − 1)

somando os dois lados da igualdade temos:

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + · · · + 𝑥𝑛 = 𝑥1 + 𝑥1 + 𝑓(1) + 𝑥2 + 𝑓(2) + · · · + 𝑥𝑛−1 + 𝑓(𝑛 − 1)

isto é:
𝑥𝑛 = 𝑥1 + 𝑓(1) + 𝑓(2) + · · · + 𝑓(𝑛 − 1)

quando 𝑓(1)+𝑓(2)+ · · ·+𝑓(𝑛−1) forma uma soma de termos de uma PA, assim usamos
a fórmula da soma do termos de uma PA,

𝑆𝑛 = (𝑎1 + 𝑎𝑛)𝑛
2 ,

onde 𝑎1 = 𝑓(1) é o primeiro termo, 𝑎𝑛 = 𝑓(𝑛 − 1) é o último termo e a PA é composta
por (𝑛 − 1) termos, ou seja:

𝑥𝑛 = 𝑥1 + (𝑓(1) + 𝑓(𝑛 − 1))(𝑛 − 1)
2

é a solução da recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑓(𝑛 − 1) com 𝑛 ∈ N tal que 𝑛 > 2. Quando
𝑓(1) + 𝑓(2) + · · · + 𝑓(𝑛 − 1) forma uma soma de termos de uma PG, logo usamos a
fórmula da soma dos termos de uma PG,

𝑆𝑛 = 𝑎1 · 1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
,



Capítulo 1. Preliminares 21

onde 𝑎1 = 𝑓(1) é o primeiro termo, 𝑎𝑛 = 𝑓(𝑛 − 1) é o último termo e a PG é composta
por (𝑛 − 1) termos, ou seja:

𝑥𝑛 = 𝑥1 + 𝑓(1) · 1 − 𝑞𝑛−1

1 − 𝑞

é a solução da recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑓(𝑛 − 1) com 𝑛 ∈ N tal que 𝑛 > 2.

Quando temos uma recorrência linear de primeira ordem não-homogênea do tipo
𝑥𝑛+1 = 𝑔(𝑛)𝑥𝑛 + ℎ(𝑛), podemos transformar a recorrência na forma 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝑓(𝑛).
Isto é garantido pelo seguinte teorema extraído de (CARVALHO; MORGADO, 2011):

Teorema 1. Se 𝑎𝑛 é uma solução não nula da recorrência 𝑥𝑛+1 = 𝑔(𝑛)𝑥𝑛, então a
substituição 𝑥𝑛 = 𝑎𝑛𝑦𝑛 transforma a recorrência 𝑥𝑛+1 = 𝑔(𝑛)𝑥𝑛 + ℎ(𝑛) em 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
ℎ(𝑛)[𝑔(𝑛) · 𝑎𝑛]−1.

Demonstração:

A substituição 𝑥𝑛 = 𝑎𝑛𝑦𝑛 transforma 𝑥𝑛+1 = 𝑔(𝑛)𝑥𝑛 + ℎ(𝑛) em 𝑎𝑛+1𝑦𝑛+1 =
𝑔(𝑛)𝑎𝑛𝑦𝑛 + ℎ(𝑛). Mas, 𝑎𝑛+1 = 𝑔(𝑛)𝑎𝑛, pois 𝑎𝑛 é solução de 𝑥𝑛+1 = 𝑔(𝑛)𝑥𝑛. Por-
tanto, a equação se transforma em 𝑔(𝑛)𝑎𝑛𝑦𝑛+1 = 𝑔(𝑛)𝑎𝑛𝑦𝑛 + ℎ(𝑛), ou seja, 𝑦𝑛+1 =
𝑦𝑛 + ℎ(𝑛)[𝑔(𝑛).𝑎𝑛]−1.

�

Vamos mostrar um exemplo para entender o método de resolução.

Exemplo 1. Resolva 𝑥𝑛+1 = 3𝑥𝑛 + 2 com 𝑛 ∈ N, 𝑥1 = 1.

Vamos primeiramente solucionar a parte homogênea, ou seja, a recorrência 𝑎𝑛+1 =
3𝑎𝑛. Desta maneira temos:

𝑎1 = 1

𝑎2 = 3𝑎1

𝑎3 = 3𝑎2

· · ·

𝑎𝑛 = 3𝑎𝑛−1

multiplicando os dois lados da igualdade temos:

𝑎1 · 𝑎2 · 𝑎3 · · · 𝑎𝑛 = 1 · 3 · 𝑎1 · 3 · 𝑎2 · · · 3 · 𝑎𝑛−1
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isto é:
𝑎𝑛 = 3 · 3 · 3 · · · 3

como o número 3 aparece (𝑛 − 1) vezes em 𝑎𝑛 = 3 · 3 · 3 · · · 3. Então temos:

𝑎𝑛 = 3𝑛−1

fazendo a substituição 𝑥𝑛 = 3𝑛−1𝑦𝑛, obtemos 3𝑛𝑦𝑛+1 = 3𝑛𝑦𝑛 + 2, ou seja, 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + 2
3𝑛 .

Assim temos:

𝑦2 = 𝑦1 + 2
3

𝑦3 = 𝑦2 + 2
9

𝑦4 = 𝑦3 + 2
27

· · ·

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + 2
3𝑛−1

somando os dois lados da igualdade temos:

𝑦2 + 𝑦3 + 𝑦4 + · · · + 𝑦𝑛 = 𝑦1 + 2
3 + 𝑦2 + 2

9 + 𝑦3 + 2
27 + · · · + 𝑦𝑛−1 + 2

3𝑛−1

isto é:
𝑦𝑛 = 𝑦1 + 2

3 + 2
9 + 2

27 + · · · + 2
3𝑛−1

donde segue que 𝑥𝑛 = 3𝑛−1𝑦𝑛, para 𝑛 = 1 temos 𝑥1 = 30𝑦1, como 𝑥1 = 1 logo 𝑦1 = 1.

Usando o fato que 𝑦1 = 1 e a fórmula da soma dos termos de uma PG,

𝑆𝑛 = 𝑎1 · 1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
,

em 2
3 + 2

9 + 2
27 + · · · + 2

3𝑛−1 , com (𝑛 − 1) termos, 𝑎1 = 2
3 primeiro termo, 𝑎𝑛 = 2

3𝑛−1 último
termo e razão 𝑞 = 1

3 , temos:

𝑦𝑛 = 1 + 2
3 ·

1 −
(︁

1
3

)︁𝑛−1

1 − 1
3

ou seja, temos:

𝑦𝑛 = 2 −
(︂1

3

)︂𝑛−1

fazendo a substituição em 𝑥𝑛 = 3𝑛−1𝑦𝑛 temos:

𝑥𝑛 = 3𝑛−1 ·
[︃
2 −

(︂1
3

)︂𝑛−1]︃
isto é:

𝑥𝑛 = 2 · 3𝑛−1 − 1

é a solução da recorrência 𝑥𝑛+1 = 3𝑥𝑛 + 2 com 𝑛 ∈ N, 𝑥1 = 1.
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1.7 Método para resolver as equações de recorrência de segunda
ordem
Recorrências em que um termo qualquer é calculado por meio de dois termos ante-

riores, são chamadas de recorrências lineares de segunda ordem, quando temos 𝑓(𝑛)𝑥𝑛 +
𝑔(𝑛)𝑥𝑛−1 + ℎ(𝑛)𝑥𝑛−2 + 𝑘(𝑛) = 0, onde 𝑓 , 𝑔, ℎ e 𝑘 são funções com domínio nos naturais.

Vamos tratar das recorrências lineares de segunda ordem homogêneas com coefi-
cientes constantes, ou seja, das recorrências do tipo 𝑥𝑛+2 + 𝑝𝑥𝑛+1 + 𝑞𝑥𝑛 = 0, com 𝑞 ̸= 0,
pois se 𝑞 = 0 temos uma recorrência de primeira ordem.

A toda recorrência linear de segunda ordem homogênea com coeficientes constantes
é possível associar a uma equação do segundo grau, 𝑟2 + 𝑝𝑟 + 𝑞 = 0 que chamaremos de
equação característica, para mais detalhes ver (PACHECO, 2013) p.39. Quando 𝑟2 +𝑝𝑟 +
𝑞 = 0 possui duas raízes distintas, para resolver a recorrência usamos o teorema abaixo,
extraído de (CARVALHO; MORGADO, 2011):

Teorema 2. Se as raízes de 𝑟2 + 𝑝𝑟 + 𝑞 = 0 são 𝑟1 e 𝑟2, com 𝑟1 ̸= 𝑟2, então todas as
soluções da recorrência 𝑥𝑛+2 + 𝑝𝑥𝑛+1 + 𝑞𝑥𝑛 = 0 são da forma 𝑥𝑛 = 𝐶1𝑟

𝑛
1 + 𝐶2𝑟

𝑛
2 , com 𝐶1

e 𝐶2 constantes.

Demonstração:

Seja 𝑦𝑛 uma solução qualquer de 𝑥𝑛+2 + 𝑝𝑥𝑛+1 + 𝑞𝑥𝑛 = 0. Determinemos as
constantes 𝐶1 e 𝐶2 que sejam soluções do sistema de equações

⎧⎨⎩ 𝐶1𝑟1 + 𝐶2𝑟2 = 𝑦1

𝐶1𝑟
2
1 + 𝐶2𝑟

2
2 = 𝑦2

ou seja:
𝐶1 = 𝑟2

2𝑦1 − 𝑟2𝑦2

𝑟1𝑟2(𝑟2 − 𝑟1)
e

𝐶2 = 𝑟1𝑦2 − 𝑟2
1𝑦1

𝑟1𝑟2(𝑟2 − 𝑟1)
tal que 𝑟1 ̸= 𝑟2, 𝑟1 ̸= 0 e 𝑟2 ̸= 0.

Afirmamos que 𝑦𝑛 = 𝐶1𝑟
𝑛
1 + 𝐶2𝑟

𝑛
2 para todo 𝑛 natural, o que provará o teorema.

Com efeito, seja 𝑧𝑛 = 𝑦𝑛 − 𝐶1𝑟
𝑛
1 − 𝐶2𝑟

𝑛
2 . Mostraremos que 𝑧𝑛 = 0 para todo 𝑛. Temos

𝑧𝑛+2 + 𝑝𝑧𝑛+1 + 𝑞𝑧𝑛 = (𝑦𝑛+2 + 𝑝𝑦𝑛+1 + 𝑞𝑦𝑛) − 𝐶1𝑟
𝑛
1 (𝑟2

1 + 𝑝𝑟1 + 𝑞) − 𝐶2𝑟
𝑛
2 (𝑟2

2 + 𝑝𝑟2 + 𝑞). O
primeiro parêntese é igual a zero porque 𝑦𝑛 é solução de 𝑥𝑛+2 + 𝑝𝑥𝑛+1 + 𝑞𝑥𝑛 = 0; os dois
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últimos parênteses são iguais a zero porque 𝑟1 e 𝑟2 são raízes de 𝑟2 + 𝑝𝑟 + 𝑞 = 0. Então
𝑧𝑛+2 + 𝑝𝑧𝑛+1 + 𝑞𝑧𝑛 = 0.

Além disso, como 𝐶1𝑟1 + 𝐶2𝑟2 = 𝑦1 e 𝐶1𝑟
2
1 + 𝐶2𝑟

2
2 = 𝑦2, temos 𝑧1 = 𝑧2 = 0. Mas,

se 𝑧𝑛+2 + 𝑝𝑧𝑛+1 + 𝑞𝑧𝑛 = 0 e 𝑧1 = 𝑧2 = 0, então 𝑧𝑛 = 0 para todo 𝑛.

�

Quando 𝑟2+𝑝𝑟+𝑞 = 0 possui duas raízes iguais, para resolver a recorrência usamos
o teorema abaixo, extraído de (CARVALHO; MORGADO, 2011):

Teorema 3. Se as raízes de 𝑟2 + 𝑝𝑟 + 𝑞 = 0 são iguais, 𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟, então todas as
soluções da recorrência 𝑥𝑛+2 + 𝑝𝑥𝑛+1 + 𝑞𝑥𝑛 = 0 são da forma 𝑥𝑛 = 𝐶1𝑟

𝑛 + 𝐶2𝑛𝑟𝑛, 𝐶1 e
𝐶2 constantes.

Demonstração:

Seja 𝑦𝑛 uma solução qualquer de 𝑥𝑛+2 + 𝑝𝑥𝑛+1 + 𝑞𝑥𝑛 = 0. Determine constantes
𝐶1 e 𝐶2 que sejam soluções do sistema de equações.

⎧⎨⎩ 𝐶1𝑟 + 𝐶2𝑟 = 𝑦1

𝐶1𝑟
2 + 2𝐶2𝑟

2 = 𝑦2

isto é:
𝐶1 = 2𝑦1

𝑟
− 𝑦2

𝑟2

e
𝐶2 = 𝑦2 − 𝑟𝑦1

𝑟2

isso é possível pois 𝑟 ̸= 0.

Afirmamos que 𝑦𝑛 = 𝐶1𝑟
𝑛 + 𝐶2𝑛𝑟𝑛 para todo 𝑛 natural, o que provará o teorema.

Com efeito, seja 𝑧𝑛 = 𝑦𝑛 − 𝐶1𝑟
𝑛 − 𝐶2𝑛𝑟𝑛. Mostraremos que 𝑧𝑛 = 0 para todo 𝑛. Temos

𝑧𝑛+2+𝑝𝑧𝑛+1+𝑞𝑧𝑛 = (𝑦𝑛+2+𝑝𝑦𝑛+1+𝑞𝑦𝑛)−𝐶1𝑟
𝑛(𝑟2+𝑝𝑟+𝑞)−𝐶2𝑛𝑟𝑛(𝑟2+𝑝𝑟+𝑞)−𝐶2𝑟

𝑛𝑟(2𝑟+
𝑝). O primeiro parêntese é igual a zero porque 𝑦𝑛 é solução de 𝑥𝑛+2 + 𝑝𝑥𝑛+1 + 𝑞𝑥𝑛 = 0;
o segundo e o terceiro parênteses são iguais a zero porque 𝑟 é raiz de 𝑟2 + 𝑝𝑟 + 𝑞 = 0; o
quarto parêntese é igual a zero porque 2𝑟 + 𝑝 = 0 já que, quando 𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟, tem-se
𝑟 = −𝑝

2 . Então 𝑧𝑛+2 + 𝑝𝑧𝑛+1 + 𝑞𝑧𝑛 = 0.

Além disso, como 𝐶1𝑟 + 𝐶2𝑟 = 𝑦1 e 𝐶1𝑟
2 + 2𝐶2𝑟

2 = 𝑦2, temos 𝑧1 = 𝑧2 = 0. Mas,
se 𝑧𝑛+2 + 𝑝𝑧𝑛+1 + 𝑞𝑧𝑛 = 0 e 𝑧1 = 𝑧2 = 0 então 𝑧𝑛 = 0 para todo 𝑛.

�
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Quando temos uma recorrência linear de segunda ordem não-homogênea, para
resolver a recorrência usamos o teorema abaixo, extraído de (CARVALHO; MORGADO,
2011):

Teorema 4. Se 𝑎𝑛 é uma solução da equação 𝑥𝑛+2 + 𝑝𝑥𝑛+1 + 𝑞𝑥𝑛 = 𝑓(𝑛) então a substi-
tuição 𝑥𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑦𝑛 transforma a equação em 𝑦𝑛+2 + 𝑝𝑦𝑛+1 + 𝑞𝑦𝑛 = 0.

Demonstração:

Substituindo 𝑥𝑛 por 𝑎𝑛 + 𝑦𝑛 na equação, obtemos (𝑎𝑛+2 + 𝑝𝑎𝑛+1 + 𝑞𝑎𝑛) + (𝑦𝑛+2 +
𝑝𝑦𝑛+1 + 𝑞𝑦𝑛) = 𝑓(𝑛). Mas 𝑎𝑛+2 + 𝑝𝑎𝑛+1 + 𝑞𝑎𝑛 = 𝑓(𝑛), pois 𝑎𝑛 é a solução da equação
original. Desta maneira, a equação se transformou em 𝑦𝑛+2 + 𝑝𝑦𝑛+1 + 𝑞𝑦𝑛 = 0.

�

Assim, a solução de uma recorrência não homogênea é constituída de duas parcelas:
uma solução qualquer não homogênea e a solução homogênea.

1.8 Juros compostos
Outra fórmula aplicada no Ensino Médio que pode ser deduzida por equações de

recorrência é a fórmula dos juros compostos, como o exemplo extraído de (DANTE, 2009).

“Um capital de R$ 4000,00 reais foi aplicada à taxa de 2% ao mês.” Assim temos:

𝑥0 = 4000

𝑥1 = 1, 02𝑥0

𝑥2 = 1, 02𝑥1

𝑥3 = 1, 02𝑥2

· · ·

𝑥𝑛 = 1, 02𝑥𝑛−1

multiplicando os dois lados da igualdade temos:

𝑥0 · 𝑥1 · 𝑥2 · 𝑥3 · · · 𝑥𝑛 = 4000 · 1, 02 · 𝑥0 · 1, 02 · 𝑥1 · 1, 02 · 𝑥2 · · · 1, 02 · 𝑥𝑛−1

ou seja:
𝑥𝑛 = 4000 · 1, 02 · 1, 02 · 1, 02 · · · 1, 02

como 1, 02 aparece 𝑛 vezes em 𝑥𝑛 = 4000 · 1, 02 · 1, 02 · 1, 02 · · · 1, 02, logo temos:

𝑥𝑛 = 4000(1, 02)𝑛
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adaptando a fórmula temos:
𝑀 = 4000(1 + 0, 02)𝑡

onde R$ 4000,00 é o capital, 2% ao mês é a taxa, 𝑀 é o montante em reais e 𝑡 é o tempo
em meses.

Podemos também generalizar o problema, desta maneira temos:

𝑀0 = 𝐶

𝑀1 = (1 + 𝑖)𝑀0

𝑀2 = (1 + 𝑖)𝑀1

𝑀3 = (1 + 𝑖)𝑀2

· · ·

𝑀𝑡 = (1 + 𝑖)𝑀𝑡−1

multiplicando os dois lados da igualdade temos:

𝑀0 · 𝑀1 · 𝑀2 · 𝑀3 · · · 𝑀𝑡 = 𝐶 · (1 + 𝑖) · 𝑥0 · (1 + 𝑖) · 𝑥1 · (1 + 𝑖) · 𝑥2 · · · (1 + 𝑖) · 𝑥𝑛−1

isto é:
𝑀𝑡 = 𝐶 · (1 + 𝑖) · (1 + 𝑖) · (1 + 𝑖) · · · (1 + 𝑖)

como (1 + 𝑖) aparece 𝑡 vezes em 𝑀𝑡 = 𝐶 · (1 + 𝑖) · (1 + 𝑖) · (1 + 𝑖) · · · (1 + 𝑖) então temos:

𝑀𝑡 = 𝐶(1 + 𝑖)𝑡

que é exatamente a fórmula dos juros compostos, tal que 𝐶 é o capital, aplicado à taxa
de 𝑖 ao período, produz juros 𝑗 e gera um montante 𝑀 no fim de 𝑡 períodos.



27

2 Recorrências de Primeira Ordem

2.1 Atividade 1: Torre de Hanói
A Torre de Hanói é um jogo que consiste de uma base contendo três pinos. Em

um desses pinos são colocados alguns discos uns sobre os outros, em ordem crescente de
diâmetro de cima para baixo, conforme a figura abaixo extraído de (PIAGET, 1997)

Figura 1 – Jogo Torre de Hanói

O objetivo do jogo é passar todos os discos de um pino para outro, de maneira que
um disco maior nunca fique em cima de um menor.

Nessa proposta de atividade, os alunos, em duplas, devem jogar a Torre de Hanói.
Primeiramente eles devem jogar com apenas uma peça e identificar que o jogo termina
com apenas um movimento. Na próxima etapa os alunos devem utilizar duas peças e
perceber que o jogo termina com um número mínimo de três movimentos, logo após, com
três peças, os alunos precisam perceber que o jogo termina com, no mínimo, sete movi-
mentos.

Na próxima etapa, os alunos devem ser convidados a colocar os dados obtidos
numa planilha eletrônica, como a do exemplo abaixo:

Figura 2 – Tabela do número mínimo de movimentos em função do número de peças
(incompleta)
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Antes de continuar é necessário que o professor explique os comandos básicos de
uma planilha eletrônica, ou seja, para efetuar a soma da célula “A2” com a célula “A3”,
por exemplo, usamos o comando “=A2+A3”. Para efetuar a subtração da célula “A2”
com a célula “A3” basta usar o comando “=A2-A3”, já para efetuar a multiplicação da
célula “A2” com a célula “A3” usamos o comando “=A2*A3”; para efetuar a divisão da
célula “A2” com a célula “A3” utilizamos o comando “=A2/A3”. Também podemos usar
a célula “A3” como expoente da célula “A2”, assim usamos o comando “=A2ˆA3”. Em
alguns casos teremos que usar uma célula como expoente de uma constante, vamos usar
como exemplo o caso da célula “A2” como expoente da constante 2, logo temos “=2ˆA2”.

Agora os alunos podem receber a proposta de encontrar um padrão para assim
completarem as células “B5”, “B6”, “B7”, “B8”, “B9”, “B10”, “B11” e “B12”, deixando
claro que as equações procuradas devem ser em função de uma célula anterior e os valores
referentes a coluna “A” podem ser usados nas equações. Logo os alunos devem chegar
nas equações, “=B4+2ˆA4”, “=B5+2ˆA5”, “=B6+2ˆA6”, “=B7+2ˆA7”, “=B8+2ˆA8”,
“=B9+2ˆA9”, “=B10+2ˆA10” e “=B11+2ˆA11”, respectivamente, ou seja, temos a re-
corrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 2𝑛−1, com 𝑛 ∈ N, tal que 𝑛 > 2. Agora fica fácil para os alunos
completarem a tabela, obtendo assim:

Figura 3 – Tabela do número mínimo de movimentos em função do número de peças
(completa)

Nesse momento os alunos podem ser desafiados a encontrar o número mínimo de
movimentos para um jogo que possua um número muito grande de peças. Os alunos devem
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perceber que o processo seria muito demorado e que sem a planilha eletrônica demoraria
muito mais tempo. Assim, os alunos precisam perceber a necessidade de encontrar uma
fórmula fechada para a recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 2𝑛−1, com 𝑛 ∈ N, tal que 𝑛 > 2. Como
podemos ver, temos uma recorrência linear de primeira ordem homogênea com 𝑥1 = 1,
desta maneira podemos observar que:

𝑥1 = 1

𝑥2 = 𝑥1 + 21

𝑥3 = 𝑥2 + 22

𝑥4 = 𝑥3 + 23

· · ·

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 2𝑛−1

somando os dois lados da igualdade obtemos:

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + · · · + 𝑥𝑛 = 1 + 𝑥1 + 21 + 𝑥2 + 22 + 𝑥3 + 23 + · · · + 𝑥𝑛−1 + 2𝑛−1

isto é:
𝑥𝑛 = 1 + 2 + 4 + 8 + · · · + 2𝑛−1

como podemos perceber, temos uma soma de 𝑛 termos de uma PG, então, usaremos a
fórmula:

𝑆𝑛 = 𝑎1 · 𝑞𝑛 − 1
𝑞 − 1

onde 𝑎1 = 1 é o primeiro termo e 𝑞 = 2 é a razão, logo temos:

𝑆𝑛 = 1 · 2𝑛 − 1
2 − 1

ou seja:
𝑥𝑛 = 2𝑛 − 1

agora fica mais fácil encontrar o número de movimentos mínimos para um jogo que possua
um número muito grande de peças.

Numa próxima etapa, os alunos podem ser instigados a montarem, na mesma pla-
nilha eletrônica, o gráfico com o número mínimo de movimentos em função do número de
peças. Os procedimentos, para o Microsoft Office Excel 2003, serão os seguintes: primei-
ramente, na planilha eletrônica, eles devem clicar no ícone “assistente de gráfico”. Logo
em seguida, na aba “tipos padrão”, eles precisam escolher a opção tipo de gráfico “disper-
são (XY)”, optando assim pelo primeiro subtipo de gráfico “somente pontos”. Depois eles
devem clicar em “avançar” nessa etapa eles devem escolher um intervalo de dados. Como
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queremos apenas um esboço do gráfico, os alunos podem marcar com o mouse o intervalo
que começa na célula “A1” e termina na célula “B12”. Depois eles devem clicar na opção
“coluna” e depois em “avançar”. Na aba “título” os alunos podem escolher o título do
gráfico, por exemplo “Torre de Hánoi”, no “eixo das categorias (x)” os alunos precisam
preencher “peças” e no “eixo dos valores (y)” os alunos devem preencher “movimentos”.
Na aba legenda os alunos podem desmarcar a opção “mostrar legenda” e na aba “rótulos
de dados” marcar no conteúdo do rótulo a opção “valor Y”. Depois eles precisam clicar em
“avançar”. Logo em seguida os alunos devem marcar a opção “como objeto em: Plan1” e
ao clicar em “concluir”, eles devem obter o gráfico abaixo, que expressa o número mínimo
de movimentos em função do número de peças:

Figura 4 – Gráfico do número mínimo de movimentos em função do número de peças

2.2 Atividade 2: Divisão do plano por retas
Nessa atividade os alunos primeiramente precisam visualizar as seguintes imagens

extraídas de (PACHECO, 2013):

Figura 5 – Número máximo de regiões no plano definido por retas
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Ou seja, com nenhuma reta, temos no plano apenas uma região. Já com 1 reta
temos um número máximo de 2 regiões; com 2 retas temos um número máximo de 4
regiões e, finalmente, com 3 retas temos um número máximo de 7 regiões. Agora os
alunos podem ilustrar esse fato na planilha eletrônica, obtendo assim:

Figura 6 – Tabela do número máximo de regiões em função do número de retas (incom-
pleta)

Agora os alunos precisam encontrar a fórmula para preencher as células “B6”,
“B7”, “B8”, “B9”, “B10”, “B11” e “B12”, isto é, os alunos devem chegar nas equações:
“=B5+A5+1”, “=B6+A6+1”, “=B7+A7+1”, “=B8+A8+1”, “=B9+A9+1”, “=B10+
A10+1” e “=B11+A11+1”, respectivamente, ou seja, temos a recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑛,
com 𝑛 ∈ N. Agora fica fácil para os alunos completarem a tabela, obtendo assim:

Figura 7 – Tabela do número máximo de regiões em função do número de retas (completa)
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Nesse momento os alunos precisam chegar à conclusão que seria muito difícil saber
o número máximo de regiões para um número muito grande de retas, por isso se faz
necessário encontrar uma fórmula fechada que expresse o problema inicial. Desta maneira,
precisamos resolver a recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑛, com 𝑛 ∈ N, tal que 𝑥0 = 1. Temos uma
recorrência linear de primeira ordem homogênea, logo por recorrência obtemos:

𝑥0 = 1

𝑥1 = 𝑥0 + 1

𝑥2 = 𝑥1 + 2

𝑥3 = 𝑥2 + 3

· · ·

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑛

somando os dois lados da igualdade obtemos:

𝑥0 + 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + · · · + 𝑥𝑛 = 1 + 𝑥0 + 1 + 𝑥1 + 2 + 𝑥2 + 3 + · · · + 𝑥𝑛−1 + 𝑛

ou seja:
𝑥𝑛 = 1 + 1 + 2 + 3 + · · · + 𝑛

como podemos perceber 𝑄𝑛 = 1 + 2 + 3 + · · · + 𝑛 é uma soma de 𝑛 termos de uma PA,
nesse momento se faz necessário apresentar para os alunos a fórmula da soma dos termos
de uma PA,

𝑠𝑛 = (𝑎1 + 𝑎𝑛)𝑛
2 .

Então em 𝑄𝑛 = 1 + 2 + 3 + · · · + 𝑛, temos 𝑎1 = 1, 𝑟 = 1 e 𝑎𝑛 = 𝑛, aplicando a fórmula
da soma do termos de uma PA em 𝑄𝑛 temos:

𝑄𝑛 = (1 + 𝑛)𝑛
2

isto é:
𝑄𝑛 = (𝑛2 + 𝑛)

2
como 𝑥𝑛 = 1 + 𝑄𝑛, assim:

𝑥𝑛 = 𝑛2 + 𝑛 + 2
2

como podemos perceber, temos a equação que define o número máximo de regiões do
plano em função do número de retas.

Agora podemos terminar esta atividade, pedindo para os alunos montarem o grá-
fico que expressa o número máximo de regiões em função do número de retas. Logo eles
devem obter:
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Figura 8 – Gráfico do número máximo de regiões em função do número de retas

2.3 Atividade 3: Diagonais de um polígono
Outra atividade bem interessante, onde os alunos podem aprender de forma lúdica,

seria desenhar com régua e compasso um triângulo, um quadrado, um pentágono e um
hexágono, e logo após pedir para os alunos traçarem as diagonais de cada um desses
polígonos. Eles precisam chegar aos seguintes desenhos extraídos de (BARISON, 2005):

Figura 9 – Diagonais de um polígono

Os alunos devem perceber que teremos 0, 2, 5 e 9 diagonais, respectivamente.
Agora os alunos podem transferir esses dados para uma planilha eletrônica, obtendo:

Figura 10 – Tabela do número de diagonais de um polígono em função do número de lados
de um polígono (incompleta)



Capítulo 2. Recorrências de Primeira Ordem 34

Após, os alunos podem completar as células “B6”, “B7”, “B8”, “B9”, “B10”,
“B11” e “B12” e precisam chegar às fórmulas, “=B5+A6-2”, “=B6+A7-2”, “=B7+A8-
2”, “=B8+A9-2”, “=B9+A10-2”, “=B10+A11-2” e “=B11+A12-2”, respectivamente, ou
seja, eles devem chegar à dedução da recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + (𝑛 − 2), com 𝑛 ∈ N, tal que
𝑛 ≥ 4. Agora os alunos podem completar a tabela, obtendo assim:

Figura 11 – Tabela do número de diagonais de um polígono em função do número de lados
de um polígono (completa)

Nesse momento, o professor deve questionar os alunos sobre quantas diagonais
possui um polígono de muitos lados, para que assim os alunos sintam a necessidade de
procurar um processo mais rápido para encontrar as diagonais de um polígono, isto é,
os alunos precisam perceber a importância de encontrar uma solução para a recorrência
𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1+(𝑛−2), com 𝑛 ∈ N, tal que 𝑛 ≥ 4. Como podemos ver, temos uma recorrência
linear de primeira ordem homogênea com 𝑥3 = 0, assim, por recorrência temos:

𝑥3 = 0

𝑥4 = 𝑥3 + 2

𝑥5 = 𝑥4 + 3

𝑥6 = 𝑥5 + 4

· · ·

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + (𝑛 − 2)
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somando os dois lados da igualdade obtemos:

𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6 + · · · + 𝑥𝑛 = 0 + 𝑥3 + 2 + 𝑥4 + 3 + 𝑥5 + 4 + · · · + 𝑥𝑛−1 + (𝑛 − 2)

ou seja:
𝑥𝑛 = 2 + 3 + 4 + · · · + (𝑛 − 2)

como podemos perceber, 𝑥𝑛 = 2 + 3 + 4 + · · · + (𝑛 − 2) é uma soma de (𝑛 − 3) termos de
uma PA, com 𝑎1 = 2, 𝑟 = 1 e 𝑎𝑛 = (𝑛 − 2), aplicando a fórmula da soma do termos de
uma PA em 𝑥𝑛, desta maneira temos:

𝑥𝑛 = (2 + 𝑛 − 2)(𝑛 − 3)
2

isto é:
𝑥𝑛 = 𝑛2 − 3𝑛

2
é a equação que define o número de diagonais do polígono em função do número de lados
do polígono.

Para terminar a atividade, podemos pedir para os alunos construírem, na planilha
eletrônica, o gráfico do número de diagonais do polígono em função do número de lados
do polígono. Os alunos devem obter:

Figura 12 – Gráfico do número de diagonais de um polígono em função do número de
lados de um polígono
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2.4 Atividade 4: Castelo de cartas
As Olimpíadas Brasileiras de Matemática costumam, em suas provas, colocar al-

gumas questões que envolvem recorrências, geralmente de primeira ordem. Um bom
exemplo de questão que podemos aplicar aos alunos é a número 1 de nível 1 que caiu na
𝑋𝑋𝑋𝐼 Olimpíada Brasileira de Matemática. Afinal, muitos alunos possuem um baralho
de cartas em casa, então, o professor pode pedir que os alunos tragam um baralho de
cartas e lançar o seguinte desafio extraído de (SBM, 2010):

Figura 13 – Castelo de cartas

“A figura mostra castelos de cartas de 1, 2 e 3 andares. Para montar esses castelos,
foram usadas 2, 7 e 15 cartas, respectivamente. Quantas cartas serão necessárias para
montar um castelo de 5 andares?”

Agora os alunos podem transferir os dados para a planilha eletrônica obtendo:

Figura 14 – Tabela do número de cartas em função do número de andares de um castelo
de cartas (incompleta)

Agora os alunos podem completar as células “B5”, “B6”, “B7”, “B8”, “B9”,
“B10”, “B11” e “B12”, e devem chegar às fórmulas, “=B4+3*A5-1”, “=B5+3*A6-1”,
“=B6+3*A7-1”, “=B7+3*A8-1”, “=B8+3*A9-1”, “=B9+3*A10-1”, “=B10+3*A11-1” e
“=B11+3*A12-1”, respectivamente, ou seja, eles precisam chegar à dedução da recorrên-
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cia 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + (3𝑛 − 1), com 𝑛 ∈ N, tal que 𝑛 ≥ 2. Agora os alunos podem completar a
tabela, obtendo assim:

Figura 15 – Tabela do número de cartas em função do número de andares de um castelo
de cartas (completa)

Agora os alunos precisam procurar a solução para um castelo de cartas que possua
muitos andares. Os alunos devem perceber a dificuldade de montar um castelo com tantos
andares, então os alunos precisam perceber a importância de encontrar uma solução para
a recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + (3𝑛 − 1), com 𝑛 ∈ N, tal que 𝑛 ≥ 2. Temos uma recorrência
linear de primeira ordem homogênea com 𝑥1 = 2, logo por recorrência temos:

𝑥1 = 2

𝑥2 = 𝑥1 + 5

𝑥3 = 𝑥2 + 8

𝑥4 = 𝑥3 + 11

· · ·

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + (3𝑛 − 1)

somando os dois lados da igualdade obtemos:

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + · · · + 𝑥𝑛 = 2 + 𝑥1 + 5 + 𝑥2 + 8 + 𝑥3 + 11 + · · · + 𝑥𝑛−1 + (3𝑛 − 1)

isto é:
𝑥𝑛 = 2 + 5 + 8 + 11 + · · · + (3𝑛 − 1)

como podemos perceber, 𝑥𝑛 = 2 + 5 + 8 + 11 + · · · + (3𝑛 − 1) é uma soma de 𝑛 termos de
uma PA, com 𝑎1 = 2, 𝑟 = 3 e 𝑎𝑛 = (3𝑛 − 1), aplicando a fórmula da soma do termos de
uma PA em 𝑥𝑛, temos:

𝑥𝑛 = (2 + 3𝑛 − 1)𝑛
2
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ou seja:
𝑥𝑛 = 3𝑛2 + 𝑛

2
é a equação do número de cartas em função do número de andares.

Agora os alunos podem montar no gráfico o número de cartas em função do número
de andares do castelo. Eles devem obter:

Figura 16 – Gráfico do número de cartas em função do número de andares de um castelo
de cartas

2.5 Atividade 5: Velocidade
Analisando alguns livros didáticos, percebemos que as fórmulas de física são dadas

de uma forma direta, isto é, o autor usa um exemplo e através dele aplica a fórmula
onde muitas vezes não é dado ao aluno um método para chegar a essa fórmula, ou seja,
o aluno não consegue dar um significado para essa fórmula, apenas aplicando-a de forma
mecanizada.

Acreditamos que a fórmula da velocidade seria mais significativa para o aluno se
fosse abordada da seguinte forma:

“Um corpo tem velocidade média de 80𝑘𝑚/ℎ, desta maneira em 1 hora percorre
80𝑘𝑚, em 2 horas 160𝑘𝑚, defina a posição do corpo em um momento 𝑡.”

Transferindo os valores para uma tabela, temos:
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Figura 17 – Tabela da posição de um corpo em função do tempo (incompleta)

Agora os alunos precisam completar as células “B5”, “B6”, “B7”, “B8”, “B9”,
“B10”, “B11” e “B12”, e devem chegar às fórmulas, “=B4+80”, “=B5+80”, “=B6+ 80”,
“=B7+80”, “=B8+80”, “=B9+80”, “=B10+80” e “=B11+80”, respectivamente, isto é,
eles devem chegar à dedução da recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 80, com 𝑛 ∈ N. Agora os alunos
podem completar a tabela, obtendo assim:

Figura 18 – Tabela da posição de um corpo em função do tempo (completa)

Como a proposta é encontrar a solução para qualquer tempo 𝑡, precisamos encon-
trar a solução da recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 80, com 𝑛 ∈ N. Como podemos ver, temos uma
recorrência linear de primeira ordem homogênea com 𝑑1 = 80, logo temos:

𝑑1 = 80

𝑑2 = 𝑑1 + 80

𝑑3 = 𝑑2 + 80

· · ·
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𝑑𝑡 = 𝑑𝑡−1 + 80

assim somando os dois lados da igualdade temos:

𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 + · · · + 𝑑𝑡 = 80 + 𝑑1 + 80 + 𝑑2 + 80 + · · · + 𝑑𝑡+1 + 80

ou seja:
𝑑𝑡 = 80 + 80 + 80 + · · · + 80

como 80 aparece 𝑡 vezes, temos:
𝑑𝑡 = 80𝑡

isto é, chegamos à fórmula que define a posição do corpo em cada instante 𝑡. Também
podemos salientar que temos 𝑣𝑚 = 80𝑘𝑚/ℎ, desta maneira 𝑑𝑡 = 𝑣𝑚𝑡, adaptando a fórmula
temos 𝑣𝑚 = 𝑑

𝑡
.

Como podemos perceber, chegamos na fórmula da velocidade através de uma de-
dução, sem dar a fórmula pronta, mas sim construindo com o aluno todas as etapas de
dedução da fórmula. Por isso, acreditamos que a recorrência funciona como uma grande
ferramenta no ensino da física e ela deve, sim, estar presente na sala de aula, ajudando o
aluno a ter mais um mecanismo de resolução de problemas.

Agora podemos, através da planilha eletrônica, montar o gráfico posição em relação
ao tempo. O gráfico deve ser o seguinte:

Figura 19 – Gráfico da posição de um corpo em função do tempo

2.6 Atividade 6: Equação horária das abscissas
Já mostramos que através da recorrência podemos deduzir a fórmula da velocidade.

Agora vamos utilizar o mesmo processo para deduzir a equação horária das abscissas, para
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este propósito, podemos apresentar aos alunos o problema abaixo.

“Uma partícula tem movimento uniforme e progressivo, de velocidade escalar
𝑣 = 3𝑚/𝑠. No instante que iniciamos a observação da partícula seu espaço é 10𝑚,
nos instantes 1𝑠 e 2𝑠, sua posição é respectivamente, 13𝑚 e 16𝑚. Defina a posição da
partícula em cada instante 𝑡.”

Podemos transferir os valores para uma tabela, obtendo assim:

Figura 20 – Tabela da posição de uma partícula em função do tempo (incompleta)

Agora os alunos podem completar as células “B5”, “B6”, “B7”, “B8”, “B9”,
“B10”, “B11” e “B12”, chegando às fórmulas, “=B4+3”, “=B5+3”, “=B6+3”, “=B7+3”,
“=B8+3”, “=B9+3”, “=B10+3” e “=B11+3”, ou seja, eles precisam chegar à dedução
da recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 3, com 𝑛 ∈ N. Agora os alunos podem completar a tabela,
obtendo assim:

Figura 21 – Tabela da posição de uma partícula em função do tempo (completa)
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Como a tarefa é encontrar a posição da partícula em cada instante 𝑡 é necessário
encontrar a solução para a recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 3, com 𝑛 ∈ N. Como podemos ver,
temos uma recorrência linear de primeira ordem homogênea com 𝑠0 = 10, assim temos:

𝑠0 = 10

𝑠1 = 𝑠0 + 3

𝑠2 = 𝑠1 + 3

· · ·

𝑠𝑡 = 𝑠𝑡−1 + 3

logo somando os dois lados da igualdade temos:

𝑠0 + 𝑠1 + 𝑠2 + · · · + 𝑠𝑡 = 10 + 𝑠0 + 3 + 𝑠1 + 3 + · · · + 𝑠𝑡−1 + 3

isto é:
𝑠𝑡 = 10 + 3 + 3 + · · · + 3

como 3 aparece 𝑡 vezes, temos:
𝑠𝑡 = 10 + 3𝑡

ou seja, encontramos a fórmula que define a posição do corpo em cada instante 𝑡. Pode-
mos também salientar que 𝑠0 = 10𝑚 e 𝑣 = 3𝑚/𝑠, então 𝑠𝑡 = 𝑠0 + 𝑣𝑡.

Ou seja, como na fórmula da velocidade, o aluno pode ter acesso a mais um mé-
todo para resolver os problemas que envolvem a equação horária das abscissas.

Como já feito anteriormente, podemos pedir para os alunos montarem, na planilha
eletrônica, o gráfico posição em função do tempo, obtendo assim:

Figura 22 – Gráfico da posição de uma partícula em função do tempo
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2.7 Atividade 7: Equação horária da posição
Nessa atividade os alunos devem ser desafiados a resolver o seguinte problema:

“Uma partícula nos instantes 0, 1𝑠, 2𝑠 e 3𝑠 passa pelos pontos 8𝑚, 5𝑚, 4𝑚 e 5𝑚,
respectivamente. Defina sua equação horária da posição.”

Colocando esses valores em uma planilha eletrônica temos:

Figura 23 – Tabela da posição de uma partícula em função do tempo (incompleta)

Agora os alunos devem completar as células “B6”, “B7”, “B8”, “B9”, “B10”,
“B11” e “B12”, isto é, eles precisam perceber que, “=B5+2*A6-5”, “=B6+2*A7-5”,
“=B7+2*A8-5”, “=B8+2*A9-5”, “=B9+2*A10-5”, “=B10+2*A11-5” e “=B11+2*A12-
5”, respectivamente, ou seja, temos a recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + (2𝑛 − 5), com 𝑛 ∈ N, agora
os alunos podem completar a tabela, obtendo assim:

Figura 24 – Tabela da posição de uma partícula em função do tempo (completa)

O objetivo inicial da questão era encontrar a fórmula que define a equação horária
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da posição, isto é, o aluno dever chegar à conclusão que a fórmula que define a equação
horária da posição é a solução da recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + (2𝑛 − 5), com 𝑛 ∈ N. Como
podemos ver, temos uma recorrência linear de primeira ordem homogênea com 𝑠0 = 8,
assim, por recorrência temos:

𝑠0 = 8

𝑠1 = 𝑠0 − 3

𝑠2 = 𝑠1 − 1

𝑠3 = 𝑠2 + 1

· · ·

𝑠𝑡 = 𝑠𝑡+1 + (2𝑡 − 5)

então somando os dois lados da igualdade temos:

𝑠0 + 𝑠1 + 𝑠2 + 𝑠3 + · · · + 𝑠𝑡 = 8 + 𝑠0 − 3 + 𝑠1 − 1 + 𝑠2 + 1 + · · · + 𝑠𝑡+1 + (2𝑡 − 5)

ou seja:
𝑠𝑡 = 8 − 3 − 1 + 1 + · · · + (2𝑡 − 5)

podemos escrever 𝑠𝑡 = 8 − 3 − 1 + 1 + · · · + (2𝑡 − 5) na forma:

𝑠𝑡 = 8 + 𝑄𝑛

onde
𝑄𝑛 = −3 − 1 + 1 + · · · + (2𝑡 − 5)

como podemos perceber, 𝑄𝑛 = −3−1+1+ · · ·+(2𝑡−5) é uma soma de números ímpares
consecutivos. Nesse momento se faz necessário apresentar para os alunos a fórmula do
termo geral de uma PA, 𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑟 e a fórmula da soma dos termos de uma PA,

𝑠𝑛 = (𝑎1 + 𝑎𝑛)𝑛
2 .

Desta maneira em 𝑄𝑛 = −3 − 1 + 1 + · · · + (2𝑡 − 5), temos 𝑎1 = −3, 𝑟 = 2 e 𝑎𝑛 = 2𝑡 − 5,
assim, pela fórmula do termo de uma PA temos:

2𝑡 − 5 = −3 + (𝑛 − 1) · 2

somando 3 nos dois lados da igualdade temos:

2𝑡 − 2 = (𝑛 − 1) · 2

aplicando a propriedade distributiva em (𝑛 − 1) · 2 temos:

2𝑡 − 2 = 2𝑛 − 2
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somando 2 nos dois lados da igualdade temos:

2𝑡 = 2𝑛

multiplicando por 1
2 nos dois lados da igualdade temos:

𝑡 = 𝑛

isto é, a sequência é formada por 𝑡 termos.

Sabendo que 𝑎1 = −3, 𝑎𝑛 = 2𝑡 − 5 e 𝑛 = 𝑡, podemos aplicar a fórmula da soma
do termos de uma PA em 𝑄𝑛, logo temos:

𝑄𝑛 = (−3 + 2𝑡 − 5)𝑡
2

ou seja:
𝑄𝑛 = (−8 + 2𝑡)𝑡

2
aplicando a propriedade distributiva temos:

𝑄𝑛 = 𝑡2 − 4𝑡

como 𝑠𝑡 = 8 + 𝑄𝑛, desta maneira:

𝑠𝑡 = 𝑡2 − 4𝑡 + 8

é a equação horária da posição procurada.

Agora os alunos podem montar o gráfico que representa a posição, em metros, em
função do tempo, em segundos, da função 𝑠𝑡 = 𝑡2 − 4𝑡 + 8. Logo eles devem obter:

Figura 25 – Gráfico da posição de uma partícula em função do tempo
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Como podemos ver, o gráfico tem ponto mínimo (2,4), assim como pode ser veri-
ficado na tabela da planilha eletrônica.

Outra questão que podemos salientar é o fato da equação horária da posição ser
definida pela fórmula 𝑠 = 𝑠0 + 𝑣0𝑡 + 𝑎𝑡2

2 . Nesse caso, podemos usar a demonstração que
é facilmente encontrada nos livros de física para o ensino médio, como o exemplo abaixo
tirado do livro de Sampaio e Calçada (SAMPAIO; CALÇADA, 2005).

Figura 26 – Gráfico velocidade em função do tempo

A área abaixo da reta é numericamente igual a △𝑠. Portanto:

△𝑠 = (𝑣0 + 𝑣)(𝑡 − 0)
2 = (𝑣0 + 𝑣)𝑡

2

fazendo 𝑣 = 𝑣0 + 𝑎𝑡 e △𝑠 = 𝑠 − 𝑠0, temos:

𝑠 − 𝑠0 = (𝑣0 + 𝑣0 + 𝑎𝑡)𝑡
2 = 2𝑣0𝑡 + 𝑎𝑡2

2 = 𝑣0𝑡 + 𝑎𝑡2

2

assim:
𝑠 = 𝑠0 + 𝑣0𝑡 + 𝑎𝑡2

2
com isso, os alunos podem chegar à conclusão que na fórmula 𝑠𝑡 = 𝑡2 − 4𝑡 + 8 temos
𝑠0 = 8𝑚, 𝑣0 = −4𝑚/𝑠 e 𝑎

2 = 1, isto é, 𝑎 = 2𝑚/𝑠2.
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3 Recorrências de Segunda Ordem

3.1 Atividade 8: Sequência de Fibonacci
Nessa atividade os alunos devem ser desafiados a resolver o seguinte problema:

“Num pátio fechado coloca-se um casal de coelhos. Supondo que em cada mês, a
partir do segundo mês de vida, cada casal dá origem a um novo casal de coelhos, ao fim
de um ano, quantos casais de coelhos estarão no pátio?”

Os alunos devem perceber que no mês que eles foram colocados no pátio, vamos
supor primeiro de janeiro, os coelhos ainda não serão férteis, então teremos apenas um
casal de coelhos. No dia primeiro de fevereiro, ou seja, decorrido um mês, os coelhos
ainda não serão férteis, logo ainda teremos apenas um casal de coelhos. No entanto, no
dia primeiro de março devem nascer os primeiros descendentes, isto é, teremos dois casais
de coelhos. Já em abril os alunos precisam verificar que serão três casais de coelhos, desta
maneira os alunos podem montar a tabela abaixo:

Figura 27 – Tabela do número de casais de coelhos em função dos meses (incompleta)

Agora os alunos podem encontrar o padrão para completar as células “B6”, “B7”,
“B8”, “B9”, “B10”, “B11”, “B12” e “B13”, deixando claro que as equações procuradas
devem ser em função de duas células anteriores e os valores referentes a coluna “A”
podem ser usados nas equações. Logo os alunos precisam perceber que basta resolver
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as equações, “=B5+B4”, “=B6+B5”, “=B7+B6”, “=B8+B7”, “=B9+B8”, “=B10+B9”,
“=B11+B10” e “=B12+B11”, respectivamente, isto é, temos a recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 +
𝑥𝑛−2, com 𝑛 ∈ N, tal que 𝑛 > 3. Agora os alunos podem completar a tabela, chegando
assim na tabela abaixo:

Figura 28 – Tabela do número de casais de coelhos em função dos meses (completa)

Nesse momento os alunos devem ser desafiados a encontrar o número de casais
de coelhos depois de decorridos muitos anos, para assim perceberem a necessidade de
encontrar uma fórmula fechada para a recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2, com 𝑛 ∈ N, tal que
𝑛 > 3, que defina o número de casais de coelhos em qualquer mês.

Como podemos ver, temos uma recorrência linear de segunda ordem homogênea,
que possui equação característica 𝑟2 −𝑟 −1 = 0, conforme citado em 1.7 p.22. Resolvendo
a equação temos:

𝑟 =
1 ±

√︁
(−1)2 − 4 · 1 · (−1)

2 · 1
ou seja:

𝑟1 = 1 +
√

5
2

e
𝑟2 = 1 −

√
5

2
como podemos perceber a equação característica 𝑟2−𝑟−1 = 0 possui duas raízes distintas,
logo podemos usar o teorema 2. Desta maneira temos:

𝑥𝑛 = 𝐶1

(︃
1 +

√
5

2

)︃𝑛

+ 𝐶2

(︃
1 −

√
5

2

)︃𝑛
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para 𝑛 = 1 temos:

𝐶1

(︃
1 +

√
5

2

)︃
+ 𝐶2

(︃
1 −

√
5

2

)︃
= 1

para 𝑛 = 2 temos:

𝐶1

(︃
3 +

√
5

2

)︃
+ 𝐶2

(︃
3 −

√
5

2

)︃
= 1

isto é, para encontrarmos, o valor de 𝐶1 e 𝐶2 basta resolver o sistema abaixo:⎧⎨⎩ 𝐶1
(︁

1+
√

5
2

)︁
+ 𝐶2

(︁
1−

√
5

2

)︁
= 1

𝐶1
(︁

3+
√

5
2

)︁
+ 𝐶2

(︁
3−

√
5

2

)︁
= 1

multiplicando 𝐶1
(︁

1+
√

5
2

)︁
+ 𝐶2

(︁
1−

√
5

2

)︁
= 1 por

(︁
−1+

√
5

2

)︁
obtemos:⎧⎨⎩ 𝐶1 · 1 + 𝐶2

(︁
−3+

√
5

2

)︁
= −1+

√
5

2

𝐶1
(︁

3+
√

5
2

)︁
+ 𝐶2

(︁
3−

√
5

2

)︁
= 1

logo:

𝐶1

(︃
5 +

√
5

2

)︃
=
(︃

1 +
√

5
2

)︃
ou seja:

𝐶1 =
(︃

1 +
√

5
5 +

√
5

)︃
·
(︃

5 −
√

5
5 −

√
5

)︃
assim:

𝐶1 =
√

5
5

substituindo 𝐶1 =
√

5
5 em 𝐶1 · 1 + 𝐶2

(︁
−3+

√
5

2

)︁
= −1+

√
5

2 obtemos:
√

5
5 + 𝐶2

(︃
−3 +

√
5

2

)︃
= −1 +

√
5

2

somando −
√

5
5 dos dois lados da igualdade temos:

𝐶2

(︃
−3 +

√
5

2

)︃
=
(︃

−5 + 3
√

5
10

)︃
isto é:

𝐶2 =
(︃

−5 + 3
√

5
−15 + 5

√
5

)︃
·
(︃

15 + 5
√

5
15 + 5

√
5

)︃
logo:

𝐶2 = −
√

5
5

então:
𝑥𝑛 =

√
5

5 ·
(︃

1 +
√

5
2

)︃𝑛

−
√

5
5 ·

(︃
1 −

√
5

2

)︃𝑛

é a solução do problema.

Na próxima etapa, os alunos devem receber a tarefa de montar o gráfico que
representa o número de casais de coelhos em função dos meses. Como os passos da
montagem do gráfico já foram descritos, vamos apenas mostrar um esboço do gráfico:
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Figura 29 – Gráfico do número de casais de coelhos em função dos meses

3.2 Atividade 9: Segunda lei de Newton
Nesta tarefa os alunos devem ser desafiados a resolver o seguinte problema:

“Um corpo nos instantes 0, 1𝑠, 2𝑠, 3𝑠 e 4𝑠 se encontra nas posições 2𝑚, 3𝑚, 6𝑚,
11𝑚 e 18𝑚. Encontre a fórmula que defina a posição do corpo em cada instante.”

Neste momento, os alunos devem colocar os valores dados numa tabela. Assim
temos:

Figura 30 – Tabela da posição de um corpo em função do tempo (incompleta)

Agora os alunos precisam encontrar a fórmula para dar continuidade ao padrão,
para assim preencherem as células “B7”, “B8”, “B9”, “B10”, “B11” e “B12”, ou seja,
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os alunos devem chegar às fórmulas “=2*B6-B5+2”, “=2*B7-B6+2”, “=2*B8-B7+2”,
“=2*B9-B8+2”, “=2*B10-B9+2” e “=2*B11-B10+2”, respectivamente. Isso significa que
temos a recorrência 𝑥𝑛+2 = 2𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 + 2, com 𝑛 ∈ N ∪ {0}. Agora os alunos podem
terminar de preencher a tabela, obtendo assim:

Figura 31 – Tabela da posição de um corpo em função do tempo (completa)

Como a tarefa é a de encontrar uma fórmula que defina a posição do corpo em cada
instante, os alunos precisam resolver a recorrência 𝑥𝑛+2 = 2𝑥𝑛+1−𝑥𝑛+2, com 𝑛 ∈ N∪{0}.

Como podemos ver 𝑥𝑛+2 − 2𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 = 2 é uma recorrência não homogênea de
segunda ordem, então, para resolver a recorrência usaremos o teorema 4. A solução de
uma recorrência não homogênea de segunda ordem é constituída de duas parcelas, uma
solução qualquer não homogênea e a solução homogênea. Vamos começar procurando a
solução da parte homogênea.

Temos que a equação característica de 𝑥𝑛+2 − 2𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 = 0 é

𝑟2 − 2𝑟 + 1 = 0

usando a fórmula de bháskara encontramos:

𝑟 =
−(−2) ±

√︁
(−2)2 − 4 · 1 · 1
2 · 1

isto é:
𝑟 = 1

é a única solução da equação 𝑟2 − 2𝑟 + 1 = 0, então usando o teorema 3 temos como
solução da recorrência:

𝑥𝑛 = 𝐶1 · 1𝑛 + 𝐶2 · 𝑛 · 1𝑛.
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Agora vamos procurar uma solução particular da parte não homogênea, procura-
remos por tentativas.

Vamos substituir 𝑙𝑛 = 𝐴𝑛2 em 𝑥𝑛+2 − 2𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 = 2. Logo temos,

𝐴(𝑛 + 2)2 − 2𝐴(𝑛 + 1)2 + 𝐴𝑛2 = 2

desenvolvendo os quadrados temos:,

𝐴𝑛2 + 4𝐴𝑛 + 4𝐴 − 2𝐴𝑛2 − 4𝐴𝑛 − 2𝐴 + 𝐴𝑛2 = 2

ou seja:
𝐴 = 1

assim:
𝑙𝑛 = 𝑛2

é uma solução particular da recorrência 𝑥𝑛+2 − 2𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 = 2, então temos a solução:

𝑥𝑛 = 𝐶1 · 1𝑛 + 𝐶2 · 𝑛 · 1𝑛 + 𝑛2.

Para 𝑛 = 0 temos:

𝐶1 · 10 + 𝐶2 · 0 · 10 + 02 = 𝑥0 = 2

desta maneira 𝐶1 = 𝑥0 = 2.

Para 𝑛 = 1 temos:

𝐶1 · 11 + 𝐶2 · 1 · 11 + 12 = 𝑥1 = 3

como 𝐶1 = 2 temos:
2 + 𝐶2 + 1 = 𝑥1 = 3

logo 𝐶2 = 0 substituindo 𝐶1 = 2 e 𝐶2 = 0 em 𝑥𝑛 = 𝐶1 · 1𝑛 + 𝐶2 · 𝑛 · 1𝑛 + 𝑛2 temos:

𝑥𝑛 = 𝑛2 + 2

assim essa é a fórmula que define a posição do corpo em cada instante.

Com isso, os alunos podem criar na planilha eletrônica, o gráfico posição em função
do tempo referente a função 𝑥𝑛 = 𝑛2 + 2, desta maneira temos:
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Figura 32 – Gráfico da posição de um corpo em função do tempo

Agora podemos generalizar a resposta para quaisquer valores. Nós temos a recor-
rência

𝑥𝑛+2 − 2𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 = 𝑏

temos também que:

𝑥𝑛+2 − 2𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 = [(𝑥𝑛+2 − 𝑥𝑛+1) − (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)]

e sabemos que aceleração é definida por

𝑎 = (𝑥𝑛+2 − 𝑥𝑛+1) − (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)

e que 𝑎 = 𝐹
𝑚

, onde 𝐹 é a força em 𝑁 , 𝑚 é a massa em 𝑘𝑔 e 𝑎 é a aceleração em 𝑚/𝑠2

assim:
(𝑥𝑛+2 − 𝑥𝑛+1) − (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) = 𝑎 = 𝐹

𝑚

como podemos ver, temos a segunda lei de Newton que diz que a força é sempre direta-
mente proporcional ao produto da aceleração de um corpo por sua massa, isto é: 𝐹 = 𝑚·𝑎.

Temos que 𝑥𝑡+2 − 2𝑥𝑡+1 + 𝑥𝑡 = 𝐹
𝑚

é uma recorrência não homogênea de segunda
ordem. Logo, para resolver a recorrência, usaremos o teorema 4. A solução de uma re-
corrência não homogênea de segunda ordem é constituída de duas parcelas, uma solução
qualquer não homogênea e a solução homogênea. Vamos começar procurando a solução
da parte homogênea.
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A recorrência 𝑥𝑡+2 − 2𝑥𝑡+1 + 𝑥𝑡 = 0 tem equação característica 𝑟2 − 2𝑟 + 1 = 0.
Resolvendo a equação temos:

𝑟 =
2 ±

√︁
(−2)2 − 4 · 1 · 1

2 · 1

ou seja, 𝑟 = 1 é a única solução de 𝑟2 − 2𝑟 + 1 = 0. Então usaremos o teorema 3. Desta
maneira a solução da parte homogênea é:

𝑥𝑛 = 𝐶1 · 1𝑛 + 𝐶2 · 𝑛 · 1𝑛.

Agora vamos procurar uma solução particular da parte não homogênea. Procura-
remos por tentativas.

Vamos substituir 𝑙𝑛 = 𝐴𝑛2 em 𝑥𝑛+2 − 2𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 = 𝐹
𝑚

. Assim temos:

𝐴(𝑛 + 2)2 − 2𝐴(𝑛 + 1)2 + 𝐴𝑛2 = 𝐹

𝑚
.

Desenvolvendo os quadrados temos:

𝐴𝑛2 + 4𝐴𝑛 + 4𝐴 − 2𝐴𝑛2 − 4𝐴𝑛 − 2𝐴 + 𝐴𝑛 = 𝐹

𝑚

então:
2𝐴 = 𝐹

𝑚

isto é:
𝐴 = 𝐹

2𝑚
.

Logo:
𝑙𝑛 = 𝐹

2𝑚
𝑛2

é uma solução particular de 𝑥𝑡+2 − 2𝑥𝑡+1 + 𝑥𝑡 = 𝐹
𝑚

. Desta maneira temos como solução:

𝑥𝑛 = 𝐶1 · 1𝑛 + 𝐶2 · 𝑛 · 1𝑛 + 𝐹

2𝑚
𝑛2.

Para 𝑛 = 0 temos:

𝐶1 · 10 + 𝐶2 · 0 · 10 + 𝐹

2𝑚
· 02 = 𝑥0

então:
𝐶1 = 𝑥0.
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Para 𝑛 = 1 temos:

𝐶1 · 11 + 𝐶2 · 1 · 11 + 𝐹

2𝑚
· 12 = 𝑥1

como 𝐶1 = 𝑥0 temos:
𝑥0 + 𝐶2 + 𝐹

2𝑚
= 𝑥1

logo:
𝐶2 = 𝑥1 − 𝑥0 − 𝐹

2𝑚

desta maneira:
𝑥𝑛 = 𝑥0 · 1𝑛 +

(︂
𝑥1 − 𝑥0 − 𝐹

2𝑚

)︂
· 𝑛 · 1𝑛 + 𝐹

2𝑚
· 𝑛2

ou seja:
𝑥𝑛 = 𝑥0 + 𝑎1𝑛 − 𝑥0𝑛 − 𝐹

2𝑚
𝑛 + 𝐹

2𝑚
𝑛2

colocando 𝑥0 e 𝐹
2𝑚

em evidência temos:

𝑥𝑛 = (1 − 𝑛)𝑥0 + 𝑛𝑥1 + (𝑛2 − 𝑛) 𝐹

2𝑚

ou
𝑥𝑛 = (1 − 𝑛)𝑥0 + 𝑛𝑥1 + (𝑛2 − 𝑛)𝑎

2
isto é, chegamos a uma fórmula fechada que mostra a posição do corpo em cada instante.
Esta fórmula, pelo fato de ser de segunda ordem, depende dos valores de 𝑥0 e 𝑥1, também
depende da força e da massa ou da aceleração. Acreditamos que esta fórmula é possível
deduzir e pode ser aplicada em sala de aula, possibilitando ao aluno mais um recurso para
resolução de problemas.

3.3 Atividade 10: Movimento Harmônico Simples (MHS)
Nessa atividade, os alunos precisam deduzir a fórmula do movimento harmônico

simples. Para isso, os alunos devem ser apresentados a um problema adaptado do livro
de Dante (DANTE, 2009). O problema é o seguinte.

“Vamos considerar uma partícula realizando MHS. Essa partícula nos instantes 0,
1𝑠, 2𝑠 e 3𝑠 encontra-se nas posições 0, 0, 1𝑚, 0 e −0, 1𝑚. Encontre a equação que ilustra
esse movimento.”

Nesse momento, os alunos precisam colocar os valores na planilha eletrônica, para
assim, obterem uma melhor visualização da sequência, logo temos:
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Figura 33 – Tabela da posição de uma partícula em função do tempo (incompleta)

Nessa etapa, os alunos devem ser desafiados a preencherem as células “B6”, “B7”,
“B8”, “B9”, “B10”, “B11” e “B12”, ou seja, os alunos precisam encontrar as fórmulas
“=-B4”, “=-B5”, “=-B6”, “=-B7”, “=-B8”, “=-B9” e “=-B10”, respectivamente, isto é,
os alunos precisam chegar à conclusão de que a recorrência procurada é 𝑥𝑛+2 = −𝑥𝑛, com
𝑛 ∈ N ∪ {0}. Agora os alunos podem completar a tabela, obtendo assim:

Figura 34 – Tabela da posição de uma partícula em função do tempo (completa)
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Como a tarefa é a de encontrar uma fórmula que ilustre esse movimento, os alunos
necessitam resolver a recorrência 𝑥𝑛+2 + 𝑥𝑛 = 0, com 𝑛 ∈ N ∪ {0}.

Temos que a recorrência 𝑥𝑛+2 + 𝑥𝑛 = 0 é uma recorrência de segunda ordem
homogênea, que possui equação característica:

𝑟2 + 1 = 0

que possui raízes:
𝑟 = ±

√
−1 = ±𝑖

tais raízes são complexas de módulo 𝜌 =
√

12 = 1 e argumento principal 𝜃 = ±𝜋
2 .

A solução é:
𝑥𝑛 = 𝜌𝑛[𝐶1𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) + 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜃)]

substituindo 𝜌 e 𝜃 obtemos:

𝑥𝑛 = 𝐶1𝑐𝑜𝑠
(︂

𝑛
𝜋

2

)︂
+ 𝐶2𝑠𝑒𝑛

(︂
𝑛

𝜋

2

)︂
para 𝑛 = 0 temos:

𝐶1𝑐𝑜𝑠(0) + 𝐶2𝑠𝑒𝑛(0) = 𝑥0 = 0

assim:
𝐶1 = 0

para 𝑛 = 1 temos:
𝐶1𝑐𝑜𝑠

(︂
𝜋

2

)︂
+ 𝐶2𝑠𝑒𝑛

(︂
𝜋

2

)︂
= 𝑥1 = 0, 1

substituindo 𝐶1 = 0 na equação acima obtemos:

𝐶2𝑠𝑒𝑛
(︂

𝜋

2

)︂
= 𝑥1 = 0, 1

como 𝑠𝑒𝑛
(︁

𝜋
2

)︁
= 1 logo temos:

𝐶2 = 0, 1

substituindo 𝐶1 = 0 e 𝐶2 = 0, 1 em 𝑥𝑛 = 𝐶1𝑐𝑜𝑠
(︁
𝑛𝜋

2

)︁
+ 𝐶2𝑠𝑒𝑛

(︁
𝑛𝜋

2

)︁
obtemos:

𝑥𝑛 = 0, 1𝑠𝑒𝑛
(︂

𝑛
𝜋

2

)︂
como podemos ver, a equação encontrada é a equação que ilustra o movimento da partí-
cula do problema apresentado para os alunos.

Nesse momento, os alunos podem montar, na planilha eletrônica, o gráfico que
ilustra o problema, obtendo assim:
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Figura 35 – Gráfico da posição de uma partícula em função do tempo

Outro fato que podemos salientar aos alunos é que a fórmula 𝑥𝑛 = 0, 1𝑠𝑒𝑛
(︁
𝑛𝜋

2

)︁
,

também pode ser representada por 𝑥𝑛 = 0, 1𝑐𝑜𝑠
(︁

𝜋
2 𝑛 + 3𝜋

2

)︁
. Pela fórmula 𝑥𝑛 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 +

𝜙0), temos que 𝐴 = 0, 1 é a amplitude do movimento a partir do centro de oscilação,
𝜔 = 𝜋

2 é a frequência angular e 𝜙0 = 3𝜋
2 é a fase inicial.
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4 Relato da aula

Algumas atividades foram aplicadas, a fim de averiguar a eficácia da proposta
frente aos estudantes, seu empenho em realizar as atividades e aprimoramento dos conhe-
cimentos almejados.

As atividades foram aplicadas na Escola Municipal de Ensino Fundamental Qua-
torze de Setembro, localizada na zona rural do Município de Viamão. É uma escola na
qual estão matriculados cerca de 100 alunos. Por isso, tratam-se de turmas pequenas e
tranquilas, qualidades que proporcionam um bom ambiente para experimentar as ativi-
dades planejadas.

A primeira aula foi aplicada para a turma de 9𝑜 ano que possui 13 alunos e a
primeira dificuldade encontrada foi que os computadores da sala de informática não es-
tavam funcionando. Dois alunos levaram seus notebooks e haviam dois outros notebooks
da própria escola. Dessa forma 13 alunos compartilharam 4 notebooks organizando-se
em 3 grupos com 3 alunos e um grupo com 4 alunos. Primeiramente foram apresentadas
aos alunos a planilha eletrônica e explicados alguns de seus recursos básicos. O sufici-
ente para que pudessem implementar as operações matemáticas elementares que seriam
necessárias durante a atividade. Depois dos alunos adquirirem essas noções iniciais, foi
lançado o problema da velocidade 2.5: “um corpo tem velocidade média de 80𝑘𝑚/ℎ, logo
em 1 hora percorre 80𝑘𝑚, em 2 horas 160𝑘𝑚, defina a posição do corpo em um momento 𝑡.”

Depois de lançado o problema, os alunos tinham que colocar os valores na planilha
eletrônica e depois deduzir a fórmula para preencher todas as células de “B2” até “B12”.
Essa etapa foi bem tranquila, pois os alunos perceberam com facilidade que para preen-
cher a célula seguinte era necessário somar a célula anterior mais 80. Depois que os alunos
preencheram todas as células foi pedido para que criassem o gráfico posição em função
do tempo. Nessa etapa ficou explícito outro problema, pois cada computador tem um
sistema operacional diferente e versões diferentes da planilha eletrônica. Apesar de mais
algum tempo destinado a improvisações alheias ao tema da aula, os alunos conseguiram
confeccionar o gráfico.

Logo em seguida foi lançado o problema de encontrar a posição do corpo depois de
muitas horas, para eles perceberem a necessidade de encontrar a solução da recorrência.
De forma expositiva foi explicado o método para solucionar a recorrência 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 80,
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chegando assim na fórmula 𝑑𝑡 = 80𝑡, ou seja, 𝑣 = 𝑑
𝑡
.

Pelo fato das soluções de recorrências serem algo novo para os alunos, foi percebido
que eles tiverem muita dificuldade para entender o método de solução e alguns estavam
muito ansiosos para entender todas as etapas, mesmo assim foi muito satisfatório, pois
aprenderam uma nova ferramenta para a resolução de problemas. Isso parece indicar que
se praticassem mais as resoluções de recorrências, eles poderiam atingir o domínio desse
conteúdo, resolvendo com mais facilidade os problemas propostos.

Para a turma de 8𝑜 ano, foram aplicadas 3 atividades, mas pelo fato de ser uma
turma mais agitada e menos madura, não foram apresentados os métodos para resolver
as recorrências.

O 8𝑜 ano dessa escola, possui apenas 11 alunos, tinhamos 3 notebooks, por isso a
turma foi dividida em 1 grupo de 3 alunos e 2 grupos de 4 alunos. Do mesmo modo que
na turma do 9𝑜 ano, primeiramente foram explicados os comandos básicos da planilha
eletrônica e logo em seguida foram lançados os problemas:
Problema 2.5: “Um corpo tem velocidade média de 80𝑘𝑚/ℎ. Então em 1 hora percorre
80𝑘𝑚, em 2 horas 160𝑘𝑚, defina a posição do corpo em um momento 𝑡.”
Problema 2.2: “Qual é o número máximo de regiões que obtemos quando dividimos o
plano por 0, 1 e 2 retas? E por mais retas?”
Problema 3.3: “Vamos considerar uma partícula realizando MHS, essa partícula nos ins-
tantes 0, 1𝑠, 2𝑠 e 3𝑠, se encontra nas posições 0, 0, 1𝑚, 0 e −0, 1𝑚, encontre a equação
que ilustra esse movimento.”

Os alunos tiverem facilidade em deduzir a fórmula para preencher as células de
“B2” até “B12” e também mostraram facilidade para elaborar o gráfico, mas - como es-
perado - precisaram de auxílio para encontrarem os recursos para essa elaboração.

Com a aula desenvolvida no 8𝑜 ano foi percebido que eles gostaram muito das
atividades, demonstrando muito interesse por desenvolver atividades que quebraram os
procedimentos convencionais. Por isso acredito que sempre que pudermos, devemos usar
computadores como recurso didático, pois os alunos estão inseridos num mundo tecnoló-
gico e podemos aproveitar esse fato para tornar as aulas mais atrativas.
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5 Considerações finais

Neste trabalho mostramos o quanto o raciocínio recursivo está presente no nosso
cotidiano e o quanto esse fato deve ser aproveitado em sala de aula, a fim de tornar as
aulas mais atrativas e possibilitando ao aluno o acesso a planilhas eletrônicas. Explicamos
também os métodos para resolução das equações de recorrência de primeira e segunda
ordem homogêneas e não homogêneas, resoluções que os professores devem instigar os
alunos a perceberem a importância.

Além disso, este é um material que os professores podem desenvolver em turmas
do ensino fundamental e do ensino médio, mas em algumas atividades deve ser necessário
que os alunos tenham domínio das fórmulas da soma de uma PA e de uma PG, pois
elas estão presentes em algumas sequências no decorrer das atividades. Por isso, cabe ao
professor explorar esse material e utilizá-lo da forma que ache mais conveniente, tornando
as aulas mais interessantes e motivadoras para os alunos.
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ANEXO A – Atividade 1: Torre de Hanói

1. Qual o número mínimo de movimentos para um jogo que possua uma peça? E duas
peças? E quando forem três peças?

2. Monte uma tabela, na planilha eletrônica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “número de peças” e a célula “B1” deve ser preenchida com “número mínimo de
movimentos”. As células “A2” até “A12” devem ser preenchidas com os números de
1 até 11. As células “B2” até “B4” devem ser preenchidas com os valores encontrados
no item 1.

3. Preencha da célula “B5” até “B12”, usando as fórmulas da planilha eletrônica, de
modo que cada célula esteja em função da célula anterior e os valores da coluna “A”
podem ser usados nas fórmulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocínio recursivo, qual equação
de recorrência ilustra esse raciocínio?

5. Classifique a equação de recorrência do item 4.

6. Resolva a equação de recorrência do item 4.

7. Na planilha eletrônica, monte o gráfico do número mínimo de movimentos em função
do número de peças.
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ANEXO B – Atividade 2: Divisão do plano
por retas

1. Qual o número máximo de regiões no plano quando dividimos o plano por nenhuma
reta? E por uma reta? E por duas retas ? E quando forem três retas?

2. Monte uma tabela, na planilha eletrônica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “número de retas” e a célula “B1” deve ser preenchida com “número máximo
de regiões”. As células “A2” até “A12” devem ser preenchidas com os números de 0
até 10. As células “B2” até “B5” devem ser preenchidas com os valores encontrados
no item 1.

3. Preencha da célula “B6” até “B12”, usando as fórmulas da planilha eletrônica, de
modo que cada célula esteja em função da célula anterior e os valores da coluna “A”
podem ser usados nas fórmulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocínio recursivo, qual equação
de recorrência ilustra esse raciocínio?

5. Classifique a equação de recorrência do item 4.

6. Resolva a equação de recorrência do item 4.

7. Na planilha eletrônica, monte o gráfico do número máximo de regiões em função do
número de retas.
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ANEXO C – Atividade 3: Diagonais de um
polígono

1. Quantas diagonais possui um triângulo? E um quadrilátero? E um pentágono? E
quanto a um hexágono?

2. Monte uma tabela, na planilha eletrônica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “número de lados” e a célula “B1” deve ser preenchida com “número de diago-
nais”. As células “A2” até “A12” devem ser preenchidas com os números de 3 até
13. As células “B2” até “B5” devem ser preenchidas com os valores encontrados no
item 1.

3. Preencha da célula “B6” até “B12”, usando as fórmulas da planilha eletrônica, de
modo que cada célula esteja em função da célula anterior e os valores da coluna “A”
podem ser usados nas fórmulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocínio recursivo, qual equação
de recorrência ilustra esse raciocínio?

5. Classifique a equação de recorrência do item 4.

6. Resolva a equação de recorrência do item 4.

7. Na planilha eletrônica, monte o gráfico do número de diagonais em função do número
de lados.
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ANEXO D – Atividade 4: Castelo de cartas

1. Precisamos de quantas cartas para construir um castelo de cartas de um andar? E
dois andares? E para três andares?

2. Monte uma tabela, na planilha eletrônica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “número de andares” e a célula “B1” deve ser preenchida com “número de
cartas”. As células “A2” até “A12” devem ser preenchidas com os números de 1 até
11. As células “B2” até “B4” devem ser preenchidas com os valores encontrados no
item 1.

3. Preencha da célula “B5” até “B12”, usando as fórmulas da planilha eletrônica, de
modo que cada célula esteja em função da célula anterior e os valores da coluna “A”
podem ser usados nas fórmulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocínio recursivo, qual equação
de recorrência ilustra esse raciocínio?

5. Classifique a equação de recorrência do item 4.

6. Resolva a equação de recorrência do item 4.

7. Na planilha eletrônica, monte o gráfico do número de cartas em função do número
de andares.
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ANEXO E – Atividade 5: Velocidade

1. Leia o seguinte problema: “um corpo tem velocidade média de 80𝑘𝑚/ℎ, desta ma-
neira em 1 hora percorre 80𝑘𝑚, em 2 horas 160𝑘𝑚, defina a posição do corpo em
um momento 𝑡.”

2. Monte uma tabela, na planilha eletrônica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “tempo” e a célula “B1” deve ser preenchida com “posição”. As células “A2”
até “A12” devem ser preenchidas com os números de 0 até 10. As células “B2” até
“B4” devem ser preenchidas com os valores referentes no item 1.

3. Preencha da célula “B5” até “B12”, usando as fórmulas da planilha eletrônica, de
modo que cada célula esteja em função da célula anterior e os valores da coluna “A”
podem ser usados nas fórmulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocínio recursivo, qual equação
de recorrência ilustra esse raciocínio?

5. Classifique a equação de recorrência do item 4.

6. Resolva a equação de recorrência do item 4.

7. Na planilha eletrônica, monte o gráfico da posição em função do tempo.
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ANEXO F – Atividade 6: Equação horária
das abscissas

1. Leia o seguinte problema: “Uma partícula tem movimento uniforme e progressivo,
de velocidade escalar 𝑣 = 3𝑚/𝑠. No instante que iniciamos a observação da partícula
seu espaço é 10𝑚, nos instantes 1𝑠 e 2𝑠, sua posição é respectivamente, 13𝑚 e 16𝑚.
Defina a posição da partícula em cada instante 𝑡.”

2. Monte uma tabela, na planilha eletrônica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “tempo” e a célula “B1” deve ser preenchida com “posição”. As células “A2”
até “A12” devem ser preenchidas com os números de 0 até 10. As células “B2” até
“B4” devem ser preenchidas com os valores referentes no item 1.

3. Preencha da célula “B5” até “B12”, usando as fórmulas da planilha eletrônica, de
modo que cada célula esteja em função da célula anterior e os valores da coluna “A”
podem ser usados nas fórmulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocínio recursivo, qual equação
de recorrência ilustra esse raciocínio?

5. Classifique a equação de recorrência do item 4.

6. Resolva a equação de recorrência do item 4.

7. Na planilha eletrônica, monte o gráfico da posição em função do tempo.
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ANEXO G – Atividade 7: Equação horária
da posição

1. Leia o seguinte problema: “Uma partícula nos instantes 0, 1𝑠, 2𝑠 e 3𝑠 passa pelos
pontos 8𝑚, 5𝑚, 4𝑚 e 5𝑚, respectivamente. Defina sua equação horária da posição.”

2. Monte uma tabela, na planilha eletrônica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “tempo” e a célula “B1” deve ser preenchida com “posição”. As células “A2”
até “A12” devem ser preenchidas com os números de 0 até 10. As células “B2” até
“B5” devem ser preenchidas com os valores referentes no item 1.

3. Preencha da célula “B6” até “B12”, usando as fórmulas da planilha eletrônica, de
modo que cada célula esteja em função da célula anterior e os valores da coluna “A”
podem ser usados nas fórmulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocínio recursivo, qual equação
de recorrência ilustra esse raciocínio?

5. Classifique a equação de recorrência do item 4.

6. Resolva a equação de recorrência do item 4.

7. Na planilha eletrônica, monte o gráfico da posição em função do tempo.
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ANEXO H – Atividade 8: Sequência de
Fibonacci

1. Leia o seguinte problema: “Num pátio fechado coloca-se um casal de coelhos. Su-
pondo que em cada mês, a partir do segundo mês de vida, cada casal dá origem a
um novo casal de coelhos, decorrido um mês quantos casais de coelhos estarão no
pátio? E depois de dois meses? E depois de 3 meses?”

2. Monte uma tabela, na planilha eletrônica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “mês” e a célula “B1” deve ser preenchida com “número de casais de coelhos”.
As células “A2” até “A12” devem ser preenchidas com os números de 1 até 11. As
células “B2” até “B5” devem ser preenchidas com os valores encontrados no item 1.

3. Preencha da célula “B6” até “B12”, usando as fórmulas da planilha eletrônica, de
modo que cada célula esteja em função da célula anterior e os valores da coluna “A”
podem ser usados nas fórmulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocínio recursivo, qual equação
de recorrência ilustra esse raciocínio?

5. Classifique a equação de recorrência do item 4.

6. Resolva a equação de recorrência do item 4.

7. Na planilha eletrônica, monte o gráfico do número de casais de coelhos em função
dos meses.
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ANEXO I – Atividade 9: Segunda lei de
Newton

1. Leia o seguinte problema: “Um corpo nos instantes 0, 1𝑠, 2𝑠, 3𝑠 e 4𝑠 se encontra
nas posições 2𝑚, 3𝑚, 6𝑚, 11𝑚 e 18𝑚. Encontre a fórmula que defina a posição do
corpo em cada instante.”

2. Monte uma tabela, na planilha eletrônica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “tempo” e a célula “B1” deve ser preenchida com “posição”. As células “A2”
até “A12” devem ser preenchidas com os números de 0 até 10. As células “B2” até
“B6” devem ser preenchidas com os valores referentes ao item 1.

3. Preencha da célula “B7” até “B12”, usando as fórmulas da planilha eletrônica, de
modo que cada célula esteja em função da célula anterior e os valores da coluna “A”
podem ser usados nas fórmulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocínio recursivo, qual equação
de recorrência ilustra esse raciocínio?

5. Classifique a equação de recorrência do item 4.

6. Resolva a equação de recorrência do item 4.

7. Na planilha eletrônica, monte o gráfico da posição em função do tempo.
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ANEXO J – Atividade 10: Movimento
Harmônico Simples (MHS)

1. Leia o seguinte problema: “Vamos considerar uma partícula realizando MHS. Essa
partícula nos instantes 0, 1𝑠, 2𝑠 e 3𝑠 encontra-se nas posições 0, 0, 1𝑚, 0 e −0, 1𝑚.
Encontre a equação que ilustra esse movimento.”

2. Monte uma tabela, na planilha eletrônica, onde a célula “A1” deve ser preenchida
com “tempo” e a célula “B1” deve ser preenchida com “posição”. As células “A2”
até “A12” devem ser preenchidas com os números de 0 até 10. As células “B2” até
“B5” devem ser preenchidas com os valores referentes ao item 1.

3. Preencha da célula “B6” até “B12”, usando as fórmulas da planilha eletrônica, de
modo que cada célula esteja em função da célula anterior e os valores da coluna “A”
podem ser usados nas fórmulas.

4. Para preencher as células do item 3, foi usado o raciocínio recursivo, qual equação
de recorrência ilustra esse raciocínio?

5. Classifique a equação de recorrência do item 4.

6. Resolva a equação de recorrência do item 4.

7. Na planilha eletrônica, monte o gráfico da posição em função do tempo.
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