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Resumo

Este trabalho tem como objetivo fazer um estudo de alguns aspectos aritméticos e geométri-
cos das tripas pitagoricas. Triplas pitagéricas sao tripla de niimeros inteiros positivos
(a,b,c) que satisfazem a relacdo a? + b? = 2. Estudaremos a férmula para gerar triplas

2 —n? 2mn,m? + n?), com n e m de paridades distintas , conhecida como

pitagdéricas (m
férmula paramétrica babilonica em duas varidveis. Usaremos tal férmula para encontrar
tripla com um dos valores fixo. Por fim relacionaremos tripla pitagdricas a angulos inter-

nos de um triangulo e a pontos racionais da circunferéncia, da elipse e da hipérbole.
Palavras Chaves: Triplas Pitagoricas - Triangulos Retangulos - Angulos Pitagoricos

Abstract: This aim of this work is to study of some arithmetical and geometrical as-
pects of Pythagorean triples. A Pythagorean triple is a triple of positive integer numbers
(a,b, c) satisfying the relation a® + b?> = ¢?>. We study a formula for generate Pythagorean

2 —n2,2mn, m? + n?), with one of m and n is odd and the other is even, which

triples (m
is known as Babylonian parametric formula in two variables. We use this formula to find
triples with one of the fixed values. Finally, we relate Pythagorean triples to the internal

angles of a triangle and the rational points on the circle, ellipse and hyperbola.

Key Words: Pythagorean Triple - Triangles Rectangles - Angles Pythagoreans
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Introducao

Figura 1: Pit4dgoras

Pitagoras, filésofo e matematico, nasceu em 572 a.C. em Samos, uma ilha grega no mar
Egeu na costa da Asia Menor, na época pertencente a Grécia, ele viajou pelo Egito e Ba-
bilonia, e segundo alguns historiadores, possivelmente foi até a India. Pitagoras mudou-se
para Crotona, na atual Italia e ali fundou uma escola filoséfica que muito se assemelhava
a um culto religioso. A escola fundada por ele era secreta e a0 mesmo tempo comunitéaria,
onde conhecimento e propriedades eram comuns, possuia bases religiosas, matematicas e

filoséficas.

Pouco se sabe sobre Pitdgoras e sua escola e isso se deve também ao fato de que ela
tinha muitas regras sigilosas que protegiam os seus segredos, pois os iniciados na Escola
Pitagdrica cumpriam regras de siléncio, além disso haviam regras de lealdade entre os

membros da escola e os bens materiais eram distribuidos comunitariamente.

O filésofo e matematico Pitdgoras, além de fundador e lider, era visto como profeta. A
escola também praticava rituais de purificacao através do estudo de Geometria, Aritmética,
Musica e Astronomia. Acreditavam na transmigragao da alma de um corpo para o outro

apés a morte, portanto acreditavam na reencarnac¢ao e na imortalidade da alma.



A Escola Pitagérica santificava a vida e também se interessavam por diversas questoes
filosoficas. Eles criaram relagoes da matemaética com assuntos abstratos como a justiga,

desenvolvendo assim um misticismo em torno dos nimeros.

Eles acreditavam que o mundo era governado pelas mesmas estruturas matematicas
que governam os numeros pois, eles simbolizavam a harmonia e essa harmonia ou ordem

eles perceberam analisando os astros e a natureza.

O lema da escola pitagérica era “Tudo é nimero”, pois eles procuravam explicar tudo
que existe na natureza através dos nimeros. Os pitagoéricos formaram uma sociedade cujo
emblema era o pentdgono estrelado ou pentagrama, a tnica aspiracao deles era o conhe-
cimento. Os estudos dos pitagoricos trouxeram grandes contribuicoes para a Matemadtica,
principalmente na Geometria, entre essas contribuicoes, a de maior sucesso foi sem divida

o conhecido Teorema de Pitdgoras.

A tradicdo é unanime em atribuir a Pitdgoras a descoberta do teorema sobre tridngulos
retangulos hoje universalmente conhecido pelo seu nome, Teorema de Pitagoras, o qual
estabelece que a area do quadrado sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo é igual
a soma das area dos quadrados sobre os catetos. Este teorema ja era conhecido pelos
babilénios desde o tempo de Hamurabi, mais de um milénio antes, mas sua primeira de-

monstracao geral pode ter sido dada por Pitagoras.

Pitdgoras relacionou a harmonia matemaética também com a musica. Ele descobriu
que se dividirmos uma corda em determinadas proporc¢oes vamos obter vibragoes propor-
cionais que vao formar a harmonia das notas musicais. Além disso, se dividirmos essas
notas em determinadas fragoes e a combinarmos com as notas simples vamos obter sons
harmoniosos, ja fragoes diferentes produzem sons nao harmonicos. Como todos os corpos
que se movem velozmente produzem som, isso acontece também com os corpos celestes. O
movimento dos astros produz o som correspondente a uma oitava, este som nao é percebido
pelas pessoas pois, nés o ouvimos desde que nascemos e nossos ouvidos nao conseguem

mais percebé-los.

Pitagoras foi expulso de Crotona e passou a morar em Metaponto onde morreu pro-
vavelmente em 496 a.C., além de nao deixar nenhum registro do seu trabalho, sua escola
em Crotona foi destruida por rivais politicos e a maioria dos membros foi morta. Os so-
breviventes dispersaram-se pela Grécia e continuaram a divulgar a filosofia da religiao dos
numeros. Conta-se que Aristdteles escreveu uma biografia sobre os pitagoéricos, embora

esta tenha-se perdido.



As contribuicées de Pitdgoras a matematica transformou essa ciéncia numa forma
liberal de instituicao, examinando seus principios desde o inicio e investigando os teoremas

de modo imaterial e intelectual.

Figura 2: A tabuleta Plimpton 322.

Os babilénios em 1700 a.C. ja conheciam o fato de que em um tridngulo retangulo, a
soma do quadrado das medidas dos catetos é igual ao quadrado da medida da hipotenusa.
Tabletes de argila encontrados na Babilénia (Figura 2), utilizados entre 1900 a 1600 a.C.,
possuem sequéncias de nimeros correspondentes aos Ternos Pitagéricos. Entretanto, di-
versos historiadores matematicos ressaltam que nos papiros que chegaram até nés, nao ha
prova de que os egipcios tinham conhecimento do teorema.

Matematicamente, trés ntiimeros inteiros positivos que satisfazem a relacdo a®+b% = 2
sao chamados ternos pitagéricos. Se (a,b,c) é um terno pitagérico, entao (ka, kb, kc)

também é um terno pitagérico, para qualquer nimero natural k.

Existem algumas férmulas para gerar ternos pitagéricos, entre elas: (2n,n%—1,n%2+1),
para todo n natural maior que 1, que gera todos os ternos pitagéricos, em que os dois
ultimos termos sao dois impares ou pares consecutivos, como por exemplo, (4,3, 5), (6,8, 10)

2 — n? 2mn,m? + n?), sendo n e m de paridades

e (8,15,17). Uma outra formula é (m
distintas, ou seja, m impar e n par ou m par e n impar, que gera todas as ternas pi-
tagodricas primitivas, conhecida como férmula paramétrica babilonica em duas varidveis,

esta formula utilizaremos posteriormente, pois seré o objeto de estudo deste trabalho.

A seguir faremos agora fazer um breve resumo sobre os capitulos da dissertagao. No pri-
meiro capitulo falamos de alguns resultados e defini¢oes da Aritmética que servem de base
para o restante do trabalho, resultados que sao acompanhados de demonstragoes simples.

No segundo capitulo estudaremos férmulas para gerar ternas pitagéricas, mostraremos que



existem infinitas ternas pitagéricas e mostraremos como encontrar triangulos pitagoricos
a partir de uma lado fixo. No terceiro capitulo estudamos propriedades aritméticas dos
angulos agudos de um triangulo pitagodrico e procuramos os angulos pitagdricos a°® com
« inteiro e em seguida relacionamos ternas pitagoricas a pontos racionais de uma circun-
feréncia, além disso utilizamos ternas pitagdricas para encontrarmos pontos racionais de

uma elipse e de uma hipérbole.



Capitulo 1

Conceltos basicos da aritmeética

Neste capitulo falaremos de alguns resultados de aritmética que servirao como base para
este trabalho. Para isso iniciaremos com alguns conceitos bésicos. Para este capitulo
usaremos os livros Martinez[1], Muniz Neto[3] e Moreira[4]

Usaremos como base o conjunto dos Numeros Naturais incluindo o zero, ou seja,
N=1{0,1,2,3,4,5,---}.

Definigao 1.1 (Divisibilidade). Dados dois nimeros a, d € Z, dizemos que d divide a, ou

d é divisor de a, e escrevemos
dla

se existir ¢ € Z com a = gd. Caso contrario, escrevemos d { a.
Alguns resultados decorrem da defini¢ao:

e Se d|a e d|b, entao d|ax + by para qualquer combinagao linear ax + by de a e b com

x,y € 7.
e Se d|a, entdo a =0 ou d < a.
e Se alb e b|c, entdo alc.
Definicao 1.2. Chamamos D,, o conjunto dos divisores de n € N.
Por exemplo, temos que D¢ = {1, 2, 3,6}.

Definigao 1.3 (Maximo divisor comum - mdc). Dados dois nimeros naturais a e b com
a # 0 ou b # 0, chamamos de méximo divisor comum (mdc) o maior dos elementos em

D, N Dy.

ez

Observemos que o conjunto D, N Dy, é finito (pois D, e Dy, sao finitos) e nao vazio (ja

que 1 pertence a intersecgao).



Definicao 1.4. Um ntmero natural p > 1 é chamado de primo se os unicos divisores

naturais de p sdo 1 e p. Caso contrario, chamamos de composto.
Chamaremos d(n) o nimero de primos distintos que divide n, por exemplo, d(6) = 2.

Proposicao 1.5. Seja p um nimero primo e sejam ay, ...,an, € N. Se play -+ - ap,, entao

pla; para algum i, 1 <i < m.

Nao incluiremos a demonstracao, pois requer alguns conceitos e resultado que nao
estao no trabalho. A demonstragao poderd ser encontrado na Proposigao 7.1.1 do livro
[7].

Teorema 1.6 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja n > 2 uwm nimero natural.

Podemos escrever n de uma unica forma como um produto

n=preccpm
onde m > 1 € um numero natural e p1 < -+ < py, $G0 Primos.

Demonstragao. Mostraremos a existéncia da fatoracdo de n em primos por indugao em
n € N. Se n é primo nao ha o que provar, em particular para n = 2. Se n é composto
podemos escrever n = ab, a,b e N, 1 <a<n, 1 <b<n.
Por hipétese de indugao,a e b se decompoem como produto de primos. Juntando as
fatoracoes de a e b obtemos uma fatoracao de n.
Vamos mostrar agora a unicidade. Supondo por absurdo que existem duas fatoragoes de
n distintas

P1-Pm=n=4q1" 4,
comp; < - < ppyq1 < -+ < g Como pilq; - - ¢ temos que p1|g;, pela Proposicao 1.5,
para algum 4. Logo, como ¢; é primo, p; = ¢; € p1 > ¢1. Analogamente temos ¢; > p1,
isto é, p1 = ¢1. Logo teremos

n

o TP P =@
Supondo m < t, poderemos repetir o argumento m — 1 vezes e teremos que p; = ¢; para

todo 1 <4 <m e além disso teremos

1=qm+1-a,

um absurdo pois ¢m+1, -+ ,¢r sao primos, logo m = t e portanto n possui uma unica

fatoracao. O
Definicao 1.7. Sejam a,b,n € N. Dizemos que a é congruente a b mddulo n, e escrevemos
a = b(mod n)

se n|(a — b), ou seja, se a e b deixam o mesmo resto na divisdo por n.



Assim temos, imediato a definicao, que:
o (Reflerividade) a = a(mod n);
o (Transitividade) Se a = b(mod n) e b = ¢(mod n), entdao a = ¢(mod n).
Teorema 1.8 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja p um primo e a € N, entao
al = a(mod p).

Demonstragao. Vamos mostrar por indugao em a.

Se a =0 oua=1 a afirmacao ¢é verdadeira.

Para p = 2 temos que a® = a(mod p) se e somente se 2|a(a — 1), isto é, a(a — 1) é par.
Por hipétese de indugao, suponhamos que, para certo a € N, a? = a(mod p). Entao pelo

Binomio de Newton

(a+1)P a? 4+ paP~t + -+ p(p — 1)a + 1(mod p)

a? 4+ 1(mod p)

a + 1(mod p).

Logo a? = a(mod p), para todo a € N.

Proposigao 1.9. Se a = bq + r, entdo mdc(a,b) = mde(b,r).

Demonstragcao. Mostraremos que D, N Dy, = Dy, N D,., onde D,, é o conjunto dos divisores
de n. Neste caso, temos em particular que os seus méaximos serao iguais. Se d € D, N Dy
temos que d|a e d|b, logo d|a — bq, isto é, d|r e portanto d € Dy N D,. Da mesma forma,

se d € Dy N D, temos d|b e d|r, logo d|bq + r, o que implica d|a e assim d € D, N D;,. [

Definigao 1.10. Dado um numero real o definiremos |«| como sendo o maior nimero

inteiro menor ou igual a a.

Lema 1.11 (Lema de THUE). Se m é um nimero natural e a é um nimero, tal que
mdc(a,m) = 1, entdo existem nimeros naturais x ey, ndo ambos nulos, menores que \/m

tais que algum dos numeros ax +y ou ax — y € divisivel por m.

Demonstragao. No caso em que m = 1, quaisquer valores de x e y satisfazem as condigoes.
Suponhamos que m seja um ndmero natural maior que 1. Seja ¢ = [/m], entdo temos
que ¢ +1 > /m e portanto (¢ + 1)?> > m. Consideraremos todos os niimeros da forma
ax —y onde x e y tomam os valores 0, 1, ...,q. Observe que estamos considerando (g + 1)?
nimeros. Como existem m restos possiveis ao dividir um nimero por m, entao existem
dois desse nimeros que tém o mesmo resto quando divididos por m. Sejam azx; — y; e

azry — Yo tais nimeros. Portanto sua diferenca a(z; — x2) — (y1 — y2) ¢ divisivel por m.



Como 0 <y < vyme 0 <y </m, entio —/m < y; — y2 < y/m. Da mesma forma
—/m < x1 — 19 < /M.

Se x1 — xy = 0, entdo y; — yo serd divisivel por m, o que implicard em y; = y2. Mas os
pares (r1,y1) e (z2,y2) sao diferentes, logo isso nos leva a uma contradigao. Da mesma
forma, se y1 — y2 = 0, entdo a(z; — x2) serd divisivel por m, mas a e m sado primos
relativos, assim m divide (z1 — z2) e teremos x; = x2, contradi¢do. Assim, z1 —z2 #0 e
y1 — y2 # 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, que x1 — 2 > 0 e, neste caso,

tomamos:c:xl—mey:|y1—y2|~ -

Proposicao 1.12. Sejam a e b dois nimeros naturais tais que mdc(a,b) = 1 e seja p um
nimero primo impar tal que p divide a® + b%, entdo p = 1(mod 4).

Demonstrag¢do. Observemos que p nao divide nem a nem b, e que a®> = —b*(mod p).
o

Elevando a poténcia % temos que a?~! = (—1)"2 v»~!(mod p). Pelo Pequeno Teorema
—1

de Fermat temos a?~! = 1(mod p) e b*~1 = 1(mod p), logo (—1)*= = 1(mod p). Logo

% ¢ um numero par. Portanto p%lz 0(mod 2), o que implica p — 1 = 0(mod 4), assim

teremos que p = 1(mod 4). O

Teorema 1.13 (Teorema de Wilson). Seja n > 1. Entao n|(n —1)!+1 se, e somente se,

n € primo. Em particular temos que se n € um numero primo entdo
(n—1)!'=—1 (mod n).

Demonstracdo. Se n é composto mas nao é o quadrado de um primo podemos escrever
n=abcom 1 < a < b < n. Neste caso tanto a quanto b sdo fatores de (n —1)! e portanto
(n —1)! = 0(mod n). Se n = p?, p > 2, entdo p e 2p sio fatores de (n — 1)! e novamente
(n —1)! = 0(mod n). Para n = 4 temos que 4 nao divide 7 = (4 — 1)! 4+ 1; isto demonstra
que para todo composto temos (n — 1)! = 0(mod n).

Se n é primo podemos escrever (n — 1)1 =2.3.--- .(n — 2).(n — 1)(mod n), como podemos

juntar os inversos aos pares, temos entao que (n — 1)! = —1(mod n). O

Teorema 1.14. Todo primo da forma p = 4k + 1 pode ser escrito de forma unica como

soma de dois quadrados de inteiros positivos.

Demonstragdo. Seja p um nimero primo da forma 4k+1. Pelo Teorema de Wilson(Teorema

1.13), temos que
(p—1)! = -1 (mod p),

mas temos que

12 B= (c1)(-2) - (=5 )= (0 - D -2 B (mod p)

./ -1, .
Ja que 5= € um numero par, portanto



[(1%1)']25 —1 (mod p).

p—1
2

teiros 0 < z,y < /p tais que algum dos numeros axr + y ¢ divisivel por p, portanto

Tomando a = (2+)! entdo p divide a® + 1 e aplicando o Lema de THUE existem in-

(ax + y)(ax —y) = a2 — y? é divisivel por p. Dai segue que
22 + % = —a%2? + y* = 0 (mod p),

em que 0 < z,y < ,/p. Logo 0 < z? + y? < 2p e portanto segue que p = z2 + y°.
Unicidade.

Suponha que p seja primo e que p = a® +b? = ¢ +d? com a,b, ¢,d < v/P- Como p é primo
temos que mdc(a,b) = mdc(c,d) = 1. Se a®> = —b*(mod p) e d?> = —c?(mod p), entdo
(ad)? = (be)?(mod p); e como p é primo, temos que p divide ad — be ou ad + be.

No primeiro caso, temos que |ad — be| < max {ad,bc} < p. logo ad —bc = 0, isto é ¢ = 7.

d
Mas como as duas fragoes sao irredutiveis, temos que a = c e b = d.
No caso em que p divide ad + bc, observemos que p? divide
(a® + b?)(c? + d?) = (ad + bc)? + (ac — bd)?.
portanto p divide ac — bd e, pelo mesmo argumento, obtemos que a =d e b = c. ]

Proposicao 1.15. Se p1 e pa, numeros inteiros distintos, podem ser escrito como soma

de dois quadrados, entao p1ps também pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Demonstragio. Dados p1 = m? +n? e pa = m3 + n3 teremos entdo que

pip2 = (mi+ni)(m3+n3)

2,2 2,2 2,2 2,2
= mim5+ mins + nims + nin; + 2mimaning — 2mimaning
2,2 2,2 2,2 2,2
= (mimj + 2mimaoning + niny) + (miny — 2mymaning + nims)

= (myma + ning)? + (ming — nima)?.

Logo p1p2 pode ser escrito como soma de dois quadrados. O



Capitulo 2
Ternas pitagoricas

As ternas de numeros inteiros positivos (a, b, ¢) que satisfazem a equagao

a? + v =c?

sao denominadas triplas ou ternas pitagoricas, que correspondem aos comprimentos dos

lados de um tridangulo retangulo de lados inteiros pelo Teorema de Pitagoras.

l

a

Figura 2.1: Tridngulo Retangulo

Neste capitulo veremos alguns resultados que caracterizam ternas pitagéricas (a, b, c).
Podemos supor que a, b, ¢ sao relativamente primos dois a dois, pois se houver um primo p
b ¢

tal que p|mdc(a, b), por exemplo, teremos entdo p|(a? +b?) = 2, isto é, ple, logo (%, > 5)

também é tripla pitagorica. Isto motiva a definicao a seguir.

Definigao 2.1. Uma tripla pitagérica (a, b, ¢) cujos termos sao relativamente primos dois

a dois denomina-se tripla pitagorica primitiva.
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Observemos que em uma terna pitagdrica primitiva os termos a e b nao sao pares ao
mesmo tempo, pois neste caso teremos que estes termos nao sao relativamente primos

entre si.

Lema 2.2. Dada uma tripla pitagorica primitiva (a,b,c) temos que a e b tém paridades

distintas e além disso ¢ € impar.

Demonstragcao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que b = 2k + 1 para algum
k € N. Note que
(2k +1)* = 4k* + 4k + 1 = 1(mod 4)

(2r)% = 4r? = 0(mod 4),

ou seja, quadrados perfeito sao congruentes a 0 ou a 1 médulo 4. Portanto a nao pode ser
fmpar pois caso contrario terfamos ¢2 = a? + b?> = 2 (mod 4), um absurdo. Resumindo,

temos que a é par e por consequéncia temos que ¢ é impar. ]

Usaremos, a partir deste resultado, a par e b Impar para facilitar o entendimento do
trabalho.

Teorema 2.3. A terna (a,b,c) é uma terna pitagdrica primitiva se e somente se é da
forma

a=2mn, b=m?>—-n?> ¢ c=m?>+n?

com mdc(m,n)=1 além de m e n de paridades distintas.
Demonstragao. (=) Dada a terna pitagérica primitiva (a, b, c) temos entao que
a>=c—b2=(c—b)(c+Db). (2.1)

Como b e ¢ sao impares, ¢ —b e ¢+ b sao pares. Como mde(b,c) = 1, logo mdc(b+ ¢,¢) = 1

e além disso b+ ¢ é par, logo, mdc(2¢, ¢ + b)=2 e portanto temos que mdc(c — b, c+b) =2,
—b. ctb) _

logo mdc(cT, CT) =1.

Comparando a férmula (2.1) obtemos que (¢ — b)(¢c + b) é um quadrado, pelo Teorema

Fundamental da Aritmética temos portanto que %b e %b devem ser quadrados de niimeros

naturais. Tomemos m,n € N tais que,

c+b 2 c—b
=m” e
2

=n?, logo a=2mn e mdc(m,n) = 1. (2.2)
Resolvendo (2.2) obtemos

a=2mn, b=m?>-n?e c=m?>+n>

11



(<=) Note que (2mn, m? — n?,m? 4+ n?) é um terna pitagérica, pois

(2mn)? + (m? —n?)? = 4m?*n? + m* —2m?*n? + n*
—_ (TTL2—|—TL2)2.
Vamos mostrar apenas que b e ¢ sao primos entre si. Como mdc(m,n) = 1 temos
mdc(m?, m? + n?) = 1, portanto
mdc(b,¢) = mdc(m? — n?,m? 4+ n?)

= mdc(2m?,m? + n?)

= mdc(2,m? + n?)

que é igual a 1 j& que m? + n? é fmpar.
Para verificar que a é relativamente primo com b e ¢ basta verificar que os divisores de a
sdo 2, os divisores de m e e os divisores de n, que néo dividem b = m? —n? e ¢ = m? +n?

pois, mdc(m,n)=1. O

Todas as demais ternas pitagoricas podem ser obtidas a partir de uma tripla pitagérica

primitiva, multiplicando seus termos por uma constante.
Proposicao 2.4. Existem infinitas ternas pitagoricas primitivas.

Demonstra¢do. Dadas as ternas da forma (2m,m? — 1,m? + 1), ou seja, com n = 1. Se
usarmos m = 2k e k primo, temos que a = 2m = 4k s6 possui dois divisores primos, a
saber 2 e k. Porém b =m? —1 e ¢ = m? + 1 sdo fmpares, logo 2t b e 24 ¢, além disso k 1 b
e k 1 c. Portanto a, b, ¢ sdo relativamente primos entre si. Como existem infinitos primos

k. Logo existem infinitas ternas pitagéricas primitivas da forma (2m,m? —1,m?+1). O

Mostraremos agora alguns exemplo que podem ser resolvido utilizando ternas pi-

tagdricas.
Exemplo 2.5. Vamos mostrar que existem naturais x,y e z tais que
(@+y)°+y+2)?=(z+2)>%

Como z,y e z sdo numeros naturais temos que = +y,y + z € x + z também sdo, portanto
a terna (z +y,y + z, = + z) é uma terna pitagérica.

No primeiro caso suponha que seja uma terna pitagérica primitiva. Pelo Teorema 2.3
temos que existem m e n tais que x+y = 2mn,y+2z =m?> —n’ e x+ 2z = m? +n?. Assim
teremos

r=2mn—y e z=m?—n?—y,

como = + z = m? + n?, entdo

T+ 2z =2mn+m?* —n? - 2y.

12



Isto é,
m?24+n?=x+4z=2mn+m?>—n?—-2y
y =mn — n?
e portanto temos que
z=mn+n e z=m?—mn.
No segundo caso, se (x + y,y + 2z, + z) ndo for uma terna pitagérica primitiva entao
existem a,b, c,d € N tais que
(z+y,y+2z20+2) = (dla+b),db+c),d(a+c))
e ((a+0b),(b+c),(a+c)) é um terna pitagérica primitiva. Além disso temos que

r=da, y=db e z=dec.

Logo pelo caso anterior temos que existem n e m tais que

a=mn+n? b=mn—n? e c=m?>—mn.

Portanto temos que

z=d(mn+n?), y=dmn—n?) e z=d(m?—mn).

Exemplo 2.6. Vamos mostrar que nao existem inteiros impares z,y e z tais que
(@ +9)° + (y+2)* = (z+2)

Usaremos as expressoes do exemplo anterior, ou seja, existem d, n e m tais que

z=d(mn+n?), y=d(mn —n?) e z=d(m* — mn),

com m e n de paridades distinta.

Se d for par temos que x,y e z sdo pares. Se d for impar, teremos 2 casos:
e 1° caso. n par e m impar. Teremos que x e y pares e z impar.
e 2° caso. n impar e m par. Teremos que x e y impares e z par.

Portanto, em todos os casos teremos ao menos um dos valores um numero par.

2

Proposicao 2.7. Sejam x,y e z inteiros tais que x> + 3> = 22, entdo xy é mailtiplo de 6.

Demonstragao. Observemos que (x,y,z) é uma terna pitagérica. Podemos considerar,
sem perda de generalidade que a terna é primitiva, ou seja, que z = 2mn e y = m? — n?,
assim x é multiplo de 2. Se m ou n for multiplo de 3 entao teremos que x multiplo de 3 e
portanto xy sera multiplo de 6.

Por outro lado teremos quatro casos possiveis:

13



e 1°caso. m=3k+1en=3q+ 1, teremos

e 2°caso. m=3k+1len

e 3%caso. m=3k+2en

e 4°caso. m=3k+2en

Portanto, nestes casos, temos que y é miultiplo de 3. Logo como x é multiplo de 2, temos

que zy é multiplo de 6.

Proposicao 2.8. Em toda terna pitagorica existe ao menos um nimero multiplo de 5.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.3 toda terna pitagdrica primitiva pode ser escrita da forma

y = (Bk+1)2—(3¢+1)3
= 9K - ¢*) +6(k —q).

=3q+2,

y = (Bk+1)>—(3¢+2)?

= 9(k* —¢*) +6(k —2q) — 3.

=3q+1,

y = (3k+2)%—(3¢+1)?
= 9(k*—¢*) +6(2k—q) +

=3q+ 2,

y = (3k+2)% — (3¢ +2)?
= 9(k* - ) +12(k — ).

(2mn, m? — n?, m? +n?), com n e m inteiros.

Se n ou m for multiplo de 5, entao 2mn é um multiplo de 5.

Vamos supor que n e m nao sejam multiplos de 5. Note que o quadrado de n ou m sé

pode ser congruente a 1 ou 4 médulo 5, pois

12 = 1(mod 5
22 = 4(mod 5
32 = 4(mod 5
42 = 1(mod 5
Logo m? —n? = 0(mod 5) ou m? 4+ n? = 0(mod 5). Assim temos que m

¢ um multiplo de 5.

Definicao 2.9. Triangulo pitagorico é um triangulo retangulo cujas medidas dos lados

sao numeros inteiros.

14

3.

ou m? +n?



Definicao 2.10. Um triangulo pitagorico primitivo é um tridngulo cuja medida dos lado

forma uma terna pitagorica primitiva.

A partir destas definigbes poderemos contar quantos triangulos pitagoéricos primitivos

existem, dado uma medida fixa.

Proposicao 2.11. O nidmero de triangulos pitagoricos primitivos dado um cateto de lado

X impar € dado pela féormula

9d(X)~1
com d(X) sendo o nimero de primos distintos que divide X .
Demonstracao. Como X é impar entao pelo Teorema 2.3, X é da forma
X=m?—n?>=(m—n)(m+n).
Basta contar o namero de solucoes de
X =uw, (2.3)

com u =m —n e v =m-+n. Por outro lado se existir um primo p tal que p|u e p|v nao
iremos gerar uma terna pitagdrica primitiva, pois teremos que mdc(n, m) # 1. Logo para
cada primo teremos entao que ou p divide u ou p divide v.

Assim para cada primo p teremos que escolher se p compéem u ou p compdem v, € Como
temos sempre dois casos X = uj.v; e X = ug.v9 tais que u; = vg € v1 = u2 que gera

(X)=1 solugdes para (2.3). Assim existem 2d(X)—1

a mesma terna pitagoérica, teremos 2d
ternas pitagéricas primitivas com X sendo um dos catetos. Lembrando que mdc(u,v) =1

portanto mde(m,n) = 1. O

Exemplo 2.12. Vamos determinar o ntmero de triangulos pitagéricos primitivos com
cateto igual 21. Temos que d(21) = 2, logo existem dois pares de divisores distintos, sendo
(1,21) e (3,7). Ou seja, existem dois triangulos pitagéricos primitivos com cateto igual a

21. Para determinar estes tridngulos basta resolver os sistemas

(2.4)

m+n=21
m—-—n=1

{m+n:7 (2.5)

m-n=3

Resolvendo (2.4) temos que m = 11 e n = 10 e gera o tridngulo pitagérico de lados
(220,21,221). Resolvendo (2.5) temos que m = 5 e n = 2 e gera o triangulo pitagdrico
de lados (20, 21, 29). Logo os triangulo (20, 21,29) e (220, 21,221) sao os unicos triangulos

pitagéricos primitivos com um cateto medindo 21.
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Exemplo 2.13. Vamos determinar o ntmero de triangulos pitagéricos primitivos com
cateto igual 45. Temos que d(45) = 2, logo existem dois pares de divisores distintos primos
entre si, sendo eles (1,45) e (5,9). Ou seja, existem dois triangulos pitagéricos primitivos

com cateto igual a 45. Para determinar estes triangulos basta resolver os sistemas

=45
{m+n (2.6)
m—-—n=1
=9
{m+n (2.7)
m-n=25

Resolvendo (2.6) temos que m = 23 e n = 22 e gera o tridngulo pitagérico de lados
(1012,45,1013). Resolvendo (2.7) temos que m = 7 e n = 2 e gera o triangulo pitagérico de
lados (28,45, 53). Logo os triangulo (1012, 45,1013) e (28,45, 1013) s@o os tinicos triangulos
pitagoricos primitivos com um cateto medindo 45.

Observemos que o triangulo de lados (108, 45,117) é pitagdrico mas nao é primitivo.

Proposicao 2.14. O nidmero de triangulos pitagoricos primitivos dado um cateto de lado

X par € dado pela forma

0, se a = 0;

C(2"*IM) =
( ) { 2d(M) se a> 0.

com X =29 M e M impar.

Demonstragao. Devemos contar de quantas forma podemos escrever X. Como X ¢é par,
temos que X = 2mn com m e n de paridades distintas. Logo se % for impar, nao existe
nenhum triangulo pitagérico primitivo que tenha X como um de seus catetos. Escrevendo

X =291\ onde M é impar e a > 1, assim podemos definir
M=u-v (2.8)

tal que m = 2% e sn = v. Assim basta encontrar o ntiimero de solugoes de (2.8) tal que
mdc(u,v) = 1. Logo para cada primo p que divide M temos que ou p|u ou p|v.

Logo existem 24M) ternas pitagéricas primitivas com X sendo um dos catetos. O

Exemplo 2.15. Vamos determinar o ntimero de triangulos pitagéricos primitivos com

cateto igual 12.

Como X = 12, logo M = 3 e d(M) = 1, ou seja, existem dois tridngulos pitagdricos
primitivos que possui 12 como um de seus catetos. Além disso, temos que 3 = 1 X 3 e
assim podemos tomar o par (m,n) como sendo (6,1) ou (3,2), que geram os triangulos
com os lados (12,35,37) e (12,5,13).
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Exemplo 2.16. Vamos determinar o nimero de triangulos pitagéricos primitivos com

cateto igual 180.

Como X =4, logo M = 45 e d(M) = 2, ou seja, existem quatro triangulos pitagéricos
primitivos que possui 180 como um de seus catetos. Além disso, temos que 45 =1 x 45 e
45 = 5 x 9 assim podemos tomar o par (m,n) como sendo (45,2), (10,9), (18,5) ou (90,1),
que geram respectivamente os triangulos com os lados (180,2021,2029), (180,19, 181),
(180,299, 349) e (180,8099,8101).

Observemos que os triangulos de lados (180,189, 261), (180,891, 909) sao pitagéricos mas

nao sao primitivos.

Proposicao 2.17. Se N ¢é par ou é divisivel por um primo da forma p = 4k + 3 entdo

nao existe triangulo pitagdricos primitivos com hipotenusa N .

Demonstragao. As Unicas ternas pitagéricas primitivas possiveis sao tais que n e m satis-
fazem N = m? +n?. Se N é par, pelo Teorema 2.3 temos que nio exite ternas pitagéricas
primitivas com hipotenusa N. Se N possuir um divisor da forma N = 4q + 3, pela Pro-
posicao 1.12, nao possui nenhum triangulo pitagérico primitivo com hipotenusa N.

O

Proposicao 2.18. Se N € da forma N =p", com r € N e p primo tal que p = 1(mod 4),
entao existe pelo menos um triangulo pitagorico primitivo dada a hipotenusa de medida
N.

Demonstragdo. Seja p = x? + y? primo, com z < y tal que p = 1(mod 4) temos que
mdc(z,y) = 1 e além disso temos que = e y tem paridades distintas, pois caso contrario
terfamos p um ntmero par.

Mostraremos por inducao em r € N

Se r =1, isto é, N = p, pelo Teorema 1.14 sé existe uma terna pitagérica primitiva com
N sendo a hipotenusa.

Se N é da forma N = p? podemos escrever N = (2zy)? + (2% — y?)? e teremos que
mdc(2zy, 22 — y?) = 1,além disso 2zy e x> — 3? tem paridades distintas, logo podemos
concluir que existe pelo menos um terna pitagérica primitiva com N sendo a hipotenusa.
Supondo que vale para r = k, ou seja, N = p* = w? 4 v2, vamos mostrar que vale para

r=k+1, ouseja, N = pFtL

N =p*.p = (uz +vy)* + (luy — va|)*.
Concluir que dado N = p" temos que existe a0 menos uma terna pitagérica primitiva. [

Exemplo 2.19. Vamos verificar se existe triangulo pitagérico primitivo com a hipotenusa
igual 625.
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Como 625 = 5% e 5 = 441 teremos entdo um triangulo pitagérico primitivo com hipotenusa
igual a 65. Por outro lado temos que 5 = 22 + 12, logo podemos escrever 625 = 242 + 72,

dai teremos m = 24 e n = 7 que gera a terna pitagérica primitiva (336,527, 625).

Observagao 2.20. A demonstragdo que existe exatamente uma terna pitagérica primi-
tiva, para a Proposicao 2.18, exige resultado que nao serao abordados neste trabalho.
Além disso o nimero de triangulo pitagérico primitivo com N sendo a hipotenusa com
N =p---pl e p; = 1(mod 4) é dada po 2= no entanto nao iremos demonstrar neste

trabalho, mais pode ser estudada no livro [4].

Exemplo 2.21. Vamos verificar se existe tridngulo pitagérico primitivo com a hipotenusa
igual 169.

Como 169 = 132 e 13 = 3 -4 + 1 teremos entdo uma terna pitagérica primitiva com
hipotenusa igual a 169. Por outro lado temos que 13 = 32 4 22, logo podemos escrever
169 = 122 + 52, daf teremos m = 12 e n = 5 que gera a terna pitagérica primitiva
(120,119, 169).
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Capitulo 3
Ternas pitagoricas e geometria

Neste capitulo iremos tratar das propriedades geométricas das ternas pitagoricas.

3.1 Triangulo pitagorico e angulos

Podemos observar que em um triangulo retangulo ABC, com lados medindo a,b e ¢, o
b

sena = % e cosa = ¢ sdo nimeros racionais (veja a Figura 3.1).

Definigao 3.1. Um angulo é dito pitagdrico se o seno e o cosseno sao numeros racionais.

Observemos que um angulo agudo « é pitagdérico se, e somente se, o € um dos angulos

internos de um tridangulo pitagérico.

Figura 3.1: Triangulo

Proposicao 3.2. Seja a um angulo trigonométrico. Entdo:
(i) « € um angulo pitagdrico se, e somente se, o seu complementar € angulo pitagdrico.

(i) Se a é um dangulo pitagorico entao km + « também é angulo pitagorico para todo

k € Z. Em particular o seu suplementar é um angulo pitagorico.
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Demonstragao. (i) No triangulo ABC na Figura 3.2, de hipotenusa ¢ e catetos a e b, por
hipotese, seja 5 é o complementar de «. Note que sen« = cos S e cosa = sen 3, logo « é

angulo pitagdrico se, e somente se, § é pitagdrico.

Figura 3.2: Angulo complementar e angulo suplementar.

(ii) Observe pela Figura 3.2 que « e os angulos # = k7 £ o tem os mesmos senos e

cossenos a menos de sinal, Assim se « é angulo pitagdrico, entao 6 é angulo pitagérico.

O

Proposicao 3.3. Se a e B sdo angulos pitagdricos, entdo o+ B e a — 3 sdo dangulos

pitagoricos.

Demonstragao. Suponhamos que « e 8 sao angulos pitagdricos, ou seja, sena = 2
cosa =Y senfB =2 e cos B = 2 sdo racionais. Assim teremos
c1 () Cc2

sen(a+ ) = senacosf + cosasenf
ai by biag
P — + P —
C1 C2 C1 C2

o a1b2 + blag
cieg
Da mesma forma teremos
cos(a+ ) = cosacos —senasenf

biby aia

e el

b1bs — araz
cieg
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Logo sen (a + [3) e cos(a + ) s@o racionais, portanto o +  é um angulo pitagdrico.

Analogamente,

sen(a— ) = sena cos(—f3) + cosasen (—f3)

= sena cosf — cosasen 3
al bg bl a9

crLca  c1c
arby — bras

C1C2

alem disso,

cos(ae — B) = cosa cos(—f) —senasen (—f)

= cosacos 8+ senasen
biby | aias
JE— + i —
C1c2  C1C2
bibs + aiaz
cica

Logo sen (o — ) e cos(av — ) sao racionais, portanto o — 3 é um angulo pitagérico.

O]

Proposicao 3.4. Se a é um angulo pitagorico entao na € angulo pitagorico para todo

n € 7.

Demonstragao. Vamos mostrar por indugao em n.

Para n =0 ou n = 1 nao ha nada a fazer.

Supondo que vale para n = k, ou seja, sen(ka) e cos(ka) sdo racionais. Vamos mostrar

que vale para n = k + 1, isto é, mostrar que sen ((k + 1)a) e cos((k + 1)) sao racionais.
sen ((k+1)a) = sen(ka+ )

= sen (ko) cos a + cos(ka) sen v,
e alem disso,

cos((k+1)a) = cos(ka+ a)
= cos(ka) cosa — sen (ko) sen av.
Como por hipétese temos que o seno e o cosseno do angulo ka sao racionais, logo sen ((k + 1))
e cos((k + 1)a) sao racionais.

Para n < 0, temos
cos (nk) = cos (—(—nk)) = cos (—nk)

sen (nk) = sen (—(—nk)) = —sen (—nk),

que sao racionais pois —n é um inteiro positivo.
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Teorema 3.5. Os unicos angulos pitagoricos da forma a® com a sendo um numero inteiro

sao os maultiplos de 90°.

Demonstragao. Sabemos que os angulos 0° e 90° e seus multiplos sao angulo pitagdricos.
Iremos mostrar que os angulos que nao sao multiplos de 90° nao sao angulos pitagdricos.
Para isso basta verificar todos os angulos a°, com 0 < a < 45°, pois sabemos que os
angulos maiores que 45° sao complementares ou suplementares deste angulos.

Temos que os angulos 30°, 45° e 60° nao sao pitagoricos, pois cos30°, sen45° e sen 60°
nao sao numeros racionais. Assim pela Proposicao 3.4 temos que os angulos divisores de

30°, 45° e 60° nao sao angulos pitagoricos. Ou seja, temos que os angulos
19, 29, 39, 4°, 5° 6°, 9°, 10°, 12°, 15°, 20°, 30° e 45°

nao sao pitagéricos.

Além disso, temos que os suplementares de 30°, 45° e 60° nao sdo pitagdricos, isto é 150°,
135° e 120° nao sao angulos pitagéricos e portanto seu divisores nao sao pitagoricos, ou
seja, temos ainda que o angulo 25° nao é pitagorico, pois é um divisor de 150°, o angulo
27° nao é angulo pitagorico, pois é divisor de 135° e os angulos 8° e 24° nao sao pitagoricos,

pois sao divisores de 120°.

130°

Figura 3.3: Relagao entre os angulos 30°,150°,210° e 330°

Temos ainda, pela Figura 3.3 que os angulos de 210° e 330° possui o mesmo valor do
seno e do cosseno de 30°, a menos de sinal, portanto nao sdo angulos pitagoricos e seus
divisores também nao sao. Logo temos ainda que os angulo de 7°, 14°, 21°, 35° e 42° nao
sao angulos pitagéricos, pois sao divisores de 210°, além disso temos que 11°, 22° e 33°
nao sao angulos pitagoricos, pois sao divisores de 330°.

Desta mesma forma temos que o angulo de 240° possui o mesmo seno e cosseno de 60°, a
menos de sinal, portanto seus divisores nao sao angulos pitagéricos, isto é, 16° e 40° nao

sao angulos pitagoéricos.
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Por outro lado, pela Proposicao 3.2, temos que 88° nao é angulo pitagérico, pois é comple-
mentar de 2°. Portanto podemos concluir que seus divisores nao sao angulos pitagéricos,
isto é, 44° também nao é angulo pitagérico por ser divisor de 88. Com o mesmo argumento
vamos indicar so outros angulos a que nao sao pitagoricos com 0° < a < 45°. Observe a
Tabela 3.1.

« | Complementar Divisores do Novos angulos
de complementar de « nao pitagdricos

2° 88° 1,2,4,8, 11, 22, 44 ¢ 88 44°

3° 87° 1,3,29e87 29°

4° 86° 1,2,43 e 86 43°

5° 85° 1,5,17 e 65 17°

6° 84° 1,2,3,4,6,7, 12,14, 21, 2842 ¢ 84 28°

8° 82° 1,2,41 e 82 41°

12° 78° 1,2, 3,6, 13, 26,39 ¢ 78 13°, 26° e 39°

14° 76° 1,2,4,19,38 ¢ 76 199 e 38°

16° 74° 1,2,37e74 37°

21° 69° 1, 3,23 e 69 23°

22° 68° 1,24,17, 34 ¢ 68 34°

26° 64° 1,2, 4,16, 32 e 64 32°

28° 62° 1, 2,31 e62 31°

Tabela 3.1: Angulos nao pitagoricos.

Para concluir a demonstragao, pela Tabela 3.1 resta verificar se os angulos 18° e 36°
sao angulos pitagoricos ou nao.
Vamos calcular seno e cosseno de 18°. Para este calculo usaremos como referéncia o livro

Carmol2].

Considere o triangulo ABC' da Figura 3.4 com AB = AC =1e¢ BAC = 36°. Tracando
a bissetriz CD de ACB , podemos calcular todos os angulos da figura. Como os tridngulos
CDB e CDA sao isésceles, temos BC = CD = DA e, como os triangulos CDB ¢ ABC

sao semelhantes, temos

CB C4
DB CB’
isto é,
T 1
-2 2
o que nos leva a equacdo do 2° grau 22 + z — 1 = 0, cuja as solucdes sio x1 = ‘/52_1 e
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Figura 3.4:

i

o = 3

Figura 3.5:

Tracando a altura AH do triangulo is6scele ABC' (Figura 3.5), temos sen 18° = HB

bS
oy
S

ou seja
V5 —1
4 )

Pela relacdo fundamental sen? 18° + cos? 18° = 1, donde concluimos que

sen 18° =

1 2
cos 18° = M
4
Portanto o angulo de 18° nao é angulo pitagorico.
Podemos calcular o seno de 36° pela formula sen 20 = 2sen 6 cos 0, ou seja,
2(v/5 —1) V10 +2v5
4 4

10 — 2v/5
4 )

Pela relacdo fundamental sen? 36° + cos? 36° = 1, obtemos

sen 36° =

6+ 2v5
—

Portanto o angulo de 36° também nao é pitagorico. O

cos 36° =

24



Pela Proposicao 2.4, existem infinitos angulos pitagéricos. Por outro lado o Teorema 3.5
no diz que os angulos que sao mais utilizados em exercicios do ensino médio nao sao pi-
tagoricos. Veremos na proxima secao que o conjunto dos angulos pitagéricos é denso em
R.

3.2 Angulos pitagoricos e pontos racionais da circunferéncia

Nesta secao apresentaremos métodos para encontrar pontos racionais na circunferéncia de

centro na origem e raio 1.

.. . . . ~ (a2 b\2 .
Inicialmente observemos que a? + b? = ¢2 é equivalente & equacio (E) + (E) =1, isto
, a by . . . N
¢, o ponto (7, ) ¢ um ponto com coordenadas racionais da circunferéncia C' com centro

na origem e raio 1, se a,b e ¢ sao racionais.

Notemos que o ponto (0,-1) pertence a circunferéncia. Se temos outro ponto (r,s) sobre
a circunferéncia que também é racional, distinto de (0,1), entao a reta t que passa pelos
pontos (0,-1) e (r,s) corta a circunferéncia apenas nesses pontos e tem inclinacao #,
que é um numero racional.

Agora pensemos ao contréario, peguemos uma reta ¢ que passa por (0,-1) e tem inclinagao
racional 2 Ela cortard a circunferéncia C' em um ponto (a,b) de coordenadas racionais?

Podemos responder esta pergunta resolvendo o sistema de equacgoes
2?4y =1
{ y=sr—1
assim, substituindo y por gx — 1, obtemos
T r2 r
1= x2+(gac +1)% = x2+8—2x2 —25r+1
(1+Z—§)x2 ~ 200 =0

(1+33)z - 25)z =0.

Logo um solucao é z = 0, que ja era esperada, enquanto a outra solugao é
2

(1+5)e —22=0
32+r2 T
P xXr = 2;
o — 2rs
§24r2
Substituindo em y temos
r 2rs
Y =ss2402”
22— g2 _p2
Y= 2442
b _7"2—3
7 T 8242



logo a e b sao numeros racionais.
Vamos mostrar que existe um correspondéncia bijetiva entre os angulos pitagéricos e as

retas y = ax — 1 com « racional.

Teorema 3.6. Eziste um correspondéncia bijetiva entre os dngulos pitagoricos 3 € (=5, %)

e os nimeros ractonais positivos Q7 .

Demonstracgao.
Figura 3.6:

Podemos observar na Figura 3.6 que o ponto é dado por (cos 3,sen ). Por outro lado,

sen S+1 e e L
temos que tg « =" cosB 3 e (3 pitagorico implica tg « é racional.
. . senx+1 .
Definindo a fungao f(x) :—COSI , no intervalo ( 5 2) Para valores 81 e 3o distintos

definimos pontos distintos na circunferéncia de raio 1, além disso definimos inclinacoes aq
e ao distintas. Para isso, basta observar que a funcdo f é crescente, isto é, a primeira

derivada é positiva, ou seja,
1+senx
f(z) = ———>0.

cos?
Logo a funcao ¢ injetiva, pois é estritamente crescente.

g:(0,+00) — (E, E)
2

A funcao f tem inversa

2°2
()
T —— arctg .
2x
De fato,
(senx+1)2 -1 sen? m+2senac+1 cos® x
_ COS T _ COS €T
go f = arctg T olenatl) = arctg Tsen 212
cos T CoS T
sen’ r + 2senx +sen’x — 1
= arctg
cosz(2senz + 2)
senx(2senx + 2)
= arctg
cos z(2senz + 2)
= arctg (tgz).
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Por outro lado temos que

senx + 1

Ccos ¥
= tgx+secr==x

= tgr+ 1+ tg2a.

Para z > 0 temos a composicao fog

x2—1+ - 22 —1\2 B w2—1+\/4x2+x4—2x2+1
2x 2x - 2x 412
2 2
-1 xz*+1
%7
2x 2x
207

2z
= .

Se 5 € (—E E) é angulo pitagoérico entao temos que senf3 e cos S sao racionais logo

202
__ senf+1 . .
f(B) = sz~ ¢ racional.
5 ac2—1
3 . — , . 2 , .

Por outro lado x é racional temos que 3”2331 ¢ racional, portanto %3 é racional. Logo

2241

z2—1 2z = : : : z2—1 2 2x 2

sen 8 = 75 77 € cos 8= 2547 saoracionais, pois { 377 ) +( 7257 ) = 1 e consequentemente
temos que § é angulo pitagérico. O

Com estes resultados podemos responder a pergunta citada anteriormente.
Proposicao 3.7. O conjunto dos angulos pitagoricos € denso em R.

. . , T T .
Demonstracao. Usaremos, para facilitar os calculos, -9 < b < 5 para os demais valores

seguem por simetria do circulo trigonométrico.

Da fungao f(x) :%

que a funcdo g é crescente neste intervalo, portanto tomando dois valores v < § encon-

21
, obtemos a fungao inversa g(x) = arctg (%) Lembramos

traremos dois pontos (cos~y,sen<y) e (cosd,send). Mais com o conjunto Q é denso em R

temos que existe z1 € Q tal que v < x1 < 4, isto é, como a funcdo g é crescente temos
2 2 2 2

v4—1 x1“—1 0°—1 . r17—1y

arctg( 2y )< arc tg( 211 )< arctg (—25 ) Como o angulo arc tg( 201 ) € pi-

tagdrico temos que o conjunto dos angulos pitagdricos é denso.

Do Teorema 3.6 concluimos que cada ntmero racional esta associado a um ponto racional
no circulo trigonométrico, e reciprocamente ponto racional do circulo trigonométrico esta
associado a um numero racional. Portanto, cada angulo pitagorico esta associado a um
nimero racional. Como o conjunto dos nimeros racionais Q é denso no conjunto dos

numeros reais R, entdo o conjunto dos angulos pitagoéricos é denso R. O
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3.3 Pontos racionais nas conicas

Utilizando o mesmo argumento da sessao anterior podemos achar pontos racionais em
uma coénica, assim podemos relacionar estes pontos racionais a ternas pitagérica. Veja os

exemplos:
Exemplo 3.8. Vamos achar pontos racionais da elipse de equacao x? + 3y = 13.

Vamos encontrar pontos de coordenadas racionais que pertencem a elipse 22 + 3y% = 13.
Observem que a elipse tem seus focos no eixo x do plano cartesiano. Além disso, o ponto
(1,2) pertence a esta conica. Assim, temos que a reta que passa pelo ponto (1,2) e tem
inclinagao racional 7 passa por um ponto de coordenadas racionais da elipse. A equacao

da reta é dada por:

m m 2n —m
y=—(x-1)4+2=—z+ ——r0. (3.1)
n n n

Logo os pontos de intersecgao da elipse com a reta, sao as solugao do sistema de equagcoes

(1.2)

Figura 3.7: Elipse

2n—m
=

22 +3y2 =13
y:%x—k

Substituindo y na equagao da elipse obtemos

2n —m

22 +3(%z + )2 =13
n
2 2 2 2 2 2
n* + 3m 12mn — 6m 12n° — 12nm + 3m* — 13n
723:2 + 5 x + 5 =0
n n n
L2, 12mn— 6m2x 120 — 12nm + 3m? — 13n® _ 0. (3.2)
n? + 3m?2 n2 + 3m?2

Como (1,2) é um dos pontos de interseccao da elipse com a reta temos que z = 1 é solucao

da equagao (3.2). Usando o fato de que o coeficiente independente de uma equagao do
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2° grau, cujo coeficiente do termo de grau 2 é 1, é o produto de suas raizes, temos que a

outra raiz é
12n2 — 12nm + 3m?2 — 13n2  —n2 — 12nm + 3m?2
€r =

n2 + 3m?2 - n? 4+ 3m?2

)

substituindo em 3.1 teremos

m—-n?—12nm+3m? 2n—m 2n2 — 2nm — 6m?

=0 n2 + 3m?2 + n n2 + 3m?2

Logo teremos o ponto de coordenada racionais

(3.3)

—n? — 12nm + 3m? 2n? — 2nm — 6m?
n? + 3m? ’ n? + 3m?
Na equagao (3.1) temos que n # 0, contudo se substituirmos n = 0 com m # 0 em
(3.3) encontraremos o ponto (1,-2) que pertence a elipse devido a simetria com relagao ao

eixo Ox.
Exemplo 3.9. Vamos achar pontos racionais da elipse de equacio 1622 + 9y? = 25.

Vamos encontrar pontos de coordenadas racionais que pertencem a elipse 1622 + 9y = 25.
Observem que a elipse possui seus focos no eixo das ordenadas do plano cartesiano. Além

disso o ponto (1,1) pertence a esta conica. Assim, temos que a reta que passa pelo ponto

m

™ passa por um ponto de coordenadas racionais da elipse e tem

(1,1) e tem inclinagao
equagao:
m m n—m

y=—(x—-1)+1=—z+
n n

(3.4)

Logo os pontos de interseccao da elipse com a reta, sao as solucao do sistema de equagoes

{ 1622 + 9y2 = 25

Substituindo y na equagao da elipse obtemos

n—m

1622 + Q(Tm + )2 =25
n

16n2 +9m? , mn — m? In? — 18nm + 9m? — 25n?
—

+18 -+ ; =0

n2 n

5 mn —m —16n% — 18nm + 9m?
18 =0. 3.5
e om2 T T 162 1 om2 (3:5)

Como (1,1) é um dos pontos de interseccao da elipse com a reta temos que x = 1 é solugao
da equagao (3.5). Usando o fato de que o coeficiente independente de uma equagao do 2°
grau é o produto de raizes, temos que a outra raiz é

—16n2 — 18nm + 9m?
1‘ =
16n2 4+ 9m?2

29



substituindo em (3.4) teremos

m—16n2 —18nm +9m2 n—m 16n2 — 32nm — 9m?2
Yy=— =
n

16n2 4+ 9m?2 n 16n2 + 9m?

Logo teremos o ponto de coordenada racionais

(—16n2 —18nm + 9m? 16n? — 32nm — 9m2) (3.6)

162 + 9m? ’ 16n2 + 9m?

Na equacao (3.4) temos que n # 0, contudo se substituirmos n = 0 com m # 0 em (3.6) en-

contraremos o ponto (1,-1) que pertence a elipse devido a simetria com relac¢ao ao eixo Oz.
Podemos encontrar ternas pitagoéricas a partir de uma elipse.

. < . U wy .
Proposicao 3.10. Dada a elipse a’x? + b*y? = 2, temos que se (z, E) € uma solugao,

com u, w e v inteiros se, e somente se, (au,bw,cv) é uma terna pitagdrica.

. U W . - o -
Demonstragcao. Como (5, ?) pertence a elipse entao podemos substituir na equagao

2(5) r(h) =
(5):(5) -
(au)? + (bw)?® = (cv)?

, cr U w .
Temos que (au, bw,cv) é um terna pitagdrica se, e somente se (;, ;) pertence a elipse.

O]

a’z? + b*y? = % e obtemos

Exemplo 3.11. Observemos que o ponto (%, %) pertence a elipse 1622 + 9y? = 25.

14 11
Al =
13°13

162% + 9y* = 25

Figura 3.8: Elipse 2
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Basta verificar que

Lo 1A 2+9 11\> 16196 9.121
13 13) 169 169
3136 1089

169 + 169
= 2.

Por outro lado temos que (4.14,3.11,5.13) = (56, 33,65) é uma terna pitagérica, segue
da Proposicao 3.10.

Podemos utiliza do mesmo argumento para a hipérbole. Veja os exemplos:

Exemplo 3.12. Vamos achar pontos racionais da hipérbole de equacio 2522 — 9y% = 16.

A=(11)

Figura 3.9: Hipérbole

Vamos encontrar pontos de coordenadas racionais que pertencem a hipérbole
2522 — 9y? = 16. Observem que a hipérbole estd centrada na origem do plano cartesiano.
Além disso o ponto (1,1) pertence a esta conica. Assim, temos que a reta que passa pelo
ponto (1,1) e tem inclinagdo ”* passa por um ponto de coordenadas racionais da hipérbole
e tem equacao:

m n—m

m
y=—(@-1)+1=—zx+
n n n

(3.7)

Logo os pontos de interseccao da hipérbole com a reta, sao as solugcao do sistema de
equagoes
{ 2522 — 9y? = 16

y:%_i_n;m
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Substituindo y na equacgao da hipérbole obtemos

n—m

92522 — 9(x + )2 =16
n
25n% — 9m? m? —nm In? — 18nm + 9Im? + 16n>
—— " +18 5T — 5 =0
n n n
2 2 2
9 m* —nm 25n° — 18nm + 9m
18 - =0. 3.8
ST R 2512 — 9m2 (3:8)

Como (1,1) é um dos pontos de intersecgao da hipérbole com a reta temos que z = 1 é
uma solugao da equagao (3.8). Usando o fato de que o coeficiente independente de uma
equacao do 2° grau é o produto de raizes, temos que a outra raiz é
_ —25n” + 18nm — 9m?
25n2 — 9m?

Substituindo em (3.7) temos

m —26n2 + 18nm — 9m?> n—m _ 25n2 — 50nm + 9m?
n 25m2 — 9m2 n 25m2 — 9m?2
Logo, os pontos de coordenadas racionais sao da forma

—25n2 + 18nm — 9m?2 2512 — 50nm + 9m?
252 — 9m? ’ 25m2 — 9m?2

y:

(3.9)

Na equagao (3.7) temos que n # 0. Contudo, se substituirmos n = 0 com m # 0 em (3.9)

encontraremos o ponto (1,-1) que pertence a hipérbole 2522 — 9y? = 16.

Proposicao 3.13. Dada a hipérbole c?z* — a’y?> = b?, temos que se (%, %) € uma

solugdo, com u, w e v inteiros se, e somente se, (aw,bv,cu) é uma terna pitagdrica.

. U w . ~ o ~
Demonstragao. Como (;, ;) pertence a hipérbole entao podemos substituir na equagao
2% — a’y? = b? e obtemos

isto é,
(cu)? = (aw)? + (bv)2.

Logo temos que (aw, bv, cu) é um terna pitagérica. ]
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Exemplo 3.14. Temos que (432,665,793) = (12.36,5.133,13.61) é uma terna pitagérica

para isso basta verificar que 4322 4+ 6652 = 7932. Portanto temos que o ponto 6L 133
367 36

pertence a hipérbole 16922 — 25y? = 144. segue da Proposicao 3.13.

61 133
B —,—
36° 36

169z% — 25y° = 144

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

Figura 3.10: Hipérbole 2
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Conclusao

Neste trabalho pesquisamos as propriedades aritméticas das ternas pitagdricas, ou seja,
das triplas numéricas (a, b, ¢) tais que a? 4 b? = ¢?, estudando as férmulas que utilizamos
para gerar estas ternas, visto que na aulas do ensino médio os professores estao muito
limitados a alguns tridngulos retangulos de lados inteiros, a exemplo dos tridngulos que
geram as ternas (3,4,5) e (5,12,13).

Percebemos entao que estas ternas estao relacionadas com angulos internos de um
triangulo retangulo, que chamamos de angulos pitagéricos. Estudamos estes angulos para
verificar se nao existiriam algum angulo inteiro quando medido em graus, com seno e
cosseno racionais. No entanto descobrimos que tal angulo nao existe, ou seja, nao encon-

tramos nenhum triangulo simples, com angulo inteiro e seno e cosseno racionais.

Este é um resultado relevante, pois mostrar que nao é tao simples encontrar tridngulos
que tenha angulos pitagoricos, ou seja, com seno e cosseno racionais, angulos estes que

poderia facilitar o entendimento dos alunos em sala de aula.

Por fim verificamos que existe uma relagao entre as ternas pitagoéricas e os pontos de
coordenadas racionais de uma circunferéncia e com isso também descobrimos que a partir
de ternas pitagoricas também podemos encontrar pontos racionais na circunferéncia, na

elipse e na hipérbole.
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