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Resumo

O principal objetivo desse trabalho é discutir o Teorema de Gauss-Bonnet e suas principais
aplicagbes. Em especial, veremos como o Teorema de Gauss-Bonnet pode ser usado para
mostrar que a soma dos angulos internos de um tridngulo no espaco euclidiano R3 é 7
radianos.

Palavras-chave: Curvas, superficies, curvaturas, geodésicas, teorema de Gauss-Bonnet.
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Abstract

The main goal of this paper is discuss the Gauss-Bonnet theorem and its main applications.
In particular, we will see how the Gauss-Bonnet theorem can be used to show that the
sum of the interior angles of a triangle in Euclidean space R? is 7 radians.

Keywords Curves, surfaces, curvatures, geodesics, Gauss-Bonnet theorem.
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Introducao

A Geometria Diferencial de curvas e superficies pode ser estudada sob dois aspectos: o
primeiro é chamado Geometria Diferencial Classica, resultante da aplicagao do cédlculo di-
ferencial e integral em sua abordagem. Ela estuda o comportamento e fornece as principais
caracteristicas de curvas e superficies de forma local, isto é, verifica suas caracteristicas
numa vizinhanca de um ponto pertencente & curva ou a superficie. Para este estudo é
necessario definir uma curva ou superficie por meio de fungoes que sejam diferencidveis
pelo menos uma quantidade necessaria de vezes (funcdes CF diferencidveis). Em geral,
admite-se que estas fungoes sejam de classe C*°. O outro aspecto da Geometria Diferen-
cial é o que procura estabelecer as caracteristicas de curvas e superficies de forma global,
examinando cada ente como um todo.

Os estudos de Geometria Diferencial comecaram no inicio do século XVIII com a
aplicagdo do célculo diferencial e integral a Geometria Analitica. Em seguida, o ma-
tematico Gaspard Monge foi o primeiro a fazer um estudo sobre figuras além do plano
euclidiano. Além de iniciar os estudos, Monge, que era professor, estimulava seus alunos
a desenvolver esse novo ramo da Matematica. Destacaram-se figuras como J.B. Meusnier,
O. Rodrigues, A. L. Cauchy, F. Frenet, J.A. Serret. Estes matemaéticos encerraram o
primeiro ciclo dos estudos dessa Geometria.

O segundo periodo comecou com o matematico alemao Carl Friedrich Gauss, que foi
o primeiro a estudar curvas e superficies por meio de parametrizagoes que representavam
estes entes geométricos. Resultados importantes foram obtidos, também nesa época, pelos
matematicos G. Mainardi, C.G.J. Jacobi, O. Bonnet, E.B. Christoffel, E. Beltrami e J.D.
Darboux.

Outro grande momento da histéria da Geometria Diferencial foi iniciado com G. B.
Riemann, ja convergindo para a drea da matemdtica mais moderna, procurou ser o mais
generalista possivel em seus estudos. Passou-se a pensar em termos de variedades m-
dimensionais imersas em espacos n-dimensionais. Nesse momento, se fazia necessario o
uso de uma notacao muito bem elaborada e o desprendimento da idéia de sistemas de
coordenadas. Esse estudo da Geometria é conhecido como Geometria Riemanniana.

Um importante conceito de curvatura em uma superficie foi dado por Gauss em 1827, a

chamada curvatura gaussiana. Relacionado a ela, ele mostrou o seguite fato: deformando-



se uma superficie (sem dilatar, vincar ou rasgar) a curvatura gaussiana, em cada ponto,
permanece invariante. Por exemlo, o plano e o cilindro, localmente, tem a mesma geo-
metria intriseca. Intuitivamente, significa que cortando-se um cilindro ao longo de uma
de suas geratrizes pode-se desenrold-lo sobre uma parte do plano. Apds mostrado esse
fato, Gauss descobriu algo ainda mais notavel: a curvatura gaussiana é uma propriedade
absoluta em uma superficie. Esse é o importante resultado que é conhecido como Teorema
Egregium de Gauss.

Nos contetddos de geometria plana, durante o ensino bésico, é estudado o seguinte

resultado:
“A soma dos angulos internos de um triangulo é 7 radianos.”

A titulo de curiosidade, lembremos que este resultado é uma porpoisicao substitutiva
do quinto postulado de Euclides, divulgado em sua obra Os Elementos, que afirma: ”Se
uma reta, ao cortar outras duas, forma angulos internos, no mesmo lado, cuja soma €
menor do que dois angulos retos, entdo estas duas retas encontrar-se-ao no lado onde
estdo os angulos cuja soma € menor do que dois angulos retos”.

Relacionando a curvatura gaussiana com soma dos angulos internos de um tridngulo
geodésico, ou seja, um trangulo cujos lados sao geodésicas de uma superficie S, Gauss
generalizou este resultado. Mais precisamente, ele mostrou que se os angulos internos e

um triangulo geodésico sao dados por 1, p2, @3 entao

//Kd02901+902+903—7f,
R

onde o ¢é a area do tridngulo. Se a curvatura total for constante, entao
pr1+p2+yp3—7m=Ko

e assim a soma dos angulos internos serd maior que 7 radianos se a superficie for uma esfera
unitaria, menor que 7 radianos se a superficie for a pseudo-esfera ou igual a 7w se a superficie
for um plano. Esse resultado é obtido gracas a um dos mais importantes teoremas da
Geometria Diferencial, conhecido como Teorema de Gauss-Bonet. Uma primeira versao
foi apresentado por Gauss em um dos seus artigos. Este trabalho de Gauss pode ser
encontrado em [1].

Nosso objetivo é analisar como o Teorema de Gauss-Bonnet, um dos resutados mais
fortes dentro na geometria diferencial, pode nos fornece caracteristicas de curvas e regioes
em uma superficie orientavel. Em geral, os autores de geometria diferencial apresentam
duas versoes deste teorema, uma local e outra global. Neste trabalho, iremos discutir
detalhadamente a demonstracao da versao local, apresentar uma idéia da demonstragao
da versao global e também apresentar algumas aplicagoes deste teorema. Dentre eles,

destacaremos o resultado enunciado acima.



O trabalho estd estruturado em quatro capitulos. No capitulo 1, faremos um estudo
de curvas parametrizadas no espaco euclidiano R3: a definicio de vetor tangente, a repa-
rametrizacao pelo comprimento de arco. Em seguida veremos os conceitos de curvatura
e torcao, definiremos os vetores normal e binormal para assim caracterizar o Triedro de
Frenet.

No Capitulo 2, apresentaremos um estudo local de superficies regulares em R3. Dis-
cutiremos o importante conceito de plano tangente e definiremos, no plano tangente a
superficie em um determinado ponto, uma forma bilinear simétrica, chamada primeira
forma fundamental, a partir da qual tudo se mostrard mais interessante do ponto de
vista de medirmos grandezas sobre a superficie; como a drea, comprimento de curvas e
angulos entre curvas. Vamos definir o vetor normal a superficie e definir a aplicagao normal
de Gauss e a aplicacao diferencial da aplicacao normal de Gauss, que veremos que é uma
aplicacdo auto adjunta. Associada a esta aplicacdo, definiremos uma forma quadrética,
denominada segunda forma fundamental, onde veremos sua aplicacdo geométrica e
estudaremos como esta forma quadratica estd relacionada com os autovalores da matriz
da diferencial da aplicacao normal de Gauss. Finalizaremos este capitulo estudando as
curvaturas gaussiana e média.

No capitulo 3 trataremos de um tipo especial de curvas em uma superficie, chamadas
geodésicas. Para tal, definiremos campo de vetores, trataremos dos simbolos de Chris-
toffel para em seguida definir derivada covariante e, por fim, o que de fato vem a ser uma
geodésica. Em seguida, vamos estudar algumas propriedades das geodésicas e definir a
curvatura geodésica.

No capitulo 4, vamos estudar detalhadamente a versao local do teorema de Gauss-
Bonnet e veremos uma idéia da demonstracao da sua versao global, além de algumas de

suas aplicacoes.



Capitulo 1
Curvas no espaco

Neste capitulo vamos estudar a teoria das curvas parametrizadas regulares no espaco
euclidiano R3. Utilizando contetidos trabalhados nas disciplinas de Calculo Diferencial e
Integral, discutiremos conceitos como curvas regulares, vetor tangente e triedro de Frenet.
Nosso maior interesse é um tipo especial de parametrizacao local de curvas denominada
parametrizacao pelo comprimento de arco. Vale ressaltar que diversas aplicacoes do Teo-
rema de Gauss-Bonnet, que estudaremos no Capitulo 4, envolvem tipos especiais de curvas

no espago chamadas geodésicas.

1.1 Parametrizacao de curvas; vetor tangente; mudanca de

parametros

Definigao 1.1. Uma curva parametrizada no espago é uma aplicagao diferenciavel « :
I = (—¢,¢) — R3 de classe C™. A varfavel t € I é o parAmetro da curva e o subconjunto

de R3, a(I), é chamado trago da curva (Figura 1.1).

R 3 z

Figura 1.1: Parametrizacao de uma curva no espaco

Pela definicao, devemos observar que uma curva parametrizada no espaco é uma
aplicagao a(t) = (x(t),y(t),2(t)),t € I, onde as fungoes x(t),y(t) e z(t) sdo de classe
.



Definigao 1.2. Seja a(t) = (x(t),y(t),2(t)),t € I C R uma curva parametrizada dife-

renciavel. O vetor tangente a o em t é o vetor

() = (2'(1),y (1), 2 (t)).
A curva « é dita regular se o/(t) # 0,Vt € .

Sejam I,J C R abertos, a : I — R? uma curva regular ¢ h : J — I uma funcio

diferencidvel C'™ sobrejetiva tal que h'(t) # 0,Vt € I. Entao a funcao
B=aoh:J—R?
é uma curva regular, com mesmo traco de a. De fato,

B'(t) = o (h(t)N'(t) # 0Vt € J

B(J) = a(h(J)) = a(I).

A aplicacao  é chamada reparametrizagcao de o por h e a funcao h e dita mudanga

de parametro.

Exemplo 1.3. A curva

als) = (ﬂﬁ ﬂ)

é uma reparametrizacao da curva

B(t) = (cost,sent,t)

pela mundanga de parametro h(s) = %
Definigdo 1.4. Seja «a(t),t € I uma curva regular no R3. O comprimento do arco dessa

curva de tg a t1 é dada por

= As— /t (@)t = 1(a)

0
e a funcao comprimento de arco da curva a partir de tg é

s(t)= [ |&/(t)|dt.

to
Defini¢ao 1.5. Dizemos que uma curva regular o : I — R3 estd parametrizada pelo
comprimento de arco se, para cada tg,t; € I, ty < t1, tivermos
t1
/ |/ (t)|dt = t1 — to.
to

Proposicao 1.6. Uma curva reqular o : I — R3 estd parametrizada pelo comprimento de

arco se, e somente se, |o/(t)| =1, Vt € I.



Demonstracdo. Suponha que « esteja parametrizada pelo comprimento de arco e fixe

to € I. Seja
t

s(t)y= [ |d/(t)|dt (1.1)

to
a func@o comprimento de arco a partir de tg. Se ty < t entao, por hipétese

to
/ |/ (t)|dt = tg —t
t

e assim —s(t) = tg — t, ou seja, s(t) =t — tg. Se t < tg, temos que

t
|/ (t)|dt =t — tg

to
e assim s(t) =t —tp. Como §'(t) = |a/(t)], concluimos que |/ ()| = 1. Desta forma, Vt € T
temos
s(t) =t — to,

e assim conclufmos que §'(t) = 1.
Reciprocamente, se |o/(t)| = 1, entao

t1 t1
/ |/ (t)|dt = dt =t1 — tg
t

0 to

e assim pela Proposigao 1.6, 8 estd parametrizada pelo comprimento de arco.
O

A seguinte proposi¢do mostra que toda curva regular admite uma reparametrizacao

pelo comprimento de arco.

Proposigao 1.7. Seja a : I — R3 uma curva regular e s : I — s(I) C R a funcdo
comprimento de arco de o a partir de tg. Entao existe a funcdo inversa h de s, definida
no aberto J = s(I) e f = a o h é uma reparametriza¢io de «, de modo que [ estd

parametrizada pelo comprimento de arco.

Demonstragdo. Seja s(t) a funcao comprimento de arco definida em (1.1). Entao

Como « é uma curva regular, entdo s'(t) > 0, Vt € I. Logo s é uma fun¢ao estritamente

crescente e, portanto, injetora. Segue que existe uma funcao h : J — I, que é inversa de

dhd
s. Como, para todo t € I, h(s(t)) = t, temos, pela regra da cadeia, que d—d—i = 1. Segue
s

que
dh 1 1

ds — S(t)  [o/(0)]
E assim, como ((s) = ao h(s),s € J é uma reparametrizacao de « e
as| _ |dadn| _| 't
ds dt ds |/ (t)]

concluimos a demonstragao da proposigao.

> 0.

-



Exemplo 1.8. Considere a curva regular cuja parametrizacao ¢ dada por
a(t) = (at + ny, bt + na, ct + n3),

onde t € R e a,b, ¢ sio nlimeros reais tais que a? + b> + ¢ # 0 e ny, ny, n3 sdo nimeros
reais arbitrarios. Vamos obter a reparemetrizacao pelo comprimento de arco dessa curva.
Note que
o' (t) = (a,b,c)

e assim
o/ (t)] = v a2 + b% + 2.

Seja s(t) a fun¢@o comprimento de arco de « a partir de tg = 0 a ¢, ou seja,

t t
s(t) :/ o (t)|dt :/ Va2 + b2+ cdt = Va? 4 b2 + 2.
0 0

Como s(t) = vVa? + b? + ¢t, temos que a fungao h, inversa de s é dada por
S
Vaz + b2 + ¢
Deste modo, uma reparemtrizagao da curva « pelo comprimento de arco é a curva 3(s) =

(avo h)(s) definida por

h(s) =

ms)_(asﬂ L R +>
V@t +e V@ +R+E | Vet R+e )
1.2 Teoria local das curvas. Formulas de Frenet

Nesta secao vamos definir curvatura, tor¢ao, o vetor normal e o vetor binormal de
uma curva em um ponto. Definidos estes entes, junto com a ja conhecida definicao de
vetor tangente a curva em um ponto, vamos definir o triedro de Frenet e obter, por fim,
as Férmulas de Frenet

Seja a : I — R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco. A
velocidade com que as retas tangentes mudam sua dire¢ao na vizinhanca de um ponto sg

é chamada curvatura da curva a em sg. Segue entao a seguinte definigao

Definicao 1.9. Seja o : I — R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco. Chamamos curvatura de a em s € I ao nimero real

k(s) = |o"(s)].

Proposicao 1.10. Seja a : I — R? wma curva reqular parametrizada pelo comprimento

de arco. Entdo o) € um segmento de reta se, e somente se, k(s) =0, para todo s em I.



Demonstragdo. Se a(I) é um segmento de reta, entdo existe M € R? e um vetor unitério

v tal que a(s) = M + vs. Assim, para todo s, o/(s) = v e &’(s) = 0 e, portanto,
k(s) = |a”(s)] = 0.

Por outro lado, se | (s)| = 0, entao o’ (s) = 0. Integrando, temos que o/(s) = v e |v| = 1.
Integrando novamente, obtemos a(s) = M + vs,Vs € I, que é a equa¢ao de um segmento

de reta.
O

Note que, se uma curva a : I — R3 no espaco esta parametrizada pelo comprimento de
arco s, entdo sabemos que o vetor tangente tem norma unitdria, e assim o’ (s) é ortognal

ao vetor tangente. De fato
(o/(s),o/(s)) = |/ (s)| = 1.
Elevando ao quadrado e derivando com relacao a s, obtemos
(@ (s),d/(s)) + (d/(s),a"(5)) = 0

que nos fornece

("(s),d/(s)) =0, Vs € I.

Assim, para todo s € T tal que o’ (s) # 0, é possivel definir um vetor unitdrio na diregao
de o’'(s).

Definicao 1.11. Seja o : I — R? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco com curvatura positiva. O vetor

é chamado vetor normal a o em s.

Denotando por ¢(s) o vetor unitdrio o/(s), temos que t(s) e n(s) sdo ortonormais e

Definigao 1.12. Seja a : I — R? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco com curvatura positiva. O vetor binormal a « em s é

b(s) = t(s) x n(s). (1.2)

A base ortonormal {t(s),n(s),b(s)} é chamada triedro de Frenet da curva a em s.



Figura 1.2: Planos osculador, normal e retificante

Note que cada par de vetores da base acima definida determina um plano no espago.
O plano que contém «(s) e é paralelo aos vetores n(s) e b(s) é o plano normal & curva
a, o plano que passa por «(s) e é paralelo a n(s) e t(s) é o plano osculador e o plano
que passa por a(s) e é paralelo a t(s) e b(s) é o plano retificante (Figura 1.2).

Vamos agora obter uma expressao que nos fornega b'(s). Para tal, perceba que b/(s) é
paralelo a n(s). De fato |b] = 1/(b,b) = 1 e deste modo, derivando com relagao a s, temos
(b',b) = 0, o que mostra que b e V' sdo ortogonais. Por outro lado, derivando (1.2) com
relacao a s, temos

V=t xn+txn
mas como t' = kn, entdo t' x n = 0 e, deste modo
V(s) =t(s) x n'(s).

Isto significa que b'(s) é ortogonal a t(s). Como V/(s) também é ortogonal a b(s),

concluimos que ¥'(s) é paralelo a n(s), ou seja, existe 7(s) € R tal que

Definicao 1.13. Seja « : I — R uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s e
tal que o’ (s) # 0,Vs € I. O ndmero real 7(s) tal que V'(s) = 7(s)n(s) é chamado torcao

de oo em s.

Como as derivadas dos vetores b(s) e t(s) nos forneceram os entes geométricos curvatura

e torgao, nada mais natural procurar outro ente derivando o vetor n(s). Como n =b x t,



temos que:

n'(s) = b xt+bxt
= ™mXxt+bxkn
= —7b—kt

Deste modo, a derivada do vetor normal nos fornece entes ji conhecidos. Assim,
concluimos que o triedo de Frenet de uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco e com curvatura positiva sdo os vetores t(s), n(s) e b(s) que satisfazem as seguintes

equacoes
t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s) — 7(s)b(s).
b(s) = 7(s)n(s)
Tais equacoes sao ditas Féormulas de Frenet de o em s. As férmulas de Frenet nos
fornece uma série de aplicagoes, caracterizando certas curvas através do conhecimento da

curvatura e da torcao. Por exemplo, uma curva é plana se, e somente se, a tor¢ao é nula.

Outras aplicagoes podem ser vistas em [2].
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Capitulo 2
Superficies Regulares

Intuitivamente, podemos dizer que uma superficie é uma uniao contigua de partes de
planos, caracterizando a bidimensionalidade de uma superficie. Outra forma equivalente
de se caracterizar superficie é considera-la como um subconjunto suave do R? que tem
dimensao dois. Euclides, na definicao cinco da sua obra Elementos, fala-nos que uma su-
perficie “é aquilo que tem comprimento e largura”. Também podemos imaginar superficie
como sendo uma regido do R? onde, em cada um dos seus pontos, hd um plano tangente
bem definido.

Depois de todas essas defini¢oes intuitivas do que venha a ser uma superficie, cabe-nos

apresentar a definicao formal.

2.1 Superficies parametrizadas

Defini¢ao 2.1. Um subconjunto S C R? é uma superficie regular se para cada ponto
p € S, existe uma vizinhanca V em R? e uma aplicacdo X : U — V N S de um aberto

UCR?em VNS CR3 que obedece as seguintes condicdes:

i. X é diferencidvel
ii. X é um homeomorfismo.
iii. Para cada ponto ¢ € U a aplicacao diferencial d.X| : R? — R3 é injetora.

A aplicacdo X é chamada parametrizacao local ou sistema de coordenadas locais em
p (Figura 2.1). A vizinhanca V NS C R3 é chamada vizinhanca coordenada.

Perceba que X é da forma X (u,v) = (z(u,v),y(u,v),z(u,v)) e que a condicao (i)
garante que as fungoes coordenadas z(u, v), y(u, v) e z(u, v) tem deriadas parciais continuas
de todas as ordens.

Considere {e1,e2} e {f1, f2, f3} as bases candnicas, respectivamente, de R? e R3. Seja

q = (up,vp) um ponto de U e X uma parametrizacao local de S. O vetor e; é tangente a

11



Figura 2.1: Parametrizacao de uma superficie regular

curva u — (u,vg) cuja imagem por X é a curva

u— (z(u,vg), y(u,vo), z(u,vp)). (2.1)

Esta curva é chamada curva coordenada v = vy (Figura 2.2). Note que a curva estd em

S e tem em X (ug,vg) 0 vetor tangente

oxr Oy 0Oz 0X
<8u’ o’ E)u) (uo,v0) = %(UOWOL
onde o vetor é escrito na base canonica do R3. Como e; é tangente a curva (2.1) no ponto
q, pela definicao de diferenciabilidade, temos que
ixolen) = (G g 5o ) () = Gy 0
De forma anéloga, usando a curva coordenada u = wy (Figura 2.2), o vetor ey é

tangente a curva v — (ug,v), cuja imagem por X é dada por

v — (2(uo, v), y(uo, v), 2(uo, v))

e cujo o vetor tangente no ponto X (ug, vg) é

b oy 02\ ox
av)avaav up, Vo) = v up, Vo),

e assim

_ (0x Oy Oz 00X
qu(BZ) = (81}’ (%7(%> (q) = E(Q)

Observacgao 2.2. Observemos que a terceira condi¢do da Definicao 2.1 é equivalente as

seguintes afirmagoes:

a. A matriz da aplicacio linear dX (q), com relacio as bases canonicas de R? e de R?, ou

seja,
or Oz
Ju  Ov
—| % oy
qu - Ju  Ov
9z 0z
ou  Ov

tem posto 2,

12



coordenadas

h

Figura 2.2: Curvas coordenadas

b. algum dos determinantes jacobianos

0. 0.

5 o0 | 0(z,y)
O o - ’
U O(u,v)
0. 0.

2 o0 | 9O,2)
0 0 o ’
gz oz O(u,v)
16] 0

o o | 0.z2)
Jo) 0 o ’
9z 9z O(u,v)

seja nao nulo em gq.

c. os vetores colunas da matriz d.X, sejam linearmente independentes, isto é, que o produto

vetorial 2X x 2X geja nao nulo.
ou ov

Exemplo 2.3. Considere a esfera unitaria S? = {(z,y,2) € R?; 22 + y? + 22 = 1}. Seja
N = (0,0,1)) € S%. Considere a aplicacio:

7:8% - {N} —» R?

que a cada P € §%, P # N, associa um ponto Q € R?, dado pela intersecdo do plano zy
com a reta que une N a P. Esta aplicacdo é chamada Projecao estereografica. Agora
seja

0 :R? - 8% — {N}
a aplicacdo que, a cada ponto @ € R? associa um ponto P € S2—{N} dado pela intersecio

da reta que une @ a N (Figura 2.3).
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Figura 2.3: Projecao estereografica

Note que, dado um ponto Q(xg,%o,0) € R?, a reta que une @ a N tem como vetor

diretor NQ = (x0,y0, —1) e a reta terd por equagao

r = x0+txg
Yy = Yo+tyo
z = —t

Calculando a intersecao com a esfera, obtemos

wp(L+ 1) + gL+ + 2 =1
(@3 +yd )1+t =11

1—t*  1—t

(14+t)2 1+t

o+ Yo =

simplificando, obtemos

2 2
_l—ap—y
1+ 22+ y}
Assim, as coordenadas do ponto de intersecao sado dadas por
_ 1-a3—y3\ _ _ 2=z
v = 2o\ g ) T g
1—z5—y 2
— 1 =% | — Yo
Y Yo L+ 1+x2+y§ I+ad+yg’
- zgtys—1
1+ad+yd

Como Q(zo, y0,0) é um ponto qualquer do plano, temos que a aplicagao ¢ é dada por

14+u2+02" 14 u2 402" 1 +u? +02

o) = (

2u v u2+v2—1>

Pela definicdo da aplicacdo, m = ¢! é dada por

& Y
ﬂ—('xayvz): 1_271_2 *
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Observe que 1 4+ u? +v? £ 0 e 1 — 2z # 0 e, portanto, 7 e ¢ sao diferencidveis de classe
C*. Além disso, dpg : R? — R3 ¢ injetora, VQ € R?, visto que ¢, X ¢, # 0. A aplicagio
© cobre apenas o hemisfério norte da esfera. Para cobrir toda ela, podemos, de forma
semelhante, construir a aplicacdo ¢ : R? — S2 — {N } que, a cada ponto @ € R? associa
um ponto Pes?— {]\7} dado pela interse¢ao da reta que une @ a N, onde N = (0,0,—1).
E, deste modo, a aplicagao sera dada por
2u 2v 1—u?— v2>
L+u24+ 02" 140?402 14+u2+02 )"

otu,0) = (

Proposicao 2.4. Suponha que f: U C R? = R seja uma funcao diferencidvel, onde U é

um aberto de R%. O grdfico de f, ou seja, o conjunto
S={(x,y,2) eR® | 2= f(z,y)}
¢ uma superficie reqular de R3.
Demonstragao. De fato, considere a parametrizacao de S dada por
X:UCR? =R X(u,v) = (u,v, f(u,v)).

Como f é diferenciavel, X é diferenciavel. A aplicacao

1 0

X, = o 1
of of

ou  Ov

possui colunas linearmente independentes, isto é, a aplicagdo dX é injetiva. Para verificar
que X é um homeomorfismo, basta notar que existe a aplicacdo inversa X ! : R? — R?
dada por X !(u,v, f(u,v)) = (u,v). Como X! é a restricio & S da projegdo sobre o
plano zy, logo X! é continua.

O

Definigao 2.5. Dada uma aplicagao diferenciavel X : U C R™ — R™, dizemos que ¢ € U
¢ um ponto critico de X se a diferencial dX, : R" — R™ nao é sobrejetiva. A imagem
X (q) de um ponto critico é dita valor critico de X. Um ponto de R que nao é um valor

critico é chamado valor regular de X.

Pensemos em um caso particular, em que X : U C R? — R é uma funcio diferencigvel.
Dado ¢ = (x0, Yo, 20), temos que dX, aplicado ao vetor (1,0,0) é obtida calculando-se o

vetor tangente a curva em X (q), usando as curvas coordenadas, fazendo
x — X(,0, 20)

e assim, obtemos
0X
qu(lv 07 0) = %(iﬁo,yo, ZO) = X:B
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Fazendo y — X (xo,y,20) € 2 — X (x0,yo, 2), de forma andloga, obtemos
0X 0X
dX,(0,1,0) = Ty(xo,yo,zo) =X, e dX,(0,0,1) = g(wo,yo,zo) = X,.

Concluimos entao que a matriz de dX, na base canonica ¢ dada por

Note que, neste caso, dizer que dX, nao é sobrejetiva ¢é equivalente a dizer que
X, =Xy =X.=0.

De fato, se dX, nao é sobrejetiva, entao, dim(R) = 1 # dim(Im(dX,)) que sé pode ser
zero, visto que dim(Im(dX,)) < dim(R) = 1. Assim, Im(dX,) = {(0,0,0)}, o que mostra
o afirmado. Portanto, a € X (U) é um valor regular de X : U € R? — R se, e somente se,

Xz, Xy e X, nao se anulam simultaneamente em qualquer ponto da imagem inversa
X7Ha) ={(z,y,2) € U; X(2,y,2) = a}.

Proposigdo 2.6. Se X : U C R® — R ¢ uma aplicagdo diferencidvel e a € X(U) é um

valor reqular de X, entdo a imagem inversa de a é uma superficie reqular em R3.

Para demonstracao dessa proposicao, vamos usar o seguinte teorema. Uma demons-

tracao detalhada deste teorema pode ser encontrada em [3].

Teorema 2.7 (Teorema da Funcdo inversa). Seja F' : U C R" — R™ uma aplicagao
diferencidvel e suponha em p € U que a diferencial dF), : R" — R™ € um isomorfismo.
Entao eziste uma vizinhan¢a V- C U de p e uma vizinhan¢a W de F(p) em R™ tal que

F:V =W tem inversa diferncidqvel F~1 : W — V.

Demonstragdao. (Proposi¢ao 2.6)
Seja ¢ = (x0,¥0,20) um ponto de X !(a). Como a é valor regular de X, podemos

admitir em particular que X, # 0 em ¢. Defina a aplicacio F : U C R? — R3 dada por

F(x,y,z) = (z,y, X(x,y, 2)),

onde indicaremos por (u,v,w) as coordenadas de um ponto do R3 onde F toma seus

valores. A diferencial de F' em ¢ é dada por



e, claramente

det(dF,) = X, # 0.

Segue, do Teorema 2.7 que as fungoes coordenadas x = u, y = v, z = X(u,v,w) sao
diferencidveis. Em particular, z = X (u,v,w) = h(x,y) é uma funcao diferencidvel definida

na projecdo de X ~!(a) no plano xy. Como
F(X Y a)nV)=Wn{(u,v,w);w = a}

conclufmos que o grafico de h é X~!(a) N V. Pela Proposi¢io 2.4, X (a) NV é uma
vizinhanca coordenada de ¢q. Consequentemente, todo ¢ € X~!(a) pode ser coberto por
uma vizinhanga coordenada e podemos concluir que X ~!(a) é uma superficie regular.

O

Exemplo 2.8. A esfera unitédria
S% = {(z,y,2) ER3 2 + 2 + 22 =1}

é uma superficie regular. De fato, considere a aplicacdo f : R®> — R, dada por f(z,y,2) =
22 +y? + 22 — 1. Note que a S? = f~1(0). Como f é uma fun¢do polinomial entdo f é
diferencidvel. Além disso, 0 ¢ valor regular de f, pois as derivadas parciais f, = 2z, f, =

2y, f. = 2z se anulam simultaneamente apenas no ponto (0,0,0), que ndo pertence a
F710).

Proposicao 2.9. Seja p € S um ponto de uma superficie reqular S e X : U C R? — R3
uma aplicagao local com p € X (U) tal que as condigoes (i) e (iii) da Defini¢dao 2.1 sejam

satisfeitas. Se X € bijetiva, entdo X 1 é continua (Figura 2.4).

Figura 2.4: Continuidade da inversa de X

Demonstragao. Seja X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), e ¢ € U. Pelas condigoes (7) e (iii)
podemos garantir, sem perda de generalidade, que d(x,%)/d(u,v) # 0. Seja 7 : R? — R?
a projecao 7(x,y, z) = (x,y). Pelo Teorema 2.7 obtemos V; C U de g e V2 de mo X(g) em

R? tais que a aplicagdo 7o X : Vj — Va é um difeomorfismo. Entdo, restrita a X (V3),

X'1=X'orltor=@moX) o
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Assim, X!, sendo a composicido de aplicacoes continuas, é continua.
O

Exemplo 2.10. Considere a esfera E de raio a e a parametrizacio X : U ¢ R? — R3
dada dada por

X (u,v) = (asenu cos v, asenusenv, a cos u),

onde (u,v) € U e U = {(u,v) € R?% 0 <u <7, 0<v<2r}. Mostremos que esta é uma
superficie regular. De fato, a condigao (i) da Definicao 2.1 é satisfeita, pois as fungoes

coordenadas

r = asenucosv
Yy = asenusenv
Z = acosu

possuem derivadas parciais continuas de todas as ordens. A condigao (iii) também se

verifica, visto que

O(r,z) | acosucosv —asenusenv | o
= = —a“sen“usenv # 0

d(u,v) —asenu 0

visto que 0 < u,v < 7. J4 para a condigao (i) note que dado (z,y,2) € E — C, onde C
é o semi-circulo C' = {(z,y,2) € E; y =0, x > 0}, u fica inteiramente determinado por
u = cos1(z/a). Conhecido o valor de u, determinamos senv e cosv de maneira tinica por
meio das coordenadas x = asenucosv e y = asenusenv. Segue entao que X tem inversa
que, pela Proposicao 2.9 é continua. Mas essa aplicagdo nao parametriza toda a esfera
unitaria.

Definicao 2.11. Seja f : V C S — R uma fungao diferenciavel, definida em um subcon-
junto V' de uma superficie regular S que estd parametrizada por X : U C R? — S,
com p € X(u) C V. A funcao f é dita diferencidvel em p € V se a composigao
foX :U C R? — R é diferencidvel em X !(p). A fungdo f é diferencidvel em V se

for diferenciavel em todos os pontos de V.

2.2 Plano tangente. Primeira forma fundamental

Um importante ente geométrico, que pode ser pensado como a melhor aproximacao
linear de uma superficie em um ponto, é o plano tangente. Vamos iniciar definindo um
vetor tangente a uma superficie. Em seguida, obteremos o espaco tangente a uma superficie

em um ponto.

Definicao 2.12. Seja S uma superficie regular e p € S. O vetor w € R3? é dito tangente

a S em p se existir uma curva a : (—¢,¢) = S tal que a(0) =p e &/(0) = w.
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Definicao 2.13. Seja S uma superficie regular e p € S. O espaco tangente que serd

denotado por 7,5, ¢ o conjunto formado pelos vetores tangentes a S em p.

Proposicdo 2.14. Seja X : U ¢ R? = VNS C R® uma parametrizacio local de uma
superficie S. Seja ¢ = (ug,v9) € U ep € S tal que X(q) = p. O espago tangente a
S no ponto p € o subespago vetorial qu(]RQ) de R? gerado pelos vetores X, e X,. Em

particular, esse subsespaco nao depende da parametrizacao X.

Demonstragao. Inicialmente observe que qu(RQ) é subespaco vetorial de R? pois dX,
é linear. Seja o uma curva suave em S dada por «a(t) = X (u(t),v(t)). Derivando com

relacdo a t e usando a regra da cadeia, temos

0X du, 0X dv
o (t) = %(U(t)a U(t))a(t) + %(U(t)av(t))a(t) = /(1) Xy +0' (1) X,
Assim o/(t) é combinacio linear de X,, e X,,. Por outro lado, como dX,(R?) é gerado por
X, e X, entdo qualquer vetor deste subespaco vetorial de R? é da forma k1 X, +k2X,, para
algum escalar k;, i = 1, 2. Defina a : (—¢,¢) — R3 dada por a(t) = X (ug + k1t, vo + kat),
onde £ > 0 e (up + kit,v9 + kot) € U. Note que o é uma curva suave em S e no ponto

t =0, ou seja, em p € S, temos
k1 X, + k2 X, = /(0)

O que nos mostra que cada vetor do plano gerado por X, e X, é tangente, em p, a alguma
curva em S.

O]

Xu(p) * X.(p)
s

SXp)T

{

Figura 2.5: O plano tangente 7},5

Note que a proposicao mostra que o plano tangente independe da escolha da parame-
trizagdo em p. Além disso, uma vez fixada uma parametrizagdo, as coordenadas do vetor

tangente a p sao (u/(0),v'(0)).

Proposicao 2.15. Sejam S1 e So duas superficies requlares e ¢ : 'V C Sy — Sz uma
aplicacao diferencidvel de um aberto V. de S1 em Ss. Seja « : (—€,€) — V uma curva

parametrizada diferencidvel com a(0) = p,p € V e &/(0) € T,S1. Considere a curva
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B = ¢oa tal que B(0) = ¢(p) e tal que B'(0) € T,S2. Nestas condigées, dado o/(0), o

vetor 3'(0) ndo depende da escolha de a. A aplicagio
dqbp : Tpsl — T¢(p)52, dqﬁp(o/(O)) = ﬁ/(())

é linear (Figura 2.6).

d¢p(w)

Figura 2.6: A diferencial d¢,

Demonstragdo. Sejam X (u,v) e X (v,v) parametrizagdes na vizinhanca de p e ¢(p) res-

pectivamente. Denotando, nestas coordenadas

(X oo X)(u,0) = (¢1(u,v), $a(u,v))

entao
B(t) = (d1(u(t), v(t)), P2(u(t), v(t)))
e assim a expressao de 3(0) na base { X, Xz} é dada por

0 0 0 0
50 = (G0 + v o). G2 + 2 0)

o que mostra que ' depende apenas da aplicacao ¢ e das coordenadas (u'(0),v'(0)) de

o/(0) na base {X,, X, } e, assim, 8’ independe de o. Note também que

991 9¢1 u
dgp(e/(0)) = §'(0) = ( br 06 ) ( v/g )

ou ov

ou seja, dg, ¢ uma aplicagao linear de T),51 em T, S2 cuja matriz com relagao as bases

{Xu, XU} de TpSl e {Yg, YU} de T¢(p)52 é

—_ (7 v
d¢p - Od2  O¢2

ou  Ov
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Uma ferramenta fundamental no estudo das superficies é obtida ao calcularmos o
produto interno entre dois elementos do plano tangente. Sua principal aplicacdo estd
relacionada a questoes métricas, como célculo do comprimento de uma curva contida em
uma superfice, calculo da drea de uma regiao limitada de uma superficie e calculo do

angulo entre duas curvas que se intersectam.

Definicao 2.16. Seja S uma superficie regular em R3. Dado p € S, o produto interno

usual de R? induz em 7,S o seguinte produto interno (-, ), : T,S x T, — R dado por

(v,w)p = (v, w).

Como o produto interno é uma forma bilinear e simétrica entdao podemos associar a ela

uma forma quadratica I, : 7,5 — R dada por
2
Ip(w) = (w,w)p = |w|* >0
chamada primeira forma fundamental de S em p.

Observe que a primeira forma fundamental de S em p independe da parametrizacao
escolhida. Mas, uma vez fixada uma parametrizacao local de S em p, podemos expressar
a primeira forma fundamental na base {X,, X,} do plano tangente. Seja w € T,,S. Por
defini¢ao, existe uma curva a : (—e,€) — S tal que a(0) = p e &/(0) = w. Se a(t) =
X (u(t),v(t)), entao

w = u'(0) X, (u(0),v(0)) + v'(0) X, (u(0), v(0)).
Assim

Ip(w) = <w7 w>
= (WX, + VX, Xy +0'X,)
= (u)*( Xy, Xu) + 200 (Xy, X)) + (V)3 Xy, X))

onde cada derivada esté calculada em ¢ = 0. Fazendo
E
F = (Xu,X.), (2:2)
G

temos
I, (0)) = (W')*E + 2u'v'F + (v')*G

Os nimeros E, F' e G sao chamados coeficientes da primeira forma fundamental de S na
base { X, X,} de T),S.
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Exemplo 2.17. Vamos obter a primeira forma fundamental de uma esfera unitaria S2.

Consideremos a paramentrizacio local de S? dada por
X :(0,27) x (0,7) — R? dada por X (1, 6) = (cossend, senisend, cos 6).
Temos entao

Xy = (—senypsend, cos send,0) e Xy = (cosp cosb,seny cosf, —send).

Logo
E = (Xy,Xy) = sen?ypsen?6 + cos? sen?d = sen?6),
F = (Xy,Xp) = —senypsenf cos 1) cos 0 + cos 1psenf cos ysend = 0,
G = (Xp, Xp) = cos?1pcos? @ + sen?tp cos’ 6 + sen’d = 1.

E assim, se w = u' Xy, + v' Xy, entdo a sua primeira forma fundamental é
I(w) = (v')*sen?d + (v')2.

O conhecimento dos coeficientes da primeira forma fundamental associados a uma
parametrizacao possibilita o estudo das questoes métricas sobre a superficie na vizinhanca

do ponto p. Sabemos que o comprimento de uma curva « de 0 a ¢t é dado por

s= [ = [/

logo, se a curva «a(t) = X (u(t),v(t)) estd contida em alguma vizinhanga coordenada de S
determinada pela parametrizacao local X de S em p, entao o comprimento dessa curva de

0 a t, é dado por

t t
5= / o/ ()]t = / JW2E + 200 F + ()Gt
0 0

A primeira forma fundamental nos permite ainda calcular o angulo 6 entre curvas
a, B : I — S, que se intersetam. Sabemos que se « e § se interseptam no ponto t =ty € I,

entao 0 é dado por

cosf =

(o' (t0), B'(t0)) _ Ip(a’(to) + B'(to)) — Ip('(to) — B'(t0))
|/ (to)[15" (o) 4/ Tp(o/ (to))\/Ip(B'(to)) '

Em particular, se « e 8 sdo curvas coordenadas

Xu, X, F
cosf = < ) =

1Xu| X0 VEG

visto que VE = | Xy| e VG = | X,
Finalmente, vamos analisar como a primeira forma fundamental pode ser usada para

calcular a drea de uma regiao R contida em uma superficie S. Inicialmente, observemos
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que se X : U C R? — R3 é uma parametrizacao local de S e E, F, G sao os coeficientes da

primeira forma fundamental associados a X, entao
EG — F? = | X, | Xo|* = ((Xu, X0))? = | Xu x Xo|? >0, (2.3)
onde a ultima igualdade é verdadeira pela Identidade de Lagrange.

Defini¢ao 2.18. Um dominio (regular) de S é um subconjunto aberto e conexo de S
cuja fronteira é a imagem de um circulo por um homeomorfismo diferenciavel que é regular
exceto em um numero finito de pontos. Uma regiao de S é a uniao de um dominio com

a sua fronteira (Figura 2.7).

Definicao 2.19. Uma regiao R em uma superficie S é dita limitada se R estd contida em

alguma bola de raio finito em R3.

Fronteira de R

Figura 2.7: Regiao em uma superficie regular

Seja @ uma regido limitada em R? tal que Q C U eseja X : U — S uma parametrizacio
local de uma superficie regular S. A imagem de @ pela aplicagao X estd contida em S e

também é uma regiao limitada.

Definicao 2.20. Suponha que S seja uma superficie regular e X : U C R? — R3 seja a
parametrizacao local de S. Se R é uma regiao limitada em S tal que R C X (U), entdo o

numero real positivo
A(R) = // | Xy x Xo|dudv, Q=X1'R)
Q
é chamado a area da regiao R

Note que, pela identidade (2.3), a 4rea da regido pode ser escrita, em funcao dos

coeficientes da primeira forma fundamental, na forma
A(R) = // V EG — F2dudv.
Q

E importante salientar que, conhecidos os coeficientes da primeira forma fundamental

de S, a drea da regido R, que estd no espaco R3, pode ser obtida no plano pelo célculo da
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integral dupla de sua imagem inversa. Informacoes mais detalhadas sao encontradas em
[4].

Teorema 2.21. Dadas as transformagoes X = X (u,v) e Y =Y (u,v) no plano de modo

que o Jacobiano de mudanca de coordenada ggg’g, que € o determinante da matriz de

mudanga de base que obtemos ao trocar a base {X,, X, } pela base {Yy, Yy}, seja diferente

de zero, entao
d(u,v)

2, 7) dudv

dA = dudv = ‘

Teorema 2.22. A drea de uma regidgo independe da parametrizacdo.

Demonstragdo. Considere X : U C R? = R3 e X : U Cc R? - R3 duas parametrizacoes

locais de S, onde R C X(U) e R C X(U). Vamos considerar Q = X '(R) e Q = X *(R)

e ggggg o Jacobiano da mudanca de coordenada (u,v) para (u,v). Assim

/ﬁ]faxfg\dﬂdﬂ_/[\Xuval dadﬁ_// | Xy % X,|dudv,
Q Q Q

que mostra que & drea de uma regiao nao depende da parametrizacao.

O(u,v)
O (u,v)

Exemplo 2.23. A drea do hemisfério superior da esfera é igual a 2.
Como afirmado no teorema anterior, a area da uma superficie independe da escolha

da parametrizacdo, entdo podemos parametrizar S? por
X :(0,1) x (0,27) = S? com X(r,0) = (rcos,rsend, /1 — 12).

Nesse sistema de coordenadas, as coordenadas dos vetores tangentes as curvas coordenadas

sao dados por

r
Vi—i?
Segue de (2.2) que os coeficientes da primeira forma fundamental de S na base {X,, X, }
de T},S sao

X, = (cosf,send, — ) e Xp=(—rsend,rcosb,0).

1 2
E:m,FZOGG:T.

Considere a regiao R = X(Q), onde

Q={(u,v) R} 0+e<u<l—¢€ 0+e<u<2m—e}
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Logo a area do hemisfério é dada por

2m—e¢ 1—e¢
// y )\/EG—F2 drdfd = lim VEG — F? drdf
X-YR

e—0 6

2m—e 1—e
= lim
e—0

~ lim [9|27r ¢ (ﬂ) ]
= lm [(% —2(/1-(1- - M)]

= 27

— 02 drdf

2.3 Orientagao de superficies

Seja S uma superficie regular em R%. Dado p € S, podemos escolher uma orientacao
para o plano tangente 7,S. Tal orientacao nos permite introduzir a no¢ao de movimento
positivo ao longo de curvas fechadas suficientemente pequenas em torno de cada ponto de
uma vizinhanca coordenada contendo p, ou seja, a orientacao de T},S induz uma orientagao
nesta vizinhanca coordenada. A questao é: podemos escolher uma orientacao de 7,5 de
modo que na intersecao de duas vizinhancas coordenadas, as orientacoes coincidam? Mais
precisamente, dada uma parametrizacao local de uma superficie regular podemos definir

uma dire¢ao normal a 7,5, dado por | X, x X,|.

Defini¢ao 2.24. Definimos vetor normal & superficie S no ponto p como

Xu X Xy

N(p) = 22w

Inicialmente vamos verificar que esse vetor estd bem definido e nao depende da para-

metrizacao.

Proposicao 2.25. Se p é um ponto em wma superficie reqular S e X : U C R> = S e
Y : V C R? = S sdo duas parametrizacoes locais de S em p, entdo, neste ponto, temos

Xy X X, YgXY;

1 Xu x Xo| 7 |Y x Y3
Demonstragao. Seja W = X(U)NY (V) (Figura 2.8). Os subconjuntos
XtWycU e YY(W)cCV
estao relacionados pelo difeomorfismo
Yl oX: X'W) =Y (W), Y 'loX(uv) = (u(u,v),v(u,v)).
Logo, temos que X (u,v) = Y (u(u,v),v(u,v)). Assim, os vetores tangentes sao
ou Jv ou v

X, = v, 2 v e x, v,y
Tgy T gy & vT Yag, Ty,
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Calculando X, x X,, obtemos

Xu X XU = (Yﬁau + Y{;av> X (Y~au =+ Y;}av)

ou ou “ v ov
oudv Ovou
= <au6 B ama) Yax ¥y

= detJ(Y 1o X)Y; x Y5,

du  du
-1
JY T oX) = gg gg

ou  Ov

onde

é a matriz Jacobiana da aplicacio Y ! o X. Assim

Xy x Xy . detJ(Y‘loX) Y xYs; :EYEXYE
[ Xu x Xo| — [detJ (Y=o X)| Vg x Y Yz x V3|

Figura 2.8: Intersegao entre X (U) e Y(U)

A proposigao anterior nos permite concluir que o maximo que ocorre com a mudanga
de parametrizacao é a mudanca do sentido do vetor normal. Assim, a partir de entao,
consideraremos sempre o vetor normal como

X X X,

Np) =

onde X : U — S é uma parametrizacao local de S em p.

Definicao 2.26. Dizemos que uma superficie S é orientavel se existe uma colegao de
parametrizacoes {XB :UgCR?2— S| Be A} que cobre S, isto é, S = UﬁeA X3(Ug), e se
p € S encontra-se em sobreposicao de duas parmetrizagoes, isto é, p € X, (Uy) N Xy(Uy),
entdo a matriz Jacobiana J(X, ' o X,) em p tem determinante positivo.

A escolha de uma tal familia é chamada uma orientacao de S e, neste caso, S é dita

orientada.
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Se nao for possivel fazer uma tal escolha, a superficie é nao orientavel.

Se a superficie é orientada, uma parametrizacao local X é dita compativel com a
orientagao de S se X, x X, tem o mesmo sentido do vetor normal a superficie (Figura
2.9).

Figura 2.9: Superficie orientada

Definicao 2.27. Chamamos de campo diferencidvel de vetores normais em um aberto
U C S a uma aplicacio diferencidvel N : U — R3 que associa a cada ¢ € U um vetor

normal unitdrio N(q) € R3 a S em q.

Proposicao 2.28. Uma superficie reqular S C R3 € orientdvel se e somente se existe um

campo diferencidvel N : U — R3 de vetores normais em S.

A seguinte proposi¢ao fornece uma condigao suficiente para que uma superficie seja

orientdvel. Uma demonstracao pode ser obtida em [5].

Proposicao 2.29. Se uma superficie regular pode ser coberta por duas vizinhangas coor-

denadas, cuja intersecdo € conexa, entdo a superficie é orientdvel.
Vejamos alguns exemplos de superficies orientaveis e nao orientaveis:

Exemplo 2.30. Superficies cobertas por uma unica vizinhanga coordenada, como su-

perficies dadas pelo gréfico de uma funcdo f : U C R3 — R sdo trivialmente orientaveis.

Exemplo 2.31. Vimos, no Exemplo 2.3 que a esfera S? é coberta por duas vizinhancas
coordenadas. Como a intersecio S2 — {N, N} é um conexo, entao pela Proposicao 2.29, a

esfera S2 é orientavel.

27



Exemplo 2.32. Vamos verificar que a superficie chamada faixa de Mobius (Figura
2.10) nao é orientavel. Essa superficie é obtida da seguinte forma: Consideremos um
segmento aberto AB no plano yz dado por y = 2 e |z| < 1, de modo que o centro de
AB esteja sobre o eixo Oy e um circulo no plano zy de equacao x? + y?> = 4. A faixa é
obtida quando deslocamos o centro de AB ao longo da circunferéncia e giramos AB em
torno do seu centro de valor sendo metade do angulo de deslocamento do centro em torno
da circunferéncia. Assim, quando o centro voltar a sua posi¢ao inicial, os extremos do

segmento estarao inertidos.

Bl 4

Figura 2.10: Faixa de Mobius

Note que, se a faixa de Mobius M fosse orientavel, existiria um campo diferenciavel
de vetores normais unitarios N : M — R3. Tomando esses vetores ao longo do circulo,
veremos que depois de uma volta completa, N voltaria a sua posicao inicial com sentido

oposto, o que é uma contradigao.
Exemplo 2.33. Uma superficie regular S dada por
S={(z,y,2) eR*  [f(z,y,2) =a

onde f é diferenciavel e a é um valor regular de f é orientavel.
De fato, seja p € S. Considere uma curva « : I — S tal que a(ty) = p, para algum

to € I. Como a curva estd na suerficie, podemos escrever
f(x(t),y(t),2(t) = a, VEel.
Derivando ambos os membros, temos, em t = tg

10 (5) 50 (3) 4800 (5) = U o) =0

isto é

(Vf(p),d(to)) = 0.
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Isto mostra que o vetor tangente a curva em ¢t = ¢y é perpendicular ao vetor (fz, fy, f-)

em p. Pela curva e o ponto serem arbitrarios, concluimos que

N(x7 y? Z) = fw Y fy 9 fz
VBB B2 B+

é um campo diferencidvel de vetores unitarios em S. Pela Proposigao 2.28 temos que S é

orientavel.

2.4 A aplicagcao normal de Gauss. A segunda forma funda-

mental

Nessa secao vamos definir e obter uma interpretagao geométrica para a segunda forma
fundamental de uma superficie. Vamos discutir um dos mais importantes conceitos da

geometria diferencial que é a curvatura gaussiana.

Definicao 2.34. Seja S uma superficie orientada. Chama-se aplicagao de Gauss a
aplicacao N : S — 52, onde S? é a esfera de raio unitdrio centrada na origem do R3, que

toma cada vetor normal no ponto p de S e leva na esfera S? (Figura 2.11).

v

7

N

Figura 2.11: Aplicagdo normal de Gauss

Usando a Definicao 2.11 percebemos que aplicagao de Gauss é diferencidvel. De acordo
com a Definicao 2.13 podemos encarar a diferencial de N da seguinte forma: para cada
curva « : (—e,€) = S, com «(0) = p, considere a curva parametrizada N(t) = (N o a)(t).
Entao a diferencial dN,, : T,S — TpS2 ¢é definida por

AN,(o/(0)) = N'(0).
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Isso significa que a diferencial da aplicacao de Gauss mede a taxa de variacao do vetor

normal ao longo da superficie S restrita a curva a(t).

Exemplo 2.35. Considere a superficie em forma de sela, de grafico z(u,v) = u? — v?

(Figura 2.12). Seja X (u,v) = (u,v,u? — v?) uma parametrizagio dessa superficie. Assim
X, =(1,0,2u) e X,=(0,1,—2v)

Segue que
(—2up, 2v9, 1)

B \/4u3 —l—4v§ +1

Restringindo a superficie & curva a(t) = (u(t),v(t),u?(t) — v*(t)), com «(0) = (0,0,0),

temos
(—2u(t),2v(t),1)
VAu(t) + 402(t) + 1

(Noa)(t) =

Calculando a derivada em ¢ =0

—8v2u + 8uwvv’ — 20’ 8uv’ — Suwvv’ + 20’ Suu + Svv’ )

Noa,t e , ,
( J® ( \/(4u2+4v2+1)3 \/(4u2+402—|—1)3 2V/A4u2 + 402 + 1

Como o/ (0) = (v/(0),'(0),0), temos que

dN0,0,0)(v) = dN0,0,0)((u'(0),'(0),0)) = (—2u(0),20'(0), 0)

Figura 2.12: Sela

Definigao 2.36. Seja V' um espago vetorial real com produto interno ( ) : V. xV — R. Se

A:V — V é uma aplicagao linear entao A é dita auto-adjunta se, para todo v, w € V,

(A(v), w) = (v, A(w)).

Como T},S é paralelo a Ty(,yS?%, podemos entender a aplicacdo d/N,como um operador
po €P N(p) P

linear. Deste modo, temos a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.37. A diferencial dN, : T,S — T,,S da aplicacao normal de Gauss é uma

aplicagao linear auto-adjunta.

Demonstragao. Pela Proposicao 2.15 dN), é linear. Entao basta verificar que
(dNp(v), w) = (v, dNp(w)),

onde {v,w} é base do plano tangente. Se X (u,v) é uma parametrizagao local da superficie

S em p. Entao {X,, X,} é base de T},S. Portanto é suficiente mostrar que
(dNp(Xu), Xo) = (Xu, dNp(Xy)).

Considere agora uma curva «(t) que passa por p de forma que «o(t) = X (u(t),v(t)), com
a(0) = p. Como ' (0) = v/ (0) X, + v'(0)X,, entao

AN,(o'(0)) = dN,(u/(0)X, +v/(0)X,)

= u/'(0)dN,(Xy) + v'(0)dN,(Xy)

d
= GWea|

Fazendo dN,(X,) = Ny e dNp(X,) = N,, basta mostrar que

(Ny, Xy) = (Xy, Ny).

De fato, como N é perpendicular ao plano tangente, entao (N, X,) = 0 e (N, X,) = 0.

Derivando as expressoes, respectivamente, com relacdo a v e a u temos:
(Ny, Xu) + (N, Xyy) =0

(Nu, Xy) + (N, Xpu) =0

Subtraindo estas ultimas expressoes e lembrando que Xy, = Xy, € que o produto interno

é comutativo, temos:
(Ny, Xu) — (Ny, Xy) =0 e portanto (N, Xy) = (Xu, Ny).
O

Observacgao 2.38. Como consequéncia desta proposicao e da teoria de Algebra Linear,

observamos que

e Existem dois autovalores A; e A9 reais (nao necessériamente distintos) associados a
dN,,

e se os autovalores A{ e Ay sao distintos, entao os autovetores e e ey associados a Ay

e Ao, respectivamente, sao perpendiculares,
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e quando \; e Ay s@o distintos (digamos A\; > A2), podemos tomar e; e ez tal que
lei] = |e2] = 1. Dado um vetor v do domino da aplicagao, ele pode ser escrito
como v = ejcosf + egsend, onde 0 é o angulo entre v e e;. Assim (A(v),v) =
A1 cos? 6 + Agsen?d. Além disso (A(v),v) atinge seu méximo quando §# =0 ou f =7

e atinge seu minimo quando 6 = £7,

e a aplicacao dN, estd associada a uma forma quadratica ) : V' — R definida por

Q(v) = (dNp(v),v).
A demonstragao desses resultados pode ser obtida em [6].

Definicao 2.39. Seja S uma superficie regular em R? e p € S. Chamamos Segunda

forma fundamental de S em p a forma quadratica 11, : 7,5 — R dada por
I1p(v) = =(dNp(v), v)

A nocgao de curvatura normal, que definiremos a seguir, nos permite obter uma inter-

pretagao geométrica para a segunda forma fundamental de uma superficie S.

Definigao 2.40. Seja C' uma curva regular em S passando por p € S, k a curvatura de
C empecosf = (n,N), onde n é o vetor normal a curva e N o vetor normal a superficie
no ponto p. O numero k, = kcosf = k(n, N) é chamado curvatura normal de C C S

em p (Figura 2.13).

Figura 2.13: Curvatura normal

Considere uma curva C, parametrizada por a(s), sendo que s é o comprimento do arco
de C, e um ponto p em S de modo que «(0) = p. Vamos indicar N(s) a restrigdo da
normal a curva C, isto é, N(s) = N(a(s)). Entao, como o/(s) € Ty(5)S e N(s) é normal

a S em a(s), temos que (N(s),d/(s)) = 0. Derivando, temos
(N'(s),d/(s)) + (N(s),0"(s)) = 0
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isto é
(N'(s),d/(s)) = —(N(s),a"(s)), VN(a(s)).

Logo
I, (/(0)) = —(dNp(a(0)), @/ (0)) = —(N'(0), &/ (0)) = (N(0), & (0)).

Mas por defini¢ao de curvatura de uma curva o dada em (1.9), temos que o/’ (0) = k(0)n(0).
Assim
IT,(a'(0)) = (N(s),a"(s)) = (N(0), k(0)n(0)) = k(0){N(0),n(0)))

Chegamos, entao, a seguinte conclusao

Perceba que, geometricamente, a segunda forma fundamental em um vetor unitario tan-
gente, v € T,,5, corresponde ao valor numérico da curvatura normal de uma curva regular
passando por p cujo vetor tangente é v.

Um outro tépico muito importante dentro da teoria da Geometria Diferencial é a nocao
de curvaturas. Em particular, estamos interessados na chamada curvatura gaussiana.

Sabemos da Proposi¢ao 2.37 que dN, : T,S — 1,5 é uma aplicacao auto-adjunta.
Assim existem nimeros reais k1 e ko reais, com ki > ko, e vetores unitdrios e; e e tais
que dNy(e;) = —k;e;, com i = 1,2. Além disso, k; e ko s@o, respectivamente, o maximo e o
minimo da segunda forma fundamental, isto é, sao o os extremantes da curvatura normal

em p. Portanto, a matriz do diferencial da aplicagdo normal de Gauss com relagao a base

k10
dN, =
0 —k

Definigao 2.41. Os ntimeros reais k1 e ko sao chamados curvaturas principais em p e os

{e1,ea} é dada por

vetores e; e es sao chamados diregoes principais em p.

Observacao 2.42. Como dN, ¢ uma aplicacao auto-adjunta, as curvaturas principais

podem ser obtidas pela equacao
II, =k, =k cos? 0 + kosen?6
onde 6 é o angulo de e; e v € T),S, com |v| = 1.
Definicao 2.43. A curvatura gaussiana de S em p é dada por
K = det(dNp) = k1k2

Definicao 2.44. A curvatura média de S em p é dada por

k1 + ko
2

1
H = —itr(de) =
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A curvatura gaussiana e média nos permite fazer uma classificacao dos pontos de uma
superficie conforme a definicao abaixo. Tal classificacdo nos permite estudar o comporta-
mento de curvas na vizinhanca de um ponto. Além disso, nos permite também a escolha
de parametrizacoes locais adequadas. Nao abordaremos estes fatos com mais detalhes pois

nao fazem parte do objetivo do trabalho. Maiores detalhes podem ser vistos em [2] e [5].

Definicao 2.45. Um ponto de uma superficie S é chamado

1. Eliptico, se K > 0.
2. Hiperbdlico, se K < 0.
3. Parabdlico, se K = 0, com dN, # 0

4. Planar, se K = 0.

2.5 A segunda forma fundamental em coordenadas locais.
Curvaturas
Vejamos como expressar a segunda forma fundamental e a diferencial da aplicacao

normal de Gauss em coordenadas locais. Seja S C R? uma superficie regular orientavel,

localmente parametrizada por X : U C R? — S, parametrizacdo esta compativel com a

Xu X Xy . .
orientagao N de S, ou seja, N = \XiX] Consideremos também uma curva a em S
com a(0) =p e a(t) = X(u(t),v(t)). Seja w = a'(0) = v/(0) X, + v'(0)X,. Temos entao
d
dN(w) = %N o X (u(t),v(t)) o dN(Xy)u'(0) + dN(X,)v'(0) = v’ (0)N,, + v'(0) N,
- (2.4)

Observacao 2.46. N, e N, sao vetores de T},S.

De fato, como N é unitario entao
(N,N)=1.
Derivando com relagao a u, obtemos
(Nu»N> + <NaNu> =0,

e assim

(N, N) = 0.

Analogamente, (N,, N) = 0. Portanto, N,, e N,, sdo perpendiculares a N e, deste modo,

estao em T,,5.
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Assim, existem a;; € R, 7,5 = 1,2 tais que
Ny =anXy+anXy, e Ny =a12Xy + anXy,
e entao, voltando a expressao (2.4), temos
dN(w) = u'(a11 Xy + a21Xy) + 0" (a12 Xy 4 a2 Xy) = (a1t + a120") Xy + (a1’ 4 ag2v) X,
Desta forma, a matriz de dN na base {X,, X,} é a matriz (a;;) tal que

NGy = an (£ = ( ) (40,

a1 a2

Segue da Definicao 2.39 que I1,(w) = —(dN(w), w), que a segunda forma fundamental,

em coordenadas locais, em w € T,,S é dada por

p(w) = —(dN(a'(0)),a'(0))
= —(UNy+ 0Ny, v’ X, +0'X,)
= —(Ny, Xu>(u/)2 — ((Ny, Xy) + (Ny, Xu>)ulvl - <vaXv>(U/)2-

Lembrando que (N, X,) = (N,, X,,) (Proposigao 2.37) e definindo

e = —(Ny,Xu)
fo= _<NuaXv> = _<NvaXu>
g = _<NU7XU>

obtemos a seguinte expressao para a segunda forma fundamental
IT,(w) = e(u)? + 2fu'v' + g(v')>. (2.5)

Vamos agora, a partir da segunda forma fundamental, obter as entradas da matriz dN
na base {X,, X,} de T),S. Note que

I, (w) = —(dN(w),w) = ((anu’ + a120") Xy + (a1t + axv) X, v’ X, + v' X))
= —(u)*(a11(Xu, Xu) + a21(Xu, X)) — (v)*(a12(Xu, Xo) + a2 (X, Xu)) +
—u'v' (a12( Xy, Xu) + aoo( Xy, Xo) + a11(Xu, Xp) + a21(Xy, Xy))
= —(u)*(a11E + an F) — /v (a12E + aaF + a1 F 4 a21G) — (v')*(a12F + a2G),

onde F, F' e GG sao os coeficientes da primeira forma fundamental. Tomando w = X, ou
. / _ / _ ~ 7 . ~
seja, fazendo u' = 1 e v = 0 e entdo, comparando os termos desta ultima equagao com os

termos da equacao obtida em (2.5), obtemos

a1l +anF = —e.
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Analogamente, fazendo v’ = 0 e v/ = 1 teremos,
a12F + apG = —g.
E como Ny, = a11 Xy +a21 X, e N, =a12X, + aX,, temos
a1 F 4+ a21G = —f = a12E + axF.

Todas essas equagoes resultam na seguinte equagao matricial

o)) (o)

fg a2 ag F G)

a1l ao1 _ 1 (& f G —F

<a12 a22>_ EG—F2<f g)(—F E) (2.6)

E, deste modo, os coeficientes sao dados por

E assim

fF —eG

ail = EG_F27
0, = 9E-ICG
EG - F2’

_ fF—gkE
@2 = pg_Fr

Corolério 2.47. Seja S C R® uma superficie reqular localmente parametrizada por X :
UcCR? = S. Seja N : 1,8 — T,S5 sua aplicacao normal. Considere E, F,G os coefi-
cientes da primeira forma fundamental de S na base {X,, X,} de T,S e sejam e, f, g os
coeficientes da sequnda forma fundamental de S na base {X,, X,}. Entdao a curvatura

gaussiana € dada por
o 91"
EG — F?
e a curvatura média €
_leG-2fF+gF
2 FEF-F?

Demonstra¢do. Como K = det(dN) e dN = (aij),, o segue por (2.6) que

1 e f G -F
56\ o)\ r &
1 2
~ (~g) feo=PNEG 1)

eg — f?
EG— F2°

t

K det
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1
Além disso, como H = —§(a11 + ag2), entao por (2.7) temos

o fF—eG+fF—gE _leG-2fF+gFE
N EG-F?2 EG-F?2) 2 EF-F?2

O]

Exemplo 2.48. Considere o plano P C R?® que passa por py € R? e que contenha os

vetores ortonormais wi, ws. Uma parametrizacao para o plano é dada por
X (u,v) = po + wiu +wav,  (u,v) € R2
Assim a curvatura gaussiana do plano é K = 0. De fato, note que
Xy = w1 e X, = wo,

que sao ortonormais por hipdtese. Logo, os coeficientes da primeira forma fundamental

sao
E = <Xquu> = 17 = <X’LL7XU> = 07 <X7)7X’U> =1
Visto que
qu = Xuv = va =0
temos
e — <XuXXv X >(XU7X’U7X’LLU)0
X, x X, " VEG — F? ’
f . < XuXXv >_ (Xva?Xuv) —0
a Xy x X"/ VEG-F2

< Xu X Xv > — (XUaXvava) — 0
| Xy x X, " VEG — F2

onde (-, -,-) representa o produto misto. Concluimos que

2
K= 9-1I _,

~ EG - F?
Exemplo 2.49. Vamos calcular curvatura gaussiana da esfera S? definida no exemplo

2.17. Vimos que, nas coordenadas u e v, S? pode ser parametrizada por
X (u,v) = (cos usenv, senusenv, cos v),
de onde obtivemos
X = (—senusenv, cos usenv, 0) e X, = (cosu cos v, senu cos v, —senv),
e, consequentemente, obtivemos
E =senv, F=0, G=1.
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Passemos aos calculos dos coeficientes da segunda forma fundamental. Perceba que

Xuu = (= cosusenv, —senusenv, 0),
Xuw = (—senucoswv,cosucosv,0),
Xy = (—cosusenv, —senusenv, — cosv).

Deste modo

X x Xy (Xu, Xo, Xuw)  senv 9
;o= < Xy x X, ,Xm;> _ (X, Xo, Xuw) _ 0 _
| Xy x Xyl VEG — F? senv
g = < X, x X, > _ (X, Xo, Xow) _senv
| X % Xo|’ v VEG — F?2 senv
Note E =e F = f, G = g. Portanto
eq — 2
K = Eéi—fF? =1
Exemplo 2.50. Considere a superficie regular chamada pseudo-esfera dada pela parame-
trizagao
X (u,v) = (sechu cos v, sechusenv, tanhu — u),  u #0.
Vamos verificar que a curvatura gaussiana dessa superficie é constante e vale K = —1.

De fato, derivando com relacao a u e a v, obtemos

X, = (—sechutanhwu cosv, —sechutanhusenv, — tanh?wu),

X, = (—sechusenv,sechucosv,0).

Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental sdo dados por:

E = (Xy,X,) = sech®’utanh®wucos®v + sech?utanh? usen®v + tanh® u = tanh®u
F =(X,,X,) = sech?utanhu cosvsenv — sech?u tanh u cosvsenv = 0
G=(X,,X,) = sech?usen?v + sech?u cos® v = sech’u

Para os coeficientes da segunda forma fundamental, precisamos das derivadas

Xy = sechu((tanh? u — sech?u) cosv, (tanh? u — sech?u)senv, —2 tanh usechu),
Xuw = (sechutanhusenv, —sechu tanhwucoswv,0),
Xy = (—sechucosv, —sechusenv,0).

De forma que obtemos

X x X, (Xy, X, Xuu)  sech?utanh?u
© - <\Xu X Xy’ "u> T VEG_F?  sechutanhu sechu tanh v,
;o= <Xu><Xv >:(XU7XvaXuv): 0 —0

| X, x X" VEG — F? sechutanhu

X x X, (Xu, Xy, Xow)  —sech?utanh? u
7= <\Xu X Xy’ vv> " VEG_F2  sechutanhu —sechutanhu.
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E, finalmente, obtemos

_r2 _th h2
PP f°  —sech®utanh”u

— = = —1.
EG — F? sech?u tanh? u
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Capitulo 3

(Geodésicas

3.1 Introducao

Neste capitulo, iremos estudar a geometria intriseca da superficie, que é obter resultados
sobre a superficie em termos da primeira forma fundamental. Veremos o conceito de
derivada covariante e a definicao de geodésica e curvatura geodésica, pontos fundamentais
para o desenvolver do trabalho. Intuitivamente as geodésicas sobre uma superficie regular
S desempenham o mesmo papel que as retas no espacgo euclidiano. Em um certo sentido

as geodésicas minimizam distancias entre dois pontos de uma superficie.

Definicao 3.1. Seja S uma superficie regular em R?. Dizemos que um campo w : § — R3

é um campo de vetores se
i. Vpe S, w(p) € T,,S,

ii. para toda parametrizacao X : U — S de S em p, a funcao wo X : U — T,S ¢

diferencidvel.

Seja S C R? uma superficie regular orientdvel e orientada e seja X : U — S uma

paremetrizacao local compativel com a orientacao de S. Assim, X,, X,, N, com N =
Xy X X,

| X X Xy
derivada de cada um dos vetores dessa base com relacao a u e a v como combinacao linear

, é uma base de R? orientada positivamente. Desta forma, podemos expressar a

destes vetores, ou seja, existem Ffj eER; i,j,k=1,2e Ly, Lo, El, L3 € R tais que

Xuw = ThXy+THX, + LN,

Xuw I Xy +THX, + LoN,

Xou I} X, + T3, X, + LyN, 31)
Xuw X, +T3,X, + L3N,

N, = a11 Xy + a1 Xy,

N, = a12Xy + a22X,.
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k
YK

ditos simbolos de Christoffel. Sejam E, F,G,e, f, g os coeficientes da primeira e segunda

onde os a;; sao as entradas da matriz de dN dada em (2.7). As fungoes I'j;, i = 1,2 sao

formas fundamentais na base X, X, de T},S. Note que

(Xyu, N) =e = (T1,X, + T3, X, + LiN,N) = L,
(Xyp, N) = f = (T3, Xy + T2,X, + LoN,N) = Ly
(Xyo, N) = g = (I3, X, + T3, X, + L3N, N) = L3

4 T 1 1 2 2
Como Xy, = Xyy, € a base é ordenada, temos que Lo = Lo e que I'jy =1'3, e ']y = I'5;.
Vejamos como obter os simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da primeira

forma fundamental e suas derivadas.

&
I
%‘QJ

(N

5
[

<Xu7Xu> = <Xuv,Xu> + <XU7X’U,U> = 2<XuvaXu>

v

&
I
@‘Q)

<X’LL7XU> = <qu7XU> + <Xuv7Xu>

(0

(3.2)

o
I

<Xu>Xv> = <Xu’v7Xv> + <vaa Xu>

v

Gu = %<XU7—XU> = <XU’U7XU> + <XUU7 X'U> = 2<XUU’XU>

Gy = 2(X0, Xo) = (X, Xo) + (KXo, Xo) = 2(X0, Xo)

Das duas primeiras e das duas ultimas equagoes, concluimos que

S B = (Xu, X
S0 = (Xuw, X,)
5= (X, X0
3G = (Xuu, Xu)

Efetuando os produtos internos com X, e X, em ambos os membros das equacoes 3.1
temos, como consequéncia destas identidades que os simbolos de Christoffel Ffj podem ser

obtidos resolvendo os sistemas lineares

{ ME+THE = 3B,
I'tF+I%,G = F,—1iE,

r'E+TI%,F = 3E,
M,F+TI%,G = iG,
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ILE+T%3,F = F,—1iG,
LF4+T2,G6 = 1G,

Note que a matriz principal associada a cada um destes sistemas é

(5 )

cujo determinante é EG — F2. Além disso, EG — F? = | X,, x X,| # 0, visto que X é uma

parametrizagdo de uma superficie regular S.

Definigao 3.2. Sejam w um campo diferenciavel de vetores em um aberto U contido na
superficie e um ponto p desse aberto. Seja v € T,S. Considere a curva a : (—¢,e) = U,
com a(0) = p e d(0) = v e seja w(t), t € (—¢,¢), a restrigdo do campo de vetores a
curva . O vetor obtido pela projecao de d—t;(O) no plano tangente é chamado derivada
covariante em p do campo de vetores w em relagao ao vetor v. Ela sera denotada

D
por d—;U(O) (Figura 3.1).

Figura 3.1: Representacao geométrica da derivada covariante

Definicao 3.3. Um campo de vetores w ao longo de uma curva parametrizada o : [ — S

D
¢ chamado paralelo se d—zu(t) =0, para todo t € I.

Seja X (u,v) uma parametrizacao de S em p. Considere a(t) = X (u(t),v(t)). Se w é

um campo de vetores definidos em um aberto U C S, entao
w(t) = a(u(t),v(t)) Xu + bu(t), v(t)) Xy,

uma vez que w(t) € T,y S. Derivando em ¢, obtemos

d
di;’ = /Xy + a( Xt + Xopt') + V' Xy + b( Xyt + Xpp0').
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Dw
Como g é a projecgao da derivada do campo de vetores no plano tangente, podemos

utilizar as expressoes (3.1) para concluir que

Dw

— = a/ X, +a[(TH Xy + T3 X0 + (T1,X, + T3 X )0+

+0'X, + b[(Fiqu + F%QXv)ul + (Féqu + F%QXv)UI]a

ou seja

Dw

e (a' + auT%l + (wT%Q + buT%z + va%z)Xu—i—

+(b' 4+ au'T?, + av'T2, + bu/T2, + bv'T'2,) X, (3.4)

Essa expressao mostra que a derivada covariante depende apenas de v = o/(t) = (u/(¢),v'(t)).
Note também que ela é dada em termos dos simbolos de Christoffel, o que mostra que a

definicao de derivada covariante é um conceito da geometria intriseca.

3.2 Curvatura geodésica

O estudo das curvas sobre uma superficie conhecidas como geodésicas merece destaque
por sua propriedade de minimizar distancias. No plano euclidiano, elas sdao as retas. Na
esfera sao os circulos maximos. A existéncia e unicidade dessas curvas se dé pelo teorema

de Picard para solugoes de equagoes diferenciais ordindrias.

Definigao 3.4. Uma curva parametrizada pelo comprimento de arco a: I = (—¢,e) — S

é chamada uma geodésica em ¢ € I de S quando seu campo de vetores tangentes o/(t) é
Dd/(t)
dt

paralelo ao longo de a em ¢, ou seja, = 0. A curva « é uma geodésica parametrizada

se for geodésica em todo t € I.

Essa definigao nos diz que o vetor velocidade o'(t) é paralelo ao vetor normal a su-
a//(t)
(t)]
curva o em t. Assim, se o é uma geodésica entao n(t) é paralelo a N (u(t),v(t)).

é o vetor normal a

perficie, em p. Note que se o’(t) # 0, Vt € (—¢,¢), n(t) =

Proposicao 3.5. Seja S uma superficie regular localmente parametrizada por X : U C
R? — R3. Sea(t) = X(u(t),v(t)), com t € (—¢,e) é uma geodésica, entio (a/(t),a(t)) =

0. Em particular, |o/(t)| € constante.

Demonstragao. Seja N o vetor normal a S no ponto «(t). Como « é uma geodésica, entao
o’ & paralelo a N. Segue que o é ortogonal ao vetor tangente o/. Consequentemente,
temos
Sl = 24
dt dt

o que mostra que |o/(t)| é constante.

o a)y=2",dy =0
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A proposicao anterior nos permite escolher, sem perda de generalidade, uma parame-

trizacao por comprimento de arco para uma geodésica a.

Definigao 3.6. Seja S uma superficie regular orientavel e orientada w um campo dife-
rencidvel e unitario de vetores ao longo de uma curva o : [ — S. Como w(t), t € I é um

s - dw
campo de vetores unitarios, entao E(t) é normal a w(t), e portanto

Dw

= = AN x w(?)). (3.5)

D
O numero real A = A(t), denotado por [d:]] é chamado valor algébrico da derivada

covariante.
~ ) Dw . < -
Observacgao 3.7. Note que o sinal de g depende da orientacao da superficie.

Definicao 3.8. Considere uma curva regular orientada contida em uma superficie orien-
tada S. Seja a(s) uma parametrizacdo da curva pelo comprimento de arco s. O valor
algébrico da derivada covariante de o'(s) é chamado curvatura geodésica da curva em

p e serd denotada por k.

Segue da definigao de geodésica e da equacao (3.5) que se uma curva é uma geodésica,
entao k;, = 0. Dada uma curva parametrizada o : I — S em uma superficie regular S,
podemos falar em curvatura da curva (Definicdo 1.9), curvatura normal (Defini¢ao 2.40)
e curvatura geodésica (Defini¢ao 3.8). Veremos uma proposi¢ao que relaciona estas trés

curvaturas. Para a sua demonstracao iremos precisar do seguinte lema

Lema 3.9. Seja S C R3 uma superficie reqular orientdvel com orientacio N e seja « :

I — S uma curva em S, parametrizada pelo comprimento de arco. Entdo
" _ /
o' =k, N +kg(N x o)
onde ky € a curvatura normal de o e kg € a sua curvatura geodésica.

Demonstragao. Considere a curva C' C S parametrizada pelo comprimento de arco em
uma superficie regular S. Deste modo o’ é unitério e, por definicdo, pertence a T),S.
Assim o é perpendicular ao vetor normal unitdrio N. Deste modo, os vetores o/, N
e N x o sao unitdrios e dois a dois ortogonais. Como a curva é parametrizada pelo
comprimento de arco, o’ é ortogonal a o’ e assim o’ pode ser escrito como combinacao

linear de N e N x o/, a saber
o’ =aN +b(N x o).
Agora, efetuando o produto interno em ambos os mebros por N, temos
(”N) = (aN,N) + (b(N x o), N).
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Mas, por definicao, o’/ = kn e, portanto
a=ki{n,N)=k,.
Tomando o produto interno com N X o, obtemos
(@ N x o) = (aN,N x o) + (b(N x /), N x o).
e assim podemos escrever

d
(ﬁo/,N x o) =b.

d D
Como %0/ = %o/—i—,uN, peER
D D
b= <%O/+NN7N x o) = <%O/,N x o'y = kg.

Concluimos entao que

o = knN + k(N x o). (3.6)

Proposicao 3.10. Considere uma curva o : I — S parametrizada pelo comprimento de
arco contida em superficie S. Se k,ky,ky sdo, respectivamente, a curvatura da curva, a

curvatura normal e a curvatura geodésica, entdo
2 _ 12 2
k= = ky + k.

Além disso,

ky = £ksent

onde 6 € o angulo formado entre o vetor normal a curva e o vetor normal a superficie.

Demonstragao. Usando o lema anterior, obtemos
o> = (", ") = (kyN + kygN x o/, kN + kN x o)
Como N e N X o sdo ortogonais e k = ||, entéo
2 2 2
k* = ky, + k.
Pela Definicao 2.40, se n é o vetor normal a curva «, entao
k, = kcos?@.

Desta forma
k? = k% cos® 0 + kg.

45



Logo
k2 = k%sen?0

ou seja
kg = E£ksend.

O]

Vamos agora expressar o valor da curvatura geodésica por meio da primeira forma

fundamental e suas derivadas.

Lema 3.11. Sejam v e w dois campos diferencidveis de vetores unitdrios ao longo da

curva o I = (—e,e) = S, e seja ¢ o angulo entre v e w. Entdo

Dw Dv| dy
dt dt | dt’
Demonstragao. Vamos dividir a demonstracao desse lema em dois casos:

e Caso 1: ¢ #0.

Temos que cos ¢ = (v, w). Derivando em relagao a ¢, obtemos
/ / /
(v, w) + (v,w') = —¢'seny.
Como v e w sdo campos tangentes a superficie entao esta equagao pode ser escrita

(2 )23 - e

Usando a Defini¢ao 3.5, temos

na forma

Dw

dt

Dy
dt

] (N x v,w) + } (v, N x w) = —¢'senep.

Logo

(5] [5]) 0=

(N x v,w)

IN x v||w|
sdo unitarios e § = § — ¢, temos que (N x v,w) = senyp. Concluimos entdo que

“tseng = (1291 2 (22 (v xoow) = (| 22] = [22]) sen
PR = at dt A\ dt v
Ao simplificar, temos
Dv Dw .
(5] -[F]) = s ro

Dw] _[Dv] _dy
dt dt | dt’
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e Caso2: p=0

Neste caso, trivialmente, w = v e o resultado é o esperado.
O

Proposicao 3.12. Sejam X (u,v) uma parametriza¢dao ortogonal (F = 0) de uma su-
perficie orientada S em uma vizinhanga de um ponto p € S e w(t) um campo de vetrores

unitdrio e diferencidvel ao longo da curva a(t) = X (u(t),v(t)). Entdo

1 dv du dp
ky = ——— Gui - Loy, TR
7 oV/EG { dt dt } 47

onde ¢(t) € o angulo entre X,, e w(t) na orientag¢ao dada.

_&Q_Xv}
VE VG

¢ uma base ortonormal do plano tangente. E claro que e; X e = N. Utilizando o Lema

Dwl _[Der) , do
dt | | dt dt’

onde ej(t) = e1(u(t),v(t)) é o campo de vetores e; restrito a curva . Usando (3.5),

Demonstragcao. Como X é uma parametrizagdo ortogonal, entao {61

3.11, temos que

obtemos

Deq dey dey du dv

= —,N = TR = U 1. vy T

[ dt ] < dt’ X 61> < dt 7€2> ((e1) 62>dt + ((e1) 62>dt
Mas como F' = 0, temos que (X, X,) = F = 0 e, portanto(X,,, Xy) = —(Xuv, Xy). Por
(32)7 <XUU7XU> - _<Xu7.17X'LL> - -

((e1)us €2)




De forma analoga

((e1)v,€2) =

o KXuw E, X,

" \VE EVE VG >
_ (Xuvav> E’U<XUaX’U>
- VEG  EVEG

E assim, temos

O

Proposicao 3.13. Seja X (u,v) uma parametriza¢ao ortogonal de uma superficie orien-

tada S em uma vizinhanga de um ponto p € S e seja a(s) = X(u(s),v(s)) uma curva

reqular parametrizada pelo comprimento de arco e ¢ o angulo que vai de X, a o'(s).
Entao

dep

kg = (kg)1 cosp + (kg)2seny + s’

onde (kg)1 e (kg)2 sdo, respectivamente, as curvaturas geodésicas das curvas coordenadas

av =1y eu=ug.

Demonstragdo. Se tomarmos w = o/(s), pela proposigao 3.12, temos que

1 dv du dy

ky = w— —Ey— ¢+ —.

2VEG ds ds ds

Como o/(s) é um vetor unitério e pertence ao plano tangente 7,,S, podemos escrevé-lo na
forma

d(s)=uX, +v'X, = u'VEe; +v'VGes,

Xu X,

= 7,6 = —F—

VE VG

pois a parametrizacao X é ortogonal e, deste modo, {61 } é uma base

ortonormal do plano tangente.

dv du . ,
Fazendo v = vp e u = u(s), temos — =0 e visto que, neste caso, o/(s) = ey,

1
ds ds  E

pois ambos sao paralelos, de mesmo sentido e de norma unitaria e
1= (d/(s),e1) = (uVEe1, e1) =u'VE

e assim
E,

2EVG

(kg>1 ==
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u dv 1 )
Fazendo u = up e v = v(s), temos — =0 visto que, neste caso, o/(s) = e,

P e

pois ambos sao paralelos, de mesmo sentido e de norma unitaria e
1= (d/(s),e2) = (V'VGea,ea) = VG

e assim

Note que, de qualquer modo, ¢ é constante, visto que quando u = u(s), temos p = 0 e

quando u = u(s), temos ¢ = 7/2. Concluimos entao que

G, dv E, du dp

- - + _—
2VEGds 2\/EGds ds
G dv E, Gdu dfgp

ky =

— 4+ +
2EVG ds  2GVE  ds  ds
du dv dy
— f s o 2
(kg)lfds + (kg)2 Gds + ds
dyp

= (kg)1cos @ + (kg)asenp + 1o

visto que

oo

senp =
O

A seguinte proposicao informa que determinar geodésicas de uma superficie S é equi-

valente a resolver um sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem.

Proposicao 3.14. Seja S uma superficie reqular orientdvel, com orientacao N localmente
parametrizada por X : U C R? — R3. Seja Ffj, 1,5,k = 1,2 os simbolos de Christoffel
associados a X. FEntao a curva o : I — S parametrizada pelo comprimento de arco

a(s) = X(u(s),v(s)) € uma geodésica se, e somente se

u’ + (u’)zf%1 + 2u’vT%2 + (1}’)2I’%2 =0
v + (u)’T3 + 2uv'T2, + (v/)?T3, = 0.

Demonstragao. Pela expressao (3.4) temos que, em coordenadas locais, a derivada covari-
ante de um campo de vetores diferencidvel w é dada por

Dw

e (a’ +auTh —I—ava +buT%Q + bv'I%Q)Xu + (¥ +auT%1 +avT%2 +bu'1“%2 +va%2)XU

e que uma curva ¢ uma géodésica se sua curvatura geodésica for nula. Para tal, precisamos
Dw
que —~ = 0. Deste modo, se o (t) = X (u(t),v(t)), entao o’ (t) = v’ X, + v'X,. Portanto,
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a derivada covariante sera nula se, e somente se

u’ + (u')*T]; 4 2u/v'T1y + (V)T = 0
v 4 (u’)QF%1 + 2u’v’F%2 + (U’)zlﬂ%2 =0.

O]

O sistema de equacoes diferenciais dado na Proposi¢ao 3.14 é conhecido como equagdes
diferenciais das geodésicas de S.
Como consequéncia desta proposicao e do teorema da existéncia e unicidade de solugoes

de equacoes diferenciais obtemos o seguinte resultado

Proposicao 3.15. Seja S uma superficie regular orientada. Dado um ponto p € S e
um vetor w € T,S nao nulo, existe um ¢ > 0 e wma iunica geodésica parametrizada

a:(—e,e) = S tal que a(0) =p e &'(0) = w.
Exemplo 3.16. Considere o cilindro dado pela parametrizagao (Figura 3.2)
X (u,v) = (cosu,senu,v), com (u,v) € R2.

Afirmacao 1: Todos as geratrizes sdo geodésicas.

Note que
X, = (-senu,cosu,0),
X, = (0,0,1).
Calculando o produto vetorial X, x X, = (cosu,senu,0), obtemos o vetor normal N =

(cosu, senu, 0), visto que | X, x X,| = 1. Agora considere o meridiano g = X o r, sendo r

uma reta geratriz do cilindro que passa pelo ponto (u, v, 1) e tem diregao (0,0, 1). Assim
g(t) = (cosu,senu,t + 1)

Deste modo,
g"(t) = (0,0,0)
o que mostra o afirmado, visto que o vetor normal principal da curva é paralelo ao vetor
normal da superficie em cada ponto.
Afirmacéao 2: Os circulos obtidos pela interse¢do do cilindro com planos normais ao
eixo também sao geodésicas.
De fato, seja a(t) = X (¢, ¢) = (cost,sent,c), ¢ € R. Note que o/’ (t) = (— cost, —sent, 0).

Ja o vetor normal é dado por
N(u(t),v(t)) = (cosu,senu,0)

consequentemente

N(t,c) = (cost,sent,0)
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e assim, o’ (t) é paralelo a N(t,c¢). Agora, vejamos as demais curvas que sao geodésicas
no cilindro. Como, no plano, as geodésicas sao retas, vamos fazer «o(t) = X(at,bt) =
(cos(at),sen(at),bt), e assim o'(t) = (—a? cos(at), —a®sen(at),0). J4 o vetor normal da
superficie é dado por

N(u(t),v(t)) = (cosu,senu, 0)
logo

N(at,bt) = (cos(at),sen(at),0)

o que mostra que «(t) é uma geodésica.

Meridiano

Circulos /

N

Figura 3.2: Geodésicas do cilindro

Exemplo 3.17. Seja a : (a,b) — R3 uma curva no plano zy parametrizada pelo compri-
mento de arco. Suponha a(v) = (f(v),0,g(v)), g(v) > 0. Seja S a superficie de revolugao
obtida pela rotacdo de o em torno do eixo Oz. Assim, S pode ser parametrizada por
X(0,27) x (a,b) — R3, onde

X(u,v) = (f(v) cosu, f(v)senu, g(v)).

Entao os meridianos de S, isto é, as curvas u = ug e v = v(s) sao geodésicas. Os paralelos
de S sdo geodésicas se, e somente se, f/'(v) =0 (Figura 3.3).
Inicialmente, calculemos os simbolos de Christoffel. Para tanto, precisamos obter os

coeficientes da primeira forma fundamental. Note que
Xy = (= f(v)senu, f(v) cosu,0), X, = (f'(v)cosu, f'(v)senu, g'(v))

e assim

Dai, obtemos



Substituindo em (3.3), obtemos os seguintes resultados para os simbolos de Christoffel

1 2 ff
R T R
£F
F%Z - F? F%2:07
! gl ! 1
1 2 f'f"+4dg
P = 0t =g

Substituindo nas equagoes obtidas na Proposicao 3.14, obtemos as seguintes equacoes

diferenciais
u’ 4 Q;Qf/u'v' =0,
p_ S e SIRGG e
v ()2 + (g/)Q(u) + )2+ (¢)2 (V)" =0, (3.7)

cujas solucoes determinam as geodésicas de S. Note que:

e Os meridianos u = ug e v = v(s) sdo geodésicas. A primeira equagao é satisfeita,

pois /' = u” = 0. A segunda igualdade fica na forma

w S +d9" e
v +W(U) =0.

Como a primeira forma fundamental de S é dada por
I,(a/(0)) = (a/(0),a/(0)) = (' Xy + V' Xy, v/ Xy + ' X,) = (W)2E + 20"V F + (v')2G

temos que
L= ((f)?+ ("))
visto que a curva estd parametrizada pelo comprimento de arco e, deste modo,

(a/(0),a/(0)) = /|’ (0)| = 1. Assim

(,UI)Z — 1

(f)?+ ()
Derivando esta tltima expressao usando a regra da cadeia nos nos termos f(v(s)) e

g(v(s)) , obtemos

T R Y A T T A
N (§ PR P R NN O P

e, portanto, como v’ # 0, temos

" (f,f” + g”)

_ 2
U e
e, portanto
v S e (PG e, FE GG e
e e T e
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e Vejamos quais paralelos, com u = u(s) e v = vy sdo geodésicas. Como v/ =v" =0,
entdo usando a primeira das equagoes (3.7), temos que
u' =0 ouseja, u =c,
¢ uma constante. Na segunda das equagoes (3.7), temos
!
(W) =
(/) +(9)
Vamos, portanto, analisar esta tltima equac¢ao. Como u = u(s), temos que u’ # 0.
Por hipétese, f(v) > 0 e também temos que (f')? + (¢')? # 0. Deste modo a tinica
forma desta equagdo resultar em zero é que f’(v) = 0. Isto nos quer dizer que os

paralelos que sao geodésicas sao aqueles que sao gerados por um ponto da curva C

tais que a derivada da curva naquele ponto seja uma reta paralela ao eixo de rotacao.

Geodésica
Nao ¢
geodésica

Geodésica

Figura 3.3: Geodésicas de uma superficie de revolugao

Definicao 3.18. Considere uma superficie regular S e uma curva « : I — S tal que
a(0) =pe o/ (0) =v € TS seja unitario. Seja N(p) o vetor normal a superficie no ponto
p € S. A intersegao de S com o plano que contém v e N(p) é chamada se¢gao normal de

S em p segundo v (Figura 3.4).

Proposicao 3.19. Qualquer se¢ao normal a superficie € uma geodésica.

Demonstracao. Uma se¢dao normal a uma superficie é a intersecao « : I — S da superficie
com um plano II, plano este que é perpendicular a superficie em cada ponto da curva.
Como a = 1IN S, temos que o vetor normal a curva n € Il e, deste modo, N e n sao ambos
ortogonais ao plano tangente, consequentemente ortogonais ao vetor o/. Como sabemos
que kg = tksenf, onde 6 é o angulo entre o’ = kn e N, temos que § = 0 ou § = 7. De

toda sorte, kg = 0.
O
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Figura 3.4: Secao normal em uma superficie
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Capitulo 4

O Teorema de Gauss-Bonnet

4.1 Introducao

Neste capitulo iremos analisar o Teorema de Gauss-Bonnet em suas versoes local
e global e mostrar algumas de suas aplicagoes. Provavelmente este teorema seja o mais
notavel quando se trata de superficies. De forma mais simples, ele nos mostra que o
excesso em relagao a m da soma dos angulos internos de um triangulo 7', cujos lados sao

geodésicas, é igual integral da curvatura Gaussina K sobre a superficies T, ou seja,

3
ZQOZ‘—W://KCZO'
i=1 T

onde ¢;, ¢ = 1,2,3 sao os angulos internos de T'.
Estudaremos com detalhes a versao local e apresentaremos a idéia da demonstracao da

versao global deste Teorema. Vamos iniciar apresentando algumas defini¢des importantes.

Definicao 4.1. Sejam S uma superficie com uma parametrizacao local X : U ¢ R? — R3
uma superficie regular e « : [0,I] — S(U) uma curva parametrizada. Dizemos que « é

uma curva simples, fechada e regular por partes quando:

i. a(0) = «a(l), (condi¢ao de fechamento da curva)
ii. se ty,t2 € [0,1], t1 # to2, entdo a(t1) # a(t2), (condicao de injetividade)

iii. existe uma particdo 0 = tg < t1 < -+ < t < tg41 = [ de [0,1] tal que « seja regular

em cada (t;,t;iy1), com i =1, 2,--- | k. (condicao de regularidade por partes)

Cada «(t;) é chamado de vértice de o e a((ti,t;+1)) é chamado arco regular de a.

Definigao 4.2. Seja R C S um subconjunto aberto conexo unido com sua fronteira.
Dizemos que R é uma regido simples se R é homeomorfa a um disco e sua fronteira é uma

curva « simples fechada e regular por partes. Dizemos que « é orientada positivamente
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quando em cada o(t) temos uma base {/(t), h(t)} de Tp4)S com a mesma orientacao de

{Xu, X, }. Isso significa que o vetor h(t) aponta para dentro da regiao R (Figura 4.1).

Figura 4.1: Curva orientada positivamente

Vamos denotar tliltn o (t) = o (t;) o vetor tangente a « em t; pela esquerda e
—li—
tli£n+o/(t) = o/, (t;) o vetor tangente a o em t; pela direita. Seja 6; a medida em ra-
—lq
dianos do angulo entre o’_(t;) e o/, (t;), —m < 0; < m, orientada conforme a orientacao da

superficie. O angulo 6; é chamado angulo externo a « no vértice a(t;) (Figura 4.2).

Figura 4.2: Angulo externo

Se por acaso o ponto «(t;) for uma cuspide, ou seja, |0;| = 7, a orientagao de 0; é dada
pela orientacdo de 6, angulo entre o/ (t; — ¢) e o/(t; + €), € > 0 suficientemente pequeno,
ou seja, at; —¢e) € a(ti—1,t;) e a(t; +¢) € a(t, tiv1) (Figura 4.3).

Antes de enunciarmos o teorema de Gauss-Bonnet em sua versao local precisamos de
alguns resultados ja conhecidos de Anélise e Topologia.

Sejam X : U C R? — S uma parametrizacio local de uma superficie S compativel
com a sua orientagao, ou seja, o vetor normal tem o mesmo sentido de X, x X,,, e R uma
regiao simples contida em S. Seja K (u,v) a curvatura gaussiana e F, F, G os coeficientes

da primeira forma fundamental da superficie S na parametrizagdo X. De acordo com o
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M)

o)
A“ﬂ
o't + €) altj)

6,':‘11' 0,’=7|

a'(;j +e)

a(/ -€)

Figura 4.3: Cuspide
Teorema 2.22 a integral da superficie / / Kdo é definida por

//KM_// K (u,v)VEG — F2dudv

e nao depende da parametrizacao X.

O teorema abaixo afirma que a variagao total do angulo do vetor tangente a curva «
com uma direcao estabelecida acrescida as mudancgas nos vértices é igual a +27, a depender
da orientagao. Uma demonstragao desse resultado pode ser obtida em Composition Math

2 de H. Hopf.

Teorema 4.3 (fndice de rotagao). Com a notog¢dao apresentada acima, temos que

k

k
Y (piltivr) —gilts) + Y 0 = *2m,
i=0

=0

onde @; : [ti,tiv1] — R sdo fungoes que medem, em cada t € [t;,t;+1], o dngulo positivo
entre X, e o/(t).

O Teorema de Gauss-Green que veremos a seguir é comumente estudado nos cursos de

Célculo e uma demonstragao pode ser encontrada em [4].

Teorema 4.4 (Teorema de Gauss-Green). Sejam M e N funcgies de duas variaveis reais
x ey que tenham derivadas parciais de primeira ordem continuas em um disco aberto
UCR2 SeC:[0,]] =S for uma curva fechada, simples e reqular por partes, contida
inteiramente em U e R for a regido limitada por C. Considere a particao 0 = sg < s1 <

- < Sky1 de [0,1] tal que a curva seja reqular em cada intervalo s;, ;1. Entao

k

> [ (s e e )as= [ [ (8- avay

=0
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J& mostramos no Coroldario 2.47 que a curvatura gaussiana pode ser expressa em termos
dos coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental. No entanto, Gauss mostra
que a curvatura gaussiana depende apenas dos coeficientes da primeira forma fundamental
e suas derivadas, ou seja, é intriseca a superficie. Apresentaremos o resultado na proposicao

seguinte.

Teorema 4.5. Seja S C R? uma superficie reqular e seja X : U C R> — S uma para-

metrizacao local de S. Considere Ffj, 1,7,k = 1, 2 os simbolos de Christoffel de S na

parametriza¢io X definidos em (3.1). Sejam K a curvatura de S, E, F, G e 0s coe-
ficientes da primeira e e, f, g os coeficientes da sequnda forma fundamental de S na

parametrizacdo X. Entao
2
—FK = (Fiz)u - (Fgl)y +TlY — T3 05 + (F%z) — I,
Demonstracdo. Inicialmente, observemos que
(qu)v - (Xuv)u = 0.
Deste modo, segue de (3.1) que

(T Xu +TH Xy +eN) — (D19 Xy +TX, 4+ fN), =0,

ou seja,
[(T1), Xu+T1 Xuw + (T51), Xo + 051 Xuw + €N + Ny | +
— [(Ty),, Xu + Ty Xuu + (TFy),, Xo + T Xuw + fulN + fN,] =0
consequentemente,

[(T11), = (T2),) Xu + [T11 = Th] Xuo + [(T]), — (Th) ] X0 +
+(eo = fu)N + T Xop = T1pXuw + €Ny — fNu = 0.
Usando novamente expressoes de X,,, X, e N dadas pelas equagoes (3.1), temos:
(1), = (Th2), ] Xu + [(T]), = (TT2) ] Xo + (e0 = fu) N =
= Diy (T Xy +THX, +eN) =TT ([5Xu + 15X, + gN) + f (a11 Xy + an Xy) +
—e(a12 Xy + a20Xy) + (T35 — T1y) (Do Xy + T3, X, + fN)
= (Pl = THT, + anf — aize + T30y — T D) Xy + (D1l — T3 05, + ao1 f — agse+
+ (F%2)2 - Fhf‘ﬂ) Xy + (el — gTh + f (TT, = T1y)) N,
onde a;;, %,j = 1,2 dadas por sao as entradas da matriz da diferencial da aplica¢ao normal

de Gauss obtidas em (2.6). Como {X,, X,, N} é uma base de R3, comparando o coeficiente

de X, na expressao acima, temos
2 2 1 2 2 12 232 1 2
(T), — (TF1), + Tiolf; = THTS5, + (Tiy)” — T TYy = axe — an f.
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fF —gE eF — fE

Usando (27) temos que agr = m € agl — m, portanto
f fF —gFE f eF — fE
age — a = e\ == ] — =
2t EG - F? EG - F?
_ efF —egE —efF + f°E
EG — F?

_ eg — f*
=k (EG—F2'>

Usando a expressao da curvatura Gaussiana dadas em termos dos coeficientes da primeira

e da segunda forma fundamental obtidas em (2.47) obtemos
axe —asf = —FK.
Desta forma, podemos concluir que
—EK = (T},), — (TT1), + Tialh — T51T%, + (F%2)2 — T}y
O

Proposicao 4.6. Seja S C R3 uma superficie reqular e seja X wma parametrizacao

ortogonal de S, isto €, F =0, entdo

1 Ev Gu
K=- + | — ,
2\/EG{(\/EG>U (\/EG>U}
onde E, F,G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de X e K € a curvatura

Gaussiana de S.

Demonstragao. Pelo Teorema 4.5, temos que
—KE = (T5y)u — (T31)o + Tip + T5; + (IF)? = T T5, — T, T,

Como a parametrizagao é ortogonal, usando os sistemas lineares (3.3) podem ser escritos

da forma

{r}lE = 1B,
1

3¢ = 1,
1
{%E = 2B (4.1)

LB+ = 1G,
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Desta forma, os simbolos de Christoffel de S associados a parametrizacao X sao dados

por:

1
F11

1
F12

1
F22

Substituindo, temos

E. o _ -B
2F’ 1 2G
& 2. = @
2F’ 12 2G"’
—Gu o _ G
2F 22 2GE

) (3)+ () - (-50) () - () (3

G, E,
e (za)ﬁ <za>ﬁ(
 GuG-G? N E..G - EG, E? N G? N E,G, E,G.
- 2G? 2G?2 AEG  4G?  4G? AEG '
E assim,
K = G’lQL — GuuG Eva - Eva Eg G%L EUGU EuGu

2EG? 2EG?
2E(G2 — GuG) + 2E(E,Gy — EwG) + GE2 — EG? — EE,G, + GE,G,

4F2G  4EG?  4EG? ' 4E2G

4E2G?

E(G? + E,Gy) — 2EG(Guy + Ew) + G(E2 + E,GY)

—2E,,EG + E2G + FE,G,

4E%2G?

| ~2GuBG + GiE + GEG,

4E2G?

4E%G?

EG

2, BG _ By _(
1 WEG  2VEG
EG

1

E,G + EGU)) 1 ( o — G (GuE + EGu))

 oVEG EG

1 FE,
B ‘z@(@)fwm

B _2\/113*G{<\/%*G)U+

Gy

(Vea

(

7).

).y

4.2 O Teorema de Gauss-Bonnet

Ap6s discutidos algumas propriedades e teoremas importantes, como a defini¢ao de

regiao, indice de rotacao, Teorema de Green e uma das relagoes que fornece a curva-

tura Gaussiana em termos dos coeficientes da primeira forma fundamental, vamos agora

enunciar e demonstrar o Teorema de Gauss-Bonnet na sua versao local.

Teorema 4.7 (Teorema de Gauss-Bonnet). Sejam S uma superficie parametrizada regular

de parametrizacdo ortogonal X : U — S e R C S uma regiao simples de fronteira o ori-

entada positivamente e parametrizada pelo comprimento de arco. Sejam «a(sg),- -+, a(sk)
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vértices de o e Oy, - -+, 0, as medidas dos seus respectivos angulos externos em radianos.
Entao

51+1
Z/ ds—}—//KdJ+ZH—27r
sendo ky acurvatura geodésica dos arcos requlares de o e K a curvatura gaussiana de S.

Demonstragdo. Seja C' uma curva em S dada por a(s) = X(u(s),v(s)). Utilizando a

Proposigao 3.12 temos que

1 dv du dy;
ky= G2 g,
I 2\/EG{ " ds ”ds}+ ds’
onde ¢; = @;(s) é a funcao que mede o dngulo positivo entre X,, e o/(s) em [s;, $it1]-

Integrando esta expressao e em todos os intervalos e somando os resultados, temos

5’“ Sit1 w  dv E, Sit1 d(pZ
Z/ ds‘z/ (2@ z@@) Z/

usando o Teorema 4.4 temos

3w~ f [ i), () e 5 [

mas, pela Proposicao 4.6 e pelo Teorema 4.3, temos que

k Sit1 k
> / ky(s)ds = — / / 2KVEGdudvy + 27 -~ 6;
i=0 Si Xﬁl(R)

1=0

como a curva « é orientada positivamente, temos o resultado

Z/SM ds+//Kdo~|—Z«9—27r
0

Seja S uma superficie parametrizada regular e R C S um conexo. Dizemos que R
é uma regiao regular se R for compacta e sua fronteira OR é uma reunido finita de
curvas fechadas simples regulares por partes que nao se intesectam. Iremos considerar
uma superficie compacta como sendo uma regiao regular cuja fronteira é um conjunto
vazio.

Dizemos que uma regiao simples com apenas trés vértices com angulos externos 6; #
0, ¢ =1,2,3, é um triangulo. Uma triangulacao de uma regiao R C S é uma familia finita

7 de triangulos T;, i = 1,...,n, tal que
a) UL Ti =R

b) se T; NT; # @, i # j, entdo T; N T; é uma aresta comum de T; e Tj ou um vértice

comum a T; e T}.
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Dada uma triangulagao 7 de uma regiao regular R C S, denotaremos por F' o ntimero
de triangulos (faces), E o nimero de lados (arestas) e V o ntmero de vértices da trian-
gulagdo. O niimero

x=F-E+4+V (4.2)

é chamado caracteristica de Euler-Poincaré da triangulagao.
Iremos apresentar alguns resultados topolégicos que serao usados no decorrer do texto.

As demonstragoes deles podem ser encontradas em [7].
Proposicao 4.8. Toda regido regular de uma superficie reqular admite uma triangulagado.

Proposicao 4.9. Se R C S ¢ uma regiao reqular de uma superficie S, a caracteristica
de Fuler-Poincaré nao depende da triangulacdo da regidgo. Assim, denotaremos a carac-

teristica por x(R).

Proposicao 4.10. Seja S uma superficie orientada e {X,}, € A uma familia de pa-
rametrizacoes compativeis com a orientacdo da superficie. Seja R uma regido regular de
S. Entao existe uma triangulacdo YT de R tal que todo triangulo T € Y estd contido em
alguma vizinhanga coordenada da familia {X,}. Além disso, se a fronteira for orientada
positivamente, entao triangulos adjacentes determinam orientacdes opostas nas arestas

comum a eles (Figura 4.4).

Figura 4.4: Triangulacao de R

Proposicao 4.11. Seja S C R3 uma superficie compacta e conexa. Um dos valores
2,0,—2,---,—2n,--- € assumido pela caracteristica de Euler-Poincaré x(S). Além disso,
se 8" C R? ¢ outra superficie compacta e conexa tal que x(S") = x(5), entdo S é homeo-

morfa a S’.

Esta proposicao nos diz, topologicamente, que as unicas superficies compactas em
R? sdo a esfera (x(S) = 2), a esfera com uma asa (x(S) = 0), a esfera com duas asas
(x(S) = —2) e assim por diante (Figura 4.5). O nimero g de al¢as dado por

_2—x(5)

g 2

62



Esfera X =2 Esfera X =0

O 2-toro

Figura 4.5: Caracteristica de Euler-Poincaré de superficies compactas conexas
é chamado de género de S. Desta forma, toda superficie conexa e compacta em R? é

homeomorfa a uma esfera com g algas.

Proposigao 4.12. Seja R C S uma regido reqular de uma superficie orientada S e seja
T uma triangulagao de R tal que todo triangulo T; € YT, j = 1,2,....k esteja contido
em uma vizinhan¢a coordenada X;(U;) de uma familia de parametrizacoes {X,}, o € A,

compativeis com a orientagdo de S. Seja f uma funcao diferencidvel em S. Assim, a

k
flui,vi)\/E;G; — F2du;dv;
jz;//Xj‘l(Tj)(] J)\/JJ j AU av;

ndo depende da triangulagio Y nem da familia {X,} de parametrizagoes de S

soma

Observacgao 4.13. Em particular, esta proposicao afirma que faz sentido falar da integral

de f sobre a regiao R C S. Por isto, denotaremos esta integral por / / fdo.
R

Enfim temos todos os conhecimentos necessarios para enunciar a versao global do
Teorema de Gauss-Bonnet, cuja idéia da sua demonstracao serd discutida no texto. As

aplicacoes desse teorema sao os principais resultados do nosso trabalho.

Teorema 4.14 (Teorema de Gauss-Bonnet Global). Seja R C S uma regidgo regular de
uma superficie orientada e sejam Ci,--- ,Cy as curvas fechadas simples e regulares por
partes que formam a fronteira OR de R. Suponha que cada C; € orientada positivamente

e sejam 01,--- ,0, o conjunto de angulos externo das curvas C;. Entao

z:;/c /-cg(s)ds+//RKda+§p:9p_QWX(R)7 (43)

=1

onde s denota o comprimento de arco de C;, e a integral em C; representa a soma das

integrais em todos os arcos requlares de Cj;.
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Demonstracao. Usando a Proposicao 4.10, podemos considerar uma triangulacao Y tal que
todo triangulo T' € T estd contido em alguma vizinhanca coordenada da familia {X,}.

Aplicando o teorema de Gauss-Bonnet local a cada triangulo 7} e somando os resultados,

obtemos
n F.3
> / ky(s)ds + / / Kdo + ) 0z = 27F, (4.4)

onde I’ denota o nimero de triangulos de T, 6, k = 1,2,3 sao angulos externos do
triangulo 7. Convém perceber que o resultado é obtido usando a proposicao 4.12 e que a
integral calculada em cada aresta interna comum dos triangulos se anula visto que possuem
orientacoes opostas. Denotando por ¢, = 7 —60;;, os angulos internos de um triangulo Tj,

obtemos

F3 F3 F3 F3
Z@jk: Zﬂ'— Z ngk:gﬂ'F— Z Pjk-

Gk=1 Gk=1 Gk=1 jk=1
Denotando por
E. = numero de arestas externas de 7
E; numero de arestas internas de 7
Ve numero de vértices internas de 7
Vi = numero de vértices externas de 7

e observando que, como as curvas C; sao fechadas, temos que E, = V.. Além disso,

mostra-se que 3F = 2F; + F, e, assim,

F3 F3
Z ij = 7T(2E¢ + Ee) — Z Pjk-
J.k=1 Jik=1

Observando que esses vértices externos podem ser vértices de alguma curva C; ou vértices
intruduzidos pela triangulagao, considerando V., = V. + V., onde V.. é o ntmero de
vértices das curvas C; e Vi é o numero de vértices externos a triangulacao que nao sao
vértices de alguma curva C; e lembrando do fato que em torno de cada vértice interno a
soma dos angulos é 27, temos

F3
Z Oir =2rE; + 1E, — 2wV — Ve — Z(W —0)).
k=1 l

Somando e subtraindo 7 E, na tltima expressao e lembrando que E, = V,, concluimos que

F,3
Z Ojp, = 2rE;+2rE, —2rV; — Ve — Ve — Ve + Z 0;
Ji.k=1 l

= 2mE-27V + > 6
l

e assim, substituindo em (4.4), obtemos
n
Z/ ky(s)ds + // Kdo +2rE — 27V + Y 6, =2m.F
i=1 7 Ci R ]
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Segue que

n

Z/ kg(s)ds—l—//KdU—l—ZHl = 27F — 2rnE 4 21V
C; R 1

i=17Ci
= 2n(F—-E+V).

Usando a caracteristica de Euler-Poincaré definida em (4.2) vamos obter

E;I/C k:g(S)ds+//RKda+;91ZQWX(R).
O

Os dois proximos corolarios nos informa as expressoes obtidas nos casos em que R é
uma regiao simples e para o caso de superficies compactas.

Corolario 4.15. Se R € uma regiao simples de uma superficie S, entdo

n

Si+1 k
Z/ k:g(s)ds+//Kda+ZHi:27r
i=1 7 R i=1

Demonstragdo. Como R é uma regiao simples, entdo x(R) = 1. Desta forma, o resultado

é consequéncia direta de (4.3). O

Corolério 4.16. Seja S uma superficie compacta (considerada como uma regiao de fron-

/ /S Kdo = 27x(S)

Demonstracao. Sendo S compacta, entdo sua fronteira é vazia e, pelo mesmo motivo,

teira vazia) e orientdvel. Entao

Zle 0; = 0. Desta forma, basta usar (4.3) para obter o resultado desejado. O

Exemplo 4.17. Se R for uma regiao limitada por um tridngulo geodésico, entao kgy(s) =
0,Ys € (84, 5i+1) € Z?:o 0; = 23:0(77 — ¢;), onde ¢; é a medida dos angulos internos do

trangulo. Logo, pelo teorema de Gauss-Bonnet

//XI(R) Kdo + i(w — ¢;) =2m.

1=0

Assim, analisemos os seguintes casos:

i) Se K(u,v) =0,Y(u,v) € U, ou seja, se S é uma regiao planar, entdo R é um triangulo

euclidiano. E assim
2

d(¢i)=m

=0

que é a soma dos angulos internos de um triangulo no plano.
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i) Se K(u,v) =1,Y(u,v) € U, isto ¢, se S é uma esfera de raio unitdrio, entdo [ ffl(R) ldo

é a drea da regiao, ou seja
2

AR) =) (¢) —

i=0
iii) Se K(u,v) = —1,V(u,v) € U, isto é, se S é uma pseudo-esfera, entao a area da regiao

¢é dada por
2

AR) =7~ (6).

=0
4.3 Aplicacoes

Apresentaremos a seguir uma série de aplicagbes do Teorema de Gauss-Bonnet. Em
particular, destacamos o Corolério 4.21, pois é nele que vamos encontrar o resultado, por
meio da Geometria Diferencial, que é uma proposicao substitutiva ao quinto postulado
que foi enunciado por Euclides na geometria plana, resultado extremamente conhecido e

utilizado no ensino de Matematica na educacgao basica.

Corolario 4.18. Uma superficie compacta com curvatura positiva € homeomorfa a uma

esfera.

Demonstragao. Como a curvatura de S é positiva, entao

//Kda>0.
s

Sendo S uma superfice compacta, segue do Corolario 4.16 que

2mx(S) = / /S Kdo > 0

ou seja

x(S) > 0.
Portanto, usando a Proposicao (4.11), temos que x(S) = 2 e que S é homeomorfa a
esfera. O

Corolario 4.19. Seja S uma superficie orientdvel com curvatura K < 0. Deste modo
duas geodésicas y1 € o que partam de um mesmo ponto p € S nao podem se encontrar
novamente em um ponto q € S de forma que o0s tracos de 1 e y2 formem a fronteira de

uma regidgo simples R de S.

Demonstragao. Fagamos por contradigao. Primeiro suponha que 71 e 2 sdo geodésicas
de diregoes distintas tais que seus tracos gerem a fronteira de uma regiao simples de S.

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet, Como R é simples, temos

//Kda+91+92:27r,
S
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sendo 6;, i = 1,2 os angulos externos da regiao R. Como elas nao sao tangentes, temos
que 0; < 7 e assim 2w — 61 — 63 > 0 o que acarreta que [ fs Kdo > 0. Absurdo. Agora,
se §; =0, 1 = 1,2, ou seja, as geodésicas y; e 2 e ambas partem de p € S, entao sao
a mesma geodésica e constituem uma geodésica simples e fechada e, de forma andloga,
ocorre a contradicao. Segue que nenhuma geodésica fechada e simples é fronteira de uma

regiao simples R de S. O

Corolario 4.20. Se existem duas geodésicas simples 1 e vo em uma superficie S com-

pacta, conexa e com curvatura positiva, entao vy € yo se intersectam.

Demonstragao. Pela Corolario 4.18, S é homeomorfa a uma esfera de g alcas. Se 1 e o
nao se intersectam, entao podemos encarar a superficie, por meio de um homemomorfismo

(que preserva a caracteristica de Euler-Poincaré), como na esfera de uma alga x(S) =0,
/ / Kdo =0
S
o que é uma contradicao, visto que por hipotese K > 0. ]

Corolario 4.21. Seja T um triangulo cujos lados sdo geodésicas em uma superficie orie-

tada S. A soma dos angulos internos desse triangulo é:
1. Igual a 7, se K =0 (Figura 4.6).
2. Maior do que w, se K >0 (Figura 4.7).

3. Menor do que 7, se K <0 (Figura 4.8).

Onde K € a curvatura Gaussiana de S.

K=0, 1+ +P3=m

Figura 4.6: Triangulo geodésico no plano

Demonstragao. De fato, sejam 6;, i = 1,2,3 os angulos externos de T' e p; =7 — 0;, i =
1,2,3 os angulos externos. Por se tratarem de geodésicas, k, = 0 por se tratar de um

triangulo (regido simples), x(R) = 1. Pelo teorema de Gauss-Bonett

3
//Kdo’—{—ZHZ-:QW
T i=1

e assim
3

//TKdJ—27T—Z(7r—<pi)_27r_37r+23:%

=1 i=1
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Figura 4.8: Tridngulo geodésico na pseudo-esfera

logo

3
Zg@iz7r+//Kda
i=1 T

Como [ fT Kdo tem o mesmo sinal de K e é nula se K = 0, entao concluimos a demons-
tracao do corolario.
O
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