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Resumo

Neste trabalho abordaremos alguns topicos sobre matrizes e determinantes e sua aplicacao
geométrica com énfase no Ensino Médio. Nesta perspectiva previamente escrevi sobre
matrizes suas operacoes e propriedades, determinantes de ordem 2 e ordem 3, neste tltimo
abordamos a teoria da expansao em linhas e colunas, solugao de equagoes lineares pela
regra de Crammer. E em especial falamos sobre a aplicacao das matrizes e determinantes
em tépicos da geometria, em particular equagoes de retas, planos e circulos, area de
triangulos volume de tetraedros.
Palavras-chave: Determinantes, Expansao de Laplace, Geometria.
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Abstract

In this paper we discuss some topics and determinants matrix and its geometrical appli-
cation with emphasis in high school. In this perspective matrices previously wrote about
its operations and properties, determinants of order 2 and order 3 in the latter approach
the theory of expansion in rows and columns, solution of linear equations by Crammer
rule. And in particular talked about the application of matrices and determinants topics
in geometry, in particular equations of lines, planes and circles, area of triangles volume
tetrahedron.
Keywords: Determinants, Laplace Theorem, Geometry.
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6 Atividade Proposta
6.1 Selecao de Questoes Contextualizadas



Introducao

A génese da teoria das matrizes e determinantes remontam ao século II a.c. e se estende
pelo século XIX d.c. Esta teoria estda intimamente ligada com o estudo dos sistemas
de equacoes lineares. Os babilonios lhe davam com problemas de sistemas de equagoes
lineares e seu legado foi preservado em tabletas de argila.

Os chineses também tiveram suas conjecturas em sistemas de equagoes lineares, mas
pensadores como Cramer com a regra que leva seu nome, Laplace com a teoria da
expansao, Bézout que apresentou o determinante de Vandermonde, Cauchy com sua
teoria moderna de determinantes provando a multiplicacao de determinantes, todos esses
e outros pensadores construiram os pilares dessa eminente teoria.

No ensino médio o estudo dos determinantes tem aplicacoes importantes na resolucao
de sistemas de equacoes lineares e na inversao de matrizes. Contudo, outras aplicagoes
como na geometria sao possiveis e a teoria dos determinantes nos credencia a modelar
solugoes para problemas utilizando este topico tao importante da matematica.

O introito deste trabalho remonta a algebra de matrizes idealizada por James Victor
Uspensky, constituindo o capitulo 1 pela F-algebra de matrizes e segue O capitulo 2 onde
mencionei o determinante de ordem 2, muito ministrado no ensino médio, sua origem e
suas propriedades.

O capitulo 3 foi dedicado ao determinante de ordem 3, também muito ministrado.
Quero destacar a escrita neste capitulo da regra de Sarrus, a definicao geral de determi-
nante, a grandiosa expansao de Laplace, Determinante do produto de matrizes e a matriz
reciproca ou matriz inversa que é muito aplicavel. No capitulo 4 elenquei a resolucao de
determinantes para solucionar sistemas de equacoes lineares via a regra de Cramer e a
discussao geral de um sistema de equacao.

E a secao que traz o titulo dessa dissertacao, Aplicagoes dos Determinantes a
Geometria, escrevi sobre equagoes de retas, planos e circulos na forma determinantal,
area de triangulo no plano, volume do tetraedro que é até comum ser apresentado no
ensino médio, mas também foi mencionado acerca da poténcia de um ponto relativo a
um circulo, quero deixar elucidado que as proposicoes, teoremas e demais férmulas foram
baseadas por [3]. A escrita do capitulo 6 é direcionada a atividades como proposta a ser
implementada nas aulas ministradas acerca dos determinantes focando a geometria no
ensino médio.



Capitulo 1

A Algebra de Matrizes

Para o que se segue, seja F um corpo. Consideremos A um conjunto munido de trés
operacoes, indicadas por +, X e -, e denominadas, respectivamente, de adicao, multi-
plicacdo e multiplica¢do por escalar. Dizemos que (A, +, X, -) é uma dlgebra sobre o corpo
[, ou simplesmente, uma [F-dlgebra, se,

(A, +,+) é um espago vetorial sobre o corpo F;

a multiplicacao é associativa;

a multiplicacao é distributiva com respeito a adig¢ao;
e para cada o € F e para todos a,b € A, a-(a xb) = (a-a) xb=a x (a-b).

Além disso, se existir e € A tal que e Xx a = a X e = a, para todo a € A, dizemos que
(A, +, %, ) é uma F-dlgebra com identidade. E imediato verificar que este elemento, dito
identidade, se existe, é tinico. De fato, se existe um outro elemento identidade, digamos,
e/, temos que ¢ = € X e = e. E mais, se a X b = b X a, para todos a,b € A, dizemos
que (A, +, x,-) é uma F-dlgebra comutativa. Nao havendo duvidas sobre as operagoes
envolvidas, ao invés de dizer que (A, +, X, -) é uma F-élgebra, diremos, simplesmente, que
A é uma F-algebra. A seguir, veremos um exemplo importante de uma [F-algebra com
identidade.

1.1 A F-Algebra de Matrizes

Neste contexto, consideraremos F = R ou C, e trabalharemos com matrizes quadradas,
isto é, matrizes em que o niimero de linhas é igual ao niimero de colunas. Uma matriz de n?
elementos é chamada matriz de ordem n. Sendo assim, para cada n = 2, 3,4, ..., falamos
de matrizes de ordem 2, 3,4, .... Com isso, como é habitual, denotaremos uma matriz por
uma letra maitscula do nosso alfabeto ou por (a;;), onde a;; € F é o elemento que ocupa
a 1-ésima linha e j-ésima coluna. Desta forma, considerando duas matrizes de mesma
ordem, dizemos que elas sao iguais se, os elementos correspondentes, isto é, elementos
que pertencem a mesma linha e mesma coluna, sao iguais. Em simbolos, considerando
as matrizes (a;;) e (b;;), ambas de ordem n, (a;;) = (b;;) se, a;; = b;;, para todos i,j =
1,2,...,n. Por exemplo,

-1 2 3 -1 2 3
1 6 4 | 7° 6 4
3 7 -5 V9 7 =5



Mas,

4 2 4 -1 2 2
1 6 4 |+ 1 6 2
3 20 V9 7 =5

Sobre o conjunto das matrizes quadradas de ordem n, que passamos a denotar por 2, (F),
podemos definir operacoes de adigao, multiplicacao e multiplicacao por escalar, denotadas
como acima. Considerando as matrizes (a;;) e (b;;) em 9, (F), definimos a adigao delas,
indicada por (a;;)+ (b;j) como a matriz cujo elemento que ocupa a i-ésima linha e j-ésima
coluna é a;; + b;j, para todos i,j = 1,2,...,n. Também, dados o € F e (a;;), definimos o
produto « - (a;;), denominado de produto por escalar, por (« - a;;). Por exemplo, dadas
as matrizes

02 3 3 2 =3
A= 1 3 4 e B=| 50 2 ,
3 7 =5 17 =5
temos que
3 4 0 6 4 —6
A+B=| 6 3 6 e 2-B= 10 O 4
4 14 —-10 2 14 —-10

E facil ver M, (F), munido das operagoes acima, é um F-espaco vetorial, tendo a matriz
nula 0 como elemento neutro da adicao, isto é, a matriz em que todas as suas entradas
sao nulas.

Identificando as filas de uma matriz, linha ou coluna, como uma n-ipla de elementos
em FF, ou, como é mais comum, um n-vetor, podemos definir a multiplicacao de matrizes
baseando-se na nocao de produto escalar de dois vetores. O produto escalar dos vetores,
digamos, R = (ay,a9,...,a,) € S = (by,bs,...,b,), é dado por

<R,S>:a1-bl—l—ag-bg—{—...—i—an-bn.

Agora, sejam as matrizes (a;;) e (b;;), ambas de ordem n. Denotemos por A; = (a1, Gz, - - - , Gin),
a i-ésima linha da matriz (a;;), e por B’ = (byj, by, ..., ay,;), a j-ésima coluna da matriz
(bij). Sendo assim, definamos

<A,B'> <A,B>> ... <A,B">

<Ay, B'> < Ay,B*> ... <Ay,,B">
(ai;) % (bij) = : : . :

<A, B'> <A, B> ... <A, B">

E f4cil ver que a multiplicagao de matrizes é associativa, distributiva com respeito a adicao
e satisfaz para cada a € F e para todos (a;;), (b;;),

a - [(ai;) x (bij)] = [+ (aiz)] x (bij) = (aij) x e+ (bij)]-

Com maior razao, podemos mostrar que 9, (F) é uma F-dlgebra com identidade /. Em
geral, esta algebra nao é comutativa. De fato, como

3 4 0 31 -1 13 3 1
1 -1 1 x| 1 0 1 = 4 2 -3 1,
2 1 -1 21 3 5 1 0



mas,

3 1 -1 3 4 0 8§ 10 2
1 0 1 x| 1 =1 1 =15 5 -1 1,
21 3 2 1 -1 5 8 2

temos que, em geral, a multiplicacdo de matrizes nao é comutativa, isto é, existem
(aij), (bij) tais que (a;;) x (b;;) # (bij) X (a;;). Para o que se segue, para fins de simplici-
dade, indicaremos o produto (a;;) X (b;;) por (a;;)(bi;). E mais, indicaremos o elemento
identidade, denominado de matriz identidade de ordem n, por

10 --- 0
01 --- 0
E, =
00 --- 1
Uma matriz (a;;) é dita escalar se, a; = a, para um certo a € F, e a;; = 0, se i #

j. Denotemo-na por (a). Observemos que o produto das matrizes escalares (a) e (b)
¢ a matriz escalar (ab) e a adigdo destas matrizes é a matriz escalar (a + b). Agora,
consideremos uma matriz quadrada em que uma, e somente uma, das colunas nao é nula,
dita matriz coluna. Por permutagoes de colunas, podemos admitir que a coluna nao nula
¢ a primeira. Sendo assim, uma matriz coluna de ordem n é da forma

z; 0 - 0
Ty 0 --- 0
2, 0 -+ 0
E imediato que podemos considerar uma tal matriz como a n-upla (z1,zs,...,2,). O
produto da matriz A = (a;;), de ordem n, pela matriz coluna (xq,z,...,z,) é a matriz
coluna (yh Y2, 7yn)7 onde
Y1 = a1y + a2+ 0 ApTy
Yo = Q2171 + QT2+ -+ Q2T
Yn = Ap1T1 + QpaTot+ - AppTy.

Estas relacoes sao equivalentes a equagao matricial

A(xbx%' o 71:%) = (yhy?v' e 7yn>

Na realidade, podemos considerar uma matriz de ordem n como uma n?-ipla de ele-
mentos de F. Esta identificagao faz com que 9, (F) e F sejam indistinguiveis como
F-algebras. Com isso, identificaremos indistintamente uma matriz (a;;) com uma n-ipla
(R1, R, ..., R,) de elementos de F", onde Ry = (ag1,ak2, - - -, arn), que é a k-ésima, para
k=1,2...,n.



Capitulo 2

O Determinante de Ordem 2

Neste capitulo trataremos de uma fungao especial de F-algebra 9, (F) em F. Esta fungao
é dita determinante de ordem n, ou simplesmente, quando nao ha duavida sobre a dimensao
n, determinante. Veremos que sua origem estd associada a resolucao de sistemas lineares
de n equacgoes e n incognitas. Na realidade, estaremos interessados no caso em que n = 2.
De fato, em todo este trabalho, estaremos interessados nos casos bi e tridimensionais.
Inicialmente, daremos uma definicao explicita, ou seja, uma definicao em termos dos
elementos da matriz, e depois, considerando uma colecao minima de propriedades, que
caracterizam o determinante. Como veremos, esta colecao de propriedades nao depende
da ordem n.

2.1 A Origem do Determinante

O determinante tem origem na resolucao de sistemas de equagoes lineares. Suponhamos
o seguinte sistema de equacoes nas variaveis x e y:

mr + by =
asr + by = ¢

Para resolver este sistema, eliminamos as variaveis x ou y. Multiplicando cada equacao
acima, primeiramente, por by e by, respectivamente, e depois, por ay e a1, respectivamente,
chegamos ao sistema
{ (albg — &le)l‘ = Clbg — Cgbl
(albz - azbl)y = C2a1 — C1G2

Em ambas as equagoes, temos o mesmo fator a,bs —asb;. Se este fator é diferente de zero,
entao o sistema tem uma tnica solu¢ao dada por:

c1by — c2by
a1by — (121717
C20a1 — C1Q2
ajby — Clzbl'

Através de uma susbtituicao direta, podemos verificar que estes valores de z e y satisfazem
o sistema original. O denominador comum, a1bs — asb;, é denominado de o determinante
do sistema, e é denotado por




De forma anéloga, podemos expressar os numeradores como os determinantes:

= aA1C2 — A9Cq.

ag Co

Consequentemente, podemos expressar x e y como os quocientes

c by a €

cy by Qg Co
T = e y=

a; by a; by

as by as by

em x (ou y), o determinante que aparece no numerador ¢ obtido do determinante do
sistema, substituindo os elementos da primeira (ou segunda) coluna por ¢; e ¢y, res-
pectivamente. Observemos que para o célculo de z e y o determinante que aparece no
denominador, de ambas expressoes, tem que ser nao nulo. O que estabelecemos acima, é
a regra de Cramer para o caso n = 2. Mais adiante, estenderemos esta regra para o caso
n > 2.

Exemplo 2.1.1 Resolvamos o sistema

6r + 2y = 25
v 4+ 3y = 20

Observemos que o determinante do sistema €
6 2
‘7 3’6.3—2.718—144.

Calculando os determinantes que aparecem nos numeradores, obtemos

25 2 6 25
‘20 3‘—25.3—20.2—75—60—15 el n 20‘—6.20—7.25—120—175’)—55.
Seque-se que T ey sao
25 2 6 25
20 3| 253-202=75-60 15 . 7 20| 6.20-725=120—-175 99
6 2| 63-27=18-14 4 6 2|  63-27=18-14 4’
7 3 7 3
respectivamente.

Finalizando esta secao, podemos abstrair a definicao de determinante, vendo-o como uma,
fungao de My (F) em F, em termos dos elementos de uma matriz expressa por

. a; by
X_(az b2).

detX = |X| = a1bs — asby,

Basta definirmos

onde, detX representa o determinante da matriz X.

6



2.2 Polinomios em Varias Variaveis

Nesta secao, fixamos uma terminologia que aplicaremos mais adiante. Inicialmente, con-
siderando as letras aq, b1, as, by como indeterminadas ou variaveis, nés vemos que o deter-

minante
ap b

= a1by — ashy
az by

¢ um polinomio nas variaveis aq, as, b1, bs.

O polinomio descrito acima é constituido por dois monomios. Chamamos de monémio
nas varidveis x,vy,z, ..., uma expressdo da forma Ax®y®z7..., onde z,y,z,... sdo as
variaveis, A é um nimero constante, denominado de coeficiente, e os expoentes «, 3,7, . ..
sao numeros inteiros nao negativos. Nos dizemos que dois mondémios sao semelhantes
se os expoentes das mesmas varidveis sao iguais. Uma expressao formada por varios
monomios nas varidveis x, y, z, . . . unidos por adigées (+) e/ou subtragées (—) é chamada
de polinomio nas varidveis x,vy, z, . . .. Cada um dos monomios que compoe um polinémio,
também, é dito um termo. Todo polinomio pode ser escrito por monoémios que nao sejam
semelhantes dois a dois. Esta forma de escrita é dita reduzida. Por exemplo, os seguintes
polindmios estao na forma reduzida:

3z — 4y, 622 — 8y + 5y, —32* 4 3a9® 4+ ¢t — 2%yP

J4 o polinomio xy — 2xy + 22 + y? + 23 — 223 + 523 ndo estd na forma reduzida. Todos os
polindmios que trataremos estarao na forma reduzida.

Dizemos que dois polinomios nas mesmas variaveis que possuem 0s mesmos monomios
sao iguais. Isto significa que os mondmios semelhantes tém o mesmo coeficiente. Se
um polinomio tem todos os seus coeficientes nulos, ele é dito identicamente nulo. Da
matematica elementar, nés sabemos adicionar, substrair, multiplicar e dividir polindmios.
Dado um monomio, chamamos de sua dimensao a soma dos expoentes de suas variaveis.
E dai, definimos o grau de um polindmio como a maior dimensao dos seus monoémios de
coeficientes nao nulos. A seguir, vemos polinémios de graus 3 e 6, respectivamente.

zy? + > — T + 8, iy + 22 — 2%y + 9.

Um polinomio ¢ definido como homogéneo de dimensao n se todos os seus monomios tém
a mesma dimensao n. A seguir, vemos exemplos de polinomios homogéneos de graus 1,2
e 9, respectivamente.

x4+ Ty + 8z, 22— dzy + 4, x2t + 5y — 6%y

Os polinomios homogéneos sao também chamados de formas. Por exemplo, os polinomios
homogéneos de dimensao 1 sao chamados de formas lineares, os de dimensao 2 sao chama-
dos de formas quadrdticas e os de dimensao 3 sao chamados de formas cibicas. A forma
linear nas variaveis z,vy, 2, ..., w é expressa por

ar +by +cz + ... + kw,

onde a, b, c, ..., k sao constantes.

Dado um polinomio nas variaveis z, v, 2, . . ., podemos considera-lo como um polinémio
em certas variaveis, cujos coeficientes sao polinomios nas demais. Por exemplo, podemos
considerar o polinébmio xz+ yt como linear, tanto nas variaveis x e y, como nas variaveis z
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e t. Também, podemos ver o polinomio zz + yt como uma forma quadratica. Em relacao
ao polinomio zyz + t2x? + (2% + t?)y?, podemos enxerga-lo como uma forma quadrética
em x e y, ou como um polinomio do segundo grau em z e t, nao homogeneo. De fato,
basta reescrevé-lo como y?2% + (2% + y?)t? + zyz. No decorrer do trabalho, passamos a
considerar F = R.

2.3 Propriedade dos Determinantes de Segunda Or-
dem

Nesta secao, veremos as propriedades que caracterizam completamente o determinante de
ordem 2. Lembremos que

E imediato verificar que o determinante, dado pela expressao acima, satisfaz as seguintes
propriedades:

1. o determinante é uma forma linear de cada fila, linha ou coluna, de uma matriz.
Neste caso, em que n = 2, dizemos que o determinante é uma forma bilinear. Mais
precisamente, isto significa que

ai; + acy bl ay b1 C1 b1
as +acy by as by cy by
ou
aq b1 + acy ai b1 a; C
= —|— (8%
a9 bg + aco a9 bg Ao Co

2. O determinante de uma matriz que possui linhas ou colunas iguais é zero. Neste
caso, dizemos que o determinante é uma forma alternada;

3. O determinante da matriz identidade é um.

A seguir, veremos que estas propriedades caracterizam completamente a fun¢ao determi-
nante, que designaremos por F. Vejamos, por (1), a fungao tem a forma Aa; + Bb; =
F(ay,b1,a9,by), onde A e B sao formas lineares e homogéneas de ay e by. Dessa forma,
podemos considerar A := A(ag, by) = Crag + Coby e B := B(ag, ba) = Dyas + Daby. Sendo
assim,
F(al, bl, as, bg) = (C’la2 + Cgbg)(ll + (D16L2 + Dzbg)bl,

onde C1,Cy, D1 e Dy sao independentes de aq,by,as e by. Substituindo aq, by, as € by,
respectivamente, por aj + ag, by + by, as + a; e by + by. Pela propriedade (2), segue-se que

F(a1+a2,b1 +bg,a2+a1,b2+b1) = 0,

a; + as b1+b2
as +ay by +b

tem linhas iguais. Por outro lado, usando a bilinearidade de F', segue-se que

ja que a matriz

F(a1+a2,b1+b2,a2+a1,b2+bl) = F(al,bl,a2+a1,bg+b1)+F(a2,b2,a2+a1,b2+b1)
= F(al,bl,aQ,bg)—l—F(aQ,bg,al,bl).



E assim,
F<alab17a27b2) = _F(a27627a17b1)'

Isto significa que F' muda de sinal quando duas linhas sao trocadas entre si. Ou equiva-
lentemente, dizemos que F' é anti-simétrica. Na realidade, podemos demonstrar que

Proposicao 2.3.1 Uma forma bilinear € alternada se, e somente se, é uma forma anti-
simétrica.

De fato, basta observar que F'(ay,by,a1,b1) = —F(ay, by, a1,b;).
Agora, como

F(al, bl, as, bg) = (Clag -+ Cng)al —+ (D1a2 -+ Dzbg)bl

F(ag, by, a1,b1) = (Cray + Caby)as + (Diay + Daby )b,

temos que
(Cras + Caby)ay + (Diag + Daby)by = —[(Crar + Caby)ag + (Dyay + Daby)by).
Desta identidade, vemos que
Ci1=0,Dy=0e Cy =—Ds.
Substituindo C; = 0, Dy = 0,Cy = C, D; = —C na expressao de F' temos

a; by

F((Zl, b1, as, 52) = C(a1b2 - Gle) =C b
Q2 09

Agora, por (3), chegamos a C' = 1. E assim, reobtemos a definigao inicial, que é dada em
termos dos elementos de uma matriz. E assim, demonstramos que as propriedades acima
caracterizam completamente o determinante de segunda ordem.

Para finalizarmos este capitulo, usando as ideias aqui delineadas, apresentaremos uma
propriedade importante da teoria de determinantes. Para tanto, sejam as matrizes

(a1 by [ a d
Al_(az bz) eAQ_(CQ d2>'
Desta forma, denotemos por

a d
cy dy

ar b

Dl - a9 b2

€D2:

os determinantes associados as matrizes A; e As, respectivamente. Considerando o pro-
duto destas matrizes e o determinante associado a este produto, chegamos ao determinante

aicy + b102 a1d1 + bldg
ascy + bQCQ Clgdl + deQ

Agora, nossa intengao é demonstrar que

Proposicao 2.3.2 D = D D,.



Demonstragao. Consideremos D como um polindmio nas variaveis aq, by, as e by. Ou
seja, podemos ver D como uma funcao da matriz

aq bl
(05} b2 '

Como vimos acima, chegamos a D = C'Dy, onde C' nao depende das variaveis ay, by, as €
bs. Por um lado, calculando D, diretamente da expressao acima, em

1 0
E2_(0 1)7

¢ dy
Co dg

obtemos

D: :DQ.

Por outro lado, da igualdade D = C'Dy, aplicada em F5, chegamos a

DQZC

10
=

Logo, D = D1 D5, como queriamos. O
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Capitulo 3

O Determinante de Ordem 3

Neste capitulo, mostraremos a regra para o calculo do determinante de ordem 3, mais
conhecida como a regra de Sarrus, e suas propriedades. Além disso, estabeleceremos o
determinante através da expansao em linhas ou colunas.

Nosso ponto de partida é a seguinte questao, bem mais geral: quantas e quais sao as
fungoes

F:9M,(R) =R” — R
que satisfazem as sequintes propriedades:
1. para cadai=1,2,...,n,

F(Rl,Rg,...,Ri—l-OéSi,...,Rn) = F(Rl,RQ,...,RZ',...,Rn)
-+ C(F(Rl,RQ,...,Si,...,Rn>,

onde Ry indica a k-ésima linha de uma matriz. Neste caso, dizemos que F € uma
forma n-linear;

2. F(Ri,Ry,...,R;,...,Ri,...,R,) = 0. Neste caso, dizemos que F é uma forma
alternada,

3. F(E,) =12, onde E, é a matriz identidade de ordem n.

3.1 Determinante como Funcao de Matrizes

Antes de passarmos ao préximo resultado, definamos

Definicao 3.1.1 Uma forma n-linear F' € dita anti-simétrica se,
F(Rl,RQ,...,Ri,...,Rj,...,Rn) = —F(Rl,RQ,...,Rj,...,Ri,...,Rn)
(%), para todos (Ry, Ry, ..., R,) € R™.

Observagao 3.1.1 Por simplicidade, na defini¢ao acima, como estamos transpondo so-
mente as entradas i e j-ésimas, mantendo as demais fizas, podemos escrever

F(RZ, RJ) - —F(Ry, Rz)
De forma andloga a proposicao 2.3.1, vemos que
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Proposicao 3.1.1 F ¢ uma forma alternada se, e somente se, F' € anti-simétrica.

Demonstragao. Inicialmente, suponhamos que F' é uma forma alternada. Isto significa
que F(R; + R;, Rj + R;) = 0. Usando a n-linearidade, e, novamente, a alternancia, temos
que

Logo, F(R;, R;) = —F(R;, R;). Portanto, mostramos que a alternancia é uma condicao
suficiente. Agora, mostremos que ela é necessaria. Para tanto, suponhamos que F é
anti-simétrica. Desta forma, F(R;, R;) = —F(R;, R;). Logo, fazendo i = j em (%) temos:

F(R\,Rs,...,Ri,...,Ri,...,R,) =0.

O
No momento, interessa-nos o caso n = 3. Sendo assim, estaremos trabalhando com a
funcao F : RY — R. Pela proposicao que acabamos de demonstrar, segue-se que

F<R17R27R3) = _F(R17R37R2)
- _F(R37R27R1)
- _F(R27R17R3)

Como F ¢ linear em cada linha de (a;;) = (Ry, Ra, R3), onde Ry, = (a1, Gk, axs), temos
que cada termo de F' é da forma

Aaﬂwala a2303~,

onde A,s, independe dos elementos das linhas da matriz (a;;), e os indices «, 3,y variam
em {1,2,3}. Sendo assim, F' é expresso como

F(Ry, Ry, R3) = Z Aapya1a02503,.

a,Byy

Vejamos as consequéncias da alternancia de I sobre os coeficientes A, s, quando os indices
a, 8 e v variam. Observemos que

F(R27 Rb R3) = Z Aa67a2aalﬁa3'y - Z Aﬁawalaa26a3'y'

a,B,y B,y

A ltima igualdade é possivel, ja que «, e 7 variam no mesmo conjunto. Como
F(RIJ R27R3> - _F(R27 R17R3)7 temos que

Z Aa/gvalaag/gagy = — Z Aﬁayalaaz@a?)'yv

B,y B,y

que ¢é vélida para todos elementos a;;. Disto, segue-se que
Aapy = —Apan-

Analogamente, chegamos a

Avga = —Aapy € Aayp = —Aapy-
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E assim, se dois dos indices sao iguais, o coeficiente correspondente é zero. Por exemplo,
se a = f3, entao Anay = —Aaay. Logo, Apay = 0.

E assim, na expressao de F' os termos, efetivamente, presentes sao os correspondentes
aos valores dos indices «, 8 e v, dois a dois distintos, ou seja, sao os indices associados as
permutacoes

123 132 213 231 312 321.

Do célculo destes coeficientes, obtemos as relagoes

A213 _A1237

A321 — _A231 - _A1237
A231 - _A213 - A123a
A312 = _A321 - A1237
A132 = _A123

Estas relagoes mostram que os cinco coeficientes a direita sao expressos através do sexto,
que é A; 3. Considerando A;93 = C, temos que

Arggs = Asy = Aoz = C;
Asio = Agg = Az = —C.
Disto, segue-se que
F(Rh Ry, R3) = C(Gnamasz + @12G23031 + Q13021032 — Q12021033 — A130A22031 — a11a23a32).

Esta é a defini¢do geral de uma funcao F : RY — R que satisfaz as propriedades (1)
e (2). Usando a propriedade (3), podemos calcular explicitamente o valor de C, ja que
F(E3) = 1. Neste caso, C' = 1. Consequentemente,

F(Rb Ry, Rs) = Q11022033 + Q12023031 + G13021A32 — (12021033 — G13022031 — G11G23G32.

¢ a tnica definicao possivel para uma funcao F : R — R que satisfaz as propriedades
(1), (2) e (3). Esta funcao é denominada de o determinante de ordem 3, e é representada
por

Al Q12 a3

Q21 Q22 Q23

gy az2 433

3.2 A Regra de Sarrus

Existe uma regra que nos proporciona lembrarmos, facilmente, da expressao

ar b oo
(05} b2 Cy | = a1b203 + b102a3 + Clb3a2 - CL3b2C1 - bgCQCLl — 63b1a2.
as by ¢

Consideremos o quadro

\XX/
/XX\
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1. repita as duas primeiras colunas a direita da matriz, preservando a ordem:;

2. multiplique diagonalmente os fatores descendentes, conservando o mesmo sinal do
produto;

3. multiplique diagonalmente os fatores ascendentes, trocando o sinal do produto.
No ensino médio, esta regra é conhecida como a regra de Sarrus.

Exemplo 3.2.1 O determinante da matriz

1
3
6

=N DN
Tt — W

N

1-2-54+2-1-64+3-4-3—-6-2-3—-4-1-1-5-2-3=-12.
Finalizando esta se¢ao, apresentamos a seguinte definicao:

Definigao 3.2.1 Seja uma matriz (a;;) de ordem n. A matriz transposta de (a;;), deno-
tada por (a;;)', € a matriz (a;;).

Para o caso n = 3, temos que

t

ap by a1 G2 as
a9 b2 Co = bl b2 b3
as by c3 C1 C2 C3

Usando a regra de Sarrus, é imediato que

Proposicao 3.2.1 |Af| = |A|, onde |A| denota o determinante de A.

3.3 A Definicao Geral de Determinantes

De forma andloga ao que fizemos na secao anterior, podemos definir o determinante de
ordem n, para n > 3. Seguindo o mesmo procedimento, considerando

F(Rl, Ry, ..., Rn) = E Ailig...inalila%g * Ay,

11,0250.n

onde A;,;, i, independem dos elementos das linhas da matriza,;, chegamos a

A = -A

1112000 0 1192...08 . v -erin *

Disto, segue-se que se o = f3,
Aivig. igiain = 0.

Consequentemente, os termos que efetivamente aparecem em F' sao aqueles associados a
alguma permutagao de 1,2,...,n.

Neste momento, lembremos de alguns fatos relativos a permutagoes. Dada uma per-
mutacao, digamos, i1ly...%...%93...%,, de 1,2,...,n, dizemos que eziste uma inversao
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de 1o relativa a ig se, i, > tg. Por exemplo, para n = 5, na permutacao 34251, te-
mos que 3 é uma inversao relativa a 2, e também, a 1, 4 é uma inversao relativa 2, e
também, a 1, 2 é uma inversao relativa a 1 e 5 é uma inversao relativa a 1. Observe-
mos que nao existe inversao relativa a 1. Sendo assim, existem duas inversoes relativas
a 3, duas inversoes relativas a 4 e uma inversao relativa a 5. Desta forma, definimos
como indice de uma permutacao iyis . ..1%,, denotado por J(iiis...%,), o nimero de in-
versoes relativas a todos os elementos da permutacao. Por exemplo, na permutacao acima,
J(34251) =242+ 1+1 = 6. E imediato que J(12...n) = 0. Pode-se mostrar que

j(leQZalgln) —j(ilig...za...iﬁ...in)
¢ um numero impar. Disto, segue-se, imediatamente, que
(_1)3(i1i2...ia.‘.’L'B...in) — _(_1)3(1112’Lﬁlazn)
Uma permutacdo iyis...i, é dita par (impar) se, J(iyis...i,) é par (impar). E facil
ver que o numero de permutagoes pares e impares sao iguais. Como o nimero total

. , ) n! . ,
de permutacoes de 1,2,...,n é n!, temos que existem — permutacoes pares e impares.

Agora, retornemos aos coeficientes da expressao de F'. Da relacao

Ailig,..ia...ig...in = _Ailig...ig...ia...in7

temos que
Ailig.in
(_1)3(11127,”)
é constante, digamos, de valor C. Logo, A; ;. i, = £C, onde o sinal é 4+ ou -, se a
permutacao i1z . . . i, é par ou impar, respectivamente. Desta forma,

F(Rl,RQ,...,Rn) =C E :I:aulaQZ-Q-“amn.
11,8250yl
Para chegarmos a esta expressao de F', usamos apenas a sua n-linearidade e a sua al-
ternancia, ou anti-simetria. Agora, usando o fato de que F(FE,) = 1, obtemos

F(Ry, Ry, ..., R,) = Z ta1i, a2y + Uiy,

11,82,--+in

a qual possui n! termos, dos quais uma metade é precedida de sinal +, e a outra metade,
de sinal -, conforme a permutacao iy . . . %, seja par ou impar. Esta expressao mostra-nos
que existe uma tnica funcio F : R” — R que é n-linear alternada tal que F(E,) = 1.
Esta funcao é o determinante de ordem n, que denotaremos por

@11 A1z - Qin
Q21 Q22 -+  Q2n
Anp1 Ap2 - Ann

Reciprocamente, podemos mostrar que a expressao E Fay;, ag, - - - Gy, satisfaz as

11,8250

propriedades de n-linearidade, alternancia e de que vale 1 na matriz identidade de ordem
n. E claro que a definicdo acima nao é muito pratica para o clculo do determinante,
quando n cresce. Na préxima sec¢ao, recorreremos a uma certa expansao que torna o
calculo do determinante mais razoavel.

Como na proposicao 3.2.1, vé-se que
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Proposicao 3.3.1 |A| = |AY|.

Demonstracao. Sejam A = (a;;) € £ay; az;, - - an1,, um termo da expressao do deter-
minante de ordem n. Como estamos num corpo, podemos arrumar os fatores a;, de tal
forma que

ta14, A2y ** + Ap1,, = £AG1G552 7 Qg

Observemos que os sinais se correspondem, ja que as permutacoes i1is...%, € J1J2---Jn
tém a mesma paridade. De fato, as mesmas transposigoes usadas na passagem de 12...n
para i1t . ..1,, restaram a permutacao i12s...17, a 12...,n, enquanto que, usando estas
transposicoes, a permutagao 12...n passa a ser jiJs ... Jn. Sendo assim,

a1 G2 - QAip
Qg1 Q22 -+ dA2p
: S e § : Fa;1052 - Q-
) ’ ' ' J15325e-5dn
Ap1 Gp2 - App
Portanto, |A| = |AY|. O

Este resultado mostra-nos que, na construcao da definicao de determinante, ao invés
de usarmos as linhas, poderiamos ter usado as colunas.
A seguir, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.3.1 Seja o determinante

1 a b c+d
|1 b ¢ a+d
P=11 ¢ d a+b
1 d a b+e

Mostremos que D = 0. Para tanto, adicionemos a sequnda e a terceira colunas a quarta,

obtendo
b a+b+c+d

a
b ¢ a+b+c+d
c d a+b+c+d
1 da a+b+c+d

Usando a linearidade e a alternancia, chegamos a

1
1
D_l

1 a b 1
D=(at+btct+d)| * % ¢V atbrerd-0=0
1 ¢ d 1 '
1 d a1
Exemplo 3.3.2 Seja o determinante
1 a bc
D=|1 b ac
1 ¢ ab

Multiplicando a primeira, a sequnda e a terceira linhas por a,b e ¢, respectivamente, temos
que

a a® abe
(abc)D = | b b* abe
¢ abc
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Usando a linearidade, obtemos

a a® 1
(abc)D = (abc) | b V* 1
c 21

Supondo que a,b e c nao sao nulos, chegamos a

a a® 1
D=|b b 1
c 21
E assim,
a a®> 1 1 a? a 1 a a? 1 1
D=|b bV 1|=—=|1 ¥ =1 b b |=|a b c
c 21 1 2 1 ¢ ¢ a’> b A2

Exemplo 3.3.3 Vamos calcular o determinante

1l a a
D=|1 b b
1 ¢ ¢

Subtraindo a primeira linha da sequnda, e a sequnda da terceira, obtemos

0 a—b a*-"V? 0 a—b (a+0b)(a—Db) 0 1 (a+0d)
D=|0 b—c V»=c|=]|0 b—c (b+c)b—c) |=(a=b)(b—c)|0 1 (b+c)
1 c c? 1 c c? 1 ¢ ?

Mais uma vez, subtraindo a primeira linha da sequnda, temos que

0 0 a—c 00 1
D=(a-b)b—¢c)|0 1 b+c|=(a—b)b—c)la—c)| 0 1 b+c
1 ¢ c? 1 ¢

Pela regra de Sarrus, chegamos a

D=(a—c)la=b)(b—c).(—1) =—(a—c)(a—b)(b—rc).

3.4 A Expansao de Laplace

Como vimos na secao anterior, o determinante de ordem n é a forma n-linear alternada
)
2 , . PR . .~ 7
D :R" — Rtal que D(E,) = 1. Ja vimos que é indiferente na defini¢ao de D utilizarmos
linhas ou colunas. Porém, por uma questao de escolha, desde o inicio, utilizamos os
b ) )

elementos das linhas como variaveis.

Partindo da n-linearidade, podemos considerar D como uma forma linear em relacao
a uma determinada linha, digamos, da i-ésima linha, cujos coeficientes sao formas n — 1-

lineares nas demais variaveis, como segue

D = Ailaﬂ + ...+ Amaz] + ...+ Amam,
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onde os coeficientes A;; sao independentes de a;1, @iz, ..., a;. O coeficiente A;; de a;j,
nesta expansao, ¢ denominado de o complemento ou o cofator do elemento a;;. Este
complemento esta diretamente ligado ao determinante de ordem n — 1, obtido de D
eliminando a ¢-ésima linha e a j-ésima coluna, sem alterar a ordem das outras linhas e
colunas. Este determinante D;; de ordem n —1 é denominado de o menor correspondente
ao elemento a;;. Por exemplo, para n = 3, os menores correspondentes aos elementos ay,
by e ¢; relativos ao determinante

ar b ¢
az by c
az by c3
sao
by ¢ Gz C2 az by
by c3 |’ asz Cg c az bz |’

respectivamente. Vejamos, a relacao existente entre o complemento A;; e o menor D;;.
Afirmamos que

PI'OpOSi(;éO 3.4.1 A,LJ = (—1>Z+]DZ]
Demonstragao. Inicialmente, mostremos a relacao para i = 1. Sendo assim,
D = Anan + Apap + ...+ Apar,.

Como os A;; nao dependem dos a;;, tomando a;; =1 e a;; = 0, para j # 1, temos que

1 0O --- 0
G21 G2 -+ A2
Ay =
Ap1 Ap2 -+ Qpp
Usando a n-linearidade deste determinante, substituindo a linha R; = (a;1, a4, - - ., @),
para cada ¢ > 2, pela linha R; — a;; R;, sucessivamente, para j = 1,2,...,n, onde Ry =
(1,0,...,0), obtemos
1 0 --- 0
Qo -+ Qap
All = 9
0 Qp2 - Qpn

que depende, exclusivamente, da matriz

Qg2 Q23 -+ d2p

Gazz2 Gzz -+ A3p
B =

Ap2 Gp3g - Adpp

Como A;; é uma funcao n — 1-linear alternada dos elementos de B, e que, para B = E,,_1,
assume o valor 1, pela unicidade de uma tal funcao, concluimos que

Q22 Q23 - d2p
gz azz -+ QA3n

A = . . . . = Dy1.
Ap2 Gpg - App
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Para estabelecermos a relagao para um elemento arbitrério a;;, transpomos a j-ésima
coluna de D j vezes, fazendo-a ocupar a primeira coluna, e, também, transpomos a i-
ésima linha de D i vezes, fazendo-a ocupar a primeira linha. Com isso, para este novo
determinante, digamos, F', o elemento a;; ocupa a primeira linha e a primeira coluna.
Como antes, chegamos a A;; = Fj;. Mas, como F' = (—1)"™ D, temos que

A" - (—1)Z+JDZ]

)

O

Ao inveés da expansao em linhas, poderiamos ter adotado a expansao em colunas, ja

que o determinante de uma matriz é igual ao da sua transposta. Sendo assim, podemos
considerar a expansao relativa a j-ésima coluna

D = Ajjar; + Agjagy + - - + Apjan;.
A seguir, vemos uma importante propriedade dos complementos. Se na expansao
D = Apan + Antig + -+ + Ainlin,

trocarmos os elementos da i-ésima linha pelos elementos de uma alguma outra linha,
digamos, (ag1, ags, - .., ag,), com k # i, concluimos que

Aﬂakl + Aigakz 4+ ...+ Ama;m = 0,

pois, neste caso, estamos calculando o determinante de uma matriz cuja i-ésima linha ¢
igual a k-ésima linha. Analogamente, se k # 7,

Aljalk + Agja2k + ...+ Anjank =0.

Exemplo 3.4.1 Calculemos o valor do determinante

371 25
6 4 3 0 2
D=0 3 01 2
1 06 5 3
21020

Para tanto, usaremos operagoes sobre colunas e a exrpansao pelos elementos de alguma
fila, linha e coluna. Inicialmente, subtraindo a primeira e a quarta colunas do dobro da
sequnda coluna, chegamos a

-1 71 =12 5

-2 4 3 -8 2

D=| -6 3 0 -5 2
1 06 5 3

0O 1.0 0 O

Ezxpandindo D pelos elementos da quinta linha, obtemos

~11 1 —-12 5
—2 3 -8 2
D==1 4 0 _5 2
1 6 5 3
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Novamente, expandindo D pelos elementos da terceira linha,

1 —12 5 -11 1 5 -11 1 —-12
D=6-{3 -8 2|4+0+5-] =2 3 2|+2-| =2 3 -8
6 5 3 1 6 3 1 6 5

Logo,
D=6-245+5-(—34)+2-(=511) = 278.

Exemplo 3.4.2 Calculemos o determinante

14+a 1 1 1
1 1+b6 1 1
1 1 1+e¢ 1
1 1 1 1+

D=

Subtraindo a primeira coluna da sequnda, obtemos

a 1 1 1

e 14y 11

D= 0 1 1+c¢ 1
0 1 1 1+d

Expandindo D pelos elementos da primeira coluna, chegamos a

1+0b 1 1 1 1 1
D=a- 1 1+c 1 +b-|1 1+4c¢ 1
1 1 1+d 1 1 14+d

Mais uma vez, subtraindo a primeira coluna da sequnda, em cada uma das matrizes, na
ultima expressao de D, temos que

b 1 1 0 1 1
D=a-| —c 1l+c¢ 1 +b) —c 14+c¢ 1
0 1 14d 0 1 14+d

Disto, seque-se, tal como antes, que

1+c¢ 1

D:a% 1 1+d

Logo,

1 1 1 1
D :abcd+abc+abd+acd+bcd:abcd<1+—+E+—+C—1).
a c
Exemplo 3.4.3 Alexandre Vandermonde, misico e matemdtico francés, que nasceu mo
século XVIII, desenvolveu uma teoria para calcular um certo tipo de determinante de
ordem n, conhecido como determinante de Vandermonde. Este determinante é do tipo

1 oz 22 - 2t
1 a9 22 oo ot

D = 2 2
2 n—1

1z, z; - a}
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Mostraremos que o determinante de Vandermonde é dado

D = H(xj — ;).

1<j

Demonstraremos este fato por inducdao sobre n. O caso n =2, € imediato, jd que

= T9 — I71.

Por hipdtese de indugao, suponhamos que a expressao € vdlida para a ordem n—1. Nosso
objetivo é mostrar que a expresao € vdlida para ordem n. Multiplicando a primeira linha
por —1, e adictonando a todas as demais linhas, obtemos

1 oz 22 - 2t 1 x x? e i

2 n—1 2 2 n—1 n—1
1 xy x5 - @y B R e B A B B

2 n—1 2 2 n—1 n—1
1z, x, - a 0 zp—o @, —x] -+ x  —I

Agora, para zerarmos todos os elementos da primeira linha, a partir da sequnda coluna,
multiplicamos cada coluna por —x1, e adictonamona a proxima coluna. F assim,

1 0 0 e 0
D — 0 Zo—xy X5—21T9 - mg_l — xle_Q
2 n—1 n—2
0 zp—x1 x5 —x917py -+ T — X1T),
1 0 o .- 0
n—2
0 1 =z - a5

= (172_‘731)"'($n_1‘1)
o 1 =z, - oy

Expandindo o determinante do lado direito pelos elementos da primeira linha, chegamos
a

1 oz a2 - b2
1z x2 - "2
— 3 3
D= (zg—x1) - (xy — 11)
1 oz, a2 ... an?

Observando que o determinante do lado direito da ultima igualdade é de Vandemonde de
ordem n — 1, e usando a hipdtese de inducao, temos que

D= (xy—x1) () —21) H (xj — ;) = H (xj — ;).

2<i<j 1<i<j

3.5 O Determinante do Produto de Matrizes

Muitos livros didaticos nao trazem a demonstracao do determinante de um produto de
matrizes, e é colocado como um simples resultado. Em [2], encontramos a afirmagao:

“O fato de que o determinante do produto de duas matrizes quadradas é igual
ao produto dos determinantes dessa matriz é mencionado praticamente em todos
os livros didaticos de matematica usados no ensino médio mas nao é provado em
nenhum deles”.
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Nossa intencao é da uma demonstracao deste fato. Para tanto, consideremos a matriz

A esta matriz associamos o determinante

a11
a21

Qn1

Q12
22

an2

Q12
22

Ap2

Q1n
Q2

a'f’LTL

A1n
Aop,

que, também, podemos indicar por det A.
Teorema 3.5.1 det(AB) = det A - det B.

Demonstracao. Lembremos que dadas as matrizes

aix Qi -+ Aip bii bz -+ bip

21 Q22 -+ dap bar bay -+ Doy
A= . . . e B= . ,

n1 Qp2 - Ann bnl bn2 e bnn

o produto de A por B é a matriz

C11 Ci2 -+ Cin

C1 Co2 -+ Cop
C=AB= :

Cn1 Cn2 -+ Cpp

onde ¢;; = a;1b1; + aiobaj + - -+ + by

Considerando o determinante de C' como uma funcao nas varidveis a;;, temos que esta
funcao é n-linear alternada. Segue-se que o determinante de C' difere do determinanate de
A por um fator A, que independe dos elementos a;; da matriz A. Ou seja, det C' = A det A.
Em particular, tomando A = E,,, temos que

det B=detC = Adet E,, = \.
Desta forma, para qualquer matriz A de ordem n tem-se:

det C = det AB = det A - det B.

Exemplo 3.5.2 Sejam os determinantes

1 1
d=|1 w
1

1
w? e D=
w?  w

o o Qe
2o o
RO
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onde w € uma raiz cubica imagindria da unidade, isto €, w? =1 e w # 1. Sendo assim,

a+b+c b+c+a c+a+d
d.D=|a+wb+w?c b+wc+w?a c+ wa+ w?b
a+ w?b+we b+ w?c+wa ¢+ wla+ wh

Como

b+we+w?a = wa+wb+we);
ctwa+w’d = w(a+wb+wi);
b+wictwa = wla+ w?b+ we);
ctwlatwb = wa+w’b+we),

usando a homogeneidade e a alternancia, temos que
d.D = —d(a+ b+ c)(a+ wb+ w?e)(a+ w?b + we).

E fdcil ver que d = 3w(w —1) #0. Ested € o determinante de Vandermonde de ordem
3. Logo, cancelando d, obtemos

D= = —(a+b+c)(a+ wb+w?c)(a+ w?b+ wc).

o o
ISR~
RO

O determinante D é denominado de ciclico de ordem 3, jd que a sequnda e a terceira
linhas sao obtidas por permutacao ciclica dos elementos da primeira linha. Analogamente,
podemos calcular os determinantes ciclicos de todas as ordens.

Antes de passarmos para o proximo exemplo, demonstremos o seguinte teorema:

Teorema 3.5.3 Se o produto de dois polinomios F' e ¢, nas varidveis x1,xo, -+ , Ty, € 0
polinomio identicamente, entao F' ou ¢ € o polinomio identicamente nulo .

Demonstragao. Demonstremos este teorema por inducao sobre n. E imediato que o
teorema é para n = 1. Por hipotese de inducao, suponhamos que o teorema ¢é valido para
n — 1, com n > 2. Por absurdo, suponhamos que nem F', e nem ¢, sao identicamente
nulos. Escrevamos F' e ¢ como polindmios em x; cujos coeficientes sao polindmios nas
demais variaveis, como segue

F = Fab+ F, 2y ' + ...+ Fiz + Fy;
¢ = O+ parx T+ 4 1T+ o,

onde os F; e ¢; sao polinomios nas n — 1 varidveis x,x3,...,2,, ¢ F, ¢ ¢, nao sao
identicamente nulos. Mas, a igualdade

Fop= ), tual =0,
0<j<p+m
onde ¢; = Fj- o+ Fj_1-¢1+...+F1-¢j_1 + Fy- ¢;, implica que F}, - ¢,,, = 0. Por hipdtese
de inducao, segue-se que F, ou ¢,, ¢ identicamente nulo, que ¢ uma contradicao. O
Para o que se segue, denominamos de a matriz adjunta de (a;;) a matriz (A4;;), cujos
elementos sdo os complementos dos elementos de (a;;). O determinante da matriz adjunta
de (a;;) é denominado de o determinante adjunto de (a;;).
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Exemplo 3.5.4 Seja o determinante

a11 a2

21 Qa22
D =

ap1  Ap2

O determinante adjunto da matriz (a;;) €

A Ap
A— 14?1 14?2
f4n1 f4n2

Sendo assim, o produto destes € o determinante

Ci1 C12

Co1  C22
D -A=

Cn1 Cp2

Q1n
Q2n,

ann

Cin
Con

C'I’LTL

onde ¢;j = ;1 Arj + aipAsj + - - -+ ainAnj. Do final da dltima secdao, temos que c;; = 0, se

i#j, ecy; =D. E assim,

D 0

0 D
D-A=

0 O

= D"
D

Donde, D(A — D™ ') = 0. Supondo que D e A sao polinomios nas varidveis a;j, € que
D # 0, seque-se, pelo teorema 3.5.3, que A — D"' = 0. Logo, A = D" 1.

Observacao 3.5.1 Seja a matriz

a11 a2

Q21 Aa22
A=

An1  Ap2

Q1n
Q2

ann

tal que a s-ésima e a t-ésima colunas sdo iguais, com s < t. A menos do fator (—1)51,
podemos supor que s = 1 et = 2. Disto, seque-se que D = det A = 0. Agora, calculemos
o determinante adjunto, que continuamos denotando por A. Vejamos, expandindo-o em

relacao a primeira linha, obtemos

A = Apan + Apparg + ...+ Apary,.

Como ajy = a1z, A = —Ax e Ay; =0, para j > 2, jd que, a partir de tal indice os
menores tém as duas primeira colunas iguais, temos que A = 0. Isto mostra-nos que a
igualdade A = D" pode acontecer mesmo quando D = 0.
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3.6 A Matriz Reciproca

Dada uma matriz

11 Aiz2 - Qin

Q21 Qg2 -+  Q2n
A= . . . . ;

An1 Ap2 - Ann

dizemos que A é singular (ndo singular) se, det A = 0 (det A # 0). Suponhamos que a
matriz A é nao singular. Como antes, A;; ¢ o complemento de a;; e D = det A. Seja

An A - A
1 Ay Agg -+ Agp
X =— . . .
D : : - :
Anl AnQ et Ann
Observemos que
/ / /
€11 Ci2  Cin €11 Cia " Cp
1| e c2 -0 o 1| ¢y ¢y -0 c
n 21 Cog on
AX = — . . e XA=— . o . ,
D : : - : D : : - :
/ / /
CTLI Cn2 e Cnn Cnl an e CTLTL

/
onde Cij = CLﬂAlj + aiQAgj + ...+ amAnj (S cij = Ailalj + AiQan + ...+ Amanj. Como
cij = cy; =0,8e j #1, e c; = c;; = D, temos que

XA=AX =F,.

A matriz X ¢é dita a reciproca ou inversa de A, e é denotada por A~'. Afirmamos que
quando uma tal matriz existe, ela é tnica. De fato, se existisse outra, digamos, Y, tal que
YA =AY = F,, teriamos

Y =YE,=Y(AX)= (YA)E,=A"E, = A",

como querfamos. Sendo assim, dada uma matriz A nao singular, temos que existe uma
unica matriz, dita reciproca, definida por

A A - A
A1 i Agp Ay --- Ay,
2 .
Anl An2 e Ann
tal que A'A=AA"' = E,.
Dadas as matrizes Aq, As, ..., Ay, digamos, de ordem n, o determinante do produto

k
H A, é dado por

s=1

k k
det H Ay = H det A;.
s=1 s=1
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k
Sendo assim, se, para cada s = 1,2,...,k, A, é nao singular, o produto H Ag é nao sin-
s=1
gular. Lembremos que, pela associatividade da multiplicacao de matrizes, aquele produto

pode ser realizado segundo qualquer combinacao dos fatores, desde que seja preservada a
ordem dos mesmos, ja que a multiplicagao de matrizes, em geral, nao é comutativa. Por
exemplo, para as matrizes, A, B,C e D, temos que

ABCD = [(AB)C|D = A|[(BC)D] = A(BCD) = (AB)(CD).

Desta forma, se, para cada s = 1,2,...,k, A, é nao singular, ja sabemos que o produto
k k

H A, é nao singular, e sua reciproca é a matriz H Ag_s11, como é facil ver.

s=1 s=1

k
Observagao 3.6.1 Em particular, se Ay, = Ay = ... = Ay = A, o produto HA €

s=1
denotado por A*, e é denominado a k-ésima poténcia de A. Da associatividade, temos que
ARAP = AP AR = AFP para todos k e p inteiros positivos. Por definicdo, consideremos que
A® = E,. Etambém, se A é nio singular, definimos A% = (A~1)k. Com isso, estendemos
a definicio de poténcia para expoentes inteiros quaisquer. Seque-se que AF AP = AFFP ¢
(AR = A*P para todos k e p inteiros quaisquer.

A seguir, veremos alguns fatos importantes. Para tanto, seja A uma matriz nao singular.
Dada uma matriz B, afirmamos que a equacao matricial AX = B tem uma tnica solucao.
Demonstremos este fato. Por um lado, ¢ facil ver que X = A'B ¢é uma solucao de
AX = B. Por outro lado,

X=E,X=(A"A)X=A"AX)=A""'B.

Logo, X = A™'B ¢ a tinica solucao de AX = B. Analogamente, vé-se que a tinica solucao
de equacao XA =B é X = BA™L.
Analisemos o caso em que A é singular. Se as equagoes

XA=BeAX =B

tem uma solucao, necessariamente, det B = 0, ja que, neste caso, det B = det A-det X = 0.
Em particular, uma matriz singular nao tem reciproca.
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Capitulo 4

Utilizando Determinantes para
Resolver Equacoes Lineares

Neste capitulo, resolveremos equagoes lineares usando a famosa regra de Cramer.

4.1 A Regra de Cramer

Dentre as mais variadas aplicacoes dos determinantes, a resolucao de sistema de n equagoes

lineares e n incégnitas é, sem duvida, a mais conhecida. Na realidade, a teoria de de-

terminantes surgiu para resolver este tipo de sistema, dito quadrados, ja que o nimero

de equagoes ¢ igual ao nimero de incognitas. Os primeiros a proporem a utilizagao de

determinantes para resolver os sistemas quadrados foram Leibniz e Cramer.
Consideremos o sistema quadrado

fii=anr +apry + .. Fapr, = b
fo = a1 + agra + ..+ ar, = by
fn = A1 Ty F Aoy + ot ATy = by,
Seja o determinante
aip @12 ... QGip
a21 A29 ... QA9pn
D=1 . o s
ap1 Gp2 ... Gpp

formado pelos coeficientes do sistema. Multiplicando a primeira equagao por Ai, a se-
gunda equacao por Asq, e assim, sucessivamente, e depois, adicionando-as obtemos

(ZAklam)ﬂUl + (ZAklakz)l’z + ...+ (ZAklalm = 0) Tpn = ZAklbk-
k=1 k=1 k=1 k=1

n n
Como ZAklakj =0,sej#1, e ZAklakl = D, temos que
k=1 k=1

DZL‘l = Allbl + A21b2 + ...+ Anlbn-
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Analogamente, Chegamos a

para j > 1. Sendo assim, estas ultimas equagoes sao consequéncias das primeiras. Su-
pondo que D # 0, podemos mostrar que, reciprocamente, as primeiras equagoes Sa0 con-
sequéncias destas ultimas. Para mostrarmos isto, multipliquemos as tltimas equagoes,
respectivamente, por aii, aia, ..., a1,. Apos adicionarmos as equagoes resultantes, obte-
mos

D(anxl + ajore + ...+ alnxn) = Db1 + (Z Agka1k> b2 +...+ (Z Ankalk> bn
k=1

k=1

Como ZAklakj =0,sej#1, e ZAklakl = D, temos que

k=1 k=1

anzi + aiTs + ... + a1y = by,
ja que D # 0. Analogamente, mostra-se que

ainZ1 + Qg% + -+ AinTy = by,

para ¢ > 1. Isto diz-nos que os sistemas das primeiras equacoes e das ultimas equagoes

sao equivalentes, ja que possuem as mesmas solucoes. Para cada i =1,2,...,n, a solucao
do sistema das ultimas equacoOes, para o caso em que D # 0, é dada por
D;
=
onde

Dz' = Ah’bl + AQibQ +...+ Ambn

é a expansao pelos elementos da i-ésima coluna do determinante que resulta de D trocando
a i-ésima coluna por (by, by, ..., b,). E assim, chegamos a

Teorema 4.1.1 (Regra de Cramer) Se o determinante D de um sistema de n equagoes
lineares e n incognitas, digamos, xi,Zs,...,T,, € nao nulo, entdo o sistema tem uma
unica solucao dada por

D;
Ty = —,
D
para todo v = 1,2,...,n, onde D; resulta de D substituindo a i1-ésima coluna de D por

(b1, b2, ..., by).
Exemplo 4.1.2 Usando a regra de Cramer, resolvamos o sistema

Sr+4z+2t = 3
r—y+2z2+t =
do+y+22 =
rTHyt+z+t =

O = =

O determinante do sistema é

— s = Ot
—_
—_

— N DN

—_— O =N



Observando-se que

3 0 4 2 5 3 4 2
1 -1 2 1 1121
Di=l1 1 9 qg|= T D=, 1 5 (¢|=7
0 1 1 1 1011
5 0 3 2 5 0 4 3
1 -1 11 1 -1 2 1
Ds=1, 1 1 ¢|=7eDa=]y 1 o 1|77
1 1 01 1 1 10
temos que
-7 7 7 —7
TT T YT 2T Ty et=—

4.2 Equacoes Lineares Homogéneas

Dizemos que a equagao linear a;xq + asxs + ... + a,x, = b é homogénea se, b = 0. Sendo
assim, considerando a forma linear f = a1 + asxs + ... + a,x,, as solucdes da equacao

linear homogénea a;x1 + agxy + ... + apz, = 0 sdo as n-uplas (21, xe, . .., ,) que anulam
a forma linear f. Estas n-uplas sao chamadas de zeros de f. Toda equagao homogénea
tem, pelo menos, a solugao (0,0,...,0), dita trivial. Pela regra de Cramer, se o sistema

de equacoes lineares homogéneas

fii=anr +apry+ ... +apr, = 0

fg = Q2111 + 299 + ...+ AonTy =

fn = anx1 + apoxo + ...+ appr, = 0

tem determinante diferente de zero, sua unica solucao é a trivial. Refraseando, a solucao
trivial é a tnica solugao simultanea das formas f1, fa,..., f,. Agora, nosso objetivo é
demonstrar que

Teorema 4.2.1 Um sistema de n equacoes lineares homogéneas e n incognitas admite
solucoes nao triviais se, e somente se, seu determinante € zero.

Demonstracao. A implicacao direta, por contraposi¢ao, estd demonstrada. De fato, se
o determinante nao é zero, a tinica solucao do sistema ¢ a trivial, como observamos acima.
Para a implicagao inversa, a demonstracao serd por inducao sobre n. O cason =1 ¢é
imediato, ja que, neste caso, a forma linear é definida por f = ax, para um certo a € R.
Para o caso n = 2, consideremos o sistema

a1171 + a12Ty =

0
a21x1+a22x2 = 0.

E imediato que se todos os coeficientes aq1, a2, as1, ass sao nulos, o sistema é satisfeito
por todos os valores de x; e x9. Caso contrario, se existe algum coeficiente nao nulo,
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. ai2 N ~ -
digamos, a1, temos que x; = —a—xQ. Substituindo esta expressao na segunda equagao
11
do sistema, obtemos

9 =

11022 — 12021
T 0.
an

Agora, como o determinante do sistema é zero, a igualdade 0.z5 = 0 é satisfeita qualquer
que seja o valor de xy. Se escolhemos r9 = —aq; # 0, entao x1 = ajz. Ou seja, paran = 2,
existem solucoes nao triviais para o sistema, caso o seu determinante seja zero. Para
completar a demonstragao, suponhamos que o teorema ¢é verdadeiro para todo sistema de
n — 1 equacoes lineares homogéneas e n — 1 incégnitas, com n > 3. Nao ha nada a provar
se os coeficientes a;; sao nulos. Caso contrario, suponhamos que exista um coeficiente que
nao seja nulo, digamos, a;;. Observemos que o sistema

fi=anx +aprs+ ...+ apr, =

fg = Q2111 + A929T9 + ...+ aonTy, =

fn = anix1 + apoxo + ...+ appr, = 0

é equivalente ao sistema

ja que pela n-linearidade, para ambos os sistemas os determinantes tém o mesmo valor.
Observemos que o determinante do segundo sistema ¢é

11 12 T Q1n
a1 a1
0 axp— _a Q12 - Qop — _a A1n
11 11
D=1 . . .
an1 (02%%1
O an2 — aip - Ann — A1n
a1 a1

Expandindo-o pelos elementos da primeira coluna, obtemos D = a1 A, onde A é o deter-
minante do sistema

a1
fom—f = 0
ai

an1
fo——hH = 0,
a

que nao contém a incognita x;. Disto, segue-se que A = 0, ja que D = 0 e ay; # 0.
Como A é o determinante de um sistema de n — 1 equacoes lineares homogéneas e n — 1
incognitas, temos, pela hipétese de inducao, que este ultimo sistema tem solugoes nao
triviais. Seja (x2,...,2,) uma solu¢do nao trivial deste sistema. Usando a equacao
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fi = 0, conseguimos uma solugdo (xy, s, ...,x,) nao trivial do segundo sistema. Pela

equivaléncia dos sistemas, (x1, 23, ..., x,) também é uma solu¢do nao trivial do primeiro

sistema, como queriamos. |
Vejamos, uma consequéncia do teorema acima.

Corolario 4.2.2 Um sistema de n equagoes lineares homogéneas e n+ p incognitas, com
p inteiro positivo, tem solucao nao trivial.

De fato, adicionando a este sistema p equacgoes lineares homogénes da forma
0x1+0x94+...+0.2, =0,

obtemos um novo sistema, quadrado, cujo determinante é zero, ja que possui, pelo menos,
uma linha nula. Logo, pelo teorema acima, este novo sistema tem solugoes nao triviais.
E assim, o sistema original tem solugoes nao triviais, como queriamos demonstrar.
4.3 O Posto de uma Matriz e a Independéncia Linear
Seja o sistema

f1 = 0111 + a2 + ...+ A1, =

f2 = Q911 + G22%9 + ...+ QonTy = 0

fm = Q1T+ Ao + ..o+ Ay, = 0

de m equacgoes lineares homogéneas e n incognitas. A matriz

a1l Q12 Q1n

Q21 A22 Q2n,
A= ,

Am1 Am2 - Amn

¢ denominada de a matriz dos coeficientes do sistema, que ¢ uma matriz composta por
m linhas (nimero de equagoes) e n colunas (nimero de incégnitas). Seja r < min{m,n}.
Escolhendo r linhas, dentre as m linhas, e r colunas, dentre as n colunas, formamos uma
matriz de ordem r. Desta forma, podemos gerar varios determinantes de ordem r, para
cada r < min{n, m}, denominados de os menores de ordem r da matriz A. Os elementos
da matriz A podem ser vistos como menores de ordem 1. Por exemplo, a matriz

1 1
2 -1
1 3

A:

B — o
o wo

1
2
1

N = O

tem 20 menores de ordem 3, 45 menores de ordem 2 e 18 menores de ordem 1. Em geral,

dada uma matriz A de ordem m x n, isto significa que A tem m linhas e n colunas, e dado
| |
m! n!

r < min{m,n}, pelo principio multiplicativo, existem menores de

rl(m—r)l rl(n—r)!
ordem r. Quando n = m, a matriz é quadrada. Neste caso, dizemos, apenas, matriz de
ordem n.
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Por defini¢cdo, uma matriz A = (a;;) tem posto p, com p < min{n,m}, se, existem
menores de ordem p diferente de zero, enquanto que todos os menores de ordem p + 1,
se existem, sao nulos. Equivalentemente, o posto de uma matriz A = (a;;) é o maximo
dentre todas as ordens dos menores nao nulos de A. Observe que se existe um menor de
A de ordem min{m,n} diferente de zero, entao o posto de A é min{m,n}.

O fato de que todos os menores de ordem p + 1 sao nulos implica que os menores de
ordem r, com r > p+1, caso existam, também sao nulos. De fato, basta lembrar a relagao
Aij = (1) D;j, e que todo menor de ordem r, com r > p + 1, o qual indicaremos por
D,., pode ser expandido através de qualquer de suas filas, digamos, de sua i-ésima linha,
como segue

D, = Ajai + Apagp . ..+ Ainiy.

Por exemplo, a matriz A acima, tem posto 3, j4 que o menor de ordem 3

1 1
2 -1 |=-14
1 3

N

¢ diferente de zero e 3 = min{3,4}.
As formas lineares fi, fo,..., fm, correspondentes a matriz A, sao ditas linearemente
independentes, ou, abreviadamente, LI, se, a tinica solucao da equagao

/\1f1+/\2f2+...+)\mfm:0,fOI‘/\lz)\QZ..‘:Am:O.

Caso contrario, dizemos que as formas lineares fi, fo, ..., f,, sdo linearmente dependentes,
ou abreviadamente, LD. Ou seja, se, a equagao A1 f1 + Ao fo + ... + A\ frn = 0 € satisfeita
para uma m-upla (Ay, Ag, ..., A,,) ndo nula, isto é, algum dos A; é nao nulo. Observemos
que se alguma das formas lineares fi, fo, ..., f,n € nula, elas sao linearmente dependentes.
De fato, digamos que f; é a forma linear nula, entao

Aofi+0-fot+...+0- fr =0,

para qualquer que seja A. Além disso, consideremos as formas lineares fi, fo,..., fim.
Entao,

e se elas sao LI, para todo s < m, quaisquer das s formas lineares dentre estas,
também, sao LI,

e se elas sao LD, fi, fo, ..., fons fkos Jhos - - 5 [, cOm t inteiro positivo, também, sao
LD.

Seja 0 o nimero maximo de formas linearmente independente dentre as formas lineares
fi, fo, ..., fm. Existe uma relagdo entre o e o posto p da matriz A correspondente as
formas lineares fi, fo, -+, fm, conforme o teorema abaixo.

Teorema 4.3.1 Se a matriz correspondente as formas fi, fo, ..., fm tem posto p, entao,
dentre todas estas formas lineares existem p que sao linearmente independentes, e que
quaisquer p+ 1 destas formas lineares sao linearmente dependentes. Deste modo, conclui-
se que o = p.
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Demonstragao. Salvo uma eventual mudanca na notacao das variaveis, e uma rein-
dexagao das formas, podemos assumir que o menor de ordem p, que é diferente de zero,

7

e

a1 Q2 - Alp

D Q21 Qg2 -+ Agp
p .

p1 Ap2 QApp

Isto corresponde a permutar as filas da matriz A, correspondente as formas lineares

fi, fo, -, fm, de tal maneira que o menor de ordem p seja como acima. Disto, segue-
se que as formas fi, fa,..., f, sao linearmente independentes. Demonstremos este fato,
sejam A1, Ao, ..., \, tais que

Mfi+Xfot+ o+ A f=0.

Igualando os coeficientes de z1, 2, ..., x, a zero, chegamos ao sistema

Aai + Ao + ...+ Aa, = 0
)\1@12 + )\20,22 + ...+ )\pCLPQ 0

)\1a1p + /\Q(Igp + ...+ /\papp = 0.

Este sistema fornece-nos os possiveis valores dos A\, usando, para esta finalidade, o deter-
minante D,. Observemos que o determinante da matriz dos coeficientes deste tltimo sis-
tema é igual a D,, j& que esta matriz ¢ a transposta da matriz que vemos em D,. Como D,
¢ diferente de zero, temos que o determinante da matriz dos coeficientes deste ultimo sis-

tema ¢ diferente de zero. Desta forma, pelo teorema 4.2.1, segue-se Ay = Ay = ...\, = 0.
Isto mostra-nos que as formas lineares fi, f,..., f, sao LI. Em particular, vemos que
o > p. Agora, mostraremos que as formas lineares fi, fa, ..., f,, fi, para k > p sao LD.

Para tanto, consideremos o determinante

11 A2 - Ay i
Qo1 Q22 - Agp Jo
A= D
Ap1  Ap2 App  Ip
a1 k2 o k. Jr
Substituindo a ultima coluna f1, fo, ..., fr pelas suas expressoes nas variaveis ry, £, . .., Ty,

o determinante A expressa-se como uma soma de termos do tipo

11 Q12 - A1p A1 a1 Q12 - Aip Ais

G21 Q22 -+ A2p AT G21 Q22 -+ QAgp 0Agzg
A= = T

(p1 Ap2 =~ Gpp Apsls Ap1 Ap2 -+ Qpp  Aps

Qg1 Ar2 - Akp QAgsTs Qr1 Ak - Akp  Qks

Para o caso em que s < p, os termos correspondentes sao nulos, ja que, nestes casos, a
matriz no determinante tem duas colunas iguais. Também, os n — p termos restantes sao
nulos, ja que os seus coeficientes sao menores de ordem p + 1, derivados da matriz A,
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que tem posto p. Consequentemente, A = 0. Expandindo A pelos elementos da ultima
coluna, nos chegamos a identidade

X1 1 + Xoprny o+ -+ Xoorn) fo + Xt (o4 fe = 0,

onde X;; sao os complementos dos elementos correspondentes da matriz

aj; aiz -+ Qp bil
Qo1 Q22 --° Ay Jo
X — . . . E
apt Ap2 * Qpp [
apr Gr2 0 gy fr

Como Xpi1)(p+1) = (=1)2+VD, = D, ¢ diferente de zero, temos que as formas lineares

fi, fas .-, fp, [ sa0 linearmente dependentes. E mais, para todo k > p,
Xi(p+1) Xo(p+1) Xo(p+1)
fr=— D, fi+ D, fot ...+ D, Jol-
Sejam fa,, fas, - - - Ja,,, formas lineares dentre as formas lineares f1, fo,. .., fm. Pelo que

vimos acima, e pelo fato de que

i = 1-fi+0-fo+...+0-f,
fo = 0-fi+l-fo+...+0-f,

fp = 0'f1+0'f2+---+1'fpa

temos que, para cada 7 =1,2,...,m, podemos escrever

fi = DBiifi +Bajfa+ ...+ Byifp

para certos B;, nem todos nulos. Em particular,

for = Biafi + Baafo+ ...+ Bpa, fo
fozg = Bla2f1+B2a2f2+---+Bpa2fp

fap-H = Blap+1f1 + BQap+1f2 + ... + Bpap+1fp'

Sendo assim, considerando a equacao
)\1fa1 + )\azfaz Tt )\ap_,_lfap.H =0,
e considerando a independéncia linear de fi, fo, ..., f,, chegamos ao sistema

Bloq )\1 + Blozz)\Z + P + Blap+1)\ozp+1 = 0
BQal)\l + BQOQ)\Q + N —|— BQOLP+1)\O¢p+1 - 0

Boas M + Boayha + -+ Bayr Aaps = 50

que possui p equacgoes lineares homogéneas e p 4+ 1 incognitas. Pelo corolério 4.2.2, este

sistema tem solugoes nao triviais. Isto mostra-nos que as formas lineares fo,, fas, - - - fapi

sao LD. Logo, quaisquer p 4+ 1 formas lineares dentre as fi, fo, ..., fin sao LD. Em parti-

cular, isto mostra-nos que o < p. Logo, concluimos que o = p. O
Como uma consequéncia imediata do resultado acima, temos que
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Corolario 4.3.2 Quaisquer n+1 formas lineares em n varidveis sao linearmente depen-
dentes.

De fato, como a matriz correspondente tem posto p < n = min{n + 1,n}, temos que
o = p < n. E assim, pelo teorema, estas n + 1 formas lineares sao LD.

Exemplo 4.3.3 Consideremos as formas lineares

fi =y
fo = x4+2y+ 3z
fy = —w—y—3

fi = v4+4y+ 3z,

nas varidveis x,y, z. A matriz correspondente destas formas €

0 1 O
1 2 3
-1 -1 -3 |’
1 4 3

cujo posto € 2. E assim, dentre as formas fi, fa, f3, f4 existem apenas duas que sao line-
armente independentes. E'fcicz'l ver que as f1 e fo sao LI. Sequindo o método descrito no
teorema 4.3.1, expressaremos f3 e fy em funcao de fi e fo. Como no teorema mencionado,
consideramos os determinantes

0 1 fi 01 fi
1 2 fl=0e |12 fo|=0
-1 =1 fs 1L 4 fy

Ezxpandindo-os, encontramos
—fs=fot+tfi=0e—fa+ fo+2f1=0.
Logo, fs=f1— fa e fa=2[1 + fa.

4.4 Encontrando o Posto de uma Matriz

Nesta secao, descreveremos um método para encontrar o posto de uma matriz. Utilizando
certas operacoes, as vezes, denominadas de operacoes elementares, sobre as filas da matriz,
de tal modo que o posto nao se altera, pode-se reduzir a matriz original a uma certa
forma, denominada de normal, a qual é mais simples de identificar o posto da matriz.
Estas operacoes sao as seguintes:

1. trocar a posi¢ao de duas filas (linhas ou colunas);

2. adiciona aos elementos de uma fila (linha ou coluna), os elementos de outra (linha
ou coluna), que foram multiplicados por um fator arbitrario.

Observemos que a verificacao de que estas operacoes nao alteram o posto, pode ser feita
apenas para as linhas, ja que o posto de uma matriz é o mesmo da sua transposta. Sendo
assim, a partir deste momento, passemos a considerar as operacoes elementares sobre as
linhas. Mostremos que as operacoes elementares nao alteram o posto da matriz. Para
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tanto, introduziremos as formas lineares fi, fo,..., fm, nas variaveis x,xs,...,T,, que
correspondem as linhas da matriz (a;;), que assumiremos de ordem m x n. Ja sabemos,
pelo teorema 4.3.1, que o nimero maximo de formas linearmente independentes dentre
estas é o posto da matriz (a;;). Observemos que a troca de duas linhas entre si, sim-
plesmente, altera a ordem das formas. Mas, obviamente, nao altera o nimero de formas
independentes no sistema, cuja a matriz dos coeficentes é (a;;). Desta forma, a operacao
1 nao altera o posto. Agora, monstraremos que a operacao 2 nao altera o posto da matriz
(a;j). Por aplicagOes sucessivas da operacao 1, podemos supor que as linhas envolvidas
sao a primeira e segunda linhas. Depois que executamos as operagoes mencionadas, e
dado A € R, a nova matriz corresponde as formas lineares

o1 = fitAf2
g2 = fo
Donde,
fi = 01— A2
fo = ¢
fm = gbm-
O préximo resultado conclui a demonstracgao.
Proposicao 4.4.1 Se as formas lineares ¢1, ¢, . .., ¢y podem ser dadas linearmente em
fungao de fi, fo,..., fm, € que p destas formas lineares sao linearmente independen-

tes, entao o numero p' de formas linearmente independentes, dentre as formas lineares
D1, P2y - - -y O, NGO € maior do que p.

Demonstracao. A demonstragao segue um procedimento descrito no teorema 4.3.1.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que fi, fs,..., f, sao as formas linearmente
independentes dentre as formas lineares fi, fo,..., fin. Sendo assim, dado s > p + 1,
consideremos as s formas lineares ¢, , @a,, - - - , Po. dentre as formas lineares @1, ¢, . . ., O,

as quais podem ser expressas por

Gay = c11f1 + Crafo+ .+ cpfy
Gon = C1f1 + Coafo+ ...+ copf

Qbas - Cslfl + 032f2 + ... +Cspfp~

Da equacao
)\1¢a1 + )\2¢a2 +.o.+ )\s¢ozs = Oa

chegamos ao sistema

011)\1 + 621/\2 + ...+ 051)\5 =0
012)\1 + 022)\2 + ...+ 032>\S =0

Clp/\l + Cgp/\g +...+ Csp/\s =0.
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Pelo corolério 4.2.2; segue-se que este sistema tem uma solugao (Aq, A, ..., As) ndo nula.
Logo, a igualdade
A1 + Ao + ...+ Asps = 0,

é verificada para uma s-upla nao nula. Isto, mostra-nos que ¢q,, @ay, - - -, Pa, sa0 linear-
mente dependentes, para cada s > p. Portanto, p’ < p. O
Retornando as formas lineares

¢ = f[i+ A
P2 = [
qu = fm7

e chamando de p’ o nimero méximo de formas linearmente independentes entre estas,
concluimos, analogamente, como vimos acima, que p’ < p. Logo, p = p/. Portanto,
mostramos que o posto da matriz nao muda pela operacao 2.

Para o que se segue, dizemos que uma matriz (d;;) é diagonal se, d;; = 0, para i # j.
Os elementos da forma d;; compoem o que se denomina de diagonal da matriz diagonal.
Agora, vejamos como obter a forma normal da matriz (a;;). Para evitar trivialidades,
assumamos que a matriz (a;;) contém elementos nao nulos. Por um ntimero finito de
sucessivas operacoes do tipo 1 sobre as linhas, podemos colocar o primeiro elemento nao
nulo na primeira linha. Agora, procedendo do mesmo modo sobre as colunas, podemos
considerar o primeiro elemento nao nulo na intersecao da primeira linha e da primeira
coluna. A seguir, multiplicamos cada elemento da primeira coluna por fatores, adequada-
mente, escolhidos, e somando-o as colunas restantes, faremos com que todos os elementos
da primeira linha, a partir do segundo, anulem-se. Analogamente, podemos reduzir a zero
todos os elementos da primeira coluna pertecentes as linhas 2,3,...,m. Dali, a matriz,
apods as operacoes elementares mencionadas, tem, na primeira linha e na primeira coluna,
o primeiro elemento nao nulo da matriz, e os demais elementos destas filas, todos nulos.
Se existir outros elementos nao nulos, considerando o primeiro destes, de forma completa-
mente analoga ao que fizemos acima, nés o colocamos na segunda linha e segunda coluna.
Em seguida, anulamos todos os demais elementos, da segunda linha e da segunda coluna.
E assim, sucessivamente, reduzimos a matriz (a;; a uma matriz diagonal, que é a sua
normal, tal que os p primeiros elementos da giagonal sao nao nulos. A seguir, vemos uma
matriz na forma normal.

d 0 - o 00
0 dy -+ -+ 00
S q, 0
: 0 00
0 O 0 0
Exemplo 4.4.1 Seja a matriz
2 3 4 5 6
3 4 5 6 7
4 5 6 7 8
9 10 11 12 13

14 15 16 17 18

37



Vamos reduzi-la a forma normal para sabermos seu posto. Subtraindo cada coluna, a
partir da sequnda, da primeira, obtemos

2 1 2 3 4
3 1 2 3 4
4 1 2 3 4
9 1 2 3 4
14 1 2 3 4

A partir das colunas 1,3,4,5, subtraindo-as da sequnda coluna, multiplicada por 2,2, 3,4,

respectivamente, chegamos a

01000
1 1000
2 1000
71000
121 0 0 0

Trocando a primeira coluna com a sequnda coluna, obtemos

Subtraindo, cada linha a partir da sequnda, da

1 0 000
1 1 000
1 2 000
1 7 000
1 12 0 0 0
primeira linha, chegamos a
1 0 000
01 000
0 2 000
0O 7 000
0 12 0 0 0

Agora, subtraindo a sequnda linha, multiplicada por 2,7,12, das linhas 3,4,5, respectiva-
mente, chegamos ao nosso destina, a forma normal da matriz acima,

0 0

o
(@)
o O OO
(@)
o O OO

0000

Logo, o posto da matriz é 2. Como tais operagoes nao altera o posto, temos que o posto
da matriz original. Além disso, como as linhas da matriz original nao foram trocadas na
reducado, e considerando as formas lineares, correspondentes a matriz original,

h
fa
fs
i
fs

2 4+ 3y + 4z + 5t + 6u
3r +4y 4+ 52+ 6t + Tu
4o 4+ 5y + 62 + Tt + 8u
9 + 10y + 112z 4+ 12t + 13u
14z + 15y + 162 4+ 17t + 18u

temos que as formas fi e fo sao linearmente independentes. Consequentemente, as formas
lineares f3, f4, f5 podem ser expressas em funcao das formas lineares fi e fo, usando o
mesmo procedimento do exemplo 4.5.3.
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4.5 Discussao Geral sobre Sistema Linear

Voltemos a situagao geral, discutindo a resolugao de sistemas tais como

f1 = a11%1 + a2+ -+ A1,T, = bl
fo = anwy+anvy+ -+ axpT, = by
fm = Am1T1 t A2l F o Gy = bm

Suponhamos que o posto da matriz dos coeficientes do sistema ¢é p. Segue-se que o ntimero
maximo de formas lineares independentes é p. Sem perda de generalidade, podemos

considerar que as formas lineares fi, fo, ..., f, sao LL Isto implica que
a1 G2 - Qip
g=| " g,
p1 Qp2 -+ App

Paracada s=p+1,p+ 2,...,m, temos que

11 Q12 - Qip fi—b aj; Qi - QAlp Ji ailr ai2 - Qip by
Q21 Q22 -+ Q2p fo— by Qo1 Q22 -+ Agp fo G21 Q22 - Qgp by
D, = : : = —
Aot Ap2 o Apy fp— by Apt Ap2 - Gpp [ Ap1 Qpp -+ Apy by
Gs1 Qg2 -+ Agp fs - bs as1 Qg2 *-° Qgp fs Gs1 Qg2 -+ Agp bs
Da alternancia do determinante e da independéncia linear das formas lineares fi, f2...., f,,
concluimos que
a1 Q12 o Qi J1
Qg1 Q22 -+ QAgp J2
: : = 0.
(p1 Ap2 aop  fp
as1 Qg2 -+° Qgp fs
Disto, segue-se que
apx Qi - Qip fi—0b a1p Qi - Qlp by
Q21 Q2 - Q2 fo—b2 g1 G2 -+ Q2p by
Ds = : = =
Apt Ap2 - Apy fp— by Apt G2 -+ Gpy by
Qg1 Qg2+ Qgp fs - bs As1 Qg2 - QAgp bs
Suponhamos que o sistema acima é soluvel, e que a n-upla (x1, 2, ..., x,) é uma solugdo
de tal sistema. Entao, fi —b; =0, fs —bs=0,..., f,, — by = 0. Donde, obtemos D=0,
para s = p+1,p+2,...,m. Sendo assim, se o sistema acima é solivel, entao as seguintes
condicoes, ditas condi¢coes de compatibilidade:
11 Q12 - Qip by
G21 Q22 --° Q2p by
Ay :=—-D, = S =0,
Ap1  Ap2 App by
as1  Qs2 Qsp bs




sao satisfeitas, paracada s=p+1,p+2,...,m.

Reciprocamente, se as condi¢oes de compatibilidade sao satisfeitas, entao D, = —A, =
0, para cada s = p+1,p+ 2,...,m. Expandindo D, pelos elementos da tltima coluna,
chegamos a identidade

d(fs —bs) +di(fr —b1) +...+d,(f, —b,) =0.

Como d # 0, podemos escrever

d d d
fo=bo= =[S =b) + 2= b))+ + 2(f, — b))
d d d
para cada s = p+1,p+2,...,m. Isto, mostra-nos que todas as equacoes do sistema sao

satisfeitas se,
fi—=bi=0,fo—by=0,...,f,—b,=0.

Sendo assim, atribuindo valores arbitarios as incégnitas x,41, % 42, ..., Ty, desde que p <
n), e resolvendo o sistema resultante destas substituicoes, nas incégnitas x1,xs,. .., z,,
usando a regra de Cramer, ja que o determinante deste sistema é

a1 Q2 - Qip
a= | re,
p1 Ap2 -+ App
concluimos que o sistema
f1 = a11x1 +apxry+ -+ apx, = b1
fo = anwy+axpvy+ -+ ayT, = b
fm = Om1T1 + A2 F 0 Gy = bm

é soluvel. Isto, mostra-nos que

Proposicao 4.5.1 O sistema acima tem solucao se, e somente se, as condicoes de com-
patibilidade sdo satisfeitas.

A proposigdo mostra-nos que se a matriz de um sistema de m equagoes lineares e n
incégnitas tem posto p, e as condigoes de compatibilidade A; = 0, para cada s = p +
1,p+2,...,m, nao sao satisfeitas, entao o sistema nao tem solugao ou é incompativel.
Reciprocamente, se as condigoes de compatibilidade sao satisfeitas, entao o sistema é
soluvel, e n — p das incognitas podem ter valores arbitrarios, e as demais p incégnitas sao
determinadas.

Existe outro modo de caracterizarmos a solubilidade de um sistema de m equacgoes
lineares e de n incognitas. Ao invés de trabalharmos com a matriz

a1 Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ Q2
A= ,

Am1 Am2 - Amn
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trabalharemos com a matriz

aj; a2 - A, by
Az Gy - Qg, by

B = ,
Am1 Am2 - Amn bm

que é denominada de a matriz aumentada do sistema. Observemos que todos os menores
de A s@ao menores de B. Sendo assim, o posto de B é maior do que ou igual ao posto de
A, que é p. Agora, os unicos menores de B de ordem p+ 1 que nao sao menores de A sao
os A,. Consequentemente, o anulamento destes implica que o posto de B, também, ¢é p.
Logo, conseguimos a seguinte caracterizacao

Proposicao 4.5.2 Uma condicdo necessdaria e suficiente para a solubilidade de um sis-
tema de m equacgoes lineares e de n incognitas € que o posto da matriz aumentada seja
igual ao posto da matriz dos coeficientes do sistema.

Exemplo 4.5.1 Consideremos o sistema

fi = 3x+2y+52+4t=0
fo = brx+3y+2z2+t=1
fs = Mo +Ty+1224+9t =k
fa = dx+3y+ 132+ 11t =1.
A matriz do sistema é
3 2 5 4
5 3 2 1
A= 11 7 12 9
4 3 13 11

Efdcil ver que A tem posto 2, e que as formas lineares f1 e fo sao linearmente indepen-
dentes. Além disso,

3 2
d= 5 3 # 0.
As duas condigoes de compatibilidade sao
3 20 3 20
5 3 1|=0e |5 3 1|=0.
11 7 k 4 3 1
Destas, encontramos k =1 el = —1. A menos que k =1, 1 = —1, o sistema proposto nao
tem solucao. Para o caso em que k =1, [ = —1, tomando as duas primeiras equagoes,
podemos escrever
3r+2y = —bz—4t
dor+3y = —2z—t+1.
Escrevendo x e y em funcdo de z e t, obtemos
= 112410t +2
= —192— 17t — 3.

Para valores arbitrarios de z e t, determinamos x, y.
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Capitulo 5

Aplicacoes de Determinantes a
Geometria

Neste capitulo mostraremos como sao construidas as equacoes de retas, planos, circulos
esferas e calculo das areas de triangulos e volume de tetraedros.

5.1 Equacoes de Retas, Planos e Circulos na forma
de Determinantes

No caso planar, utilizemos determinantes na obtencao da equacao de uma reta que passa
por dois pontos distintos, A; = (x1,41) e Az = (22, y2), onde as coordenadas sdo tomadas
em relacao a um sistema de eixos ortogonais, tais coordenadas sao ditas retangulares.
Consideremos a seguinte equagao:

1 =z vy
1 Ty Y | = 0.
I x2 yo

Quando expandimos o determinante a esquerda pelos elementos da primeira linha, encon-

tramos
1 I

1{232

r1 %
T2 Yo

n
1wy

x_‘

Como os coeficientes de x e y nao sao simultaneamente nulos, temos que uma tal equacao
representa uma reta no plano que passa pelos pontos A; e As. Sendo assim, usando a
alternancia, concluimos que

Proposicao 5.1.1 Os pontos Ay = (x1,11), As = (22,y2), As = (23,y3) sao colineares
se, e somente se,

Lz w

1 To Yo | = 0.

L x5 ys

Demonstragao.
= Suponha que os pontos Ay = (z1,y1), As = (z2,y2) e A3 = (x3,y3) sejam colineares.
Seja r : ax + by + ¢ = 0 uma reta que contenha Ay, Ay e Az, portanto o sistema
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ax1+by1—|—c = 0
ax2+by2—|—c = 0
ax3+by3+c = 0

tem solugao nao trivial uma vez que a # 0 ou b # 0. Logo

T oy 1
det | xo yo 1 =0

r3 ys 1
ou seja,

1 =1 w»n
det | 1 xo o =0.

I 3 ys3

<« Imediato. O

Exemplo 5.1.1 Consideremos os pontos A1 = (1,7), Ay = (=2,1). A equagdo da reta r,
definida por Ay e Ay, €

1 =z vy
1 1 7|=1546z—-3y=0.
1 -2 1

Verifiquemos se os pontos Ay, Ay e A3 = (3,9) sdo colineares. Observando que
1 3 9
1 1 7|=1421-18—-9-34+14=6#0,
1 -2 1

temos que os postos Ay, As, Az nao sao colineares. A sequir, vé-se graficamente a
disposi¢ao destes pontos no sistema de eiros ortogonais.

i 4 ! 4 ' ' 4 4 4
t t t t 1 t t t t t t
S -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 74 8

Figura 5.1: reta r
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No caso espacial, consideremos os pontos Ay = (z1,y1,21), As = (29,2, 22), Az =
(x3, 3, 23), onde as coordenadas sdo tomadas relativas a um sistema de eixos ortogonais.
Suponhamos que eles nao sao colineares. Seja a equagao

1 z vy =z
Lz oy oz | _ 0
I 22 y2 2o '
I x5 ys z3

Expandindo o lado esquerdo pelos elementos da primeira linha, encontramos

Iy
Iy
1 ys

21 1 o = 1 o n r1 1 2
Z|lv—|1 w0 2 |y+|1 22 yol2=|22 Y2 2
23 1 w3 2z 1 x3 ys T3 Y3 23

Como os coeficientes de x, y e z nao sao simultaneamente nulos, ja que o anulamento
deles significaria que as projecoes de Ay, As, A3 sobre os planos coordenados, YOZ, ZOX,
XOY, seriam colineares, e entao, os pontos A;, Ay, A3 seriam colineares. Sendo assim,
uma tal equacao representa um plano no espago que passa pelos pontos Aq, Ay, A3. Pela
alternancia, concluimos que

Proposicao 5.1.2 Os pontos Ay, Az, Az e Ay = (x4, Y4, 24) SG0 coplanares se, e somente

se,

Demonstragao.

I 21 y1 =
Iz y2 2o —0
I x3 y3 =23 ‘
L @y ys 2z

A prova segue construgoes similares da demonstragao de 5.1.1.

A seguir, vemos uma representacao grafica da situacao acima na figura 5.2.

Figura 5.2: plano
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Para o caso circular, consideremos os pontos Ay = (z1,y1), As = (22, y2), A3 = (23,Y3).
Suponhamos que estes nao sao colineares. Seja a equacao

224y oz oy 1
ity omoy 1
ws+ys w2 Yy 1

w24y oxs oy 1

=0.

Expandindo o lado esquerdo pelos elementos da primeira linha, encontramos uma equacao

da forma
A(r* +9y*)+ Br +Cy+ D =0,

onde A é dado por

1 oy 1
To Y2 1
r3 Y3 1

Como Aj, As e Az nao sao colineares, temos que A # 0. E assim, uma tal equacao
representa um circulo que passa pelos pontosA;, Ay, A3. Sendo assim, concluimos que

Proposicao 5.1.3 Os pontos Ay, Az, A3 e Ay = (x4,y4) sdo cocirculares se, e somente
se,
ity moy 1
34+ys T Yo 1|
2 2 — 0.
r3+ys; w3 ys 1
aityl waoys 1
Demonstragao.

A prova segue construcoes similares da demonstracao de 5.1.1.

Exemplo 5.1.2 Sejam os pontos A = (2,0),B = (=2,0) e C = (0,2). A equagao do
circulo que passa por estes pontos €

?+y? x oy 1
4 2 0 1] 9 . 9 B
4 90 1 = —8(z" +y°)+32=0.
4 0 21
Donde, obtemos
P —4=0.

A sequir, vemos a curva que representa esta equacao.
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Figura 5.3: circulo

Consideremos os pontos Ay = (r1,y1,21), A2 = (72,Y2, 22), A3 = (73,¥3,23) € Ay =
(24, Y4, 24). Suponhamos que estes nao sao coplanares. Analogamente, vé-se que a equagao

2?4y + 22
a4yt + 23
x5+ ys + 23
T3+ Y3 + 73
i+ y; + 23

X

Y
Y1
Yo
Ys
Ys

z
21
)
<3
<3

—_ = = = =

é a equacao da esfera que passa pelos pontos A, Ay, A3 e A4. E também, conclui-se que

Proposicao 5.1.4 Os pontos Ay, As, Az, Ay

esfera se, e somente se,

Demonstragao.

i+ yi + 23
x5+ ys + 23
x5+ ys + 23
Ti+ i+ 2
x4y + 22

€A5:

n
Y2
Ys
Ys
Ys

1
)
<3
<3
<5

(x5, Y5, 25) estao sobre uma mesma

—_ = = = =

A prova segue construgoes similares da demonstragao de 5.1.1.

A superficie descrita em 5.4 é uma esfera.
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Figura 5.4: esfera

5.2 A Area de um Triangulo e o Volume de um Te-
traedro.

Lembremos que se Az + By + C = 0 é a equagao da reta r e P = (X,Y) é um ponto
arbitrario, entao, a expressao

_ |AX + BY +C|
A2+ B

é a distancia do ponto P a reta r, veja a figura 5.5.

d

; (%)

Figura 5.5: Dist.(P,r)
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Seja o triangulo de vértices A; = (x1,11), As = (22,y2), A3 = (x3,y3). sabemos da
proposigao [5.1.1] que a equagao do lado A; Az pode ser escrita na forma

1 =
1 x1 y | =0.(%)
1 2o

Segue-se que os coeficientes A e B sao dados por
A=y —ype B=xy— 1.

Observemos que

VA% 4+ B? = \/(.’172 - 5131)2 + (y2 - y1)2 = l12
¢ o comprimento do lado A; As. Sendo assim, usando (x) e ()
Lz oy
| det 1 T2 Yo |
1 x5 ys

l12

d =

é a altura relativa ao vértice Az, conforme mostra-nos a figura 5.6.

Figura 5.6: Triangulo

E entao,

Lz oy
|det | 1 zo w2 ||

1 23 ys3
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¢ o dobro da drea do triangulo de vértices A;, Ay, A3. Denotando a drea deste triangulo
por A, chegamos a
Lz
2A = | 1 T2 Yo |
L z3 ys
A distancia de um ponto P = (X,Y,Z) a um plano Az + By + Cz+ D = 0 é dada

pela férmula
_ |AX +BY +CZ + D|

VA% + B2+ (C?
Consideremos os pontos A1 = (z1,y1, 21), Ao = (o, Yo, 22), Az = (23, y3, 23), As = (T4, Ya, 24)
como os quatro vértices de um tetraedro, conforme a figura 5.7.

d

A2

Figura 5.7: tetraedro

A equacao do plano que passa pelos pontos Ay, Ay, A3z é dada por

1 =z vy =z
L = oy = 0
Iz y2 2o ’
I z3 ys =23

onde os coeficientes em x,y e z sao dados por

I y1 = I 2 = Iz oy
A=—|1 y 20|, B=|1 a9 20| e C=—|1 x9 1y |,
1 ys 23 1 x3 2z I x3 ys3

respectivamente.

Observemos que A, B e C' representam em valor absoluto o dobro da area das projegoes
do triangulo de vértices A;, Ay, A3 sobre os planos coordenados YOZ, XOZ e XOY,
respectivamente. Da geometria analitica, sabe-se que a soma dos quadrados destas areas é
igual ao quadrado da drea do triangulo de vértices Ay, Ay, A3. Vejamos uma demonstracao
deste fato. Considerando os vetores u = (zg — x1,y2 — Y1, 22 — 21) € v = (T3 — X1, Y3 —
Y1, 23 — 2z1). Lembremos que

jux o] = [uf - [o] - [sin(u, v)],
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que é, numericamente, igual a drea do paralelogramo definido pelos vetores u e v, onde
X indica o produto vetorial e (-,-), o angulo entre os vetores discriminados. Elevando,
ambos os membros desta ultima igualdade, ao quadrado, chegamos a
|2 2

Jux o = [ul* - Jvf* - [ sin(u, v)|*,

[ vf* = Juf* - [o]* - |1 = cos®(u, v)],

lu x v|* = [ul|v|*~ < u,v >? .

Desenvolvendo em termos das coordenadas de u e v, obtemos

To —T1 T3 — X1
Y2—Y1 Ys— U

To —T1 T3 — T
2 —Z21 R3— 2

Yo —Y1 Ys— W

lu x v)? =
Z9 —Z1 23 — X1

Observando que

Y2—UY1 Ys— U
Zg —Z21 R3— 21

To — X1 X3 — 1
Ry —Z1 23— 21

To —T1 T3 — X1
Y2—Y1 Ys— U

A=— e C=—

que, em valores absolutos, sao as areas das projecoes do paralelogramo definido por u e v
sobre os planos coordenados, temos que

AN? = A%+ B2 1 (2,

onde A denota a area do triangulo definido pelos vetores u e v, como queriamos.
Agora, como a distancia do vértice A4 do tetraedro a face oposta é dada por

Lz yio&
1 L z2 y2 2
d = —|det
2A’ 1 z3 ys 23 .
Lz ys 2z
e o volume do tetraedro é expresso por
1
V = -Ad,
3
temos que
Lz yio&
v — 1‘ L @y 2
6|1 x3 ys z3
Lz ys 2z

5.3 A Poténcia de um Ponto relativo a um Circulo.

Consideremos o circulo C' de centro O e raio R > 0. Seja um ponto arbitrario P que dista
d do centro O, segundo a figura 5.8.
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Figura 5.8: Poténcia de P

A expressao
p= d2 . R2

¢ denominada de poténcia de P em relagao a C'. Observemos que p > 0, se P esta fora
da regiao limitada pelo circulo C, p = 0, se P estd sobre C', e p < 0, se P esta dentro da
regiao limitada por C. Além disso, se P estd no centro de C, p = —R?. Na forma geral,
a equagao de C' é do tipo

2 +y*+Ax+ By +D =0,

para certos A, B e D. Mas, usando as coordenadas O = (a, b), temos que a equagao de C

pode ser escrita como
(z—a)*+ (y—b)*—R*=0.

Além disso, a distancia de P = (X,Y) a O = (a,b) é dada por
(X —a)*+ (Y —b)* =d*.

E assim,
(X —a)?+ (Y —b)* - R* =p,

ou seja, a poténcia do ponto P em relacao ao circulo C' é dada por
p=X*+Y?>4+ AX + BY + D.
Consideremos a equacao
2?+y? v oy 1
vityl woy 1
1
1

T3+Y; T Yo

T34+Y; T3 Y3

que é a equacao do circulo que passa pelos pontos Ay = (z1,y1), A2 = (x2,y2) e Az =
(x3,y3). Isto, também, significa que Ay, Ay e Az satisfaz uma equacao do tipo

2 +y*+Ax+ By +D =0.
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Expandindo o determinante do lado esquerdo da equacao pelos elementos da primeira
linha, vemos que o coeficiente do termo em z? + y? é

1 oy 1
To Y2 1 )
r3 Y3 1

que representa o dobro da area orientada, isto é, que leva em consideracao a orientacao
dos vértices, do triangulo A;A,As. O coeficiente do termo em z é
3 3

wi+yi o 1
- [L’% + y% Yo 1 )
r3+y; ys 1

que, devido a linearidade e a alternancia, bem como, ao fato de que os vértices pertencem
ao circulo
v +y* + Az + By + D =0,

reduz-se a
Ty oy 1
T2 Y2 1A
r3 ys 1
Ja o coeficiente do termo em g, pelos mesmos motivos, reduz-se a
Ty 1
T2 Yo 1|B.
r3 ys 1

E o termo independente, também, pelos mesmos motivos, reduz-se a

ry oy 1
T2 Yo 1|D.
r3 ys 1

Desta forma, denotando por A a area do triangulo A; A A3, concluimos que o determinante
acima é o produto de £2A pela poténcia p de um ponto arbitrério Ay = (x4, y4) em relagao
ao circulo circunscrito ao triangulo mencionado. Sendo assim,

w3y 1 om
T3+ Y; Ta i
x5+ Y5 T3 ys
iy T4 Y

F2Ap =

—_ = =

visto em [3] Na préxima segao, veremos aplicagoes interessantes desta férmula, conjunta-
mente com a férmula do produto de determinantes, conforme teorema 3.5.1.

5.4 Corolarios Geométricos

Da secao anterior, usando a alternancia do determinante, chegamos a férmula

1oy X+ Y
Ty Y2 T3+ Y5
T3 Y3 T3+ Y3
Ty Ys w3+ i

1
1
1 - 2Ap7
1
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onde A ¢é édrea do triangulo de vértices A1 = (z1,y1), As = (29,12), A3 = (x3,y3) € p
é a poténcia do ponto Ay = (z4,ys) relativa ao circulo circunscrito a este triangulo.
Consideremos a matriz

oy T+
Ty Y2 TH+ Y
Ty Ys T3+ Y3
Ty Yo TEHYR

X =

—_ = = =

Multiplicando-se a segunda e a terceira colunas da matriz X por —2, e trocando a primeira
coluna com a quarta, obtemos, usando a linearidade e a alternancia,

ri+yi —2r =2
T3+ Y5 =20 —2y
x5 +y; —2r3 —2ys3
%21 + yz —2x4 —2y,

= —(—2)?det X = —8Ap.

—_ = = =

Multiplicando este tltimo determinante pelo determinante de X*, que é igual ao det X =
2Ap, chegamos a

0 I3y lis I3

By 0 15 15

—16A%p? = ;
5o 0 g
iy By U3 0
onde l;; = /(@ — x;)® + (yi — y;)% que é a distancia mitua relativa aos pontos A; e

A;. Esta é uma relacao entre a drea A do triangulo A;A,As, a poténcia do ponto A4
em relacao ao circulo circunscrito ao triangulo A;A; A3 e as seis distancias relativas aos
pontos A; e Aj, para todos 1 < i < j < 4, lembrando que [;; = [lj;. Disto, segue-se,
imediatamente, que

Proposicao 5.4.1 Os pontos Ay, As, A3 e Ay sdo cocirculares se, e somente se,

0 0, iy Iy
iy 0 B 13
I3 I35 0 I3,
By By By O
Agora, supondo que A4 estd no centro do circulo circunscrito ao triangulo A;A; Az, temos

que p = —R? e liy = lyy = l34 = R. Cancelando o fator R* em ambos os lados da tltima
equacao, chegamos a relacao

0 13, B35 1 1 0 13, I3

20 2 1 120 2

27_ 12 23 — 12 23
A =—1p p g 1B, 2 0|
L1 1 0 01 1 1

que relaciona os lados e a area do triangulo A;A;As.
Por simplicidade, consideremos l;5 = a, l;3 = b, lo3 = ¢. Sendo assim, reescrevemos a
relacao acima como

1 0 a® b?

s |1 a® 0 ¢
164° = 1 ¥ 2 0
0 1 1 1
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Expandindo o determinante do lado direito, obtemos a relacao
16A*=(a+b+c)la+b—c)a+c—b)(b+c—a).
Sendo assim, demonstramos que

Proposicao 5.4.2 (Férmula de Herdo) Seja um triangulo cujos lados medem a,b e c.
Entao, a sua drea é dada por

A—i\/(a—l—b—i-c)(a%—b—c)(a—i-c—b)(b+c—a).

Multiplicando as colunas 2, 3,4 do determinante

0 1y I I
By 0 B33 I3
By I3 0 15
By BBy By O

por (I13114)%, (li2l14)?, (l12l13)?, respectivamente, obtemos

0 (l12l13l14)2 (l12l13l14)2 (l12l13ll4)2

2 0 (holashs)? (Liolislas)?
_16A2 2[ l l 4 — 12 12023014 12013024
Prlhohisha) =1 02 00 (Lialisls)?

ll4 (ll3ll4l24)2 (l12l14l34)2 0

Donde, pela linearidade,

0 1 1 1
1 0 (l14l23)2 (l13l24)2
L (hal)* 0 (hialsa)?
1 (hislaa)? (li2l3a)? 0

Usando a nao colinearidade dos pontos A, As e A3, chegamos a

—16A2p2(l12l13l14)4 = (512113114)4

0 1 1 1 1 0 (l14l23)2 (l13l24)2
_16A2p2 — 0 (lléLl23)2 (Zl3l24)2 _ 1 (l14l23)2 0 (112134)2

1 <l14123)2 0 (112134)2 1 (l13Z24)2 (l12l34)2 0

1 (l13l24)2 (l12134)2 0 0 1 1 1

Por expansao do determinante na ultima igualdade, conseguimos a férmula
16A%p* = (loglia+lisloa+112l34) (laslia+l13loa—l12l34) (logliatlialsa—li3loa) (Lisloa+li2l3a—1a3l14).

Suponhamos que os quatro pontos A, As, Az, A4 sdo cocirculares. Desta forma, como
p =0 e lozlis + li3log + 112034 > 0, temos a seguinte relacao

(loglia + lislog — lialsa) (laslia + lialsa — lisloa) (lislog + lLinlsg — l23lia) = 0.

Por simplicidade, consideremos lyo = a,lsg3 = b,l34 = ¢, l14 = d,l13 = e e loyy = f. E assim,
podemos reescreve-la como

(bd +ef —ac)(bd+ ac —ef)(ef + ac — bd) = 0.

Nosso proximo passo ¢ demonstrar a proposigao
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Proposigao 5.4.3 (Teorema de Ptolomeu) Se o quadrildtero convero de vértices Ay, As,
Az e Ay tem lados e diagonais medindo a,b,c,d,e e f. Entao, ac+bd = ef.

Demonstragao. Da relacao
(bd +ef —ac)(bd+ ac — ef)(ef + ac — bd) = 0,

basta mostrarmos que os fatores bd + ef — ac e ef + ac — bd nao sao nulos.

Por um lado, como no quadrilatero A;AsA3A4, que estd inscrito em um circulo, a
soma dos angulos opostos é 180°, existe um lado, digamos, A,As, tal que os seus angulos
adjacentes sao obtusos. Sendo assim, usando o fato de que ao maior angulo interno de
um triangulo opoe-se o maior lado, temos que e > a,e > b, f > b, f > c¢. Disto, segue-se
que ef > ac. E assim, bd + ef — ac > 0.

Antes de passarmos ao proximo passo, que é mostrar que ef + ac — bd >, lembremos
que a soma das diagonais de um quadrilatero ¢ maior do que a soma de dois lados opostos,
isto é, e + f > b+ d. Retornando ao nosso interesse. Como ef —bd = e(f —b) — b(d —e),
se d < e, entao ef —bd > 0, ja que f > b. Agora, se d > e, resulta da desigualdade
e+ f>b+dque f—b>d— e Consequentemente, em todos os casos, tem-se que
ef —bd > (d—e)(e—0b) > 0. Logo, ef + ac— bd > 0. Portanto, ac + bd = ef.

O

5.5 Extensao a Terceira Dimensao

Analogamente, podemos estender as consideracoes da secao anterior para o caso tridimen-
sional. Em primeiro lugar, a equagao da esfera F circunscrita ao tetraedro de vértices

A= (9517341721),142 = (1U2,y2722),A3 = (xg,y3,23),A4 = (564,y4,24)

pode ser vista como

P+’ +22 oy oz
Bryi e omom &
Tty + 25 xa Y2 %
a3+ Y3tz w3 oYz oz
A T S A T 1R

g g g —r
Il
(@)

Além disso, se R representa o raio de E e d a distancia de A5 = (x5y525) ao centro de E,
entao p = d*> — R* é a poténcia de As em relagio a E. Como procedemos anteriormente,
chegamos a

TR e e
Ty Yo Zo Ty Y;+ 2
r3 Yz 23 43+ ys 2 |,
Ty Ys 2 T3 YL+ 2
Ts Ys 25 TR+ YR+ 23

6Vp =

— = = =

onde V' é o volume do tetraedro A;A3A3A,. Consideremos a matriz

2, .2 .2
1 oYy oz xy Yy A

5, 2 .2
Ty Y2 Zo T3+ Y5+ 25
5,9 9
T3 Ys 23 T3+ Y3+ 23
5,9 | 9
Ty Y4 24 Tyt Y; 2

5, 9 9
Ts Y5 2z5 Tyt Y5+ 23

b
Il
e
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Multiplicando o determinante

24yt + 22 =21 2y 2z
T3+ ys + 25 =21y —2ys —22z
x5+ ys + 25 —2w3 —2ys —2z3
Ty + 2 —2my 2y —22
x% + yg + zg —2x5 —2ys —2z;

=48V'p

—_ = = = =

pelo determinante de X, que é igual ao det X, obtemos

0 1By Iy 13y s
e 0 by B B
288VE? = | 12, 12, 0 13, 1%
By By By 15 U
s B35 s 15 0

onde l;; é a distancia mitua relativa aos pontos A; e Aj, para todos 1 <7 < j <5, eé
tal que

= (@i —2;)° + (i — y3)* + (2 — )%

Disto, segue-se que

Proposicao 5.5.1 Os pontos Ai, Ay, A3, Ay e As estao sobre a mesma esfera se, e so-
mente se,

0 By B 1y U
iy 0 By By I3
1%3 553 0 l§4 l§5 =0.
iy By 13y 1§ U
5 B B 1 0

Além disso, considerando que Aj estd localizado no centro de E, circunscrita ao tetraedro
Ay, Ay, Ag Ay, temos que p = —R? e l15 = los = I35 = lis = R. Desta forma, pela
linearidade do determinante, chegamos a

0 By B3 13y 1
By 0 B3 15 1
288V = |12, 13, 0 I3, 1],
By By 15 1§ 1
1 1 1 10

que nos fornece o volume de um tetraedro em termos das suas arestas. Uma outra con-
sequencia da ultima expressao é que

Proposicao 5.5.2 Os pontos Ay, Ay, A3 e Ay sao coplanares se, e somente se,
0 0, iy I
iy 0 B 13
lis By 0 15

By By By 1§
1111

O~ = = =
I
@)
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Finalizando, acrescentamos a informacao de que os determinantes

2 12 12

N A

2 2 [y 0 I3z I3 1

i 0 I3 1 27 2 2

2 12 € 3 I3 0 I3 1

i3 I35 0 1 2 12 12 2

1 1 1 O l14 l24 l34 lO 1
1 1 1 1 0

sao conhecidos como o0s determinantes de Cayley-Menger de dimensdes 2 e 3, respectiva-
mente.
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Capitulo 6

Atividade Proposta

E importante na ministracao dos topicos de geometria analitica, o docente selecionar
questoes de um nivel mais facil para a compreensao imediata do estudante, mas, também,
selecionar problemas com grau de dificuldade mais elevado. As avaliacOes externas, a
exemplo dos vestibulares, trazem questoes inéditas, e com um nivel de raciocinio bastante
diversificado. Por isso, precisamos de um planejamento, que vislumbre a interdisciplina-
ridade, das aulas para atenuar o descompasso entre o que se ministra e o que se cobra,
aproximando-se ao maximo o que se aprende na escola com a realidade cotidiana dos
estudantes. Nesta tentativa, a selecao dos materiais e dos problemas é uma da agoes
mais adequadas para conseguir-se tal contextualizacao, que promove o desenvolvimento
cognitivo do discente. Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) do Ensino Médio
justificam este procedimento, como vé-se a seguir.

“A falta de sintonia entre realidade escolar e necessidades formativas, reflete-
se nos projetos pedagogicos das escolas, frequentemente inadequados, raramente
explicitados ou objeto de reflexdo consciente da comunidade escolar. A reflexao
sobre o projeto pedagodgico permite que cada professor conhega as razoes da opgao
por determinado conjunto de atividades, quais competéncias se busca desenvolver
com elas e que prioridades norteiam o uso dos recursos materiais e a distribuicao
da carga hordria. Permite, sobretudo, que o professor compreenda o sentido e a
relevancia de seu trabalho, em sua disciplina, para que as metas formativas gerais
definidas para os alunos da escola sejam atingidas. Sem essa reflexdo, pode faltar
clareza sobre como conduzir o aprendizado de modo a promover, junto ao alunado,
as qualificagoes humanas pretendidas pelo novo ensino médio.” (PCN’s, p.8).

O docente, tendo essa clareza de objetivos, procurara o que é essencial e relevante ao aluno
para seu desenvolvimento intelectual, pois, em um mundo de céleres transformacgoes esta
em consonancia com tais mudancas é de suma importancia como, por exemplo, expressa
os PCN’s do ensino médio, como vé-se a seguir.

“Num mundo como o atual, de tao rapidas transformacoes e de tao dificeis con-
tradicoes, estar formado para a vida significa mais do que reproduzir dados, denomi-
nar classificagoes ou identificar simbolos. Significa: saber informar-se, comunicar-se,
argumentar, compreender e agir; enfrentar problemas de diferentes naturezas; par-
ticipar socialmente, de forma pratica e solidaria; ser capaz de elaborar criticas ou
propostas; e, especialmente, adquirir uma atitude de permanente aprendizado.”
(PCN’s,p.9)
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E imprescindivel que na ministracao de um tépico matematico, seja mostrado a funda-
mentacao do assunto em estudo, e tenham exercicios contextualizados, de modo que o
discente possa construir um modelo a fim de resolver tais exercicios. Nao basta apenas
colocar simples exercicios, pois os concursos, tais como o ENEM e os Vestibulares, exigem
do condidato a capacidade de pensar em construir suas proprias solugoes, sem a utilizacao
de métodos prontos, que fazem parte de um receitudrio, o que pouco desenvolve a capa-
cidade de resolver problemas. Portanto, no estudo dos determinantes e sistemas lineares
pode-se implementar questoes de nivel mais elevado como revela os PCN’s relativos a
Matematica do Ensino Médio.

“Esses dois conteidos devem receber um tratamento que enfatize sua importancia
cultural, isto é, estender os conhecimentos que os alunos possuem sobre a resolugao
de equacgoes de primeiro e segundo graus e sobre a resolucao de sistemas de duas
equagoes e duas incoégnitas para sistemas lineares 3 por 3, aplicando esse estudo a
resolucao de problemas simples de outras areas do conhecimento. Uma abordagem
mais qualitativa e profunda deve ser feita dentro da parte flexivel do curriculo, como
opgao especifica de cada escola”. (PCN’s, p.122)

Neste trabalho, usamos os determinantes um objeto algébrico para obtermos as definigoes
de retas, planos, circulo e de esfera, objetos geométricos, bem como certas propriedades
geométricas que caracterizam, por exemplo, colinearidade, cocircularidade e coplanari-
dade. Neste contexto, vemos a importancia da geometria analitica na construcao do
conhecimento, pois habilita o discente a enxergar as conexoes entre os diversos conteudos,
tais como, as matrizes, determinantes e sistemas lineares, o que nos parece bastante na-
tural. A seguir, vemos que os PCN’s do Ensino Médio justificam esta atitude.

“A unidade Geometria analitica tem como funcao tratar algebricamente as pro-
priedades e os elementos geométricos. O aluno do ensino médio terd a oportunidade
de conhecer essa forma de pensar que transforma problemas geométricos na re-
solucdo de equagoes, sistemas ou inequagoes.” (PCN’s, p.124)

6.1 Selecao de Questoes Contextualizadas

A seguir, vemos algumas questoes que se enquadram na proposta deste trabalho. E claro
que este trabalho vai além do que comumente encontra-se nos atuais livros didaticos, por
exemplo, a definicao de determinante que utilizamos, vendo-o como uma forma n-linear
alternada, que tem valor um na matriz identidade, é a caracterizacao adequada para a
generalizacao da definicdo a outras dimensoes, do que, simplesmente, 2 e 3. E mais,
quando vemos, no capitulo anterior, a partir da secao 5.4, as definicoes de drea de um
triangulo e volume de um tetraedro em funcao das distancias mutuas, com maior razao,
dos seus quadrados, percebemos que podemos calcular estes elementos sem recorrermos
as coordenadas retangulares dos seus vértices, simplesmente, precisamos das medidas dos
seus lados ou arestas. Isto, também, acontece com as caraterizagoes de certas propriedades
geométricas, por exemplo, auqelas listadas acima. Por isso, trazemos esta proposta para
que seja inserida, pelo menos, na pauta do treinamentos dos colegas professores, fazendo-
os refletir sobre as diferentes abordagens.
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. Mostrar que no determinante de Vandermonde vale:

1 a a?
1 b b |=(c—a)lc—0b)(b—a).
1 ¢ ¢

. A projegao ortogonal de T sobre o plano xy é outro triangulo cujos vértices sao
(:Ula Y1, 0)7($27 Y2, O),(l‘g, Ys, 0) €

1 oy 1
A, = 5| T2 v 1| =(xe—x1)(ys — 1) — (3 — 1) (y2 — ¥1),
x3 Yz 1

mostra-nos essa drea. Mostrar semelhantemente o determinante para A, e A,.

. Determinar o volume do tetraedro cujos vértives sao A = (—4,6,3), B = (8,—-3,5),
C =(4,0,—1), D = (5,3,9).

. Provar que se t é o comprimento do segmento de tangéncia tracado desde um ponto
externo dado P, = (z1,¥;) a uma circunferéncia dada (z — h)?+ (y — k)? = r?, entdo

= (z; — h)*+ (y1 — k)* —1r?

. utilize a expressao obtida da questao anterior para determinar o comprimento do
segmento de reta tangente tragada desde o ponto(—3,2) & circunferéncia 9%+ 9y? —
30x — 18y — 2 = 0.

. Sejam os pontos A = (4,—1),B = (0,-7),C = (=2,-3) ¢ D = (&, =2%) verificar
as proposicoes:

(a) O que se pode concluir quando se calcula as distancias DA, DB e DC?

(b) Caso estas distancias sejam constantes, Use o determinante de Cayley-Menger
para determinar a area do triangulo ABC'.

. (Uefs 2011.1) Considerando-se o triangulo cujos vértices sdo A(9,1), B(4,11) e
C(1,5), tem-se que a medida do raio da circunferéncia inscrita nesse triangulo é
igual a?

. (Enem 2011) Um bairro de uma cidade foi planejado em uma regido plana, com
ruas paralelas e perpendiculares, delimitando quadras de mesmo tamanho. No
plano de coordenadas cartesianas, esse bairro localiza-se no segundo quadrante,
e as distancias nos eixos sao dadas em quilometros. A reta de equacao y = x + 4
representa o planejamento do percurso da linha do metro subterraneo que atraves-
sard o bairro e outras regides da cidade. No ponto P(—5,5), localiza-se um hospital
publico. A comunidade solicitou ao comité de planejamento que fosse prevista uma
estacao do metré de mode que sua distancia ao hospital, medida em linha reta, nao
fosse maior que 5km. Atendendo o pedido da comunidade, o comité argumentou
corretamente que isso seria automaticamente satisfeito, pois ja estava prevista a
construcao de uma estacao no ponto

(@)(=5,0)  (0)(=3,1)  ()(=2,1)  (d)(0,4)  (e)(2,6).
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