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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal propor uma abordagem diferenciada
para o0 ensino das fungdes elementares no contexto do ensino médio, preocupando-se
com a compreensdo dos conceitos, definicbes e caracterizacbes das funcOes
elementares. A proposta didatico-pedagdgica apresenta a modelagem matematica a
partir de simuladores referentes a varios temas do cotidiano retirados da internet, o qual
estimulam os alunos a ‘“enxergarem” as fungdes escondidas, e melhorar o ensino
aprendizagem. Com o intuito de tornar a matematica mais interessante para o aluno, faz
se necessario vivenciar aplicacGes na préatica, simulando situacGes reais da natureza e
confrontando os célculos com resultados teoricos, para se ter a certeza que 0s conceitos

e defini¢Ges das funcbes se tornaram um conhecimento solido.

Palavra-chave: Ensino basico da Matematica, funcdo afim, funcdo quadratica,
aplicacdes financeiras.



Abstract

This work aims to propose a different approach for teaching elementary functions in
high school context, worrying about concepts understanding, definitions elementary
functions characterizations. The didactic-pedagogic proposal presents a mathematical
modeling from different regarding daily themes simulators from internet, which
encourage students “to see”, hidden functions, and improve learning and teaching. In
order to do math more interesting for student, it’s necessary to experience the practical
applications, simulating real nature situations and confronting results with theoretical
calculations, to do sure those concepts and functions definitions have become a solid
knowledge.

Word-Key: Basic Mathematics Teaching, affine function, quadratic function, financial
investments
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CAPITULO |

| - Introducao

Este trabalho tem objetivo de desenvolver a ideia de que a Matematica pode ser
utilizada para resolver situacdo-problema que estdo em nosso cotidiano, o qual sera abordado
nesta dissertacdo. Estudaremos problemas tais como concentracdo de alcool no sangue,
langamento obliquo, aplicagdes financeiras futuras, empréstimos etc. Neste trabalho procura-
se obter a funcdo matematica que modela esses problemas, buscando meios para que o aluno
aprenda matematica de uma forma prazerosa, lidica, em sala de aula, através de dados
colhidos de fonte fornecida, levando-o a promover a construgdo dos conceitos matematicos.

Ensinar matematica de modo que o aluno aprenda de forma efetiva € um desafio de
todos profissionais da educacdo. Trazer para sala de aula novas metodologias que possam
atrair a atencao do aluno, levando-o a compreender os conceitos, definicbes e despertando o
interesse e prazer pelo conhecimento da matematica que é a motivacao deste trabalho que tem
compromisso com a melhoria da qualidade do ensino aprendizagem.

Assim, veio a necessidade de inovar, ou seja, instituir uma nova metodologia de
ensino de matematica menos alienada e mais comprometida com as realidades dos individuos
e da sociedade, com isso buscando através de modelos matematicos desenvolvido a partir de
um tema social, econémico, histérico, trabalhados interdisciplinaridade com as outras areas
do conhecimento, levando a formar um cidaddo com conhecimento solido, capaz de tomar
decisdes, explicar e entender os conceitos matematicos e outros, participando do mundo real
com capacidade de influenciar em suas mudancas.

O capitulo Il apresenta aspectos tedricos e a importancia de desenvolver uma proposta
de ensino utilizando a Modelagem Matematica na Perspectiva Sécia-Critica como uma
alternativa de ensino.

No capitulo 11, foi feita a abordagem dos PCNs no ensino de matematica através da
modelagem e as justificativas para a sua utilizacdo em sala de aula, com intuito de

desenvolver um melhor ensino aprendizagem.
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No capitulo IV é feita a escolha de um tema do cotidiano, no qual faz se uso de
simuladores hipotéticos encontrados na internet ou aplicativos fornecidos gratuitamente, a
sequir faz—se a delimitacdo do problema, a coleta dos dados e, finalmente o desenvolvimento
matematico da atividade para assim, explicar a funcdo matematica que foi resultado deste
simulador hipotético.

No capitulo V é a conclusdo do trabalho realizado e subsequentemente apresenta-se

algumas considerag6es acerca do mesmo.
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CAPITULO Il

Il - Fundamentacao Tedrica

O termo ‘modelagem matematica’ neste trabalho é entendido como processo para
descrever, formular, modelar e resolver uma situacdo problema de alguma é&rea do
conhecimento. Ha vestigio que o termo modelagem matematica passou a ser usado entre 1958
a 1965 nos EUA em trabalhos realizados pelo School Mathematics Study Group (SMSG)

Na década de 60, discussdes sobre modelagem na educagdo matematica no ambito
internacional, foi proposto pelo movimento * utilitarista”, aplicagdo pratica do conhecimento
para a ciéncia e a sociedade, sendo assim, primordial para a formacdo de novos grupos de
pesquisadores que tinham como meta ensinar matematica de modo que seja util, envolvendo
0 estudante com situacGes do cotidiano, a fim de desenvolver a habilidade para aplicacdo dos
recursos matematicos para modelagem de problemas.

Segundo BIEMBENGUT (2009), sob a influéncia desse movimento a modelagem
matematica, na educacdo matematica tem como referéncia alguns pesquisadores, que foram
fundamentais para a consolidacdo da modelagem na Educacdo Matematica no Brasil, séo
eles:, Ubiratan D’ Ambrosio, Aristides C. Barreto, Rodney C. Bassanezi e outros que no final
da decada de 70 e inicio da década de 80, iniciaram um movimento pela difusdo da
modelagem matematica, e pela conquista de novos adeptos, e assim emergir a linha de
pesquisa de modelagem no ensino brasileiro.

Esses pesquisadores estimularam de forma consideravel a implantacdo da modelagem
no ensino brasileiro. Suas propostas, como uso da modelagem ou construcao de modelos em
suas préaticas de sala de aula, de como se faz um modelo matematico e como se ensina
matematica a0 mesmo tempo, permitiram vir 4 tona area de pesquisa de modelagem
matematica no ensino brasileiro. E, ao longo do tempo muito trabalhos vém sendo
desenvolvidos em cima destas propostas iniciais.

Atualmente, ndo hd um relato preciso de quantos educadores utilizam essas idéias e
propostas em sala de aula, mesmo assim ainda ha muitos educadores que acreditam e sabem

utiliza-las crendo na possibilidade de ter um ensino melhor.
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O que existe no momento e se tem relato sdo: os trabalhos publicados que estdo em
bibliotecas ou em acervos publicos, alguns encontros ocasionais como 0S congressos e 0S
cursos de capacitagéo.

Mediante a importancia da introducdo de Modelagem Matematica no ensino, é
necessario escrever sobre os precussores dessa linha de pesquisa, para fundamentacéo tedrica
desse trabalho.

Ubiratan D’ Ambrosio nasceu em Sdo Paulo, no ano de 1932. Licenciado e Bacharel
em Matematica pela Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras da Universidade de S&o Paulo
— FFCLUSP, doutor pela Escola de Engenharia de S&o Carlos/SP e foi Pesquisador Associado
para a Brown University, em Rhode Island, Estados Unidos na década de 60.

Na década de 70 ao retornar ao Brasil, para trabalhar na UNICAMP, implantou
propostas de educacdo matematica, semelhantes as ocorridas nos Estados Unidos e Europa
com o apoio da UNESCO e da OEA. Entre elas destaca a criacdo do 1° Mestrado em Ensino
de Ciéncias e Matematica na UNICAMP. Esse mestrado teve ingresso nos anos de 1975 a
1978 com o mesmo molde do modelo proposto na Universidade de Roskilde na Dinamarca,
ou seja, um modelo néo linear dando a origem a trabalhos em modelagem e Etnomatematica.
Com isso o professor Ubiratan D’ Ambrdésio se configura como mais importante precursor do
movimento da Modelagem Matematica no cenario brasileiro.

Segundo BIEMBENGUT (2009), Aristides C. Barreto em 1960 quando cursava
engenharia adquiriu conhecimento sobre modelagem matematica. Na década de 70, quando
passou a ser professor na PUC-RIO, procurou a utilizar-se de modelos como estratégia de
ensino nas disciplinas que ministrava como Fundamentos da Matematica, Pratica de Ensino e
Célculo Diferencial Integral. Mas em 1976, trabalhando com seus alunos de engenharia
desenvolveu varios modelos em areas especificas como Ecologia, Biologia, dentre outras.

Esses trabalhos com seus alunos levaram-no a crer que a modelagem no ensino tornava
0s estudantes mais motivados e interessados, estimulando-os a criatividade e o espirito critico.

Na década de 80, Barreto passou a interpretar e produzir textos literarios em prosa e
verso, com destaque em letras de musica. Alguns de seus trabalhos foram publicados através
de artigos e apresentados em eventos. Devido a repercussdo desses trabalhos, o professor D’
Ambrosio, convidou-o para ser palestrante na UNICAMP, o qual Rodney C. Bassanezi teve o
primeiro contato com o tema modelagem matematica.

Nesse mesmo periodo, Rodney Carlos Bassanezi coordenava um Curso, promovido

pela IMECC-UNICAMP, para 30 professores de Calculo Diferencial Integral, de diversas
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InstituicOes de Educacdo Superior da regiéo sul do Brasil com dura¢do de uma semana. Nesse
curso foi proposto aos participantes que apresentassem um problema que envolvesse célculo
diferencial e integral para solucdo. Constatou-se que 0s problemas apresentados se
encontravam nos livros textos, sem criatividade. Assim Bassanezi aproveitou 0 momento para
propor a modelagem matematica, de forma peculiar, para resolucdo de problemas de biologia
aplicados ao calculo diferencial integral.

Nesta mesma época a convite da Universidade Estadual de Guarapuava-PR, 0s
professores da UNICAMP, para ministrar um curso pos-graduacdo, o qual Bassanezzi era o
coordenador. Ele aproveita este curso para propor aos participantes algo inovador, fazer uma
visita as empresas da cidade, para ter contato com questdes do cotidiano, e levantar problemas
de interesse dessas empresas, tais como a fabricacdo de papel, suinocultura, dentre outras,
para serem analisados afim de dar uma solu¢do aos mesmos.

A partir desse trabalho de campo, estimulou a realiza¢do do 1° curso de P6s Graduacgdo
em Modelagem Matematica, e resultando, a realizacdo de dezenas de outros cursos de pos-
graduacéo e formacdo continuada em diversas instituicdes de educacdo pelo Brasil, tais como
secretarias estaduais, municipais e federais sob a sua coordenacéo.

Nesse trabalho aborda-se um estudo sobre a Modelagem Matematica através de
funcbes elementares e suas contribuicbes para a formagcdo do aluno, as quais se fazem
necessario por meio da interacdo dos alunos com os modelos matematicos, a fim de promover
aprendizagem e ao mesmo tempo proporcionando um interesse pela matematica.

Um dos problemas de ensinar matematica € a falta de interesse dos alunos. Nesse
sentido propde-se que este trabalho permita desenvolver métodos e alternativas de ensino que
possam despertar o interesse dos alunos pelas aulas de Matematica.

Segundo Wurman, a aprendizagem esta relacionada ao interesse. "O interesse permeia
qualquer esforgo e vem antes da aprendizagem”. (SCHRAMM, 1991, p.146)

Nessa linha de raciocinio, o grau de interesse que se tem sobre algum assunto, faz a
aprendizagem, ou seja, conhecimento adquirido, ficar armazenado na memdria por um
periodo curto, medio ou longo. Na perspectiva de almejar um ensino aprendizagem com
exceléncia e de forma prazerosa, os autores Almeida e Dias apoiados em D’Ambrosio,

afirmam que

“[...] o ciclo de aquisi¢do do conhecimento é deflagrado a partir de fatos da realidade. Deste
modo, a construcdo do conhecimento matematico pode ser mais eficiente se emergir de
fendbmenos que tem origem na realidade. Assim, a exploracdo, no ensino, de situagdes de vida
real, em que a matematica se aplica, torna-a mais dindmica e interessante e proporciona maior
eficiéncia no processo de ensino e aprendizagem.” (ALMEIDA, 2003 p. 21).
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No esfor¢o de desenvolver uma nova metodologia de ensinar fungdes elementares por
meio de Modelagem Matematica tornando-a mais interessante e didaticamente eficazes
devido a sua aplicabilidade em diversos ramos das ciéncias tais como crescimento
populacional, crescimento de bactérias, radioatividade e outros.

Nesse contexto de mudancas e desafios, o objetivo principal desse estudo é o uso de
varios aplicativos de simulacdo para contextualizacdo do ensino das funcdes elementares
(afim, quadréatica, exponencial entre outras) presente nos problemas de modelagem do
cotidiano vivenciado pelo aluno, propiciando um ambiente de aprendizagem no qual os alunos
procuram investigar situacfes problemas oriundos de outras areas do conhecimento como
biologia, geografia e outras, de forma a dar solugdes para 0s mesmos, com isso fazendo-0s
agentes da situacao.

Desse modo, propor atividades de modelagem por meio de fungfes elementares é uma
proposta que procura estabelecer uma nova rota para estimular o espirito critico e reflexivo
dos alunos, devido a todo 0 momento estarem envolvidos em situagdes que conduza a procura

de argumentos, que possam fundamentar conceitos e definicdes.
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CAPITULO Il

11 - PCN’s — PCN,

Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) para o ensino médio, em seu volume
Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias defendem que o ensino da matematica e
seus aspectos associados a tecnologia sejam trabalhados em sentido universal, ou seja, um o
aprendizado que deve buscar algo alem de uma formacdo técnica ou profissionalizante,
procurando construir um cidaddo que tenha uma cultura geral o qual consiga interpretar o
mundo a sua volta em diferentes meios (social, profissional, natural, etc.).

Com base nos PCN’s, ¢ proposta uma nova estratégia de ensino que busca uma forma
combinada para desenvolver conhecimentos praticos e contextualizados, e mais, procurando
desenvolver no aluno conhecimentos mais amplos e abstratos. Assim, o aprendizado sera
efetivamente (til a vida e ao trabalho das pessoas, onde as informacdes, 0s conhecimentos e
as competéncias e habilidades desenvolvidas por eles sirvam para perceber, interpretar e atuar
em situagdes da vida cotidiana.

A procura de um conhecimento mais amplo encontrou nos PCN’s a seguinte
proposicéo:

“Para a area das Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias, isto é particularmente
verdadeiro, pois a crescente valorizagdo do conhecimento e da capacidade de inovar demanda
cidadaos capazes de aprender continuamente, para o que é essencial uma formacéo geral e ndo
apenas um treinamento especifico.” (PCN’s, 1998, p.6)

Seguindo esse norte, o aluno seja capaz de aprender continuamente, para isso, precisa-
se desenvolver uma atitude interdisciplinar para almejar o aprendizado pretendido. Assim, se
destaca o papel da matematica no ensino médio, e o seu poder de universalidade de
quantificacdo e expressdo, quando aplicado em outras ciéncias. Assim evidéncia nas outras
areas do conhecimento a dependéncia da matematica para elaborar formulagfes mais gerais e
abstratas em seus campos de conhecimento particular.

Nessa linha de raciocinio a matematica assume seu papel interdisciplinar como
ciéncia, tendo uma maior representacdo de confiabilidade nos processos de validacdo de

resultados e a extraordindria capacidade de modelar as mais diferentes situagdes,
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interpretando resultados e procurando tomar as mais sabias decisdes. Por esse motivo o aluno
deve aprender matematica, pois ela representa um fator importante na formagédo dele como
cidaddo responsavel e participativo na sociedade. Contudo, a necessidade de que o0 ensino da
matematica esteja voltado para o desenvolvimento de certas habilidades nos estudantes, como
por exemplo, resolucdo de problemas, a tomada de decisGes, capacidade de fazer inferéncias,
de aperfeigoar conhecimentos e valores, e de trabalhar cooperativamente. Nesse sentido a
matematica designa um fator importante na sociedade, dessa forma seu ensino tem passado

por transformacdes. Segundo Almeida em sua afirmacéo:

“Nédo ¢ mais suficiente o aluno aprender matematica e saber utiliza-la para resolver problemas
cotidianos. Além desses saberes, é necessario que o aluno seja capaz de interpretar e agir numa
situacdo social e politica estruturada pela matematica.” (ALMEIDA, 2003, p 64)

Os PCN’s mostram que os professores podem fazer para que o ensino da Matematica
possa resultar em aprendizagem real e significativa para os alunos. Para isso, é necessario que

o0 professor possibilite momentos em que eles possam:

“[...] analisar e valorizar informacGes provenientes de diferentes fontes, utilizando ferramentas
matematicas para formar uma opinido propria que lhe permita expressar-se criticamente sobre
problemas da Matematica, das outras areas do conhecimento e da atualidade; [...] desenvolver
as capacidades de raciocinio e resolugdo de problemas, de comunicacao, bem como o espirito
critico e criativo.” (PCN’s, 1999, p. 42).

Nessa perspectiva a modelagem matematica ndo pode ser utilizada apenas para
justificar o contetdo que esta sendo ensinado, mas sim deve valorizar a razéo, formacdo do
cidaddo como um todo.

Com Base nos PCN’s, a modelagem matematica surge da necessidade do homem em
compreender os fendbmenos que o cercam para interferir ou ndo em seu processo de
construcdo. Sao previsdes de tendéncias e aproximacdes da realidade. A professora Maria

Salett Biembengutet (1999), parte da premissa:

“A criacdo de modelos para interpretar os fendmenos naturais e sociais é inerente ao ser
humano. A propria nocdo de modelo estid presente em quase todas as éareas: Arte, Moda,
Arquitetura, Hist6ria, Economia, Geografia, Literatura, Matematica. Alias, a histéria da
Ciéncia ¢ testemunha disso!”. (Ibidem, p. 11)

Em relagdo aos PCN__0 estudo das fungdes tem um papel formidavel para a formagéo

geral do aluno, pois ela permite ao discente adquirir a linguagem algébrica como a
linguagem das ciéncias, essencial para demonstrar a relacdo entre grandezas e modelar
situacOes-problema, permitindo varias conexdes dentro e fora da prépria matematica. O

intuito do estudo das diferentes fungdes é primordial que sejam bem trabalhadas as definigdes,



25

conceitos, propriedades em relacdo as operagdes, na interpretacdo de seus graficos e nas
aplicacoes.

Entretanto, nos PCN_ faz uma critica do modo como é trabalhada as funcGes no ensino
médio, tradicionalmente da uma énfase muito grande para o estudo de conjuntos e suas
operacOes e partir dai procura definir funcdo como particulares relagdes. Todo esse percurso
até definir o conceito de funcdo se torna longo e desgastante. Dessa forma, o ensino das
funcbes pode ser iniciado diretamente pela nocdo de funcdo para descrever situagdes de
dependéncia entre duas grandezas, o que permite 0 estudo a partir de situacGes
contextualizadas, descritas algébrica e graficamente.

No mesmo PCN_, deixa como sugestéo que osproblemas de aplicagédo ndo devem ser
deixados para depois que as leis de formagdo das funcdes fossem totalmente definidas, mas
deve ser motivo e contextos para o aluno aprender fungdes. A riqueza de situagdes
envolvendo funcdes permite que o0 ensino se estruture permeado de exemplos do cotidiano,
das formas graficas que a midia e outras areas do conhecimento utilizam para descrever

fendmenos de dependéncia entre grandezas.
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CAPITULO IV

I\VV- Modelagem Por Meio de Fungoes Elementares

Utilizando a Modelagem Matematica por meio de fun¢es como estratégia de ensino,
apresentamos a seguir uma proposta para o ensino de Funcdo Afim, Quadratica, exponencial e
Logaritmo, contetdo trabalhado na 12 série de Ensino Médio da Educacéo Bésica.

Esta proposta foi elaborada considerando que os alunos do ensino médio ainda néo
conhecem a caracterizacdo das fungdes citadas acima. Entdo, o objetivo € proporcionar aos
alunos uma forma de estudar matematica partindo de problemas praticos oriundos do
cotidiano da sociedade como alcoolismo, aplicagdes financeiras, e outros.

Para o desenvolvimento de um modelo matematico por meio de funcdes elementares,

é fundamental definir as etapas a serem executadas:

I- Escolha do tema

E a primeira etapa para a construcdo do modelo matematico, pois através dele o processo
de desenvolvimento torna-se mais interessante e dinamico, consequentemente proporcionara
maior eficiéncia ao processo de ensino aprendizagem. Como a aprendizagem esta ligada ao
interesse, ou seja, sem interesse nao ha aprendizagem, logo um tema bem escolhido faz-se

necessario para despertar a curiosidade.
1- Situacao problema

O problema proposto tem que ser objetivo e claro para ser compreendido por todos os
envolvidos ao longo da resolugéo, pois a qualidade do resultado pretendido dependera exame
inicial de detalhes. E interessante ressaltar que ao longo do processo de interpretacdo do
problema poderdo ocorrer questionamentos e suposi¢cdes que enriquecera a resolugdo, em

consequéncia, um resultado final melhor.
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I1I-  Desenvolvimento do modelo matematico

Usando um simulador hipotético retirado da internet, que fornece o resultado dessa
situacdo problema, monta-se uma tabela de dados fornecido pelo simulador, o qual é feita
analise dos dados obtidos, usando técnicas e ferramentas de matematica j& conhecidos até
construir o modelo matematico que descreva essa situacdo problema, que serd uma funcéo

elementar escondida por traz desse simulador.

V- Caracterizacao da funcédo que foi modelada

Nessa etapa sera feita a definicdo da funcdo escondida por traz do simulador,
consequentemente, enunciaremos 0 teorema da caracterizagdo dessa funcdo e sua
demonstracdo. Sendo assim, o aluno vai conhecendo e dominando o vocabulario préprio da
matematica, para que possa aplica-la a diferentes contextos e situacGes de acordo com a
necessidade, com isso utilizando-a de forma adequada. Desse modo, 0s alunos serdo capazes
de estabelecer suas préprias conjecturas levando-os a adquirirem habilidades e competéncias

para efetivar generalizacGes. Segundo os parametros curriculares nacionais:

“Contudo, a Matematica no Ensino Médio ndo possui apenas o carater formativo ou
instrumental, mas tambem deve ser vista como ciéncia, com suas caracteristicas estruturais
especificas. E importante que o aluno perceba que as definicBes, demonstracdes e
encadeamentos conceituais e 1dgicos tém a funcdo de construir novos conceitos e estruturas a
partir de outros e que servem para validar intuicbes e dar sentido as técnicas aplicadas”.
(PCN’s, 1998, p.40)

V- Analise Gréafica

Para concluir o modelo matematico, torna-se necessaria uma avaliacdo para verificar
em que nivel ele se aproxima da situacdo-problema representada, para isto é necessario
verificar a adequabilidade, analise dos resultados obtidos na solucdo, que tem implicacdo no
que esta sendo investigado e sua relevancia. A anéalise grafica do problema é uma importante
ferramenta de validagdo. Segundo Bassanezi “a validacdo ¢ a a¢do de verificar o quanto o

modelo se aproxima da situacdo real”.
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4.1. Modelagem Por Funcéo Afim

4.1.1. Concentrag&o de Alcool no Sangue

“Concentragdo de Alcool no Sangue”, é um tema bem interessante apesar de o
alcool ser uma droga psicotropica que atua no sistema nervoso central, podendo causar
dependéncia e mudancas de comportamento, ela possui uma grande aceitacdo social e seu
consumo é estimulado pelas propagandas e promocdes de eventos.

Esse tema propicia um envolvimento dos professores de outras areas como de
biologia, quimica através de debates, palestras com alunos sobre a dependéncia, composicao
das bebidas de forma geral, doencas causadas pelo consumo de alcool em excesso e o0 grande
namero de acidentes de transito provocando mortes ou mutilando jovens e adultos. Essas
discussdes promovem a reflexdo acerca das consequéncias do consumo do alcool, nesse
momento os professores de portugués e sociologia podem prover um teatro com os alunos
sobre as consequéncias apresentando dados estatisticos como forma de prevencéo.

O objetivo central dessa proposta sugerida no tema acima é a elaboracdo de um
modelo matematico que descreva a concentracdo de alcool no sangue (taxa de alcoolemia),
depois de ingerido alguma quantidade de alcool (nesse caso ficaremos restrito a trabalhar com
a cerveja em lata de 340 MI com 3,5% de teor alcodlico) e sua eliminacdo do organismo com

0 passar das horas.

4.1.2. Alcoolemia

Realizando uma pesquisa descobrimos que o nivel de alcool no sangue chama-se taxa

de alcoolemia e pode ser calculado com a seguinte formula:

Qa quantidade de alcool ingerido (g)
To=_""= ] (4.1)
-u massa corporal(kg).coeficiente (@)
Onde,
Q, = volume. (i).(0,79) (4.2)

e Q.- Quantidade de alcool ingerida em gramas

e T, - Taxa de alcoolemia (unidade g/l)
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Q, € calculado multiplicando a o volume ingerido em ml pela densidade do &lcool
(tabelado 0,79 kg/l ou 0,79 g/ml) e por i (taxa do teor alcodlico).
e O coeficiente u na formula é dado por:
0,53 - mulheres em jejum
0,60 - homens em jejum
1,10 - homens ou mulheres que ingeriram alcool durante a refeicdo
e m - massa da pessoa em quilogramas.
e i - taxado teor alcodlico ( Fornecido na embalagem do produto)
FONTE: Programa alcool e drogas sem distorcdo do Hospital Albert Einstein

Exemplo 1:
Qual a taxa de alcoolemia de um homem de 70 Kg que bebe em jejum uma lata de

cerveja de 340 ml com 3,5% do volume de teor alcoolico?

Solucéo:
Calculando a quantidade de alcool ingerida

Qa = 340ml-0,035:0,79->= Q, = 9,401 g (4.3)
Calculando a taxa de alcoolemia

_ Qa _  9401g _9401g
Ta= mp 70 kg-0,6 I/kg =T = 42ml 0,223g/1 (4.4)

Caso a pessoa tivesse consumida a bebida durante a refeicdo, a taxa de alcoolemia

seria calculada assim:

_ 9,401 g __9401g
a ™ 70kg1,11/kg a— 771 0,122 g/ (4.5)

4.1.3. Desenvolvimento Matematico do problema

Situacdo Problemal: Em uma roda de amigos bebendo cerveja em lata de 340 ml e
teor alcodlico de 3,5%. ApOs uma pessoa ingerir seis latas de cerveja qual é o funcédo
matematica que representa o decaimento da taxa de alcoolemia no sangue? E depois de
guanto tempo uma pessoa que ingeriu as seis latas de cerveja pode dirigir sem infringir as leis
nacionais de transito?

Para a elaboracdo do modelo matematico pretendido, fez-se uso do simulador

hipotético do portal terra, HTTP://www.terra.com.br/saude/infograficos, o qual calculaa T, e

a taxa de eliminacdo do alcool no organismo com o passar do tempo ap0s uma pessoa que
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parou de beber. Portanto, o simulador utilizado ndo faz mengdo em que condi¢des foram
tomadas as latas de cerveja. Com isso, para facilitar o entendimento suponhamos que as
pessoas bebem pausadamente, em uma roda de amigos em condi¢es normais.

Embora a funcdo que calcula o decaimento da taxa de alcoolemia no sangue é do tipo
exponencial (y=b.a"), usando os dados do simulador observa-se que foi realizado o
procedimento linear e ndo exponencial, pois sabe-se que é possivel transformar uma relacdo

tipo poténcia em uma relacéo linear aplicando o logaritmo.

Utilizando o simulador a Tab.(4.1.1) é construida:

Tabela 4.1.1 Taxa de alcoolemia e tempo de eliminagdo no organismo

Quantidade de Taxa de Tempo para eliminar
latas de 340 ml alcoolemia todo alcool

n T, (g/l) t(h)

1 0,23 2,30

2 0,45 4,50

3 0,67 6,70

4 0,89 8,90

5 1,11 11,10

6 1,33 13,30

Fonte: simulador www.terra.com.br/saude/infograficos

Dessa forma, podemos calcular a taxa de alcoolemia no sangue usando as Eq.(4.1) e

Eq.(4.2) e depois compara-los com os resultados apresentados na Tab.(4.1.1).

Exemplo2:
Qual ¢ a taxa de alcoolemia no sangue quando uma pessoa de 70 kg ingere duas latas de

cervejas de 340 ml cada e com teor alcodlico 3,5%
Solucéo:
Q, = volume. (i).(0,79)
Q, = 2.340ml - 0,035 - 0,79% = Q, = 18,402g

Calculando a taxa de alcoolemia

Qa 18,402g 18,402g
4 mp  70kg-0,61/kg a 421 o

Observa-se que os dados obtidos no simulador sdo 0s mesmos.
Por fim, os dados indicando a concentracdo de alcool no sangue apds o consumo das
seis latas escrevendo a Tab.(4.1.1) invertida mostraremos o decrescimento da T, (g/l) com o

passar das horas é conforme a Tab.(4.1.2).
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Tabela 4.1.2 Decrescimento da T, (g/l) em funcdo do tempo

t(h) T, (9/l)
0 13
2,30 1,11
4,50 0,89
6,70 0,67
8,90 0,45
11,1 0,23
13,30 0,00

Fonte: simulador www.terra.com.br/saude/infograficos

A partir dos dados obtidos na Tab.(4.1.2) percebe-se que a variagdo da T, (g/l) entre os
intervalos de tempo correspondentes sao proporcionais.

111-133  089-111 0,23-0,67 _
230-0 450-230 111-230

01 (4.6)

Onde —0,1 é constante de proporcionalidade,
Para obter um modelo matematico que representa a concentracdo de alcool no sangue, é

feita a deducéo da funcdo de acordo com os célculos abaixo:

f(0) =133 4.7
£(2,30) = 1,33 + (—=0,1).2,30 = 1,11 (4.8)
£(4,50) = 1,33 + (—0,1) - 4,50 = 0,88 (4.9)
f(6,70) = 1,33+ (-0,1) - 6,70 = 0,67 (4.10)
Generalizando temos,

f(t)=1330-0,1-t (4.11)

A Eq.(4.11) € a Funcdo Matematica que modela esse simulador. Esse tipo de funcédo
é denominado funcéo afim.

De acordo CNT (Conselho Nacional de Transito) a Lei seca estabelece o parametro de
0,3 mg/l [miligramas de alcool por litro de ar] ou 6 dg/l [ decigramas de alcool por litro de
sangue] somente por ser uma recomendacdo do Inmetro como margem de seguranca do
etilometro.

Na prética, esta previsto no art. 306 do Cddigo de Transito Brasileiro, se o individuo
fizer o teste e a concentracdo for maior do que 0,6 g/l sera considerado crime de trénsito.
Assim basta fazer f(t) = 0,6 substituindo na Eq.(4.11) temos,
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06=133-01-t=0,1t=1,33-0,6
t= 7,3h ou 7h18min

Portanto, ap6s 7h e 18 min a pessoa podera dirigir sem infringir a lei de transito.

4.1.3. Fungao Afim

Definicéo:

Uma aplicagdo de R em R, recebe o0 nome de funcéo afim quando a cada xe R estiver
associado o elemento { ax + b} com a # 0, isto é:

f:R-NR
X—=>ax+b,a=0

E necesséario fazer a caracterizagdo da funcdo afim para que o aluno ndo tenha
nenhuma davida, mostrando que independente do contexto ou da situagdo problema ele saiba
que a fungéo a ser usada é a fungéo afim.

E interessante definir o teorema fundamental da proporcionalidade para ser usado na

demonstracdo do Teorema da caracterizacdo da funcao afim.

4.1.4. Teorema Fundamental da Proporcionalidade:

Seja f de B em R uma fungdo crescente. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(1) f(nx) =n.f(x), paratodon € Z etodo x € R.
(2) Pondo a = f(1),tem-se f(x) = a.x, paratodox € R.

) fx+y) =f(x)+ f(y), para quaisquer x,y € R.
Demonstracao:

Inicialmente vamos provaras implicaces (1) =(2), (2) =@3) e (3) =(1). (1) =(2):
Provemos inicialmente, para todo namero racional r=%, temos por hipdtese (1) que

f(rx) =r.f(x), para todo x € R. Assim podemos ter n.(rx) = f(n.r.x) > n.f(r.x) =

f(n%x) >nfr.x)= fmx)=>nflr.x)=mf(x)= f(r.x) = %.f(x).
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Seja a = f(1), Como f(0) = f(0.0) = 0.f(0), a monotocidade de f nos da a =
f(1) > f(0) = 0, assim temos que a € positivo, e mais temos que f(r) = f(1.r) = f(r) =
r.f(1) = f(r) =r.a paratodo r € Q.

Vamos mostrar que f(x) = a.x, paratodox € R.

Suponha por absurdo, que exista algum namero real x necessariamente irracional tal

fF(x)

que f(x) # a.x. Admitindo que f(x)<a.x > ——* < x, agora tomemos um ndmero
a

f(x)

. m
racional r=—, tal que f(x)<ax. —2 <r<x= f(x)<ar<ax=fx)<
n a

f(r) < a.x, absurdo pois f é uma funcdo crescente e como tomamos r < x deveriamos ter
chegado que f(r) < f(x).Portando aprova de (1) = (2) esta pronta.

(2) =(3) Muito trivial pois temos por hip6tese que a = f(1), tem-se f(x) = a.x.
entdo, f(x+y)=alx+y)>flx+y)=ax+ay = f(x+y) =f(x)+ f(y). Portanto
aprova de (2) = (3) esta pronta.

(3) =(1) Por hipdtese temos que f(x + y) = f(x) + f(y) , escrevendo x + y = n.p,

comn € Z, temos, f(x+vy) = f(n.p) =f(p +%+ p) =f(P)+ ..f(p) =n.f(p).

Portando aprova de (3) = (1) esta pronta. O

4.1.5. Teorema: Caracterizacdo da Fungao Afim

Seja f de Rem R uma funcdo monotona injetiva. Se o acréscimo f(x +h) — f(x) =
@ (h) depender so de h, mas ndo de x, entdo f é uma funcédo afim.

Demonstracao:

Vamos supor que f seja crescente, entdo ¢ de Rem R, também é crescente, com
©(0) =0, parah, k € R temos:

ph+k)=f(x+h+k)—f(x)

ph+k) = f((x+k)+h) - f(x)

ph+k)=f((x+k)+h) = flx+k)+flx+k)—f(x)

p(h+k) = ¢(h) + (k)

Logo, pelo teorema Fundamental da proporcionalidade, pondo a = ¢(1), tem-se que

@(h) =a.h paratodo h € R , assim temos que f(x+h)— f(x) =a.h, chamando
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f(0) =b obtemos que f(0+ h) —b = a.h, assim temos f(h) = a.h + b ou seja temos
f(x) =a.x + b,todo x € R.
Aplicando o teorema da caracterizacdo da funcdo afim na Tab.(4.2.2), fazendo os

calculos abaixo temos:

£(6,70) — £(2,30) = 0,67 — 1,11 = —0,44 (4.12)
Mas reescrevendo a Eq.(4.14), temos:

£(2,30 + 4,40) — £(2,30) (4.13)
Mas pelo Teorema (4.1.5), temos que:

£(2,30 + 4,40) — £(2,30) = ©(4,40) (4.14)
Mas pelo Teorema (4.1.4), temos @(h) = —0,1.h

o(h) = 0(4,40) = —0,1.(4,40) = —0,44 (4.15)

A EQ.(4.1.2) e a Eq.(4.1.5) obtiveram o mesmo resultado, mostrando que o decréscimo
SO depende do h.

4.1.6. Grafico da Funcdo Afim

A analise grafica é uma importante ferramenta de validacdo do modelo construido,
sendo de grande importancia para consolidar conceitos, defini¢des, relacionando-o com a
geometria.

Com objetivo de solidificar os conceitos e definicdes da funcdo afim e promovendo o
interesse dos alunos pela matematica, o uso de software matematico se torna uma importante
ferramenta de ensino, pois possibilita trabalhar contetdos relacionados a calculo, geometria,
algebra, e construcdo de graficos de fungdes.

O grafico abaixo da Eq.(4.1.10) representa a funcdo escondida por traz do simulador

Terra.

Figura 4.1.1: Taxa de alcoolemia em fungdo do tempo
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Os softwares matematicos mais conhecidos sdo: Matlab, FreeMat, Octave e Geogebra
e entre outros que sdo ferramentas de facil manuseio.

O gréfico da Fig.(4.1.1), foi feito com uso do software Geogebra que se encontra nos
laboratorios das escolas publicas do Brasil.

Logo, abaixo se tem as etapas da construgdo da Fig.(4.1.1).

O Geogebra depois de aberto apresenta na parte inferior um campo de entrada de
texto, onde é possivel escrever coordenadas, as equacdes e as funcdes.

Digita-se no campo de entrada o seguinte comando T,(t) = Se, abrira uma caixa de
dialogo conforme Fig.(4.1.2) abaixo:

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

| o [ [ s = o] 521 5 N 5 S Y o

# Janela de Visualizagéo ~ Protocolo de Construcdo
Tait) B &~ |7 & e

N. [ico... [Defini.. [Legen...[Coma...]

2

t

77T T
o1 2 3 4 5§ 8 7 8 98 10 11 12

Sech() E

Se <Condigio=, <Entio= ]

Se[ =Condigdo=, <Entdo=, <Sendo=]

[ESegmenm[ﬂjmmP, =Ponto=]

Segmento[ <Ponto=, <Comprimento= ] -
Entrada: Ta(t) =S¢ s @

Figura 4.1.2: Tela do Geogebra com caixa de dialogo
Em seguida seleciona a funcdo Se [<Condicdo>, <Entdo>], e digita-se dentro dos

colchetes a seguinte instrucdo 0<=t<=13.3, -0.1*t 1.33, e click enter, aparecera o gréfico da

funcéo na Fig.(4.1.3) abaixo.

¥ GeoGebra [a=al__— ]
Arquivo Editar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
-Jv : Ellii= = ] ) E:J k) & =
Ta (ar
l L R S e e B e e e S e e T --
2 \
124 -———- Ai ———————————————————————————————————————————————————————————————————— —-—
1f-—--F-———a-—---1 \\W; 77777777777777777777777777777777777777777777777777777777 -
\\\ 4
[l S e St B e B K —————————————————————————————————— —-—
B i e e e }T —————————————————————— -—
L e e e B e A e i s e K ——————————— —-—
o — tthorag)
o o 1 2 EEERRL)
Entrada: Ta(t) = Se[0<=t<=13.3, - 0.1*t+1.33] B =

Figura 4.1.3: Tela do Geogebra com o gréafico Ta(g/l) x t(h)
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E adequado, falar de intervalos reais, mostrando que a condigo t € [0, 13.3] é o dominio
da funcdo, pois ndo faz sentido o grafico passar nos negativos, ja& que ndo existe um tempo
negativo para o consumo de alcool e nem tempo superior 13,3.

Entretanto, o contra dominio da funcdo é o conjunto dos reais e a imagem da funcéo
representada pela reta pertencente ao intervalo [0, 1.33]. E importante explanar sobre crescimento
e decrescimento da funcdo, que o coeficiente angular € a variacdo da Ta pelo tempo onde é
representada pela tangente do angulo formado pela reta com o eixo horizontal e outros mais.

Dessa forma, pressupBe que o0s conceitos se tornam bem claros para os alunos, pois
tiveram a oportunidade de vivenciar um espaco em que se faz matematica, a partir de uma
situacdo problema proposta desenvolvendo o modelo matematico, o qual envolve os processos de
visualizacdo, interpretacdo, argumentagdo, experimentacdo e demonstracdo, aproximando-se de

um ensino mais significativo para os mesmos.

4.2. Modelagem Por Funcéo Quadratica

4.2.1. Lancamento Obliquo sem resisténcia do ar

O “langcamento obliquo” faz parte do contetdo ministrado na fisica no 1° ano do
ensino médio, o qual os alunos tém grande dificuldade de assimilacdo, por ser trabalhado
apenas com aplicacbes de formulas ja fornecidas, ndo fazendo uma relacdo com a funcéo
quadratica e suas propriedades.

Baseado nisso, prop8e um trabalho interdisciplinar entre os professores de matematica
e fisica para consolidar a aprendizagem desejada. Propondo situacdes problemas reais, o qual
se aplica a funcdo quadratica como esportes de precisdo (Basquete, volei e outros), nas forcas
armadas (com armamentos envolvendo lancamento de projétil).

A partir de uma situacdo problema o qual envolva o langcamento obliquo, constroem
um modelo matematico por funcdo quadrética, definindo os conceitos e as propriedades ao
longo da resolucdo. Mediante a isso, ocorrera a consolidacdo da aprendizagem, propiciando
condicBes para quando os alunos depararem com um problema de fisica ou de outra area
tenham competéncia e habilidades para interpreta-lo, e resolvé-lo.

Situacdo problema 2: Em um local onde o efeito do ar é desprezivel e g = 10 m/s* um
projétil é atirado de uma altura h,, com uma velocidade inicial de v, e um angulo de

lancamento 8 com a plataforma de apoio. Determine:
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a) Desenvolva 0 modelo matematico que determina a funcdo horaria do alcance
horizontal e vertical em relacdo ao solo, usando o simulador hipotético da
internet?

b) E a equacdo que determina a altura maxima atingida no lancamento do projétil e o
seu tempo de voo;

C) Reescreva a situagdo problema em forma de exemplo com os dados usados no
simulador e determine
a) A funcdo horaria do lancamento obliquo?

b) A altura méxima atingida?
c) O tempo gasto para atingir a altura maxima;
d) O tempo de voo do projétil até atingir o solo.

e) Faca os graficos no software geogebra para verificar os itens b, c e d.

4.2.2. Desenvolvimento do Modelo Matematico

Para realizar a coleta de dados faz-se necessario uso de dois simuladores hipotéticos
de langcamento obliquo, um que o vetor vare toda curva do gréafico, que se faz necessario para

a coleta dos dados (http://sourceforge.net/projects/projectilecalc/postdownload?source=dlp) e

outro simulador mais ilustrativo que da mais énfase no angulo de langamento, resisténcia do

ar (http://phet.colorado.edu/sims) , assim com esses dois simuladores serdo muito

importantes para Vveracidade dos dados coletados e a consolidacdo da formula obtida.

ane IF'IL'I!_'-I_'!PLI«I& I |12 3 | |2 ] | |1 ] | heanane adulie -

alcance(m) allura{lm)  tempods) prasnic

Chevrolet

amguledgrans) | 30
vel. inicialim's)| 10

massalks) |2

Figura 4.2.1 Tela do simulador de lancamento de projétil
Fonte: http://phet.colorado.edu
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Figura 4.2.2 Tela do simulador de lancamento obliquo

Fonte: http://sourceforge.net

Iniciando o langamento com uma velocidade inicial v, de 10 m/s, uma altura inicial

h, de 3m e um angulo 6 de 30°. Substituindo esses dados no simulador, construimos a

seguinte tabela.

Tabela 4.2.1 Alcance horizontal e vertical em relacdo ao tempo

Tempo () Y(m) X(m)
0,0 3,0 0,0
0,1 3,45 0,865
0,2 3,80 1,730
0,3 4,05 2,595
0,4 4,20 3,460
0,5 4,25 4,325
0,6 4,20 5,190

Fonte: Fonte: simulador http://www.sourceforge.net

Construindo uma nova tabela, onde a coluna AY(m) = Y(m + 1) — Y(m) representa a

variacdo da componente vertical e a coluna AX(m) = X(m + 1) — X(m) representa a variagdo da

componente horizontal.


http://sourceforge.net/
http://www.sourceforge.net/
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Tabela 4.2.2 Diferenca de dois termos consecutivos

Y(m) AY(m) =Y(m+ 1) — Y(m) X(m) AX(m) = X(m + 1) — X(m)
3,00 0,000

3,45 0,45 0,865 0,865

3,80 0,35 1,730 0,865

4,05 0,25 2,595 0,865

4,20 0,15 3,460 0,865

4,25 0,05 4,325 0,865

4,20 -0,05 5,190 0,865

Fonte: simulador http://www.sourceforge.net

O X(m) representado na terceira coluna da tabela da Tab.(4.2.2) é uma PA de razéo

0,865 para intervalo de um décimo de segundo ou 8,65 para intervalo de 1s, entdo pode ser
escrita como uma fungdo afim como visto na se¢do (4.1):
X(t) = X, + 8,65.t. (4.16)
No plano em que se dd& o movimento, tomemos um sistema de coordenadas cuja
origem é o ponto de partida do projetil e o eixo OY é a vertical que passa por esse ponto e

OX ¢ a horizontal que passa por esse ponto.

@/
L[5 .
0 “) X

Figura 4.2.4: Componentes da velocidade ao longo

Figura 4.2.3: Componentes da velocidade da da trajetéria,

origem.

A velocidade inicial do projétil € o vetor vy = (Vy, Voy), CUja primeira coordenada v,
fornece a velocidade da componente horizontal do movimento (deslocamento da sombra, ou
projecdo do projétil sobre o eixo horizontal OX) , assim podemos escrever

Vox = VoC0SO (4.17)


http://www.sourceforge.net/
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A segunda coordenada vy, fornece a velocidade da componente vertical do
movimento ( a projecdo do projétil sobre o eixo vertical OY), assim podemos escrever

Voy = VoSend (4.18)

Substituindo os valores da velocidade inicial e do angulo de langamento usados no
simulador na Eq.(4.2.2) temos:

Voy = Vocos¢ = 10.cos30° = 10.0,865 = 8,65 (4.19)
Substituindo o resultado da Eq.(4.2.3) na Eq.(4.2.1), obtemos:
X(t) = Xy + vgcose.t. (4.20)

A Eq.(4.20) é a Equacdo horaria da componente do movimento na horizontal

A sequéncia (3; 3,45; 3,80; 4,05; 4,20; 4,25; 4,20) formada na primeira a coluna da
Tab.(4.2.2) ndo € uma PA, porém se examinarmos as diferenca entre 0s termos consecutivos
desta Ultima sequencia, ou seja, forma-se a segunda coluna da Tab.(4.2.2) onde temos a
sequéncia 0,45; 0,35; 0,25 0,15 0,05; —0,05 , que € uma progressdo aritmética.

Isto ndo € uma coincidéncia, & uma propriedade exclusiva das fungdes quadraticas, que

Veremos na proposicado a seguir.

Proposicdol:
Uma sequéncia é uma progressdo aritmética de segunda ordem se, e somente se, seu

termo geral é dado por um polindmio do segundo grau, ou seja, podemos escrever a sequéncia
com seu termo geral igual Y(m) = ¢ + b.m + a.m?.
Como AY (m) da Tab.(4.2.2) é uma PA nao constante, entdo Y(m) é uma PA de 22 ordem,

pela proposicdo 1, Y(m) = ¢ + b.m + a.m?

Y(0,1) = ¢ + b.(0,1) + a.(0,1) = 3,45 (4.21)
Y(0,2) = ¢ + b.(0,2) + a.(0,2)? = 3,80 (4.22)
Y(0,3) = ¢ + b.(0,3) + a.(0,3)? = 4,05 (4.23)

Subtraindo a Eq.(4.22) da Eq.(4.21) e a Eq.(4.23) da Eq.(4.22) obtemos as equacgdes

abaixo:

b.(0,1) 4+ a.0,03 = 0,35 (4.24)

b.(0,1) + a.0,05 = 0,25 (4.25)

Subtraindo a Eq.(4.25) da Eq.(4.24), obtemos:

0,02a.= —0,10 (4.26)
=20 =_5 (4.27)

T o002

Substituindo o resultado da Eq.(4.27) na Eq.(4.24) temos:
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b.(0,1) — 5(0,03) = 0,35 (4.28)
b.(0,1) = 0,35+ 0,15 (4.29)
b= % =5 (4.30)
E por fim substituindo os resultados da Eq.(4.30) e Eq.(4.27) na Eq.(4.21) obtemos:
c=3 (4.31)
Portanto o polindmio de 2° grau obtido foi:

Y(m) =3+ 5.m—5.m? (4.32)

A Eq.(4.32) é a funcdo quadrética escondida por traz desse simulador hipotético.
Fazendo uma comparagcdo com os dados iniciais da situacdo problema, verifica-se que a
Eq.(4.30) e Eq.(4.17) sé&o iguais

b=v, =v.5en30° = 10.% =5m/s (4.33)

Verifica-se também que a EQ.(4.27) € igual a metade do valor da aceleracdo da

gravidade,

A altura inicial usada no simulador é a constante ¢ da Eq.(4.31), assim podemos

escrever a funcao horaria do langamento de projétil na vertical.
Y(t) =Y, + v.send.t — %. t2 (4.35)
O sinal menos da aceleracdo da gravidade (—g) se deve ao sentido da gravidade ser
oposto a orientagdo do eixo vertical OY).

A Eq.(4.35) é a funcdo que modela essa situacdo problema, conhecida como funcéo

quadratica.

4.2.3. Funcéo Quadratica

Definicéo:
Uma aplicacdo de R em R, recebe o nome de funcdo quadratica quando a cada xe R
estiver associado o elemento { ax? + bx + ¢} com a # 0, isto é:

fiR->R
xaxt+bx+c a#0

O gréfico é uma parabola, o qual a concavidade voltada para cima para a > 0 e concavidade

voltada para baixo para a < 0, conforme Fig.(4.2.4)
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Ya YA
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Figura 4.2.5: Concavidade das parabolas

4.2.4. Teorema da Caracterizacdo da funcdo Quadratica

Se f:R —= R uma fungdo continua que transforma toda progressdo aritmética ndo
constante x4, x, ..., x, numa progressdo aritmética de segunda ordem ndo degenerada
y= f(x1), v, = f(x3), e, Y = f(x),.... S, €50 se f éuma fungdo quadratica.

Demonstracéo:

=)

Seja f: R - R uma funcdo continua que goza da propriedade de transformar toda

progressao aritmética numa progressdo aritmética de segunda ordem ndo degenerada (sem
perda de dominio). Reescrevendo f(x) = g(x) — g(0). Entdo g tem as mesmas propriedades
de f e mais a propriedade de que g(0) = 0.
Considerando a seguinte progressdo aritmeética 1, 2, 3, 4, ... temos por hipdtese que os valores
de g(1),g9(2),g(3)..g(n).. formam uma progressdo aritmética de 2% ordem nao
degenerada. Pela proposicdol podemos escrever a sequéncias com seu termo geral igual
g(m) = b.n + a.n?, com a,b, nimeros reais. Observe que deveriamos ter g(n) = b.n +
a.n? + ¢, porem g(0) = 0.

Agora, fixemos arbitrariamente um nimero r € N e consideremos a progressdo

(I

. fan 2
aritmetica -

S lw
RIS

de modo andlogo existem constantes reais a,b’ tais que g (g) =

) )

r'
a.(n)?+b'(n), vn € N. Assim temos que:
an*+bn=gn)= g(ng)

a.n?+b.n=a.(nr)?+b'(nr)
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an?+bn=(a.r*>).n? +(.r)n
Assim, as funcbes quadraticas sdo iguais para Vn € N, entdo temos:

' ' a ’ ’ b
a=a.r<=a=; eb=b.rob ==

Logo, para quaisquer nlmeros naturais n e r temos que:

g(%)=5.m?* +2.m)

) T vz
n n 2 n
9(H)=a(}) +o.O
As funcdes continuas g(x) e a.x? + b.x sdo tais que g(p) = b.p + a.p? para todo

racional p = % segue-se que g(x) = a.x? + b.x para todo x real . De modo analogo para

uma progressdo aritmética —1,—2,—3 ...., concluiriamos que g(x) = a.x? + b. x, para todo
x < 0. Assim pondo f(0) = C, temos f(x) = g(x) + C.

Logo f(x) =a.x?+ b.x + c paratodo x € R.

(<)

Sejam (a,) uma progressédo aritmetica de 12 ordem, com k, = k,_ +r =k, +
(n—1).r e f(x)=a.x?>+b.x+ c,demodo amostrar que f(k,), f(k,), f(ks),... é uma
PA de 22 ordem, mostraremos que as diferencas sucessivas abaixo formam uma PA de 12
ordem:

dy = f(kz) — f(ky)

dy = f(ks) — f(kz)

ds = f(ks) — f(k3)

dn, = f(kn+1) - f(kn)
dpyr = f(kn+2) - f(kn+1)

Assim fazendo os célculos de  f(k,,), f(kp41), f (kni2) para depois calcularmos d,, e d, 1.
flky) =alk, +(n—=1).7r)2+b.((ky+(n—1).7) +c
flky) =a(k,)?*+a((ky(n—1).2r)+a.((n—1).r)2+b.((ky + (n—1).1r)+¢c
f(k,) =a(k,)?+ 2a.ky.nr—2a.ky.r+an?r?—2.anr*+.a.r*+b.k, +
b.nr—b.r+c
flkpir) =alky +nr)2+b.((ky+nr)+c
flkpit) = alky)? + 2a.kyp.nr+a.n?r>+b.ky+b.nr+c

Agora podemos calcular o d,
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d, = f(kps) — f(ky) = 2a.ky.Tr+2.a.n.r? —a.r?>+ b.r

flkpin) = aky +(n+1).r)2+b.(k; +(n+1).7r)+c

flkpin) = a(ky)? + 2a.ky.nr+ 2a.ky.r+an?r?+2.anr’*+.a.r* +

b.k;+bnr+b.r+c

dpi1 = [knyz) — f(kpyr) = +2a. k.7 + 2.a.n.r> + a.r? + b.r

dpi1 —dp, =2a.ki.r+2.anr?+ar?+br— QRQak,.r+2.anr?—ar?+

b.r)

dpy1 — dy = 2.a.7%, assim teremos a sequéncia (dy d; ...,d, ....) Uma progresséo
aritmética de 12 ordem de razdo 2.a.r?. 0
Para descobrir a altura maxima atingida pelo projétil, vamos reescrever o trinémio de

2° grau representado pela Eq.(4.35) da seguinte forma:

Y(t) =Y, + v.sen®.t —%.tz

Colocando o coeficiente " % " de Eqg.(4.35) em evidéncia obtemos:

Y(t) = —%[—% — 22 b+ tz] (4.36)
2 2

Fazendo alguns ajustes na Eq.(4.36), obtemos;

V(6) = — 4| Zeenhl y 2] (4.37)
Completando o quadrado na Eq.(4.37) obtemos,

Y() = _% :_% _ v.s;n(li)z n (v.s;n(zi)z _ z.v.s;n(b.t n tz] (4.38)
V(e) = 2| -E - (IR 4 (¢ - 2y (4.39)
V(e = — L[ B - TR (¢ - 2] (4.40)
Y = _% :(t _ v.s;nm)z] LY, + vzzjwz (4.41)

Esta maneira de escrever o trindmio do 2° grau (chamada a forma can6nica) tem

algumas consequéncias.

Como —% < 0, para Y (m) atingir o maximo a parcela (t — ”54@)2 < 0, tem que ser
satisfeita, mas por outro lado, a parcela nunca é negativa, logo
t—2" = (4.42)
g
v.sen®
t= (4.43)

g
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A Eq.(4.43) é tempo que o projétil leva para atingir a altura maxima, Por conseguinte a

altura méxima pode ser representada pela seguinte equac&o :

2 2
Vmax = Yo + 50 (4.44)

Agora para obtermos o tempo de voo do projétil, precisamos da condicdo y(t) =0

(quando o projétil retorna ao solo), substituindo na Eg.(4.35),

0=Y,+ v.sen@.t — %. t? (4.45)
Resolvendo a equacdo de 2° grau, temos
A = (v.sen@)? — 4.(=)(Y) (4.46)
A = (v.sen®)? + 2.(g).(Yo) (4.47)
¢ = —v.sen(bi\/(v.seng)2+2.( 9).(Yo) (4.48)
2(-9)
f= v.sen@iJ(v.seZ®)2+z.( 9)-(Yo) (4.49)
¢ = v.sen¢+J(v.seZ®)2+z.( 9-(Yo) (4.50)

A Eq.(4.43) é a equacdo que calcula o tempo de que projétil leva para retornar ao solo,
lancado de uma altura inicial qualquer.

Caso o projétil tenha saindo da origem Y,, = 0 e substituindo na Eq.(4.36) temos:

= Zv.;enQ (4.51)

Ou seja, o dobro do tempo de subida do projétil representada na Eq.(4.43)
Exemplo3:

Usando os dados do simulador iniciando o lancamento de 3 m altura com uma
velocidade inicial de 10 m/s e um angulo de 30°. Verifique se o tempo de subida, a altura
méaxima e o alcance do projétil coincidem com os dados coletados usando as formulas. Depois

faca os graficos movimentos.

Solugéo

Pela Eq.(4.43) o tempo de subida do projétil é:

= send _ 1071, (4.52)
T g 10 2 '

Substituindo o resultado da Eq.(4.52) na Eq.(4.35), obtemos a altura maxima atingida
pelo projétil:

(v.sen®)? (10%)2 25

Y(3)= Yo+ C =34 p=0 o Y(§)=4,25 (4.53)
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Substituindo os dados do problema na Eq.(4.49) calculamos o tempo de voo do
projétil:

- - 2 . . . . 2 . .
£ = v.sen@+./(v sez(z)) +2.( 9)-(Yo) _ 10 0,5+\/(1(i(()),5) +2.10.3 ~ 1425

(4.54)

Substituindo o resultado da Eq.(4.54) na Eg.(4.20) obtemos o alcance maximo do
projetil

X(t) = X(0) + vycosp.t > x(1,42) = 0+ 10.0,865.1,42 (4.55)

X(1,42) = 122m (4.56)

Observe que todos os valores coincidem com os dados da Fig.(4.2.2)

A construcdo dos gréficos, com o uso de softwares matematicos, passa ser um
importante instrumento para préatica de ensino aprendizagem, pois através dele o aluno podera
aprimorar 0s conceitos e definicbes sobre funcdo quadratica. Vamos utilizar o mesmo
software que usamos na modelagem da funcéo afim ( Geogebra).

Com a tela do Geogebra aberta digita na caixa de entrada a Eq.(4.35) com os dados do
problema e click enter.

Y(t) =Y, + v.sen@.t — %. t?

Y(£) =3+ 10.5en(30°).t — . t2

£ GeoGebra i B (lric |
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
©) N @l
2 . P =
b Janela de\:’lsua\llagao ~ Pratocolo de O
Hib B~ &~ |G
N [ico . [Defini
o 1
34
&
24
14
5 t
o 1 \ H 3 3 5 H 7 ] 3 10
Entrada:| Y(t)=Se[t>=0, 3+10*sen(30°)*t - 10/2*t*2) ] )
— —_— — Y

Figura 4.2.6: Gréfico do langamento do projétil
Marca-se o0 ponto A no Vértice da parabola e o ponto B na interseccdo da parabola com o
eixo X. Veja a Fig.(4.2.7) abaixo:
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£ GeoGebra L | e e S
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A LIRS 5 . - @l
b Janela de Visualizagio IE ~ Protocolo de d
HO) A~ &~ |;
49, 4.25 N. [ico... [Defini
N 1
2| a|Ponto
D ® |sobre
3¢ Ponto
Y(t) = Selt =0,3+5¢t— 5 interse
4 allPonto |4l
2 ® |sobre
5 Ponto
interse
14
1.42,0) t
0 1 ‘ 2 3 & 5 1 ¥ B 0 0
] <] [5/5 | & (ex ] [ Reproduzir 0,255 s =]
Entrada: Y(t)=Se[t>=0, 3+10%sen(30°)"t - 10/2°1*2) ] i@

Figura 4.2.7: Grafico do langamento de projétil com pontos assinalados.
Pelo gréafico a altura méxima realmente é 4,25 m e o tempo de voo do projétil € 1,42s.
E importante explorar todos os conceitos de dominio, contradominio, méximo da fung&o e por
fim crescimento de decrescimento da mesma. Pode marcar outros pontos na parabola para
mostrar o teorema da caracterizacao da funcdo quadratica.
O mais interessante é a construcao do grafico com o deslocamento vertical em relacéo
ao deslocamento horizontal. (sugestéo isole tempo na Eq.(4.20)).

X(@)
vocosh’

X(t) =X(0)+ vycosb.t =t = (4.57)

Onde X (0) = 0, O mdvel partindo da origem conforme enunciado. Agora substitua a
Eq.(4.57) na Eq.(4.35) escrita abaixo

Y(t) =Y, + v.sen@.t — %. t?

Fazendo os calculos obtemos a equacao

Y(t) =Y, + tand.X(t) - <. (ﬂ)2 (4.58)

vocosf

Considerando que a trajetoria até atingir o solo a funcdo Y(t) tem seu dominio
pertencente ao intervalo [0, 1.42] e para a fungdo Y(x) tem seu dominio pertencente ao
intervalo [0, 12.31] Substituindo os dados do problema na Eq.(4.2.51), e digitando caixa de
entrada do Geogebra, obtemos a Fig.(4.2.8) (para componente vertical em relacdo a

componente horizontal) e a Fig.(4.2.9) (para a componente vertical pelo tempo) com essas
condicdes.
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3 GeoGebra [
—d

Arquivo Editar Exibir Opges Feramentas Janela Ajuda Entrar...

b Janela de Visualizagio

&3]

~ Protocalo de

i M~ &~ |G

N, [ico... [Defini
c

2
5 T

Yiz) = Se0< < 12303+ tg(307) o — o — ] q
1) = T cos? (3°)
X
0 1 2 3 4 1] [ 7 8 a 10 11 12 13
2
ER|EREN R (5 Remonar [ 055 s =
Entrada; Y(x)=Se[0<=x<12.31, 3+tan(30°)*x - 5/(1042)'x*2/(cos(30°)*2) | a] % E

Figura 4.2.8: Componente vertical pela Componente horizontal do movimento

=F quad exl.gab

Arguive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
~ e = rs) == == S e == ==
L= JI =~ =l == | S==)
=
f Satanb] ///———\
I A S e i R e "
N 5-74____ __________ B e S B i
B . s L 2 .
b — 24— _ 1 e — S —
<1
a_ -y S o L
U S N — Y S -
B SR L o .
4+ —+—— o4 —— e S —
o 1Y
==y o= o o= o= o o= ] A= R ) A=
Entrada: ¥it) = Se[0==t==1.42, 3 + 10"sen{30°)*t - 10/2*t~2 ] - =

Figura 4.2.9: Grafico da componente vertical pelo tempo

Portanto, a analise grafica feita acima, foi importante para avaliar e verificar a

adequabilidade dos resultados obtidos na solucédo analitica do problema.

4.3. Langcamento obliquo com resisténcia do Ar

Embora o lancamento obliquo com a resisténcia do ar ndo é trabalhado no ensino
médio das escolas publicas e particulares do Brasil, entretanto € ministrada nos primeiros
periodos das universidades e cursos tecnologos.

Muitas vezes ndo conseguiremos desenvolver um modelo matematico que represente
de maneira exata um problema real em toda complexidade. Todavia, pode-se tentar uma
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formulacdo aproximada, empregando algumas variaveis que sdo essenciais na formulacédo do
modelo matematico.

As equacdes diferenciais ordindrias sdo importantes para a pratica na resolucdo dos
problemas de fenémenos fisicos, pois nos informam como a variacdo de uma grandeza afeta

outras grandezas relacionadas, 0 que nos oferece uma compreensdo quantitativa e qualitativa
de tais fendmenos fisicos. A segunda lei de Newton F = m.d, na verdade é uma equagdo
d*r

diferencial de segunda ordem, escrita da seguinte forma F# o) = m—.

4.3.1 Forca de Arrasto

O arrasto de um objeto em deslocacdo no ar depende da sua massa, da velocidade,
da viscosidade e compressibilidade do ar, da forma e da dimenséo do corpo, e ainda da sua
inclinacdo face ao fluxo. Em geral é bastante complexo determinar a dependéncia em relacdo
a forma do corpo, a inclinagéo, a viscosidade do ar e a sua compressibilidade.

Pode-se usar a equacdo do arrasto que permite determinar a forca a que € sujeito um

objeto ao atravessar um fluido. Esta equagdo, atribuida a Lord Rayleigh, tem a seguinte
expressao:

F; =—C.22.A (4.59)

- F; é aforca do arrasto.

- Cx é 0 coeficiente de arrasto (adimensional)
- p é a massa especifica do ar (kg/m?®)

- v € a velocidade do obijeto,

m.d?

- A é aarea de referéncia (geralmente dada por A = ¥ [m?2]).
- d é o didmetro maximo.

Que pode ser simplificada do seguinte modo:
Fq = —k.v, Onde k = 222 (4.60)

A EQ.(4.60) é chamada forca de arrasto linear em v. (Tem maioria das aplicac@es para

casos aproximados de corpos muitos pequenos gue se movimentam com baixas velocidades).
Fq =—k.v?, Onde k ==£2 (4.61)

A EQq.(4.61) é chamada forca de arrasto quadratica em v. (Tem maioria das aplicacfes
para problemas trata-se de corpos grandes como avido, paraquedista em queda no ar, projétil
de arma de fogo e outros que se movimentam a altas velocidades).

Onde k é uma constante que depende da densidade do fluido (p), da sua area frontal

(A), e do coeficiente de arrasto (—C,) que depende da forma do objeto. O sinal negativo

indica que a forca de atrito € sempre contra 0 movimento.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Viscosidade
http://pt.wikipedia.org/wiki/Compressibilidade
http://pt.wikipedia.org/wiki/For%C3%A7a
http://pt.wikipedia.org/wiki/Coeficiente_de_arrasto
http://pt.wikipedia.org/wiki/Massa_espec%C3%ADfica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Velocidade
http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81rea
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Entdo temos dois casos para analisar: 1° caso (Movimento de translagdo do projeétil
supondo a resisténcia do ar proporcional a da velocidade F,. = kv) e 2° caso (Movimento de
translacdo do projétil supondo a resisténcia do ar proporcional ao quadrado da velocidade
E. = kv?).

Situacdo problema 3: Em um local onde o efeito do ar ndo é desprezivel e a
gravidade é dada por g = 10 m/s?um projétil é atirado de uma altura h,, com uma
velocidade inicial de v, e um &ngulo de langamento & com a plataforma de apoio. Escreva o
modelo matematico que representa a funcdo horaria do alcance horizontal e vertical em

relacéo ao solo.

4.3.2. Desenvolvimento Matematico do problema

4.3.2.1. Movimento de translagdo do projétil supondo a resisténcia do ar
proporcional a da velocidade (F =kv)

O movimento obliquo se da em duas dimensdes, ou seja, um movimento na horizontal

e outro movimento na vertical, conforme o diagrama abaixo,

y

Figura 4.2.10 Trajetoria da particula partindo da origem

Onde vy, = vy.cos6 e vy, = v,.send sdo as velocidades iniciais, respectivamente na

direcdo x e y e 6 o angulo formado entre a velocidade inicial v, e eixo horizontal x.

4.3.2.2. Componente do Movimento Horizontal

E =- k. v, (12 lei de Newton), (4.62)

m.a = —k.v, (4.63)
dvy

m.vd—t(t) =-k.v, (4.64)

dvy(t) _ _kdt (4.65)

vy (t) m



k
In(v, (t)) = -—.t+c
No instante t = 0, obtemos a constante c:

In(v,(0)) = ¢
Substituindo Eq.(4.67) em Eq.(4.66) , temos:

In(v, () = —%.t + In(v,.(0))

ln(v"—(t)) = —%.t

vx(0)
ve(t) -k
@ ¢

_tk
v (t) = v,(0).e™m
dx(t)

Por outro lado sabemos quev, (t) = o assim temos:
dx(t) _tk
prale v,(0).e m

Integrando ambos 0s membros temos:
_tk
dx(t) = v4(0).e m.dt
m _tk
x(t) = —;VX(O).e m + d
Fazendo t = 0, obtemos:
m _0k
x(0) = —;VX(O). e m+d

d =x(0) + %.VX(O)
x(t) = — %VX(O). e_g +x(0) + %.VX(O)

x(t) = xo + %VX(O). (1- e_%)

Substituindo v,.cos6 por v,(0)na Eq.(4.78), obtemos:

m _Ik
x(t) = xo + 2 Vo-cosb. (1 —e m)

Funcdo horéria para movimento horizontal partindo da posicao x,.

Mas supondo que x, = 0, e substituindo na Eq.(4.79) obtemos:

m _tk
x(t) = ~ Vo-cosB. (1 —e"m)
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(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)
(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)
(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

A Eq.(4.80) representa a funcdo horéria para movimento horizontal partindo da origem
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4.3.2.3. Componente do Movimento na Vertical

AV

*

Figura 4.2.11 Decomposicdo das for¢as arrasto, peso e velocidade.

F =Fo +P (2°lei de Newton) (4.81)
m.a =-k.v, — mg (4.82)
dvy(t)
m.vd% =-mg-k.v, (4.83)
dvy(®) — ldt (484)

—-mg -k.vy, m

du du
Fazendo u = —mg - k.v,, temos 20y = —k.= — = dv, (1)
Substituindo na Eq.(4.84) temos
ALl (4.85)

Integrando ambos 0s membros tém:

ZIn(—mg-k.v, () =—t+c (4.86)

Fazendo t = 0, obtemos:

—In(—mg - k.v,(0)) = c (4.87)

Substituindo temos Eq.(4.2.75) em Eq.(4.2.74)

-1 1 1

—In(=mg -k.vy(t)) = —t — ~In(mg - k.v,(0)) (4.88)

-1 In(-mg -kwvy(t)\ 1

k 'ln< —mg -k.vy(0) ) T m t (4.89)
-mg -kwvy(t)\ __kt

In (—mg —k.vy(0)> T oom (4.90)

-mg -k.vy(t) _%

—mg -k.vy,(0) - (4-91)

tk
—mg - k.v,(t) = [—mg - k. vy(O)]. e m (4.92)

k.v,(t) = [mg + k. vy(O)]. e_% —mg (4.93)
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m N _& m
v, () = [%y(o)] e m— 79 (4.94)
d mg+k.v,(0) _tk
e (4.95)
tk
dy(t) = [P0 emm de — M gt (4.96)
k k
Integrando ambos 0s membros
y(0) = — [PEO) m ol g ey (4.97)
Fazendo t = 0, obtemos
0.k
y(0) = =12 o — [PLE2O) B 4 g (4.98)
k k
_ mg+k.vy(0) m
y(0) = — [P0 By g (4.99)
d = y(0) + [P0 (4.100)
Substituindo a Eq.(4.100) na Eq.(4.99) obtemos:
_ _mg mg+kvy(0)] m -2 mg+kvy(0)] m
y(t) = -Dfp - [PEE] 2, w +7(0) + e (4.101)
tk
y(t) = y(0) = ¢ 4 [PEEO) M1 o7m) (4.102)
2g+k. _tk
y(t) = y(0) = Mg 4 [FEETED] (1~ 7m) (4.103)
tk
y(t) = Yy — @t n [m2g+k.:;.vo.sen6] . (1 _ e_ﬁ) (4.104)

A EQ.(4.104) é a funcdo horaria da componente do movimento vertical partindo da
POSICao .
Logo a partir da equacdo EQ.(4.104), fazendo y, = 0, teremos o tempo t para o

projétil para retornar ao solo.

2 g+k.m.vy.send _tk
MOy oy [PotEmesen] (1 —e”m) (4.105)

0=yo—
A solucdo analitica dessa equacdo ndo pode ser obtida diretamente. Vamos usar o
método das perturbac@es (Isto €, um conjunto de técnicas que tem como objetivo encontrar a
solucdo aproximada do problema cuja solucdo exata € desconhecida, comparando-o com
outro problema cuja solucdo é conhecida e que em algum sentido esta "préximo" do problema
original ) para achar a equacdo que fornece o tempo de voo do projétil, faremos a expansao

da série de Taylor no termo que contém a exponencial, isto é:

e* =Y = 14+ 4T (4.106)
tk _tkn thy2 tky3
em = ;’;;0( n =1—m+( LGk (4.107)

n! 3!
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_tkyn 2 2 3.3 44
S U S L (4.108)

tk
e m =m0 n! m  2m? 6m3  24m*
Se considerarmos que k <1, e supondo-o0 pequeno, ou seja, da ordem k =~ 1072, assim
k? ~ 10~*, podemos desprezar os n termos a partir da ordem k>, inclusive (na verdade,
estamos truncando a série, a parte dos n termos desprezados ndo tem influencia significativa

na solucdo). Substituindo na equacéo Eq.(4.108) na Eq.(4.105) temos:

2 23,2 3,3 41,4
O=y0—%t+ mg+k.m.vo.sen®].(1_(1_%+t k? ok + t*k ) (4.109)

k? 2.m?  6m3 = 24.m*
2 2,2 3,3 4,4
m.g me.g+k.m.y.send tk tek t°.k t*k
0=y, — 2Lt +| (- - 4.110
Yo 4 + k2 m 2.m?2 + 6.m3  24m* ( )

Fazendo a distributiva e calculos de simplificacdo na Eq.(4.110), obtemos

m. m2.g+k.muvy.send] tk m2.g+k.muvy.send t2k%  t3k3 thk*
o-su-Stes [rspnims] s [

K2 m k2 2m? ' 6m3 24.m4) (4'111)

Simplificando temos

[mz.g+k.m.vo.sen® ( t2.k?  t3k3 t“.k“)

0=y0—%t+ %t+v0.sen®.t+ " -

2.m?2 6.m3  24.m*

2 2 3
0 = yo + vo.5€n@. t — [m.g+l;.vo.sen(2)] 2 + [m.k.g-|6—k .zvo.sn(zi] 3 [m.k g+k .vo.sen(b] £ (4.112)

24.m3

A equagdo (4.112) € um polinbmio de quarto grau, onde v,,(0), k, g, m sdo constantes,
logo podemos achar as solucGes reais deste polinbmio por softwares matematicos como:
FreeMat, Octave, e outros disponiveis gratuitamente.

Para achar um tempo de voo sem usar o software matematico, teremos que supor o
projétil saindo da origem, ou seja, y, = 0, e também desprezando o termo de maior grau
(acharemos o tempo de voo para um Kk que seja valido, com aproximacdo sem perda

significativa para solucdo), assim teremos a equacéo.

2
0= vy.somp. ¢ — [PLHrese] o [mbgsiissens] o @113

6.m?2

2
Multiplicando a equacao por 2 om temos

t 'm.g+kuvy.send

2 6.m2vy.senf
et 3.m.t+ m.g+kvy.sen 0 (4114)
2 3m_ . _ —6m’vysend
k(t k t) - g.m+ k.vg.senf (4-115)
Completando o quadrado no primeiro membro temos
_3myy  3m.y  —6.m%yg.send
(t 2-k) (ZR) " k.gm+ k2.vy.senf) (4.116)
_3myp 3m.p _ —6.muvp.send
(t =30~ G = i o Fvosens, (4.117)

gm
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(t . _)2 — (S;r:)z 6m.1;(1.gsen9 . (1 + k.v;..jrelna)_l (4118)

k.vg.senf

Supondo que for muito pequeno ou seja proximo de zero temos que a

expressao
2
(_)2 6mv0 .senf >0,o0u seja, 6.m.vg.senf 9.m2
2.k k.g 4.k
8.vg.k.senf < 3.m.g
k< —>md (4.119)

8.vg.senb

Segue que a série de Taylor para ﬁ (nointervalo de |—1, 1])é:

E = Ymeo(=1)™. x™ ,para |—x| < 1,isto é |x| <1 em resumo, podemos escrevé-la

A+x) =32 (-D".x" para |x| <1.

Novamente iremos fazer outra perturbacéo usando a expanséo da série de Taylor do

(1 + k.. senH) 1 para k.v;.j:n9| <1
kvosenb,_1 _ .  kwosend | kZwo®(send)®
(1+ frosentys g _ Kvosend | Kot oo (4.120)

Se considerarmos que k <1, e mais supondo o k pequeno da ordem k ~ 1072, assim
k? ~ 10™*, podemos desprezar n os termos a partir da ordem k3, assim vai substituir a

Eq.(4.120) na Eq.(4.118), e fazendo o desenvolvimento temos:

(t 3.m)2 (S.m)z __ —6.m.vg.send 1 kvg.senf | k?wvy2.(senf)? k3.v03.(sen9)3)
2.k 2k7 k.g ) gm g2.m? g3.m3
(t 3.m)2 (3 m)z __ —6.m.vg.send n 6.v9%.(senB)?  6k.wy3.(send)3 6k2.v04.(sen6)4)
2.k - k.g g2 g3m g*m?
3.m 3.m —6.m.vy.senf 6.v92.senf?  6.kwy3.(send)3 | 6.k2.vy%.(send)*
-3 =7 ( )2+ 0- + o2 _ 03( )+ 04(2 ))
k.g g g3m gtm

3. m —6.m.vy.send 6.v92.(senf)?  6.kwy3.(send)3  6.k2.vy*.(send)*
=iy [y g somsed | onlendl sk (Ge0) | SOy (g 171)

A Eq.(4.121) representa o tempo de voo do projétil até atingir o solo partindo da
origem.

Agora precisa- se de verificar para que intervalo, de k, o método de perturbacéo usado

vg.sené

¢ valido. Basta fazer k<1

vg.senf

k<1

vg.senf.k < g.m

k< 2- (4.122)

vg.sené
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Porém a Eq.(4.119) e menor que a Eq.(4.122), isto mostra que o valor de k ndo pode

. . 3g.m
ser maior ou iguala ———.
8.vg.senb

Exemplol:
Um lancamento da origem, com velocidade inicial de 10 m/s e um angulo de 30°de

uma bola de golfe de 0,046 kg e coeficiente de arrasto 0,024 conforme simulador.
Dados: Vox = 10c0s30° = 8,65 m/s ;
Voyx = 10sen30° = 5m/s g = 10m/s?

2 tk
y(t) =Y, — %t + [m .g+k.:;.vo.sen0] . (1 _ 8_;)

O tempo necessario para particula retornar ao solo, basta usar a Eq.(4.121),

(3 m)2 6mv0 senf n 6.v9%.(sen)?  6.k.vg3.(send)? + 6.k2.v04.(sen6)4)
g2 g3m gtm?

t= 2,875%+827—-575+ 1,5-0,39 + 0,10

t= 2875++3,73

t=2875-193 =094

Tendo do valor do tempo de voo, basta substituir na Eq.(4.79).

x(t) = %vo.cosqb. (1- e_%)

Substituindo a EQ.(4.107) na Eq.(4.79)

tk t2k? t3.k3)

x(t) = ;vo cos¢p (— -

2.m? 6.m3

x(t) = ;vo cosqb( (t gk t3'k2)>

2.m 6.m?2

0,024 0,046 2.0,046 6.0,0462

2 3 2
X(O,94) — 0046 8 65 <0024 (0 94_ 0,94°.0,024 + 0,94°.0,024 ))

x(0,94) = 16,58(0,52(0,94 — 0,23 + 0,038 ) = 16,58.((0,52)(0,75)) = 6,46 m
Com o auxilio do software Geogebra e do software livre FreeMat a solucéo via grafico
do exemplol estdo indicadas nas Fig.(4.2.12), Fig(4.2.13) e Fig.(4.2.14).
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.2.12 componente vertical pelo tempo

4

Figura

Figura 4.2.13 O alcance do projétil no eixo horizontal pela vertical
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4.2.14 Componente horizontal pelo tempo

A Fig.(4.2.15) é o editor do software FreeMat, com os comandos dos graficos acima,

com comentarios.
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File Edit Tools Debug Help
f ‘ 7 " —
B0 AN XB b W THEOW
B arafarastine.m™ ‘ unhﬁed.m*‘ a
1 t = linspace (0, 0.94‘, 100):% dominio da fungdo [0, 0.34] N
2
3 % componte horizontal x , substituindo os dados na Eqg. (4.2.79) temos
4
5 X = 0.046/0.024%10%0,865* (1-exXp(-t*0.024/0.046)):
6
7 % componente wvertical y, substitituindo os dados na Eq. (4.2.104)
8 ¥ = -0.46/0.024%t + ((0.04672%10+0.024%0.046%10%0.5)/0.024"2)* (1-exp (-t*0.024/0.046));
9
10
11
iz tplot(t,x); % plotagem do grafico x por t
13 tplot(t,vy): % plotagem do grafico Y por t
14 plot(x,v); % plotagem do grafico ¥ por x
is grid;
16 xlabel ("x(m)'):
17 vlabel('vim)'): M
< >

Figura 4.2.15: Sequéncia de comandos para construcdo dos graficos do exemplol

A Fig.(4.2.16) € a execucdo do software FreeMat, com os comandos da Fig.(4.2.15).

P& baD - BRO&LAD - BOOKRSHED+

Figura 4.2.16: Os gréficos referentes aos comandos da Fig.(4.2.15)

Exemplo2:
Suponha o lancamento de uma bola de golfe de 0,046 kg da origem, com velocidade

inicial de 30 m/s e um angulo de 55° usando coeficientes de arrastos k; =0, k, =
0,008,k; = 0,016, k, = 0,024, ks = 0,032 e k, = 0,0001. Responda os itens abaixo
a) Faca os graficos de todos os coeficientes acima abaixo usando software Geogebra ou
FreeMat;
b) Para que valores o método feito acima funciona;
c) (Escolha um valor de k que funciona e verifique se coincide o grafico do item a)
Solucdo:
a) Usando o software FreeMat do mesmo modo que fizemos no exemplol, os gréaficos

ficaram assim plotados.
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Figura 4.2.19 Trajet

b) Primeiramente vamos verificar para que k esse método funciona
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I 3mg _ 3.0,046.10
8vp.send  8.30.0.82

= k<0.07

Assim, vamos verificar para k = 0,008

3m — 3m 6.mvg.send 6vol.sen@?  6k.vyd.sen@3 = 6kZ.vpt.senpt
t=—+ \[(;)2 - + -

2k kg g2 g3m g*m?

t =8,65F.748—848+363— 155+6,6

t =8,65++v17,4
t =8,65—4,17 =4,48s

x(t) = %vo. cos¢ <% (t gk t3'k2)>

2.m 6.m?2

0,008 0,046 2.0,046 6.0,0462

2 3 2
x(4,5) = %.8,65(%(45 _ 4520008 | 45%.0008 ))

x(4,5) =99(0,17(4,5—-1,76 + 0,46 ) =99.(0,81) =54 m

Concluimos que a solucéo grafica valida o método de pertubacéo. Os resultados séo

aproximadamente 0S mesmos.

Exemplo3:
O lancamento obliquo feito da altura inicial de 1 m, com velocidade inicial de 40 m/s,

massa 0,1 kg e um angulo de 30°, usando coeficientes de arrastos k; =0, k, = 0,012,
ks = 0,018, k, = 0,024 e ks = 0,000001. Responda os itens abaixo:

a) Ache o tempo de voo, usando a Eq.(4.2.100) pelo software matemético FreeMat;

b) Faca os graficos de todos os coeficientes acima abaixo usando software Geogebra ou
FreeMat;

c) Compare os tempos usando k, = 0,018 partindo a bola da origem da Eq.(4.2.112)
pelo software matematico e da Eq.(4.2.121) feita na calculadora.

Solugéo:

a) Usando o software para resolver a equacéo abaixo:

mg+kuvg.send] o | [mkg+kZvysend] 3 [mkZg+k3vy.send] 4
te+ > t° — 3 t
2. 6 24.m

0 = yo + vosen@t —
Para k; = 0, temos:
0=y, + vo.send.t — [2].t2 > 0=1+20.t —5.t2 > t, = 4,04; t, = 0,04,
logo o tempo valido é 4,04s

Para k, = 0,012 temos:

0=1+20.t — 6.2.t2 +0.248.t3 — 0.0074.t* = t;, = —0,05; t, = 3.77 ; t3 =
14,9 + 22,5i et, = 14,9 — 22,5i
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Logo o tempo valido é 3,77s aproximadamente

Para k; =0,018

0=1+20.t— 6,8.t2+0.4.t3—-0.018.t* >t;, =—-0,05;t, = 3,64; t; =93+
15i et, = 9.3 — 15i

Logo o tempo valido é 3,64s aproximadamente

Para k,= 0,024

0=1+20.t— 7,4.t2+0.59.t3 - 0,035t* => t; = —0,049; t, = 6,7 + 11i

t; =6.7—11.i e t, =3,53

Logo o tempo valido é 3,53 s

Para k5=0,000001

0=1+20.t— 5,0.t2+ 0.000017.¢t3 — 0,000000004.t* = 0=1+20.t—
50.t2 =t; =4,04;t, =—0,04, logo o tempo valido é 4,04s

A Fig.(4.2.21) mostra os comandos acima no software FreeMat para solucdo dos

polinémios acima.

File Edit Tools Debug Help

DB @20 XB b b 3 IEQ -

grafm grafil.quad.m arafi3.m* (%]

1 % para k =0 temos o polinomio -5%t.”2 +20%t+l =0

2 A= [-5 20 1]:

3 r = roots (&)

4 % Para k = 0.012 temos o polinomio -0.0074*%t.”4 +0.248%t.”3 -6.2%t."2 +20*%t+l =0
5 B = [-0.0074 0.248 -6.2 20 1];

L3 r = roots(B)

7

8

% Para k = 0.018 temos o polinomio -0.018%t.”4 +0.4%t.”3 -6.8%c."72 +20%t+l =0

3 C= [-0.018 0.4 -6.8 20 1];

10 r = roots(C)

11

12 % Para k = 0.024 temos o polinomic -0.035%t."d +0.53%C.~3 -7.4%c.~2 +20*c+l =0
13 D = [-0.035 0.59 -7.4 20 1];

14 r = roots (D)

Figura 4.2.20 Janela do Editor FreeMat com os comandos.

A Fig.(4.2.21) abaixo mostra a solugédo dos polinémios da Fig.(4.2.20).

File Edit Debug Tools Help

De B [ B Bl w IF e 5 7 swodbass - Ci/erooram Fies (rasifrreemat_ | . &

——> % para k -0 temos o polinomio -5-t.-2 +20~t+l =0 -~
= (-5 20 11
x = roots (a)
* Para k = 0.012 temos o pPolinomio -0.00747T.~4 +0.2487C.~3 -6.27T. 2 +207T+l =0
B - [-0.0074 0.248 -6.2 20 1]:
x = roora(m)
* Para k = 0.018 Temocs o POliNOmAS -0.0187T.~4 +0.47T.73 -6.87T.°2 +207T+l =0
c= [-©.018 0.4 -8.8 20 11:
x = roowa(c)
* Para k = 0.024 Temos o POliNOMAS -0.0357T.~4 40.59°TL."3 —7.47T.°2 +207T+l =0
- [-0.035 ©.5% -7.4 20 11:
x = roowa (D)
-—>
= =
a.0a94
~o.0454
=

x =
14.8943 + 22.47721
14.8943 - 22.47724
3.7741 + ©.00001
-0.04%2 + ©0.00004

5.3206 + 14.97784
9.3206 - 149.97761
3.6303 + ©0.00004
-0.0492 + 0.00001 ~

Figura 4.2.21 Janela de solu¢do dos polindbmios do exemplo 3
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A solucdo grafica é representada pelas Fig.(4.2.22), Fig.(4.2.23) e

Fig.(4.2.24), para varios coeficientes de arrastos.

hrim)
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Figura 4.2.22Trajetéria Y(m) pelo t(s) para o exemplo 3
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Figura 4.2.23 Trajetéria X(m) pelo t(s) para o exemplo 3
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Figura 4.2.24 Trajetoria Y (m) pelo X(m) para o exemplo 3.
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¢) Pelo software temos:

0=y, + vo.sen(b. £ [m.g+k.vo.sen®] 2 1 [m.k.g+k2.v0.sen® 3 _ [m k2. g+k3.v,. sen@] 4

6.m2 24.m3

Substituindo os dados do problema na equacgéo acima temos o polindmio de 4° grau
0=0+20.t— 68.t2+0.4.t>—0.018.t* =>t; =0;t, =3,6; t; =93+ 15i ¢
t, = 9.3 — 15i. A Primeira raiz real positiva é t, = 3,6.

Pela EqQ.(4.2.121), temos:

)

t =823 R/69,4 - 667+ 24—-864+311) = t=283 —4,6 =37 é a primeira

_3m T (3 m)z —-6.m. vo senf n 6.vy2.(sen)? _ 6.k.vy3.(send)3 + 6.k2.vp%.(senf)*
g2 g3m g4tm?

raiz positiva. Ou seja, pelas duas equagdes os valores sdo praticamente 0S mesmos,

encontramos uma boa aproximacgéo. Mas tome cuidado, pois a Eq.(4.121) so é valida para

3m.g

k< € bom verificar antes.

8.vg.send

4.3.2.4. Movimento de translagdo do projétil supondo a resisténcia do ar
proporcional ao quadrado da velocidade (F =kv?)

O movimento obliquo se da em duas dimensdes, ou seja, um movimento na horizontal

e outro movimento na vertical, conforme o diagrama indicado na Fig.(4.2.16) abaixo.

-}:

Figura 4.2.25 Trajetdria da particula partindo da origem

Onde vy, = vy.cos6 e vy, = v,.send sdo as velocidades iniciais, respectivamente na

direcdo x e y e 6 o angulo formado entre a velocidade inicial v, e eixo horizontal x.

4.3.2.5. Movimento Horizontal

E =-k.v,2 (1% lei de Newton), (4.123)
m.a = —k.v,? (4.124)

dvx(t)
Todt

—k. v, 2 (4.125)
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e = dt (4.126)

——:—£t+C$i:£t—C (4127)

Fazendo t = 0, temos

1

C==r5 (4.113)
Voltando a Eq.(4.112)
1 _k 1 1 _ kw,(0).t+m _ muk(0)

Ve (t) T m t+ ,(0) = Uy (1) B m.v,(0) = vX(t) - kv, (0).t+m (4'128)
dx _  m.uy(0) . muwy(0)
dt  kwg(0).t+m dx = kv, (0).t+m’ (4'129)
Fazendo u = k.v,(0).t + m = du = k.v,(0).dt = v,(0).dt = <* (4.130)
Substituindo a Eq.(4.130 ) na Eq.(4.129)

—mdu - m
x(t) = D x(t) = u.k.du (4.131)
x(t) = % Inu+c=x(t) = %.ln( k.v,(0).t+m)+c (4.132)
Fazendo t = 0 , temos:
= x(0) = %.ln( k.v,(0).0+m)+c=>c= x(0)— %.ln(m) (4.133)
x(t) = x(0) — %.ln(m) + % In( k. v,(0).t + m) (4.134)
Assim temos a funcéo da trajetéria na horizontal, dada por:

_ m k.t.v,(0)+m
x(t) = x(0) + Z.In (Li2Otm) (4.135)
Substituindo v,.cos¢ por v, (0)

_ m k.wg.t.cosp+m
x(t) = x(0) + Z.In (Lroteodim) (4.136)

4.3.2.6. Movimento componente vertical

E =P -k.v? (22lei de Newton) (4.137)
m.a = —mg -k.v,? (4.138)
Dividindo toda expressa por m, obtemos:
dv k
- = _g_;_vyZ (4.139)

Colocando g em evidencia obtemos:

dv

k
=g (1 +Xm7 (4.140)
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_ Ay gdt (4.141)

= —gdt (4.142)

/ K [k du
Fazendo u = ma v = du = e = dv, = = (4.143)
mg
\[7(1+ u?)

.arctg(u) = —g.t+c (4.145)

.arctg( /ng vy> =-—g.t+c (4.146)

Fazendo t = 0 temos:

c= \[%L.arctg (\/ng vy(O)) (4.147)

m.g

= —gdt (4.144)

EIE CEI= C

Substituindo Eq.(4.147) na Eq.(4.146) temos

JLZ. arctg (\/ng vy> —-g.t+ \/:_ arctg (\%.1@,(0)) (4.148)

Multiplicando Eq.(4.148) por fmig obtemos

arctg (\/ng.vy> = —\/7 g.t+.arctg (\/7 vy(O)) (4.149)
\/ng.vy = t.g( \/7 g.t+.arctg (\/7 vy(O))> (4.150)

v, = \/%L..t.g (—\/mz_g.g. t+.arctg (\/ng vy(O))> (4.151)

dy(t) = i.tg( \/7 g-t+.arctg (\/7 vy(O))> dt (4.152)

mg
1 sen(— ,mi.g.g.ttarctg( ’mig.vy(o)> it
% cos(— ,mi.g.g.ttarctg( ’mig.vy(o)>>

Integrando ambos os lados da igualdade e fazendo,

dy(t) =

(4.153)

Q
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u= cos( a9 t+. arctg( —m_g.vy(O))>

du = —sen(— | == g.t+.arctg| |==.v,(0) |- |==.gdt
u = —sen( g J-tHearctg| |o—.vy a9
du = sen (_ k_-g t+ a‘r‘Ctg (—Vmgkvy(()))) dt

g. k \}m m.g

m.g

(4.156)
Substituindo a Eq.(4.156) na Eq.(4.145), temos

dy(t) =

1 du
k kK " u
g. mg\Nmg

y(t) = —In(u)+d

m.g

y(t) = %.ln (cos (—\/mz_g.g. t + arctg (\/ng vy(O))>> +d

Fazendo ¢t = 0, temos:

d = y(0) — %.m (cos (arctg (\/ng ”y(o)))>

Substituindo a Eq.(4.160) na Eq.(4.159) e fazendo as operagdes obtemos

cos<— /ng.g.t+arctg< ,ng-Vy(O)»
cos(arctg( me.g-Vy(O)>>

Usando a formula do cosseno de adicéo de arcos, obtemos:

y(t) = y(0) + %.ln

y(t) = y(0) +%.ln cos <g. t\/ng) N Sen<\/mz_g.g.t).sen(arctg(\/ng_vy(o)>>

cos(arctg(\/ng.vy(o)»

y(©) = y(0) +%.ln (cos (t. \/%) + (\/ng.vy(O)).sen (t\/%))

Substituindo v,.sen¢ por v, (0)

y(t) = y(0) +%.ln (cos (t. \/%) + (\/ng.vo.sen¢).sen (t\/%))

A equacdo Eq.(4.164) trajetoria da componente do movimento vertical.
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(4.154)

(4.155)

(4.157)

(4.158)

(4.159)

(4.160)

(4.161)

(4.162)

(4.163)

(4.164)
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Para descobrir o tempo de trajeto, basta fazer y(t) = 0 (0 tempo necessario para o
projétil retornar ao solo).

0= y(0)+2.In (cos <t. \E’) + ( \/ng.vy(O)).sen (t. \[%)) (4.165)

m

In(1) = In(e¥®) +1In (cos <t. \/%) + (\/mz_g.vy(O)).sen (t. \/%)) (4.166)
In(1) = ln(ey(O)),<cos (t.\/%) + ( vy(O) sen( )) (4.167)
1=¢Y0), <cos <t. \E) + (\/7 12 (O) sen ) (4.168)

m

L= (cos <t, \E) + ( \%.vy(O)).sen <t. \[%))k (4.169)

Essa equacdo ndo pode ser resolvida analiticamente, logo vamos usar o método da
perturbacdo para descobrir o tempo de trajeto aproximado, com perda insignificante para a
solugdo. Para isto vamos fazer a expansdo da série de Taylor para o termo que contem a

funcéo seno e cosseno

cos (t. \/Q> =1- g %2 + ( %4 - ( %gf + o (4.170)
m 2 24 720

sen (t. ﬁ) =t |9 <t. %)3 + <t. %‘q>5 — e (4.171)
m m 6 120

Se considerarmos que k <1, e mais supondo pequeno da ordem k ~ 1072-, assim
k% ~ 10~*, podemos desprezar n os termos a partir da ordem k3, (ou seja, truncando a série, a
parte de n termos desprezado ndo tem influencia significativa na solucdo) o termo de expoente

maior que 5, e substituindo as EQ.(4.170) e Eq.(4.171) na Eq.(4.155) e fazendo os célculos

temos:
: () () (e o () ()
_Ey(o) _ _ m m L k_g _ m m
e =1 ——t— Tt ( m'g.vy(0)>.(t. - —t—0% )
k
—y(0) _ k? g 5
e m U =1--= 29 g2 4ot pypois o vy(o) t— +t vy(o) 120m3
0=—em© 11 +=.1,(0).t —k'—i.tz i it vy(o) 25
= _(1 —-e my(O)) + Uy, (0) t—= tz - vy(o) t3 4+ t* kg + t°.v y(o) 120m2
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k.y(0)? n k2.y(0)3

2 k.gvy(0).t3 2 ¢4 0).k2.g%t5
— e .t _ gVy( ).t k.g°.t Vy( ) gt (4172)

_gt-
Ty (0).¢ 2 6.m 24m 120.m?

0=y(0) -
Fazendo o k tendo para o zero, temos a equagdo 0 = y(0) — +v, (0).t — %. t? Isto éa

equacao do tempo de voo sem a resisténcia do ar ou seja mostra que o método usado acima
esta correto e mas a Eq.(4.2.172) € um polinbmio de quinto grau, onde v, (0), k, g, m séo
constantes, logo podemos achar as solugdes reais deste polindmio por software matematico

FreMat.
Supondo o objeto partindo da origem, ou seja, y(0) = 0, temos:

v, (0).

Multiplicando a Eq.(4.2.173) por % obtemos:

k.

k?.g%.t5 k.g?.t* t3
+
6.m

120.m?2 24.m

0, (0).525 28 44y (0).t =0 (4.173)

3.g.t1
~ 7= +3.1,(0)=0 (4.174)

k2.g%.t* k.g?.t3 k.g.t3
vy (0). 40.m?2 + 8.m vy(O). 2m

A EQ.(4.174) é a equacao do tempo de voo do objeto partindo da origem.

Exemplo4:

Um langamento da origem, com velocidade inicial de 60 m/s e um angulo de 30°de
uma bola de chumbo de 1,1 kg, coeficiente de arrasto 0,022 e usando g = 10 m/s®. Determine:
a) tempo de voo, b) Esboce os graficos do tempo de voo e alcance maximo.

Solugéo:
a) Substituindo os valores do enunciado na Eq.(4.174) temos o seguinte polindmio:

0,03.t* +0,25.t3 -3.t2 - 15.t + 90 =0

Usando o FreeMat, temos as seguintes raizes para este polindmio, conforme a

Fig.(4.2.26)

File Edit Debug Tools Help

U W & [j E] B R e &Y swedlbese  v|  [cilProgamFies (x ~ 0

--» A = [0.030 0.25 -3.0 -15 90]:

-11.0807
-8.7456
T.1836
4.3094

1

Figura 4.2.26 A solugdo do polinémio do 4° grau
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Logo as raizes pelo FreeMat sdo, t; =-11,1; t, =—-87; t;=7,1 e t, =4,3.
Logo t; et, sdo negativas podem ser descartadas. Mas a raiz procurada é t, = 4,3,
pois € 0 primeiro tempo positivo.

Fazendo os graficos por meio do software FreeMat com intervalo de tempo [0, 4.3],
construimos as Fig.(4.2.27), Fig.(4.2.28) e a Fig.(4.2.29) nos mesmos moldes

realizados no exemplol.

' ' ' ' ' ' ' ' '
sod>e(my — 4 — — — — —+ — — — — — e e e T e
My : H H H H H H H
1
' 1 ' ' ' ' i T i
804 ———— - ————T7T - ———— D e e e S - A=
H H ' ' ' ' ' H H
Et el et s S st i Sl
' | ' ' ' V i H '
6ot - — - — A — — — — T — i — — — g T e — —— i ————a— - — -
SO - - - - e 1 e | i o
DT T R Y T N R T e R R R
i 1 v v v V v v i
' ' ' ' ' ' ' ' '
B4+ ———— - =L T - === = e el e Bl e - —a— - =
' 1 ' H ' ' H '
| ' ' ' ' ' ' H H
4 . v % _a_._ __
=20 f ' v v h V 0 v '
LT e e s it e e R it e e

H H ' H H H H H 1
o H H H H H H H H HICN

o o's 1 1s > z's ) 3’5 a a’s

Figura 4.2.27 Trajetoria X(m) pelo t(s) para o exemplo 4
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Figura 4.2.28 Trajetéria Y(m) pelo t(s) para o exemplo 4
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Figura 4.2.29 Trajetéria Y(m) pelo X(m) para o exemplo 4
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Exemplo 5:
Suponha o langamento de uma bola de golfe de 0,18 kg de uma altura de 2 m, com

velocidade inicial de 50 m/s e um angulo de 60°, usando coeficientes de arrastos k; =
0,00001 e k, = 0,008. Faca os graficos do arrasto linear, do arrasto quadratico e sem
resisténcia do ar para cada coeficiente usando software Geogebra ou FreeMat.

Solucéo:

Substituindo os dados do problema na Eq.(4.2.136) para componente horizontal do
movimento e na Eq.(4.2.164) para a componente vertical do movimento, e usando o software

FreeMat da mesma forma do exemplol, temos 0s seguintes graficos abaixo:

k\r’( ) 1 1 1 1 1 1 1
‘ m 1 1 1 1 1 1 1 1 1
mod ————— - i ———— Fo———- S N i P (N - 4
i i i y ‘ i i i i
i i - i i i i i i
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Figura 4.2.30 Trajetdria Y(m) pelo t(s) para o exemplo 5 para k = 0,00001
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Figura 4.2.31 Trajetoria Y(m) pelo t(s) para o exemplo 5 para k= 0,008

A analise grafica é uma importante ferramenta de validacdo dos modelos construidos,
sendo de grande importancia para consolidar conceitos, defini¢cdes, relacionando-o os dois
tipos de arrastos e mostrando que quando o coeficiente de arrastos tende para zero, o grafico
dos trés modelos coincidem conforme Fig.(4.2.30), ou seja, 0s modelos construidos estdo
corretos.
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4. Modelagem Por Funcédo Exponencial

4.4.1 Aplicagdes futuras

“Aplicacdes futuras”, é um assunto presente no dia a dia das pessoas, através de
propagandas de titulos de capitalizacdo, poupanca da caixa, poupanga ouro, consorcios entre
outros, muitas pessoas compram ou aplicam nesses produtos sob a influencia da midia.

Baseado em situacdo problema envolvendo aplicacdes futuras, faremos a modelagem
do problema para descobrir a funcdo escondida por traz do simulador e depois a
caracterizacdo da funcéo exponencial, de modo que aluno compreenda e assimile os conceitos
basicos da funcdo exponencial, e quando deparar com um problema do cotidiano, consiga
interpreta-lo e resolvé-lo usando este mesmo modelo matematico .

Situacdo problema 5: Uma correntista de uma agencia do Banco Brasil resolve fazer

um investimento na aplicac6es futuras, no qual faz k depdsitos mensais iguais a uma taxa
fixa i determinada pelo banco durante uma periodo n escolhido pelo cliente. Descubra a

funcdo matematica por traz desse simulador.

4.4.2. Desenvolvimento do Modelo

Existem varios simuladores de varias instituices publicas e privadas no ramo
financeiro. Assim nesta modelagem usaremos o simulador hipotético do BB

http://www.bb.com.br/portalbb/jsp/home/inst/popupSimulador.jsp?codigoMenu=1092&

codigoRet=9850&bread=13 1, do Banco do Brasil, o qual montou a tabela abaixo para a

seguinte situacdo problema: Fazendo depdsitos mensais de 200 reais a uma taxa de 1,5% ao

més para um periodo de 8 meses.


http://www.bb.com.br/portalbb/jsp/home/inst/popupSimulador.jsp?codigoMenu=1092&%20codigoRet=9850&bread=13_1
http://www.bb.com.br/portalbb/jsp/home/inst/popupSimulador.jsp?codigoMenu=1092&%20codigoRet=9850&bread=13_1
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Tabela 4.3.1Autor Montante de séries uniformes

n Dep0sitos Juros Montante final do periodo
1 200 - -

2 200 3 403

2 200 6,045 609,045

4 200 9,14 818,18

5 200 12,27 1030,45

6 200 15,46 124591

7 200 18,69 1464,60

8 200 21,97 1686,57

Fonte: Simulador http://www.bb.com.br/portalbb/

Fazendo os calculos temos o seguinte raciocinio

No final do primeiro més:

M(1) = 200.(1,015) = 203

No final do segundo més

M(2) = (203 + 200).(1,015) = 409,045

M(2) = (203(1,015) + 200).(1,015) = 409,045 =
M(2) = 200.(1,015)? + 200.(1,015)

Fazendo de modo analogo teremos para:

No final do terceiro més:

M(3) = 200.(1,015)3 + 200.(1,015)2 + 200. (1,015)
E assim sucessivamente teremos par o n-1-ésimo termo a formula,
M(n) = 200.(1,015)"1 4+ ...+ 200.(1,015)* + 200
Colocando em evidéncia o termo em comum temos,

M(n) = 200. [(1'015)11—1 + (1,015)“‘2 + 4 (1’015)1 + 1]


http://www.bb.com.br/portalbb/
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Assim essa parcela [(1,015)™1 + (1,015)"*2 + -+ + (1,015)* + 1], forma soma de
uma progressdo geométrica de razdo 1,015, assim podemos substituir essa parcela pelo

a;(q"-1) _ 1.(1,015"-1) _ 1,015"-1

resultado obtido S,, =
q-1 1,015-1 0,015

, logo temos

Dando um tratamento genérico, reescrevendo com variaveis temos:

e 200 - representa o deposito chamaremos de R
e 0,015 - representa a taxa chamaremos de i ( na forma unitaria)

e Numero de periodo - representado pela letra n

Assim temos,

M = R.[& (4.175)

l
A EQ.(4.175) é formula escondida por traz do simulador. Essa funcdo é conhecida
como do tipo exponencial

o : : 1+)"-1
Na matematica financeira S,_; = [( l?

] ¢ o fator capitalizacdo para expressar 0

modelo basico de anuidade como sendo M = R. [w] ouM = R.S,,;, para n parcelas

iguais a R, periodicas a uma taxa de juros i, referida ao mesmo periodo dos temos.

Fazendo os graficos do montante em relacéo ao periodo e do fator em relacédo a taxa,

Sn—li

Figura 4.3.1: Gréfico do fator em relagdo a taxa

Observe que quando a taxa tende para 0 o fator converge para o periodo n
Demonstracgéo:
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arimn _ (@) Hn g () () 14 (p)11

i

(Z)in+(n1—l1)'in_1+(nf2)'in_2+"'+(rll)'i1

i

lirni—>0

=

limi_,o
Colocando iem evidéncia temos:

) e () )

i

i () () () (i ()=

Substituindo i = 0 temos

. n
lim;_,q (1) =n
Observe que quando a taxa tende para infinito o fator vai para o infinito.

=

llmi_,o

Demonstracdo de modo analogo
Nesse momento é importante a introducéo do conceito da fungédo exponencial.

Definicdo Funcédo Exponencial

Seja a um nudmero real positivo e supondo diferente de 1, chamamos de funcéo

exponencial de base a , toda funcéo f de reais em reais, que associa cada x real a um ndmero
, ‘R-> R R- R

a*. Também representada porf ou f »» de modo que goze das
x> a* fx)= a

seguintes propriedades, para quaisquer x,y € R:

vi)

vii)

a*.a¥ =a*VIstoé f(x).f(y) = f(x+y)

al=alstoé f(1) =a

=1 1Istoé f(0)=1

x<y=a*<a¥Paraa>1

x<y=a*>a’Paral<a<1

fé monotona injetiva

A funcdo f: R — R definida por f(x) =a* ,a>0ea # 1 ésobrejetiva

E ilimitada superiormente

A propriedade iii, nos mostra que a funcdo exponencial corta 0 eixo y no ponto de

ordenada 1

A propriedade iv, nos diz que a funcdo exponencial é estritamente monotona, ou seja,

é crescente para a > 1 e decrescente para0 < a < 1.
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A propriedade v é consequéncia da propriedade iv temos que a funcdo exponencial é
injetora:

Demonstracao:

Sejax; # x,, por exemplo, vamos suporx; < x, assim temos dois casos:

1)Sea >0, temos x; < x, = a1 < a*2 = f(x;) < f(xy) = flxy) # f(xy).
2)Se0 < a<1temosx; < x, = a*t >a*2 = f(x;) > f(xy) = fxy) # f(xy).

E interessante mostrar que imagem da funcio exponencial é R*. VVamos mostrar do

seguinte modo, se f:R — R ef ndo é identicamente nula entdo f(x) > 0 paratodo x € R,
pois f(x) = f (§+ %) pela propriedade i temos que f(x)= f(§+§) = f(g) f(g) =

2
[f (2)] > (. Diante dessa afirmacdondo faz sentido tomar o contra dominio da funcéo

exponencial em R, é mais vantajoso tomar o contra dominio como R*, pois teremos a funcao

f sobrejetiva.

4.3.3 Funcao do Tipo Exponencial

Dizemos que uma funcdo g:R — R definida por g(x) =b.a* , a>0ea#1

e b > 0, e do tipo exponencial

4.3.4 Teorema: Caracterizacao da funcao do tipo exponencial

Seja g:R — R uma funcdo monotona injetiva tal que, para x,h € R quaisquer, 0

gx+h)-g(x)

) ] dependa apenas de h, mas nao de x. Entdo, se b = g(0)e

acréscimo relativo [

—_ 9@
9(0)’

Vamos aplicar o teorema da caracteriza¢do na Tab.(4.3.1), para mostrar que o modelo

tem-se g(x) = b.a* paratodo x € R.

matematico € do tipo exponencial

M(x+1)-M(x) _
M(x) -

Mx+1)—M(x)=M(x).k
Nesse caso temos sempre que pegar h =1 devido os depdsitos serem mensais

Parax=1eh=1
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MQR2)-M1) =MQ).k

409,045 — 403 = 403.k = k =222 - 0,015

403
Parax=2eh=1

M(3)-M(2) _

e k = 0,015

M(3) — 609,045 = 609,045.(0,015) = M(3) = 618,18
Parax=3eh=1

MA®ME) _ | = 0,015
M(3) !

M(4) — 818,18 = 818,18.(0,015) = M(3) = 818,18 + 12,27 = 830,45

Para a resolucdo de problemas do tipo exponencial o aluno tem que ter em mente o
teorema da caracterizacdo, pois a partir dele sera construida uma série de modelagem com
aplicacdo em varias ciéncias...

Exemplol (Problema retirado do exame de qualificacdo 2012-1 Profmat).

Um corpo esta contido num ambiente de temperatura constante. Decorrido o tempo t
(em minutos), seja D(t) a diferenca entre a temperatura do corpo e do ambiente. Segundo a
Lei do Resfriamento de Newton, D(t) é uma funcdo decrescente de t, com a propriedade de
gue um decréscimo relativo.

D(t)—D(t+h)
D (1)

No intervalo de tempo [t, t+h] depende apenas da duracdo h desse intervalo (mas ndo

do momento em que essa observacéo se iniciou). Isto posto, responda a seguinte pergunta:

Num certo dia, a temperatura ambiente era de 30°. A agua, que fervia a 100° numa
panela, cinco minutos depois de apagado o fogo ficou com a temperatura de 60°. Qual era a
temperatura da 4gua 15 minutos ap6s apagado o fogo?

Solucéo:

Pela lei do Resfriamento de Newton a fungdo D(t) em que t = 0,e 0 momento em
que o fogo foi apagado, cumpre as hipoteses do Teorema de Caracterizacdo das fungdes do
tipo exponencial. Logo existe uma constante a, com o < a < 1, tal que D(t) = Dy.at
onde D, = D(0). Temos D, = 100 —30 = 70. Entdo temos a funcdo D(t) = 70.a’.O

problema nos diz que D(5) = 60 — 30 = 30, dai vem 30 =70.a° = a® = % Segue que
D(15) = 70.a'®> = 70.(a®)® = D(15) = 70. (%)3 ~ 5,5. Portanto, 15 minutos ap6s o fogo

ser apagado, a temperatura da dgua é de aproximadamente 30+5,5 = 35,5 graus.
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CAPITULO V

V  Conclusao

Este trabalho final de curso do PROFMAT alcangou o objetivo proposto ao trabalhar
modelagem por meio de fungOes elementares, desenvolvendo uma abordagem diferenciada
para 0 ensino das fungdes no contexto do ensino médio, através de situacdes praticas com
construcbes de modelos matematicos e uso de software livre afim de compreensdo dos
conceitos, definicOes e caracterizacOes das fungdes elementares.

A realizagdo dessa proposta teve seu foco na capacidade de gerar no aluno um maior
interesse em relagdo ao aprendizado da matematica. Simuladores da internet sobre varios
assuntos do cotidiano foram estudados no sentido de obter a funcdo elementar que representa
0 modelo matematico permitindo que a construcao do conhecimento ocorra de forma efetiva.

N&o deixando de ressaltar que este trabalho é voltado para o0 ensino basico, mas
oferece subsidios para que os professores e estudantes de graduacdo ampliem seus
conhecimentos sobre o0 assunto, uma vez que ao longo deste trabalho fez - se uso do Calculo

Diferencial Integral.
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