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Resumo
Este trabalho apresenta um estudo sobre o método de Cardano aplicado em equagoes
polinomiais do 3° grau da forma 23 + pr + ¢ = 0,p,q € R e a utilizacdo em sala, do 3°
ano do Ensino Médio, trabalhando com o procedimento sem o uso de férmula para de-
terminar uma raiz de equacao polinomial do 3° grau. A aplicacao deste método busca
possibilitar aos alunos um enriquecimento intelectual relevante para futuros estudos
das ciéncias exatas. Neste trabalho nao foi utilizado uma avaliacao diagnoéstica para
analisar o nivel de compreensao do tema, apenas buscou aplicar o procedimento uti-
lizado por Cardano, em sala de aula, e principalmente apresentar uma demonstracao
deste procedimento para uma equagao na forma geral do 3° grau. O estudo traz uma
abordagem historica das resolucoes das equacoes, posteriormente, uma fundamentacao
tedrica para o estudo dos polindmios, destacando os principais teoremas, proposicoes
e definicoes fundamentais para o estudo das fungoes polinomiais. Além disso, destaca
o estudo das caracteristicas das raizes de uma equacao do 3° grau de forma analitica e
grafica, onde apresentamos uma resolucao analitica para as equagoes do 4° grau. Con-
tudo, concluimos que a aplicacao deste estudo demonstra que os alunos apresentam
maior facilidade para encontrar uma raiz de uma equacao na forma geral, assim como
as demais raizes. Portanto, o procedimento utilizado em sala apresenta um método
para encontrar pelo menos uma raiz de uma equacao do 3° grau, sem a utilizagao de

formula.

Palavras-chave: Equacoes Polinomiais, Polindmios e Caracteristica das Raizes.



Abstract
This work presents a study on the Cardano’s method applied in 3rd degree polynomial
equations of the form 2® + pxr + ¢ = 0,p,q € R and use in the classroom, the 3rd year
of high school, working with the procedure without the use of formula to determine a
root of 3rd degree polynomial equation. The application of this method searches enable
to students a relevant intellectual enrichment for future studies of the exact sciences.
In this work not used a diagnostic evaluation to analyse the level of understanding of
theme, only search to apply the procedure used by Cardano, in the classroom, and
especially present a demonstration of this procedure to an equation in the general
form of the 3rd degree. The study brings a historical approach of the resolutions of
the equations, after, a theoretical foundation for the study of polynomials, detaching
the theorems main, propositions and key definitions for the study of the polynomial
functions. Moreover, detach the study of the characteristics of the roots of an equation
of the 3rd degree of analytical and graphical form, where we present an analytical
resolution for the 4th degree equations. However, we conclude that the application
of this study demonstrates that students have greater facility to find a root of an
equation in the general form, as well as the other roots. Therefore, the procedure used
in classroom presents a method to find at least one root of an equation of the 3rd

degree, without the use of formula.

Keywords

Polynomial equations, polynomial and Characteristic Roots.
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Introducao

A reducao da carga horaria da disciplina de matematica na rede publica de ensino,
principalmente no ensino médio, ocasionada pela insercao de novas disciplinas no curri-
culo bésico, faz com que os professores se adequem em relacao a forma de ministrar os
contetidos de matematica. Desta forma, esta reducao leva os professores a priorizarem
determinados contetidos a serem ministrados, bem como, a metodologia a ser utili-
zada. Esta situacao faz com que sejam utilizadas, em sala de aula, formulas prontas e
mecanizadas, levando o aluno a pratica da memorizacao de formulas.

A vivéncia em sala de aula, principalmente no ensino médio nas escolas ptublicas,
desvelou a dificuldade dos alunos em resolver equacoes polinomiais. Essa dificuldade
motivou a buscar uma metodologia que auxilie os alunos na compreensao da resolugao
das equagoes polinomiais. Na busca de sanar essas dificuldades, propomos que o estudo
das equacoes polinomiais deva ser construido conjuntamente com o aluno, levando-o a
descobrir como essas férmulas surgiram e porque surgiram.

A necessidade de dominar uma técnica para solucionar as equacdes polinomiais
vem desafiando os matematicos desde a Mesopotamia quando foram encontrados os
primeiros registros de solucoes para algumas equagoes do 1° e 2° graus. Desde entao
as equacgoes polinomiais podem ser encontradas em diversas situagoes problemas, prin-
cipalmente as equagoes de grau menor ou igual a 3, por isso merece um estudo mais
aprofundado.

Quando desenvolvemos o estudo dos polinémios, deparamos com o seguinte ques-
tionamento: qual é a melhor estratégia para trabalharmos os métodos de resolucao de
equacoes polinomiais? Esta é uma indagacao que muitas vezes fica sem resposta, pois
com o passar dos anos, o nimero de aulas de matematica, principalmente nas escolas
publicas vem sendo reduzidas e acaba obrigando os professores a priorizarem deter-
minados contetdos ou simplesmente apresentarem férmulas prontas. Essa pratica de
ensino contradiz os Parametros Nacionais Curriculares (PCN) que orienta que o conhe-
cimento deva ser construido conjuntamente com o aluno, utilizando uma perspectiva
socio historica do tema.

Diante dessas inquietagoes, neste trabalho, propomos estudar uma maneira, que
possibilite amenizar o estudo de raizes de fungoes polinomiais de grau menor ou igual
a 4. Para tanto baseamos este estudo no artigo do Professor Elon Larges Lima [3].
Portanto, objetivamos estudar o procedimento teorizado por Cardano para determinar

uma raiz de equacoes polinomiais de 3° grau. Além disso buscamos construir, passo-a-
)
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passo, conceitos para determinar as raizes das equacoes de 1° ao 4° grau.

Nas Preliminares, fizemos um levantamento histérico dos primeiros registros das
resolucoes das equacoes do 1° grau surgidos no Egito Antigo. A partir dai o desen-
volvimento dos polindémios, de uma forma mais complexa, foi identificado nos escritos
cuneiformes da antiga Mesopotamia, que s6 foram decifrados no comeco do século XIX
por Grotefende. Somente no século XII, com a tradu¢do do livro de Alkhowarizi (780
- 850), que a algebra comegou a se expandir pela Europa. Apos o século XVI, com
os estudos de Cardano, a algebra retomou o seu desenvolvimento e com isso os ma-
tematicos perceberam que os nimeros reais nao eram suficientes, nascendo, entao, as
primeiras ideias da criagao do conjunto dos ntimeros complexos. Por fim, definimos
conceitualmente as funcoes polinomiais sobre um anel de integridade K, apresentamos
resultados importantes, em especial, o algoritmo de Horner-Rufinni para encontrarmos
as raizes das equacoes polinomiais.

Na Secao, Equacgoes Polinomiais, apresentamos um método para resolucao das equa-
coes de 1° ao 4° grau, sendo o enfoque determinar as raizes desde as equagoes de 1° e
2° grau, sem a utilizacao de formulas. Nas equagoes de 3° grau, aplicamos uma subs-
tituigdo de variavel e reduzimos & forma 23 + pr +q¢ =0, (x) p,q € N e aplicamos
o procedimento de Cardano para encontrar uma raiz. Em seguida, determinamos as
demais raizes e se essas sao reais ou complexas. Apresentamos, também, através da
representacao grafica da funcdo polinomial associada a equagio (), uma maneira para
que o aluno possa perceber, de forma concreta, a existéncia de uma ou mais raizes
reais.

Nas Consideracoes Finais, concluimos que os resultados do procedimento aplicado
em sala de aula, demonstram que ¢é possivel trabalhar com equagoes de 3° grau de uma
forma geral, nao s6 nos casos particulares conforme orientam os PCN’s. Os resultados
mostram, também, a necessidade de um aumento do ntmero de aulas de matematica
no Ensino Médio para que os contetidos de Mateméatica possam ser trabalhados sob

uma perspectiva sécio historica.
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1 Aspectos Historicos

Os primeiros registros dos polinémios encontrados nos papiros do Egito antigo pe-
diam a solucao de equacoes lineares, "da forma = + ax = b ou = + ax + bxr = ¢,
onde a,b e ¢ eram conhecidos e = ¢ desconhecido. A incognita é chamada de
aha’" (BOYER, 2002, p. 11). Essas formas de calculos eram exercicios para jovens
estudantes e embora fossem usados de forma prética, os escribas as utilizavam como
forma de enigmas ou recreagoes matematicas. O desenvolvimento dos polinémios de
forma mais complexa foi identificado nos escritos cuneiformes’ da antiga Mesopota-
miaZ. Os povos que ali habitavam eram denominados de babilonios. Muitos dos re-
gistros mateméaticos dos babilonios, encontrados em centenas de tabletas de barro, s
foram decifrados no comeco do século XIX por Grotefende, mas somente no final do
século XX que comecaram a aparecer exposicoes substanciais da matematica meso-
potamica. Nesse registro, foi observado que os babilonios nao possuiam dificuldades
na solucao da equacao quadratica completa, pois eles tinham desenvolvido operacoes
algébricas flexiveis. Segundo Boyer, 2002, os babilonios podiam "transportar termos
em uma equacao somando iguais a iguais, e multiplicar ambos os membros por quanti-
dades iguais para remover fragoes ou eliminar fatores". Como o alfabeto nao tinha sido
inventado, nao utilizavam letras para designar quantidades desconhecidas, porém pala-
vras como "comprimento", "largura", "area" e "volume" serviam para os calculos,
mesmo que usados num sentido abstrato.

Com a expansao e o dominio do Império Romano na Europa o interesse pela Mate-
mética acabou sendo reduzido, por isso nao temos grandes marcos historicos registrados
nessa area do conhecimento. Somente a partir do século XII, com a traducao do livro
Hisab al-jabr wal-mugabala, de AlKhowarazi (780 - 850) do arabe para o latim, que
se pode considerar como o inicio da algebra na Europa, merecendo o titulo de "pai da
algebra".

Os principais mateméticos dessa época vieram da Italia das cidades de Genova,

LA escrita cuneiforme é considerada o mais antigo sistema de escrita. Realizada pelos babil6nicos,
essa forma de escrita era representada por simbolos iconograficos que eram talhados com estiletes,
no formato de cunha, em tabletas de barro mole, que eram colocadas, posteriormente, ao sol ou em

fornos para secarem.

2 A Mesopotamia era uma regido localizada entre os rios Tigre e Eufrates, que compreende o atual

Iraque
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Pisa, Milao, Florenca e Veneza, principais centros comerciais e onde comecaram a
surgir trabalhos importantes no dominio da resolugao de equacoes. Nessa época viveu
um dos maiores matematicos da Europa da Idade Média: Leonardo de Pisa (1175-
1250) conhecido como Fibonacci. Em 1202 escreveu seu mais famoso livro, Liber
Abaci. Essa obra apresentou questoes relacionadas com equacoes do 2° e 3° grau que
o autor aprendeu com autores arabes, a exemplo de uma das equacgoes estudadas foi
23 + 222 + 10z = 20. Até o século XVI nao houve grandes acontecimentos para a
evolucao da algebra. Somente em meados do século mencionado que houve um avango
na descoberta de férmulas algébricas para a resolugdo de equagdes do 3° e 4° grau,
porém com uma linguagem geométrica e verbal.

Segundo Domingues e Iezzi, 2003, em 1591 o francés Francois Viéte (1540 - 1603),
em sua obra Introducao a Arte Analitica, criou o céalculo literal, introduzindo a lingua-
gem das formulas na matematica. Pela primeira vez foi possivel escrever genericamente
uma equacao do segundo grau. Apesar do uso de vogais e consoantes para representar
varidveis e as constantes nao ter vingado, foi uma revolucao na matematica. Hoje o
uso de constantes letras nos célculos matematicos é de praxis comum. Foi também no
século XVI, na Italia, que a evolucao dos conceitos de dlgebra ganhou um importante
componente.

Por volta de 1510, Scipione Del Ferro (1465 - 1526), professor da Universidade de
Bolonha, personagem sobre cuja vida quase nao se sabe, encontrou uma féormula para
resolver as equacoes do 3° grau do tipo 2® + cx + d = 0. Del Ferro nao publicou a sua
descoberta, porém repassou a dois de seus discipulos, Annibale Della Nave (mais tarde
seu genro e sucessor na cadeira de Matematica em Bolonha) e Anténio Maria Fiore o
segredo da solugao dos problemas do tipo "cubo e coisas igual a nimero" (z® + pz = )
e "cubo igual a coisas e nimero"(z® = pxr + ¢). Para Antoénio Maria Fiore deu a
regra € nao a prova. Fiore apropriou-se deste mérito, e com este conhecimento em
maos resolveu desafiar Niccolo Tartaglia® (1499 - 1557) para um "duelo intelectual"
que era muito comum nesta época, os quais eram presididos por alguma autoridade e
muitas vezes com uma grande audiéncia. Essas disputas muitas vezes definiam a per-
manéncia ou nao de alguns professores universitarios na citedra. Como consequéncia,
Niccolo Tartaglia acabou descobrindo um método para a resolucao de equagoes do tipo
22+ cx +d = 0 e também para o tipo 2® + bx? + d = 0 o qual Fiore ndo conhecia. Em

sua disputa Fiore propos 30 problemas, todos envolvendo as equacoes do terceiro grau

3Conceituado matematico e professor em Veneza e que havia derrotado vérios desafiantes.
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e Tartaglia, por sua vez, propos uma lista de problemas diversificados. Segundo Boyer,
2002, Tartaglia nao tinha o costume de divulgar o método de resolucao e sim apenas os
resultados encontrados, mas desta vez, acabou apresentando este método a um amigo
Geronimo Cardano (1501 - 1576), um grande matemético que vivia em Milao, ao qual
pediu que nao divulgasse este método. Com a ajuda do discipulo Ludovico Ferrari
(1522 - 1565), Cardano conseguiu demonstrar o método desenvolvido por Tartaglia

para resolver equacoes do tipo 2 + cx = d. Em 1542, ap6s analisar os manuscritos de

2 3 2 3

. q q p 3 4 q p

Del Fi Card t formula z = (| —= + 4/ — + = N S B S
el Ferro, Cardano encontrou a férmula z \/2—1— 4—|—27+\/ 5 44_277

a qual era utilizada para resolver equacoes da forma 2° + pr + ¢ = 0,p,q € Ne a

publicou, em 1545, em seu livro Ars Magna, ficando com todo o crédito. A partir dai
foi possivel resolver equacoes do 3° grau no caso geral ax® +bx? +cx +d = 0 e equagoes
do 4° grau da forma ax? + ba® + cax® +dx +e = 0.

As resolucoes de equacoes sempre fascinaram os matemaéticos ao longo da historia,
os Babilonios ja conseguiam resolver algumas equagoes do 2° grau completando quadra-
dos, os gregos resolviam algumas equagoes também do 2° grau com régua e compasso.
Na idade média durante a ascensao do Cristianismo, o desenvolvimento da Matemaética

se deve aos Arabes e os Hindus. Os Hindus realizaram pesquisas na Algebra e no século

—b+Vb? — 4dac

XTI o matematico Sridhara desenvolve a formula x = que é conhecida

como féormula de BasKara, que, em alguns casos, poderia ser representada pelo nimero
b2 —4ac < 0, mas isso nao era um problema, visto que, o que importava, eram equacoes
que tinham b% — 4ac > 0.

No século X VI, ressurgiu na Europa o interesse pelo estudo da Matemética e em uma
disputa entre Cardano e Tartaglia pela resolucao de equacoes de 3° grau, perceberam
que os nimeros reais nao eram suficientes, nascendo entao as primeiras ideias da criacao
do conjunto dos nimeros complexos.

No século XVII, René Descartes em uma passagem de seu livro Discurso Sobre o
Método de Bem Utilizar a Razao e de Encontrar a Verdade escreveu a seguinte frase:
"Nem sempre as raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equagao
sdo reais. As vezes elas sdo imaginarias".

Por esse motivo, até hoje o nimero v/—1 é chamado de nimero imaginario, termo
que se consagrou juntamente com a expressao "ntimero complexo". Mas quem fez o
trabalho mais importante e decisivo sobre o assunto foi Leonardo Euler, o qual foi
notavel em seu empenho na melhoria da simbologia. Especialmente, quando, estava

em expansao o Célculo Diferencial e Integral, inventado por Newton e Leibniz. Muitas
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das notacoes que utilizamos hoje foram introduzidas por ele. Dentre as representagoes
propostas por Euler destacamos o i substituindo v/—1. Euler passou a estudar niimeros
da forma z = a + bi, onde a,b € R, utilizando > = —1 para este estudo. Mas,
esta ideia utilizada por Euler s6 foi aceita a partir dos resultadoss publicados por
Gauss apresentando uma nova estrutura de conjunto numérico, que hoje denominamos
ntmeros complexos.

Um dos fatos que levou ao surgimento deste novo conjunto numérico, foram equa-
¢oes polinomiais que nao possuiam raizes no universo dos niimeros reais, por exemplo,

2?2 +1=0.

2 Preliminares

Os conceitos abordados nesta secao serao importantes para os principais casos es-

tudados neste trabalho.

2.1 Numeros Complexos

Definicao 1. Um nimero complexo z € escrito na forma de um par ordenado (a,b),
onde a,b € R, ou na forma z = a + bi, onde v = \/—1. Em termos de notacao de
conjunto usa-se a letra C para designar o conjunto dos niimeros complexos e a notagao
é:

C={a+bi |a,beR e i*=—1}.

Consideremos um ndmero complexo, z = a + bi, podemos destacar:
(1) A parte real de z é representada por Re(z) = a e a parte imaginaria de z é
representada por I'm(z) = b;
(2) Quando b = 0 implica em z = a, dizemos que z é um ntimero complexo real;
(3) Quando a = 0 implica em z = bi, dizemos que z é um nimero imaginério puro;
(4) Quando a = 0 e b =1 implica em z = i, dizemos que z é a unidade imaginaria do
conjunto dos nimeros complexos.

Sejam os nimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di. Definimos a adicao e a

multiplicagao ente os niimeros complexos z e w, respectivamente por:

z+w = (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
zw = (a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad + bc)i
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Seja o nimero complexo z = a + bi. Definimos o médulo do niimero complexo z,

como sendo
|z| = Va? + b2

Definicao 2. Seja um numero complero z representado por z = a + bi, com a,b € R.

Seu conjugado € dado por Z sendo representado por Z = a — bi.

Lema 1. Se z e w sao complexos nao nulos quaisquer, entao:

(a) ze R Im(2) =0< 2 =7;

(b) z+w=zZ+w, zw=7ZzZw; (g) = <i)
() = ()
()] =17 =

N |

Demonstracao. (a) Seja z = a + bi. Temos

zeReb=0&a+bi=a—bis z2=7%.

(b) Sendo z = a + bi, w = ¢ + di, temos:

Z+w = (a—bi)+(c—di)=(a+c)— (b+d)i=2z+F w;

zw = (ac—bd)+ (ad+ bc)i = (ac — bd) — (ad + be)i
= (a—bi)(c—di) =z.w;

w

gl &
SN

(¢) Segue de (b), por indugao sobre n.

(d) Sendo z.Z = |z|?, temos que:

1
zl=1lez2z=17z=-.
z
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2.2 Anel

Definicao 3. Um sistema matemdtico constituido de um conjunto nao vazio K e um
par de operagoes, respectivamente, uma adi¢ao (x,y) — x + vy, e uma multiplica¢ao

(x,y) — zy. Chamamos (K,+,.) de anel se:
i) (K,+) € um grupo abeliano:
a) se a,b,c € K, entao a+ (b+c¢) = (a+b) +¢;
b) se a,b € K, entio a+b=>b+ a;
c) existe um elemento 0y, € K tal que, a + 0 = a,Va € K
d)Va € K, 3(—a) € K, tal que a+ (—a) = O;

i) A multiplicacao goza da propriedade associativa:
se a,b,c € K, entao a(bc) = (ab)c.
iii) A multiplicacao € distributiva em relagcdo & adi¢do, isto é:
se a,b,c € K, entao a(b+ c) = ab + be.

Se um anel (K, +,.) satisfaz a propriedade:
iv) 31 € K,0 # 1, tal que 2.1 = l.o = z. Vz € K, entdo dizemos que (K,+,.) é um

anel com unidade 1.
v) Va,y € K, z.y = y.x, entdo dizemos que (K, +,.) é um anel comutativo.

vi) Ve,y € K,z.y = 0 = & = 0 ou y = 0, entdo dizemos que (K,+,.) é um anel

sem divisores de zero.

Se K,+,. é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero, dizemos que

(K,+,.) ¢ um dominio de Integridade.

Se um dominio de Integridade (K, +,.) satisfaz a propriedade:
vii) Vo € K,z # 0,3y € K tal que z.y = y.x = 1, dizemos que (K, +,.) é um corpo.

Exemplo 1.

i) anel dos nimeros inteiros;
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i) anel dos nimeros racionais;
iii) anel dos nimeros reais;

iv) anel dos nimeros complexos.

Exemplo 2. Todos os anéis numéricos, Z, Q, R, C, sao dominios de integridade.

Proposicao 1. Todo corpo é um dominio de integridade.

Demonstracao. Seja K um corpo e a,b € K, tais que a.b = 0.
Suponhamos inicialmente que a # 0, e portanto a é inversivel. Multiplicando os dois

membros da igualdade a.b = 0, por a~%:

a'(ab) =a1.0=0.

Mas a~*(ab) = b, entao b = 0.
Por outro lado, para b # 0 o caso é analogo.
Entao um produto de dois fatores de K nao pode ser nulo sem que um deles seja nulo.

Logo K é um dominio de integridade. O]

2.3 Polinémios

Neste trabalho quando se tratar de um dominio de integridade infinito usamos K e
quando relacionar ao conjunto das fungoes polinomiais sobre um dominio de integridade
K usamos K[X].

De um ponto de vista algébrico, funcoes polinomiais reais podem ser encaradas

como polindmios de coeficientes reais.

Definigao 4. Uma sequéncia (ag, ai, az,- - ) de elementos de K ¢é dita quase toda nula
se existir n > 0 tal que

Ap = Qpy1 = -+ = 0.
Exemplo 3. Sao consideradas sequéncias quase toda nula.

(0,0,0,0,..) e (1,2,3,4,...,n,0,0,0, ...).
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Definicao 5. Um polinomio sobre (ou com coeficientes em) K é uma expressao

f=f(X), com f(X) € K[X] do tipo

f(X)=ap+a X +aX*+asX>+--- = ZasXs,

s>0

onde (ag,ay,as, ...) € uma sequéncia quase toda nula de elementos de K.

Dado um polinémio f(X) = ag + a1X + aaX? + a3 X® + -+ sobre K, adotamos as

seguintes convengoes:

i) Os elementos a; € K sao denominados os coeficientes de f;

ii) Quando a; = 0 omitimos, sempre que for conveniente, o termo @;X;. Em particular,
como a sequéncia (ag, ap, as, -+ ) é quase toda nula, existe um inteiro n > 0 para

o qual podemos escrever,
n

FX) =) a.X"

s=0
iii) Quando a; = +1, escreve-se +X*, ao invés de (+1) X*, para o termo correspondente

de f;

iv) O polinomio 0 = 040X +0X?+--- & denominado o polinémio identicamente

nulo sobre K.

Lema 2. Se (as)s>0 ¢ (bs)s>0 sao sequéncias quase todas nulas de elementos de K,

entdo também sao quase todas nulas as sequéncias (as £ bs)s>o € (¢s)s>0, onde

Cs = g a;bj, com i,5 >0.
i+j=s
Demonstragao. Sejam m,n dois nimeros inteiros positivos, tais que a; = 0 e b; = 0,
para ¢ > n e j > m, respectivamente. Considere s > m,n, assim as; = 0 e by = 0, logo

(as £ bs) = 0. Portanto, a sequéncia (a; £ bs)s>o ¢ uma sequéncia quase toda nula.

Por outro lado, se s >m+nei+ j=s, comi,j > 0, onde a, e by sao sequéncias

quase toda nula, entao:

k=i14+j3>2n+m=1>n € j>m ou ¢>n ou j>m.
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Para ¢ > n e j > m, temos:

Para ¢ > n ou j > m, temos:
a; =0 ou b; =0.

Em ambos os casos, temos:

Cs = Zaibj:() com 1,5 > 0.
i+j=s

Defini¢ao 6. Dados em K[X]| os polinomios

f(X):ZasXS e g(X):ZbSXS, as,bs € K.

s>0 s>0

A soma e o produto de f e g, denotados, respectivamente, por f + g e f.g. Assim,

(F+9(X) =D aX +Y bX =) (a,+b)X"

s>0 s>0 s>0

(f.9)(X)= ZCSXS, onde ¢4 = Z abj, com 1,7 >0

5>0 i+j=s

Dados os polinémios f, g, h € K[X], estes gozam das seguintes propriedades:
i) Comutatividade: f+g=g+ fe f.g=g.f;
ii) Associatividade: (f +g)+h=f+ (g+h)e (f.9).h = f.(g.h);
iii) Distributividade: f.(¢ +h) = f.g + f.h.

Exemplo 4. Considere os polinémios de coeficientes reais f(X) = 1 +2X +3X3 e
g(X) =X +2X3.

Entao

(f4+9)X)=f(X)+g(X)=1+2X +3X>+ X +2X° =1+ 3X +5X°.
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(f.9)(X) = (1+2X +3X%).(X +2X?)
= 1(X +2X°) +2X.(X +2X%) + 3X°%.(X +2X?)
= X 4+2X°4+2X2+4X" 4+3X" +6X)
= X +2X%+2X° +7X*" 4+ 6X°.

Definigao 7. Seja f(X) =ap+ a1 X + axX?+ - +a, X" € K[X]\ {0}, com a, # 0,
e an, = 0 para todo m > n. Assim, temos que a sequéncia (ag,ay,- -+ ,a,) € quase toda

nula, entao o inteiro nao negativo n é o grau de f, e denotamos Of = n.

Proposigao 2. Sejam f,g € K[X]\ {0}, temos que:
i) Se f+g#0, entao O(f + g) < mdz{0f,dg}.
ii) Se f.g # 0, entao O(f.g) = Of + Og.

Demonstragao. Sejam f =n e dg = m, com

n

FX) =) aX" e g(X)=) bX" a,b €K
s=0

s=0

i) Considere dois casos:

1° caso: n#m e n>m.

(f+9)(X) = > a.X+> bX*

m n

= ) a X'+ > aX'+ Em: by X*
s=0 s=m+1 s=0

= ) (a,+b)X"+ zn: asX*

s=0 s=m+1

Logo 0 O(f 4+ g) = n = max{df,dg}.

2° caso: n=m
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(f+9)(X) = > a.X+> bX*

n

= ) a X'+ zn: by X
s=0 s=0

= Z(as +bs) X7,

s=0

Devemos verificar agora se: (a, + b,) = 0 ou (a, +b,) # 0.
o (a,+b,)=0=0(f+g) <n=max{0df,dg}.

o (a,+b,)#0=0(f+g) =n=max{0f,dg}.

Portanto em qualquer um dos dois casos temos que: J(f + g) < max{df,dg}.

ii) Pela Definigao 6, temos que:

(f.9)(X) = ZCSXS, onde ¢, = Z a;bj, com i,j >0.

5>0 i+j=s
Dai, (f.g) =s. Como s =i+ j,comi=0,1,2,--- nej=0,1,2--- m, temos que
s=n-+m.
Temos que a,b,, # 0, pois as sequéncia, (ag, a1, - ,a,) € (b, b1, -+ ,by), sdo quase
toda nula, com a; = 0 para ¢ > n e b; = 0, para j > m.
Logo,
If.g)=s=n+m=09f+ 0g.
]

Definicao 8. Valor numérico de um polinémio f(X) € K[X] € obtido pela substitui¢ao

da varidvel X por um elemento a € K.

Exemplo 5.  Determinar 0 valor nUMErico do polindmio
f(X)=X*—-3X34+2X%—-6X + 1 para X = 2.

O valor numérico é obtido substituindo a varidvel X por 2 no polinémio e realizando
as operacoes devidas, assim,
f(2)=2*—=3(23+2(2)*-6(2)+1=16—-24+8—12+1=—11.

Portanto, f(2) = —11.
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Lema 3 (Algoritmo da Divisao). Dados os polinémios nao nulos f(X), g(X) € K[X],
entdo existem polinomios q(X),r(X) € K[X] tal que f(X) = ¢(X).9(X) +r(X), onde
r(X) =0 ou 0r(X) < dg(X).

Demonstracao. A prova é na verdade nada mais que o processo de "divisao longa" a
qual é usada na escola para dividir um polinémio por outro. Se 0f(X) < dg(X) nao
h& nada para provar. Basta colocar ¢(X) = 0, e r(X) = f(X), e certamente teremos
f(X) =0.9(X)+ f(X), onde Or(X) < dg(X) ou f(X)=0.

Considere agora 0f(X) > dg(X). Sejam,

(X)) =a, X"+ ap X" 4+ @ X2+ X +agp e
g(X) =0, X" 4+ by X+ 4 0y X2+ b1 X + by, onde a, # 0,0, #0 en > m.

An

Tomando fi(X) = f(X) — (b
inducao sobre o grau de f(X), godemos supor que f1(X) = ¢1(X).g(X) + r(X) onde
r(X) =0 ou dr(X) < dg(X).

Substituindo f;(X), temos:

)X"‘mg(X). Assim, 0f1(X) < n — 1, entao por

G

760 = (§2) 900 = (00 906) +1(X) =

Qn

f(X) = (bm> X" "g(X)+ q(X).g(X)+r(X) =

100 = ((52) 2+ 0 ) + 100

an

Considerando, ¢(X) = (b

) X" 4+ q1(X), temos

f(X) = q(X).g(X) +r(X), com ¢(X),r(X) e K[X],
onde (X)) =0 ou Or(X)<dg(X). O

Exemplo 6. O polinomio f(X) = X + X% + X + 3 pode ser escrito como
(X +1)(X?*+1)+2, ou seja, X3+ X+ X 4+3=(X+1)(X?+1)+2
Sendo g(X)=X?+1eq(X)=X+1er(X)=2, temos que:

f(x)=q(X).g(X)+7r(X), com 0Or(X)<dg(X).
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2.4  Algoritmo Pratico da Divisao de Polindmios

Para dividir um polinémio f(X) = @, X" + a, 1 X" ' + -+ + a1 X + ag por
g(X) = bpX™ + by X+ oo+ 0y X + Dby com n > m e ap, b, # 0, devemos

dividir o termo a, X" pelo termo b,, X" obtendo como resultado
Cn—m = <0Jn-b;11>Xnim, com  ap, bm e K.

Em seguida multiplica-se ¢,_,, por g(X) e subtrai de f(X) obtendo 7 (X). Se o grau
de 7 (X) for menor que o grau de g(X) a divisao encerra. Caso contrario, devemos
repetir o processo, isto ¢, dividir o termo de maior poténcia de r1(X) pelo termo b, X™,
multiplicando o resultado obtido pelo polinomio g(X) e subtrai pelo polinomio r;(X).
O procedimento termina quando o grau de 74(X) for menor que o grau de g(X), onde

o polindmio ¢(X) é obtido pela somatoria dos termos do quociente da divisao.

Exemplo 7. Dividir o polinémio f(X) = X?+ X*+ X + 3 por g(X) = X*+1, onde
f(X),9(X) € RX].

X3
X2
valor pelo polinémio g(X) e subtraindo de f(X) obtemos 71(X) = X?+3, como o grau

Pelo procedimento descrito acima temos que ¢; = = X multiplicando este

de r1(X) e igual ao grau de g(X) devemos prosseguir com a divisdo. Dividindo agora
o termo de maior grau de r;(X) pelo termo X?, obtemos ¢y = 1, multiplicando c,_;
por g(X) e subtraindo de r1(X), obtemos como resultado ry(X) = 2. Como o grau de
ro(X) é menor que o grau de g(X), a divisdo estd completa. Portanto, temos como
resultado, r2(X) =2, ¢(X) = X + 1. Assim,

X+ X2+ X +3=X+1)(X*+1)+2.

Outra maneira de efetuar a divisao dos polinomios pode ser através do procedimento

pratico conhecido como divisao da chave(analogo ao niimerico).

X3+ X2+ X +3]| X2+1
-X3-X X
X?+3 X+1
-X?2-1

2

Assim,
X+ X4+ X+3=(X+1)(X*+1)+2
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2.5 Raizes de Polinémios

Defini¢ao 9. Para f(X) = ag + a1 X + -+ + a, X" € K[X], a func¢io polinomial
associada a f € a funcao p: K — K dada, para x € K, por

p(z) = apa™ + - 4+ a1z + a.

Quando f(X) = ¢, a fungao polinomial associada é a fungao constante p(x) = ¢ para
todo xr € K.

Definicao 10. Chamamos de equagao algébrica ou polinomial toda equacao que pode
ser escrita na forma p(z) = 0, onde p(x) representa a fun¢ao polinomial associada a
f, dado por

p(2) = anx™ + ap_12" "t + - 4 ag2® + ayx + ao,

onde (ag,ay,- -+ ,a,) € uma sequéncia quase toda nula, com x € C, tal que a, # 0.

Defini¢ao 11. Seja f € K[X] um polinémio, com fun¢ao polinomial associada

p: K — K. Um elemento o € K € uma raiz de [ se p(a) = 0.

O conjunto de todas as raizes da equagao polinomial recebe o nome de conjunto

solucao da equagao.
Exemplo 8. O nimero 2 ¢ raiz do polinomio X3 —2X% 4+ X — 2, pois
p(2)=23-2224+2-2=0.
Exemplo 9. Determine as raizes da funcio polinomial p(x) = z* — 4z + 5.
Devemos encontrar um valor «, tal que p(a) = 0, ou seja,
o’ —da+5=0.
Somando —1 em ambos os lados temos:

o —datd=-1=
(a=2P=-1=>a-2=+/-1=
a=2+t/-1=>a=2%1.

Assim, existem dois valores para « tais que p(a) = 0, ou seja, a fun¢do polinomial p(z)

possui duas raizes complexas.
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Proposigao 3 (Teste da raiz). Se f € K[X]\ {0} e a € K, entdo:
i. a € raiz de f se, e s6 se, (X —a)|f(X) em K[X];
it. Se a for raiz de f, entao existe um maior inteiro positivo m tal que (X — o)™
divide f(z) em K[X];
1. Se aq, -+, a forem raizes duas a duas distintas de f, entao o polinémio
(X —aq) -+ (X — ay) divide f(X) em K[X].
Demonstracao. (=)i) Pelo algoritmo da divisao temos a existéncia de polindmios
q|X],r[X] € K[X] tais que
f(X)=(X—-a)(X)+r(X), com r=0 ou IOr<9dX —a)=1
Assim, r(X) = ¢, um polinémio constante. Dai,
fX) =X —a)g(X) +c
Sendo p(z) a fun¢ao polinomial associada ao polindémio f(X), temos que
p(@) = (2 — a)g(x) +c.
E, sendo « raiz de f, pela Defini¢ao 11, temos
pla) =(a—a)g(a) +c=0=c=0.

Portanto,

Logo, (X — a)|f(x).
(<) Considere (X — )| f(X). Assim f(X) podera ser escrito como:
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Logo, o é raiz de f.

ii) Pelo Lema 3, se m > 0f e sendo 9(X — )™ = m, entdo (X — «)™ nao divide
f(X).

Portanto, existe um maior inteiro m < 0f tal que (X — )™ divide f(X).

i) Sendo «p raiz de f, pelo item i, temos que (X — oq)[f(X), isto ¢,
f(X)=(X —a1).q(X), com ¢(X)eK[X]

Considerando a fungao polinomial p(x) e g;(x) associada aos polinomios f(X) e ¢1(X)

respectivamente, temos:

p(x) = (z — a1)gi ().

Sendo a raiz de f e as # «q, temos:

plaz) = (a2 — a1)gi(ag) = 0 = gi(az) = 0.

Logo, as é raiz de ¢1(X), isto é, ¢1(X) = (X — ag)h(X). Dai,

JX) = (X = an)(X = ap)h(X),
logo, (X — a1)(X — ay) divide f(X).

Repetindo o procedimento para as s raizes, temos que
(X —aq) (X — ay) divide f(X) em K[X]. O

Proposic¢ao 4 (Horner - Rufinni). Seja f(X) = X"+ a, 1 X" '+ -+ a1 X +ap um

polindmio monico sobre K, isto €, a, = 1. Se o € K € uma raiz de f e
g(X) = X" 4 by o X" b b X by,

onde g(X) € K[X]| € o quociente da divisao de f(X) por (X — «), entdo temos
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bn72 =a+ a1

by—3 = aby,_o + an_

bpn—1—i = abyp_i + ap_;

by = aby + a;.

\
Demonstra¢ao. Podemos escrever o polinémio g(X), como

n—1

g(X) = X"+ by X

=1

Como g(X) é quociente da divisdo de f(X) por (X — «), entdo temos:

f(X) = (X =a)g(X)

n—1
= (X — Oé) Z bn_l_an_l_i
=0

n—1 n—1
n—i n—1—1
= E by_1-X - E abp_1; X
=0 =0
n—1 n—2

= by X"+ ) by X =) ab, L X — ab
=1 =0

n—1 n—1

= X"+ Zl b1 X" — Zl ab, ;X" — aby

n—1

= X"+ Z(bnflfz‘ - abnfi)Xnii — aby. (*)

i=1

Mas,

f(X) = X"+a, 1 X" T4+ X +a,
n—1

= X”+Zan_iX"_i+a0. (k)

i=1
Assim, de (%) e (#x), temos

n—1 n—1

X" + Z CLn,anii + ag = X" + Z(bnflfi — Oébn,i)Xnii — abo.

i=1 i=1
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Dai, comparando a igualdade entre os polinémios, com 1 <7 <n — 1, temos:

p
bn—2 =a+ a1

bnfi’) = by + Ay 2

bn—l—i = abn—i + ap—i

bo = Oébl +as.

2.6 Algoritmo de Horner - Rufinni

O algoritmo que apresentamos pode ser utilizado para verificar se um a € K é raiz
de um polinémio f(X) € K[X].

o' a, =1 Ap—1 Up—2 E a ag
Oébnfl + an_1 oz(ozbn,l + CLnfl) + An_o ce Oébl + ap Oéb() + ag
b1 =1 br—2 bn73 T bO

Os valores da primeira linha sdo os coeficientes do polinémio f(X) e os valores

da terceira linha sdo os coeficientes do polinomio quociente da divisao de f(X) por
(X —a).

Exemplo 10. Verifique que 4 € raiz do polinémio f(X) = X14+2X3—-13X?—-38X —24
e encontre, com o auxilio do algoritmo de Horner - Rufinni, o quociente da divisao de
f(X) por (X —4).

Temos que ay =1, a3 =2, ap = —13, a1 = —38, ag = —24 e a = 4.

Vamos montar o algoritmo.




Através do algoritmo, podemos observar que:

by=1, by=6, b =11, by=G6.

Como aby + ag = 0, temos que 4 é raiz de f(X). Logo, o quociente da divisdo de f(X)
por (X —4) ¢ g(X)=X>+6X*+11X +6.

Corolario 1. Se f € K[X]\ {0}, entao f possui no mdazimo Of raizes em K.

Demonstracao. Desenvolvendo a prova por indugao sobre o grau de f.

Se df = 0, entdo existe um ¢ € K\ {0} tal que f(X) = ¢. Dai, a fungao polinomial
associada a f é a fungao p(z) = ¢, e segue que o nimero de raizes de f ¢ 0, isto e, igual
ao Of.

Seja agora f um polindmio de grau positivo, e suponhamos que a afirmacao do
enunciado seja valida para todos os polinémios de graus menores que 0f. Se f nao
tiver raizes em K, nada hé a fazer. Por outro lado, se @« € K é uma raiz de f e m o
maior natural tal que f(X) = (X — a)™q¢(X), para algum polinomio g € K[X]. Como
0q = 0f —m < 0f, segue da hipotese de inducao que ¢ tem no maximo Jq raizes em
K.

Agora, se f # a, f € K ¢é raiz de f, temos

0 =p(B) = (8 —a)"q(p)

Logo, (3 é raiz de q(X).
Portanto, o nimero de raizes de f é igual a m mais o nimero de raizes de ¢(X), e

segue, que f possui no maximo m + dq = Jf raizes em K. O

Teorema 1 (Teorema de Gauss). Todo polinomio f € C[X]\ {0} possui ao menos

uma raiz complexa.

Uma consequéncia imediata do teorema fundamental da algebra é o seguinte

Corolario 2. Se f(X) = a, X"+ -+ a1 X + ag é um polinémio, com f(X) € C[X] e

grau n > 1, entao existem n numeros compleros ay, - -+ ,a, tais que

fX)=a, (X —a1) - (X — ap).
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Demonstracao. Fagamos a prova por inducao sobre n, 0df = n. Se n = 1, imediato.
Caso contrario, suponhamos, por indugao sobre n, isto é, o corolario é valido para todo
polinémio de coeficientes complexos de grau menor ou igual a n — 1.

Se ay € C é uma raiz de f, o teste da raiz garante a existéncia de um poliné6mio
g, também de coeficientes complexos, tal que f(X) = (X — a1)g(X). Note que g tem
grau n — 1 e coeficiente a,; portanto, por hipotese de inducao existem aq,--- ,a, € C
tais que g(X) = ap,(X —az) -+ (X — «,). Logo,

f(X) = (X = a1)g(X) = an(X — a1)(X = ag) -+ (X = ),

e nada mais hé a fazer. O

Teorema 2. Seja o polinomio f(X) = a, X" +a, 1 X" 1+ +asX? + a1 X +ag com
a, # 0, com coeficientes reais. Se o numero complexo z = a + bi, com b # 0 € uma
raiz da funcdao polinomial, entao o complexo, conjugado, z = a — bi, também serd raiz

da funcao polinomial.
Demonstracao. A fungao polinomial associada a f(X) é dada por
p(z) = ap2™ + ap 12"+ 4 agr® + ayx +ag, com a; €R.

Seja « raiz de p(x), com o = a + bi, com a,b € R, b # 0. Por hipotese, se o = a + bi,

com b # 0 é raiz da func¢do polinomial p(z), isto &, p(a) = 0. Assim,
Q" + Gy asa® + aa+ ag = 0.

Tomando o conjugado de ambos os lados da equagao e aplicando as propriedades

de conjugado, temos:

Ap0" + Q1™+ aga? + aja + ag = 0=
@O + @y 10" e age? F@a +ap =0 =
anW%—an_la”*l + - +a2§+a16+a0 =0=

an(@)" + ap_1 (@) 4 -+ as(@)® + a1 + ag = 0.

Portanto, p(@) = 0, ou seja, @ é raiz da fungdo polinomial. ]
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Proposicao 5 (Formula de Cardano). Dado um polinomio f(X |, definido por

f(X) = X?+pX+q. Entaouma € K, dadopor\/——+\/—+27+\/ __1/_+2_7

é uma raiz de f(X).

Demonstragdo. Considerando f(r) = z® + pr + ¢ como sendo a fungao polinomial

associada a f(X), e calculando o valor de f(«):

3
2 3 2 3
S S SNy B S A SR
fla) = \/2+ 13 +\/2 1

2 3

sl q ¢ | p
_—— — — —:0

+p\/2 R

Portanto a é uma raiz de f(

>
O
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2.7 Derivada de um Polinémio

Os conceitos abordados sobre derivadas, serao importantes para estudar as carac-
teristicas das raizes de uma funcdo polinomial do 3° grau da forma 23 + px + ¢ para

p < 0.

Defini¢ido 12. Para um polinémio p(x) = a,z™ + ap_12" ' + -+ + a17 + ap € K[X],

definimos sua derwada p' € K[X| como o polinémio
P (x) =na,z" t + (n — 1ap_12" 2 + -+ + 2ax + ay, se Ip > 0.
Caso contrdrio, definimos p/(x) = 0.

Exemplo 11. Determine a deriwvada dos sequintes polindmios abaixo:
(a) p(x) = z* + 423 — 3z
(b) p(x) = 22° — 4a® + 32* + x — 3

Usando a Definicao 12, temos:
(a) p'(z) = 42 + 122 — 3.
(b) p'(z) = 10z* — 1222 + 6 + 1.

Definicao 13. Dada a funcao f: 1 — R, um ponto xq € I é chamado de
i) ponto de mdzrimo da func¢ao quando f(x¢) > f(x) para todo x € I;

it) ponto de minimo da funcdao quando f(x¢) < f(x) para todo x € 1.

Teorema 3. Seja f : R — R uma funcao derivdvel em xy, onde xo € um ponto no
interior do dominio de f (Dy). Uma condi¢ao necessdria para que xo seja um ponto

de mdzimo ou de minimo local € que f'(xy) = 0.

Demonstracao. Suponhamos que xg seja ponto de maximo local. Assim, existe r > 0
tal que
f(x) < flwo) em Jm—rzo+r] N Dy

Como, por hipotese, zg € Dy, podemos escolher  de modo que |zg—r,zo+7r[ C  Dy.
Assim,
flz) < f(xo),Yx € Jxg—1,20 + 7|
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Como f é derivavel em z(, os limites laterais

fi(xo) = lim fa) = fla) f (o) = lim f@) — flwo)

z—zy T T e T — g
existem e sao iguais a f'(zg). Mas,
o) = tim LB = S@) g @) = Flwo)

a—a T — Xg Ty T —Xo

Para xo < x < x9 + r, temos
f@) ~ flw) _

T — I -

0

Assim,
o) = lim, M

<0= fl(x0) <0 (%)

Para o — r < x < x¢, temos

1)~ Sl -,
T — Xo -
Assim,
f(zo) = lim @) = flao) > 0= f'(xo) >0 (%x)
T—Ty T — o
Logo, de (%) e (xx), temos que f’(z) = 0. O

Teorema 4. Seja f : R — R uma funcao que admite derivada de 2% ordem continua
no intervalo aberto I e xq € I. Entao,

(a) f'(x0) =0 e f"(x0) > 0=y € ponto de minimo local.

(b) f'(xg) =0 e f"(x9) < 0= x¢ € ponto de mdzrimo local.

Demonstracao. (a) Como f” é continua em [ e f”(zq) > 0, entdo existe um r > 0, tal
que |xg — 7,z + | esteja contido em 1.

Logo,

f"() >0 em Jzg—r,zo+r].
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Assim, f’ é estritamente crescente neste intervalo. Como f'(zg) = 0, resulta:

fl(x) <0,z € Jrg—r x|

f(x) >0,z € |xg,zo+r]

Portanto, f é estritamente decrescente em |zg — 7,z e estritamente crescente em
|zo, xo + 7]

Logo, xy é ponto de minimo local.
(b) Como f” é continua em I e f”(xq) < 0, entdo existe um r > 0, tal que |zo—r, xo+7|
esteja contido em [. E ainda,

f'(x) <0em |zg —r,xo+ r|.

Assim, f’ é estritamente decrescente neste intervalo. Como f'(xy) = 0, resulta:
Y A

f(x) >0,z € Jeg—r w0

fl(x) <0z € |xg, a0+ 1| -

Portanto, f é estritamente crescente em |zg — 7, x| e estritamente decrescente em
]$07 ZTo + T[.

Logo, xy é ponto de méximo local. O
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3 Equacoes polinomiais

Nesta secao faremos o estudo dos procedimentos para resolver equacoes de 1° ao
3° grau. Estudaremos de uma forma detalhada o procedimento utilizado por Cardano
para determinar uma raiz de uma fung¢ao polinomial do 3° grau. Realizaremos o estudo
das caracteristicas das raizes de uma funcao polinommial do 3° grau de uma forma
algébrica e utililazemos a representagao grafica de algumas fungoes para comprovar o
que foi realizado algebricamente.

No 6° ano, segunda fase do ensino fundamental ja se desenvolve uma pré-algebra,
mas é no 9° ano que os conceitos algébricos sao ampliados, buscando desenvolver esses
conceitos em situacoes problemas. Neste momento o aluno comeca a reconhecer dife-
rentes fungoes da algebra, representando problemas por meio de equagoes e conhecendo
a "sintaxe" (regras para resolugao de uma equagao). O curriculo do Ensino Médio busca
propiciar aos alunos um aprofundamento nos conhecimentos sobre conjuntos numeéri-
cos e algebra, de uma forma articulada com outros conceitos, bem como sobre uma
perspectiva socio-historica da origem desses temas. Estes contetidos estao diretamente
relacionados ao desenvolvimento de habilidades que dizem respeito a resolucao de pro-
blemas, a apropriagao da linguagem simbolica, & validacao de argumentos, a descrigao
de modelos e a capacidade de utilizar a Matematica na interpretagao e intervengao no
real. Conforme destaca os Parametros Curriculares Nacionais (PCN).

O estudo dos polindémios no Ensino Médio nem sempre é abordado nas escolas da
rede ptblica, uma vez que o planejamento dos contetdos depende do niimero de aulas
destinadas a disciplina e com isso muitas vezes leva o professor a priorizar contetidos
determinados pelos livros didaticos adotados pela instituicao, fazendo uma abordagem
"superficial" dos polinomios, principalmente, os polindémios de 3° e 4° graus.

Para estudar as equagoes polinomiais como orientam os PCN’s, trabalhamos com a
construcao do conhecimento, desenvolvendo o processo para encontrar as raizes de uma
equagao polinomial e nao s6 as formulas. Para tanto foi necessario fazer um estudo
preliminar de niimeros complexos, algoritmo de Horner - Rufinni, sendo este utilizado
para efetuar divisao entre polindmios e neste trabalho com o intuito de verificar se um
valor v ¢ ou nao uma raiz de uma funcao polinomial e por dltimo um breve estudo
de derivadas de uma funcao polinomial com o intuito de estudar as caracteristicas das

raizes de uma funcao polinomial do 3° grau

39



3.1 Meétodos para Resolver uma Equacao Polinomial

Existem vérios métodos para resolver uma equacao polinomial, iremos estudar prin-
cipalmente o método de Cardano para resolver equagoes de 3° e 4° graus, buscando apli-
car o método de Cardano para trabalhar com os alunos do Ensino Médio,desenvolvendo

com eles este procedimento sem utilizacao da férmula de Cardano.

3.1.1 Equagao do 1° Grau

Para determinar a raiz da equacao ax+0b = 0, com a # 0, devemos somar em ambos

os membros o termo (—b), obtendo
ar +b—b=—b.

Assim, encontramos

axr = —b,

1
multiplicando os dois membros da equacao por —, obtemos
a

1 1

—.ax = —b.—.

a a
Portanto, x = —— é a raiz da equacao ax + b = 0.

a

3.1.2 Equacao do 2° Grau

Para determinar as raizes da equacao ax?® + bx + ¢ = 0, com a # 0, primeiramente

multiplicamos os dois membros da equacao por —, obtendo
a

x2+<g)x+(§> =0.

. & ~
Em seguida somando (——> em ambos os membros da equagao, temos

2+ (g)x: (-9).

40



Somando em ambos os membros da equacao o termo "quadrado da metade do coefici-

2
ente do termo 2", isto é, <2—) , obtemos
a

(@) ()= 00 ()

Dessa forma, temos no primeiro membro um quadrado perfeito, entao podemos escrever

+£ 2_ b2 — dac
v 2 ) 4a? ’

Dai, existem duas solucoes para a equacao anterior,

2 _
(QZ—O—QE) :j:\/b 4ac.
a

a nova equagao como segue

2a

Ou seja,
~ —bE Vb —dac

2a

T

O radicando b? — 4ac define as caracteristicas das raizes:
e b? —4dac > 0, teremos duas raizes reais distintas;
o 1> —4ac =0, teremos duas raizes reais iguais, dizemos uma raiz dupla;
e 1?2 —4ac < 0, teremos duas raizes complexas, sendo uma conjugada da outra,;
Exemplo 12. Determine as raizes da equacdo x> + 5x + 6 = 0.
Usando o procedimento acima, temos:

2?+52+6 = 0=2>+5x=-6=

25 25
2
) — | = —6 — | =
r°+ x+(4> +(4>
5\ 1 5 1 5 1
(x+2> 4:>x+2 2:>x 5 2:>
r = —3 ou x=-—2
Logo, * = —3 e v = —2, sao as raizes da equacio 2% + 5z + 6 = 0. Escrevemos o

conjunto solu¢do como sendo S = {—3, —2}.
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Exemplo 13. Determine as raizes da equacdo x> +4x + 5 = 0.
P +4r+5 = 0=2°+4o0=-5=

P +dr+4 = —5+4=
(42?2 = 1= 24+2=+/-1= z=-2+i=
r = =241 ou x=-2-—1
Logo, x = —2 +iex = —2 — i, sdo as raizes da equacdo 22 + 4z + 5 = 0. Escrevemos

o conjunto solugao como sendo S = {—2 414, -2 —i}.

3.1.3 Equacao do 3° Grau

Para determinar as raizes de uma equacao do 3° grau, primeiramente utilizamos

2 3 2 3
a formula de Cardano, dada por z = \3/—% +14/ C]Z + ]2)—7 + i/—g — 1/ C]Z + %, sendo

utilizada em equagoes do tipo z° + pr + ¢ = 0, a qual estudaremos com detalhes, e

em seguida, utilizaremos o Algoritmo de Hornner - Rufinni, para efetuar a divisao do
polinémio 2 + px + ¢ = 0 pelo polinimio (z — «), onde « é a raiz encontrada pela
formula de Cardano, obtemos como quociente um polinomio de grau 2. Dai, aplicamos

o procedimento para uma equacao do 2° grau.
Exemplo 14. Determine as raizes da equacdo x® —6x — 9 = 0

Temos que g = —9ep=—6

Utilizando a féormula de Cardano, temos

(9, [CO 6P o (<9 [(97 (-6
x:\/—2+\/4+ +\/— —\/4+27
9 81 216 39 81 6
SR T [ 2

r = V841
3

Tr =

Através do algoritmo de Horner-Rufinni, temos

Oé:?), CL3:1; (1220; (11:—6; a0:—9; b2:1, b1:3 (S b0:3



Podemos observar que o ntimero 3 é raiz da equacao 2> — 6x — 9 = 0, pois o resto
da divisao é igual a 0.
Assim, 2% — 6z — 9 pode ser escrito como (x — 3)(z? + 3z + 3). Para encontrar as outras
raizes, basta encontrar as raizes da equacao z? + 3x + 3 = 0.

Determinando as raizes da equacao 2% + 3x + 3 = 0, obtemos

_ —3+V3i . x_—3—\/§i
2 -2

—34+3i —3—/3i
2 2 b

X

Logo, conjunto solucao é dado por S = {3,

Apresentamos o estudo realizado, conjuntamento com os alunos do Ensino Médio,
dos procedimentos utilizados por Cardano para reduzir uma equacao polinomial do 3°
grau da forma ax® +bx? +cx+d =0 com a,b,c,d € Re a,b, c,d # 0, em uma equacao
polinomial do 3°grau da forma z* + pz + ¢ = 0. E por fim, determinar as raizes dessa

equacao polinomial utilizando os procedimentos, sem o uso das formulas.

3.1.4 O Método de Cardano

Cardano sendo um verdadeiro discipulo de Al-Khowarizmi e, como os arabes, pen-
sava em suas equacoes com coeficientes numeéricos especificos como representantes de
categorias gerais. Por exemplo, uma equacao ciibica da forma 22 + px = ¢, era escrita
como "um cubo e coisa igual a um nimero", com isso quando se escrevia "seja o cubo
e seis vezes o lado igual a 20" queriam dizer z3 + 6z = 20 (BOYER, 2002. p.195), a
qual poderia ser resolvida substituindo x por u — v e sendo w.v igual a terca parte do
coeficiente de x. Os critérios utilizados neste exemplo serao demonstrados na Proposi-
cao 6.

Assim, temos:
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(u—v)*+6(u—v) = 20
w? = 3uPv + 3u? — v+ 6u—6v = 20.

Sendo u.v = 2,

u? — 6u + 6v — v + 6u — 6v = 20 = u® — v* = 20.

Como, u.v =2 tem-se v = —.

N

Multiplicando por u?, obtemos

u® =200 -8 = 0.

Fazendo u® = m, tem-se

my = 10 + 2¢/27 = 10 + 63

m?—20m —8=0= ou
me = 10 — 2¢/27 = 10 — 6/3.

Sendo u? = m, obtemos

Uy = \3/]_04‘6\/§
u:%é ou

us = v/ 10 — 64/3.

Temos que

u? —0® =20 = 0v® =ud —20.
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Para u; = v/ 10 + 6\/5, tem-se
03 =10+ 6v3 — 20 = v, = \/—10 + 6v/3.
Para us = v/ 10 — 6\/§, tem-se

03 =10 —6v3 — 20 = vy = \/ —10 — 6v/3.

Podemos verificar que:

o u = V10+6V3= v = v —10+6V3 = —uy;
o uy=V104+6V3 =1y =v—10+6V3 = —u,.

Sendo assim,

x:€/10+2\/2_7+ i/m-zﬁ.

Para equacoes do tipo 2® = cx + d substituimos = por u + v, ao invés de u — v.

Exemplo 15. Usando o método de Cardano determine uma raiz da equac¢ao

2% = 9z + 16. Assim,

(u+v)* = 9u+wv)+16
u? 4 3u*v + 3u? + v = 9u+ 9v + 16.

Sendo u.v = 3, temos

WU+ -+ = 9u+9v+16
w4+ = 16.

Como, u.v = 3 = v = —, segue que
u

Multiplicando por u?, obtemos
u® —16u® +27 = 0.
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Fazendo u?® = m, obtemos

m1:8+\/37

m? —16m +27=0= ou

m2:8—\/ﬁ

Sendo u® = m, temos

uy = \3/8+\/§
u:%:> ou

uy = /8 — 24/37.
Temos que
w4 0P =16 = v® =16 — u’.

Para u; = v/8 + m, tem-se
v =16 -8 — V37 = v, = \/8 — V/3T.
Para us = v/8 — \/ﬁ, tem-se

03 =16 — 8+ V37 = vy = \/8 +V/37.

Podemos verificar que:

° u1:\3/8+\/ﬁ:>1)1:\3/8—\/ﬁ:u2;
L] u2:38—\/§:>1}2:38+\/ﬁ:u1.

Sendo assim,

x:§/8+\/§+\3/8—\/§

Vejamos agora como Cardano chegou na formula
2 3 2 3
Sy B SR A R N S S
x_\/2+ 4+27+\/2 TS
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3.1.5 Equacao da Forma 2° + pr = ¢

Proposicao 6. Seja x® + pr = q(x), com p,q € N. Utilizando os procedimentos de

Cardano, determine uma raiz da equacao (*).

Demonstracao. Substituindo x por u — v e u.v = ]—?, obtemos

(u—v)’+plu—v) = ¢

u? — 3utv 4+ 3u® — v+ pu—pv = q.

Sendo u.v = g, temos

3 3

u—put+pv—vPFpu—pv = ¢
-0t = ¢

= v = P Assim,

u
3 ﬂ)?’ _
Y <3u e

Como, u.v =

w3

Multiplicando por u?, obtemos

6 3 P
_ —— =0
= qu’ = oo
Fazendo u® = m, obtemos
r 7 .3
q q p
, (A T
2 p
— ——=0=
m qam o7 ou
3 .3
q q p
("™ TV T

Sendo, u? = m, temos

U:\?’/EZ> ou




Temos que,

w -t =g=v"=u—q.

Parau1—3g+ qzz+§)—,37,tem—se
SR N T
Parauz—gg— q;jtg—;,tem—se

Podemos observar que:

2 3 2 3
34 q p 3 g /4 p
® U 2+ 4+2 (%] \/2+ 4+27 Ug;

Sendo assim,

3.1.6 Equacao da Forma 2% = pz + ¢

Proposigao 7. Seja a3 = px + q(xx), com p,q € N Utilizando os procedimentos de

Cardano, determine uma raiz da equacao (x).

Demonstracao. Substituindo x por u+v e u.v = 2—9, obtemos

(ut+v)® = plutv)+q
u? + 3uPv + 3w+ = putpuv+tq
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Sendo u.v = ]2, temos

u3+pu+pv+v3 = pu-+pv—+q
w40 = q.
Como, u.v = Pov=2 Assim,
3 3u
3 P?
HORE
3u 1
Multiplicando por u?, obtemos
3
6 3, P
— — = 0.
U qu” + 97
Fazendo u?® = m, obtemos
2
q q
\ ™=yt
p
m? — gn+ —==0= ou

27

Sendo, u? = m, temos

u:\‘q/ﬁé

(
2 3
_ ¢4 ¢ _ P
“1_\/2+\/4 27

Temos que,

u3+213:q:>v3:q—u

2 3
Para u; = \3/ + “CJZ — 5—7, tem-se

N[

ou
U — 3 g —_ q_2 —_ i
[ 2 4 27

3

q
=45
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2 3
ParauQZ\B/g—\/qZ—g—?,tem—se
2 3 2 3

3 _ q q p 314 q
=q— = — == u={ ==
R \/2+\/4 2

Podemos observar que:

2 3 2 3
3/q q p 3/ q q p
* \/2+ T AN \/2 Vi " or ™™
2 3 2 3
g [ p sl a
pu— —_— ——_i pu— _— —_— p— .
* \/2+ TN \/2+ TN

Sendo assim,
2 3 2 3
N A RN (i
2 4 27 2 4 27

Ao analisar as raizes das equagoes: (x) e (%), verificamos que se diferem apenas no
3

sinal do termo % Isso ocorre porque o termo px, na equagao (xx), esta do lado direito

8=

5=

]

da igualdade, enquanto na equagdo (*) se encontra do lado esquerdo da igualdade.
Motivo este que realizamos a substituicdo de z na equagdo (#*) por u+ v, ao invés, de

u — v. Porém, o mais relevante é o procedimento utilizado para determinar uma raiz.

3.1.7 Equacao da Forma 23 +pzr +q=0

Este caso representa a generalizacao dos casos anteriores. Os casos apresentados
anteriormente tem o intuito de mostrar o procedimento utilizado, por Cardano, para

encontrar uma raiz de uma equacao do 3° grau.

Proposigao 8. Seja 2° + pr +q = 0(x x %), com p,q € R. Ulilizando o0s procedimentos

de Cardano, determine uma raiz da equagdo (* x *).

Demonstra¢ao. Como o termo pz na equagao (k%) esta do lado esquerdo da igualdade,
utilizamos o mesmo procedimento da equagao (x), ou seja, substituindo x por u — v e

p .
u.v = =. Assim,
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(u —v)* + plu —v) +q
u? — 3uPv + 3uv® —v® + pu—pv+¢q

Sendo u.v = ]2, temos

u3—pu+pv—v3+pu—pv+q =

u? —v® +q

6 3 P
vy
U+ qu 57
Fazendo u® = m, obtemos
( 2
q
\ K
2 S N
m- +qgm 7 ou
S B ('
(7 2 4

Sendo, u?® = m, temos

U:%:> ou

e



Temos que,

W= +qg=0=v=u’+q

q 7 3
Para u; = —5 + T + 57 tem-se
2 3 2 3
3 q q p 34 q p
= —— — —_— = — - - -
R TR R T
2 3
Para uy = —g - (JZ + ]29—7, tem-se
2 3 2 3
3 q q p q p
_ —— — —_ —_— :> — —- — —_— -
BT TN Ty T T T Ty
Podemos observar que:
2 3 2 3
3/ q q p 3/ 4 q p
* SR T A VT T A
2 3 2 3
3 q q D 34 q p
e —_—_—— — —_— = e — — — —_— = —
* " \/ TR R TR U E T

ou

]

Exemplo 16. Utilizando o procedimento de Cardano, determine uma raiz da equacao

2 +3x+4=0.

Como o termo 3x estd do lado esquerdo da igualdade, entao devemos substituir z

por u —v e u.v = 3= 1. Assim,

(u—v)>*+3u—v)+4 = 0
u? —3uPv +3u? —v* +3u—-3v+4 = 0.
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Sendo u.v = 1, temos

wW—3u+3v—1v’+3u—3v+4 =

u— 0P +4 =

1
Como u.v =1 = v = —, segue que
U

Multiplicando por u?, obtemos

Fazendo u? = m, obtemos
my = —2+ \/5
m?>+4m—1=0= ou

m2:—2—\/5.

Sendo, u?® = m, temos

u =vV-2++5
u=/m= ou
Uy = v/ —2 — /5.
Temos que,
WP +4=0=v=ud+4

Para u; = —2+\/5, tem-se
v =4—-2+5=v =v2+5.
Para us = \ —2—\/5, tem-se
v§:4—2—\/5:>112: V2 — /5.

Podemos observar que:
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o Uy d—2+\/5:>Ul:‘524—\/5:—u2
o Uy 3—2—\/5:>v2:32—\/5:—u1

Sendo assim,

a
Q

2+\/§+\/ 2 -5

3.1.8 Equacao da Forma Geral a3 + bz? +cx +d =0

Neste topico mostramos que uma equacao geral do 3° grau pode ser reduzida ao

caso anterior.

Proposigdo 9. Seja ax®+bx?+cx+d = 0(x**x), com a,b,c,c € R ea # 0. Utilizando

0s procedimentos de Cardano, determine uma raiz da equagdo (x * *x).

Demonstragdo. Primeiro devemos escrever a equagao (x**x) na forma 3 +px +q = 0.

Dividindo a equacio ax® + bx? 4 cx + d = 0 por a, obtemos
b d
3+ (—) ? + <E>a:+—:0.
a a a
Substituindo x por y — 3q’ temos
a

AN YA
y3a ay3a

s byt by b3 by?  20%y P cy be d

-2 42 2 g 2 L T
Y a 3a?  27a? a 3a>  9a®  a 3a® a
3 3ac —b? N 20° — 9abc + 27a*d 0
Y 3a? Y 27a3 -
Ao fazer a substituicao de x por y — — as caracteristicas das raizes da equacao

ax® + bx? + cx + d = 0 ndo se altera, apenas sofre um deslocamento horizontal, que é
b

dado por —.
3a

3ac — b* 20% — 9abc + 27a%d
Fazendo p = 32 e q = 578

y> + py + ¢ = 0. Portanto, pela Proposicio 8, temos

2 3 2 3
_ ¢4 @ . pr e gL P
y_\/2+\/4+27+\/2 Vot

, obtemos a equacao do tipo




Como x =y — 3q’ temos

AR

3ac — b2 2b% — 9abe + 27a%d

_ . 0
32 4 2743

onde p =

3.1.9 Caracteristicas das raizes de uma equacao do 3° Grau

De acordo com o Corolario 2, uma equacao polinomial do 3° grau possui 3 raizes
complexas e pelo Teorema 2, pelo menos uma raiz é real. Assim, surge questionamentos
como: o que define a quantidade de raizes reais? Como podemos determinar o nimero
de raizes reais? Para responder a estes questionamentos, estudamos a relacao entre as

raizes e os coeficientes de uma equacao polinomial do 3° grau.

Seja a equacao polinomial
az® +br* +cx+d=0,(1)

com a,b,c,d € Rea#0.

A equacao polinomial (1), pode ser representada pela fun¢ao polinomial
p(x) = az® + ba® + cx + d.

Reescrevendo a fun¢ao polinomial na forma

b
his) = §° —g— —
(s)=s"+ps+q, com zx=s "
3ac — b? 20° — 9abc + 27a*d
onde p=—5—) ea= e

Para estudar a caracteristica das raizes, separamos para valores de p e q os seguintes

Casos:

1° Caso: p=0eqg=0
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Obtemos a fungao polinomial h(s) = s®. Neste caso, possui uma raiz real tripla,

que é¢ s = 0.
2° Caso: p=0eq=#0.

Considere o como sendo uma raiz real de h(s), pelo item i) da Proposigao 3, temos

h(s) = (s —a)g(s), onde g¢g(s)e€ R[X].

Devemos entao determinar a caracteristica das raizes de g(s), para tanto vamos utilizar

o algoritmo de Horner-Rufinni. Temos que:

(13:1; QQZO; a1:0; ap = (g, 62:1; bleé; bOZOé.

Assim,
Dai,

—a+v—3a2 _ —atV 3a2q

S =

2 2
Logo, as raizes de g(s) sdo:
—a + V3a?i —a — V3a?i
=0 o0u s=—p—.

Portanto, para p = 0 e ¢ # 0 a fungao polinomial h(s) = s* + ps + ¢, possui duas

raizes complexas conjugadas e uma raiz real.

3% caso: p>0eq=0.
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Assim, obtemos a fungao polinomial h(s) = s3> + ps. Como nao temos o termo g,
temos que s = 0 é uma raiz de h(s). Assim, pelo item i) da Proposi¢do 3, podemos
escrever

h(s) = sg(s), onde g(s)€ R[X].

Assim, g(s) = s* + p.
Dali,

s = +y/—p = £ /pi
Logo, as raizes de ¢(s) sao:
s=4/pi ou s=—./pi.

Portanto, para p > 0 e ¢ = 0 a fungao polinomial h(s) = s* + ps + ¢, possui duas

raizes complexas conjugadas e uma raiz real.
4° caso: p<0eq=0.

Seja p = —a, onde a = |p|.

3

Assim, obtemos a func¢ao polinomial h(s) = s° —as. Como nao temos o termo ¢, temos

que s = 0 é uma raiz de h(s). Assim, pelo item i) da Proposi¢ao 3, podemos escrever

h(s) = sg(s), onde g(s)e€ R[X].

Assim, g(s) = s? — a.

Dai,
s =+va=£/|p|

Logo, as raizes de g(s) sao:
s=+/Ip| ou s=-—p|.

Portanto, para p > 0 e ¢ = 0 a fungao polinomial h(s) = s* + ps + ¢, possui trés

raizes reais distintas.

5° Caso: p>0e q+#0.
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Assim, obtemos a fungao polinomial h(s) = s> + ps + ¢. Considere o como sendo

uma raiz real de h(s). Assim, pelo item i) da Proposi¢ao 3, podemos escrever

h(s) = (s —a)g(s), onde g¢(s) € R[X].

Devemos entdo determinar a caracteristica das raizes de g(s), para isso vamos uti-

lizar o algoritmo de Horner-Rufinni.
Temos que:

az=1; a3=0; ar=p; a=¢ b=1 b=ao b=a"+p

al|l|0 p q

lla|a®?+p|a®+pa+q=0
Assim,
g(s) =s* +as+a® +p.
Dali,
—a* /=32 —4p —a£+/3a%+4pi

S = —=

2 2

Logo, as raizes de g(s) sao:

—a+ /3% + 4pi —a — /3a? + 4pi

S = 9 ou s= B

Portanto, para p > 0 e ¢ # 0 a fungio polinomial h(s) = s® + ps + ¢, possui duas

raizes complexas conjugadas e uma raiz real.

6° Caso: p<0eq#0

Seja p = —a, onde a = |p|

3

Assim, obtemos a fun¢do polinomial h(s) = s® — as + ¢. Considere o como sendo

uma raiz real de h(s). Assim, pelo item ) da Proposi¢ao 3, podemos escrever
h(s) = (s —a)g(s), onde g¢g(s) € R[X].
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Devemos entao determinar a caracteristica das raizes de g(s), para isso vamos utilizar

o algoritmo de Horner-Rufinni.

Temos que:
as=1; ay=0; aj=—-a; ay=¢q by=1 b =a b =a’—a.
«ltlo] |
llala?—a|a®—ax+q¢=0
Assim,
g(s) = s* +as+a’ —a.
Dai,

—a+vV—-3a2+ 4a

: (8)

S =

Logo, as raizes de g(s) sao:

—a+ V=302 + 4a —a— V=302 +4a

S = ou s =

2 2

Neste caso, para determinar as caracteristicas das raizes de g(s) devemos estudar o
sinal do radicando da igualdade (A). Assim, o sinal do radicando depende de «, mas
queremos uma relagdo com os coeficientes e nao com a raiz real. Entao estudamos a re-
lacao de aw com p e g, no resto da divisdo entre h(s) por (s—«), uma vez que sabemos que
¢ igual a zero. Ao analisar este resto, encontramos novamente uma equacao do 3° grau
com os mesmos coeficientes da equagao h(s). Precisamos entao aprofundar um pouco

mais nossos estudos, sobre os polinémios, para buscar uma solugao para este problema.

Assim, vamos estudar a caracteristica das raizes da funcdo polinomial
h(s) = s — as + q usando o conceito de derivada e de méximo e minimo de uma

funcao polinomial.

3

Aplicando a Defini¢ao 12 na func¢ao polinomial h(s) = s® — as + ¢, obtemos

W (s) = 3s* — a.
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O Teorema 3, nos garante que: uma condicao necessaria para que sy seja um ponto de
méaximo ou de minimo local é que I/(so) = 0. Assim, temos 3s*> — a = 0. Desta forma,
obtemos

V3a V3a

§S]=-—7=— € Sp=———.

3 3

Precisamos classificar, em méaximo ou minimo, os pontos em que h/(s) = 0. Assim
devemos calcular a segunda derivada da fungdo polinoémial h(s) = s* — as + ¢, para

tanto aplicamos a Defini¢ao 12 na funcao polinomial /'(s) = 3s* — a, obtendo

h"(s) = 6s.

Sendo h”(s1) = 2v/3a > 0 e h'(s1) = 0, pelo item (a) do teorema 4, temos que s; é
um ponto de minimo local e sendo h”(sy) = —2v/3a < 0 e I/(s1) = 0, pelo item (b) do

Teorema 4, temos que s, é um ponto de maximo local.
Como a funcao h(s), possui um ponto de maximo local e um ponto de minimo
local, vamos analisar o sinal de h(s;)h(sy) para verificar se existe um s €|sy, sof, tal

que h(s) = 0.

Temos que:

Determinando, h(s1)h(ss), temos

(51 h(es) = (q_ 2a\9/3_a) <q+ 2a\/3_a> ,  4d3

Para h(s1)h(s2) =0 = h(s;) =0e h(s2) =0 ou h(s;) =0e h(sy) # 0 ou h(s;) #0 e

h(s2) = 0. Isso ocorre quando:
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43
q2_i:0

g=4t
27 1

2av/ 3a
g

Para h(si)h(s2) > 0 = h(s;) <0 e

ocorre quando:

h(sy) < 0 ou h(s;) > 0 e h(sy) > 0. Isso

Para h(s1)h(s2) < 0= h(s;) <0 e

4a? 2av/ 3a
2
—— < 0= - <g<
T~ 97 9 q

h(s2) > 0 ou vice-versa. Isso ocorre quando:

2av 3a
o

Portanto, para p < 0, p= —a e a = |p|a fungao polinomial h(s) = s + ps + ¢,

tem-se:

2|p|\/3
e Trés raizes reais, sendo uma dupla para ¢ = iw;

2|pl/3Ip| cq< 2|pl+/3lp|
9 9

2plV3lel . _2[p[y/3lp]
9 9

e Trés raizes reais distintas para —

e Uma raiz real e duas complexas para q > <

Resumindo, temos:

P q caracteristica da raiz

0 0 raiz tripla igual a zero

0 # 0 uma raiz real e duas complexas
>0 qualquer uma raiz real e duas complexas
<0 :I:M trés raizes reais sendo uma dupla
<0 _%\/3@ <q< %\/BM trés raizes reais distintas
<0 > %\/3@ ouq < _%\/3@ uma raiz real e duas complexas
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3.2 Estudando a Caracteristica das Raizes com Auxilio da Re-

presentacao Grafica

Na abordagem utilizada, em sala de aula, foram utilizados alguns exemplos de
funcoes que possibilitassem a visualizacgao dos alunos quando lhes apresentados repre-
sentacoes graficas. Representagoes estas, trabalhadas através do software wplotpr, o
qual é um software livre de facil acesso e compreensao, tanto para alunos quanto para
os profissionais da educagao.

Uma importante ferramenta para o estudo do comportamento das raizes de uma
funcao polinomial é o uso de programas que possam construir graficos de funcoes e
manipular esses graficos, como o software wplotpr ja anteriormente referido. O uso
deste tipo de software para analisar o comportamento de uma curva, possibilita ao
aluno visualizar o que é feito algebricamente, facilitando a sua compreensao.

Nesta secao, realizamos um estudo da caracteristica das raizes de uma funcao po-
linomial d0 3° grau, relacionando com o que foi estudado algebricamente. Assim, os
alunos podem verificar de uma maneira mais clara o que acontece quando realizamos
a mudanca de valor de p e ¢, bem como a relacao que os valores de p e ¢ tém com a
caracteristica das raizes da fun¢ao polinomial do 3° grau.

Primeiro analisamos a relacao existente entre os graficos das funcoes polinomiais
f(x) = azx® +br*+cx+de h(s) = s*+ ps+q. Para encontrar a func¢ao polinomial h(s)
realizamos a substituicao de x por s — 3 A partir desta anélise podemos verificar o
deslocamento horizontal mostrado algebrcilcamente.

Utilizamos como exemplo as fungoes: f(x) = 23 +32% +22+3 e h(s) = s* — s+ 3.

1L/

Figura 1: Gréfico das fungoes f(z) =2* 4+ 322 +2x+3 e h(s)=s>—s+3
Podemos observar que a representagao grafica de f(x) e de f(s) sdo semelhantes e
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se diferenciam apenas por um deslocamento lateral, o que mostra que a caracteristica
das raizes nao se altera. Ou seja, a quantidade de raizes reais e complexas nao se altera.

Vamos agora, estudar o comportamento do grafico de uma func¢ao polinomial na
forma f(r) = 2 + pr + ¢, para determinar a caracteristica de cada raiz. Para que a
raiz seja real é necessario que o grafico intercepte o eixo OX. Assim, o niimero de raizes
reais, esté relacionado com o nimero de pontos em que o grafico intercepta o eixo OX.

Utilizando como exemplo a fungio f(x) = 2.

Figura 2: Grafico da fungdo f(x) = 2°

Nesta funcao temos p =0e ¢ = 0.
Podemos observar que o grafico corta o eixo OX no ponto x = 0, com foi visto no
1° caso do estudo algébrico das caracteristicas das raizes.

Fazendo p = 0 e variando ¢q. Para isso, utilizamos as fungoes f(z) = 23+ 1 e
h(s) = s> — 1.

Figura 3: Gréfico da funcdo f(z) =23 +1 Figura 4: Grafico da funcdo h(s) = % — 1

Podemos observar que, na Figura 3 e na Figura 4, temos p = 0 e ¢ # 0. Assim,

verifica o 2° caso estudado algebricamente, uma raiz real e duas complexas, pois o
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grafico corta o eixo OX em apenas um ponto. Podemos verificar também que os
graficos sofre um deslocamento vertical, cortando o eixo OY no valor de q.

Fazendo ¢ = 0 e variando p. Para isso, utilizamos as func¢oes f(z) = 2° + x e
h(s) = s —s.

L
L

Figura 5: Grafico da funcdo f(x) = 2> + o  Figura 6: Grafico da fungdo h(s) = s — s

Na Figura 5, temos para p > 0 e ¢ = 0, enquanto na Figura 6, temos p < 0 e ¢ = 0.
Podemos verificar que agora os graficos mudaram completamente o comportamento,
assim a caracteristica das raizes também. Temos na Figura 5 uma raiz real e duas
complexas, j4 na figura 6 trés raizes reais distintas.

Vamos mudar o valor de q e verificar se isto interfere no comportamento dos graficos,

para isso, utilizamos as fungoes f(z) =2 +x+1e h(s) = s> — s+ 1.

¥ ¥
4 4

L
FN

Figura 7: Gréfico da fungdo f(z) = 23+ x + 1Figura 8: Grafico da fungao h(s) = s3 — s+ 1

Note que, na Figura 7, temos p > 0 e ¢ = 1, enquanto na Figura 8, ¢ <0 e g = 1.
Podemos verificar que o grafico da Figura 7 em relacao ao grafico da Figura 5, sofre
apenas um deslocamento, sem alterar sua forma, e sem alterar o niimero de pontos que
o grafico, intercepta o eixo OX, isto mostra que a caracteristica das raizes conserva-

se, ou seja, uma raiz real e duas complexas. No grafico da Figura 8, também sofreu

64



apenas um deslocamento, sem alterar sua forma, em relagao ao grafico da Figura 6,
mas o nimero de pontos que, o grafico, intersepta o eixo OX, alterou completamente,
assim a caracteristica das raizes também. Logo. para p > 0 temos uma raiz real e duas
complexas, como vimos algebricamente.

Vamos agora, fixar um valor para p < 0 e variar o valor de ¢, utilizando as funcoes
flx)=a2®—3z+1eh(s)=s*—3s+2.

[

Figura 9: Grafico da funcio f(z) = 23 —3z+1Figura 10: Grafico da funcio h(s) = s> —3s+2

Na Figura 9, temos p = —3 e ¢ = 1, enquanto na Figura 10, temos p = —3 e
q = 2. Podemos verificar que o grafico da Figura 9, temos trés raizes reais distintos e
na Figura 10, temos 3 raizes reais sendo uma dupla. Os graficos mostram um mesmo
comportamento, mas o grafico da Figura 10 sofreu um deslocamento vertical, em relagao
ao grafico da Figura 9, em ambos os casos o grafico corta o eixo OX no ponto q. Assim,
para um ¢ > 2, deveremos ter uma raiz real e duas complexas como podemos verificar

no gréifico representado, na Figura 11, para tanto utilizamos a fungio f(x) = 2*—3z+3.

&0k b &l

Figura 11: Grafico da fungdo f(x) = 2® — 3z + 3

Na abordagem realizada, em sala de aula, foram analisados outras representacoes
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graficas, além das apresentadas neste trabalho, para que os alunos pudessem perceber
a relagdo existente entre p e ¢ com o comportamento de cada representagao grafica.
Assim, se fez a verificacao da caracteristica das raizes, fazendo também uma relacao

do estudo grafico com o estudo algébrico.

3.3 Equacao do 4° Grau

Nesta secao, trabalhamos uma resolucao algébrica, com os alunos do Ensino Médio,
da equacao polinomial ax*+bx3 +cr?+dx+e = 0, com a, b, c,d, e € R, a # 0 mostrando
a importancia do procedimento de Cardano para a sua resolucgao.

Cardano embora achasse possivel, nao foi capaz de resolver, contudo o inclui no
capitulo XXXIX da sua "Ars Magna" atribuindo a Ferrari a sua solucao. A solucao

apresentada por Ferrari.

. . . . . 6
Nesta solugao, dada por Ferrari, considera o primeiro termo igual a —, o segundo por x
x
3

e o terceiro por 5 assim temos a proporcao continua®

e o produto das duas primeiras
partes igual a 6.

Partindo de que a soma seja 10, temos:

6 x3
—+xz+— = 10
T 6

Multiplicando por 6x, obtemos
' +62°+36 = 60x.

Completando o quadrado perfeito no primeiro membro temos:

z* + 62 + 36 + 62° = 60z + 62°
2t + 1222+ 36 = 60z + 622
(22 +6)* = 62+ 60.
Diante desta situacao, necessitamos que o segundo membro também seja um qua-

drado perfeito de um polinémio em z. Assim, buscamos uma constante b, para que o

segundo membro da equagao acima se torne um quadrado. Assim,

(2% + 6 + b)* = 62° + 60z + b° + 2b(z* + 6).

4E toda proporcio que apresenta os meios iguais.
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Devemos entao encontrar b, tal que
62 + 60z + b* + 2b(2* + 6),

seja um quadrado perfeito de um polinomio em x. Mas

62 + 60z + b* + 2b(2x* +6) = 62° + 60z + b* + 2b2x® + 12b
= (2b+6)2® + 60z + (b* + 120).

Para que seja um quadrado é necessario que:
60% — 4.(2b + 6).(b* + 12b) = 0.
Desenvolvendo a equacao acima, temos

3600 — 8b% — 1206 — 288b = 0
8b% 4+ 1206% + 288b = 3600
b3+ 1562 +36b = 450.

Desse modo a resolucao da equacao do 4° grau fica dependente da resolucao da
equacao do 3° grau a qual ja se conhecia a forma de resolugao. Assim, Ferrari recorre

a formula de Cardano.

E importante ressaltar que o procedimento utilizado por Ferrari nos permite resol-

ver as equacoes tipos ax? + cx? +dr +e =0 e ax* + ba® + ca® + e = 0.

Para resolver uma equacao do 4° grau, devemos reduzi-la a um dos tipos citados

acima.

Seja a equacao polinomial
4 3 2 _
ax” +bx” +cx”+dr+e=0, (1)

com a,b,c,d,e € C,a # 0.

Dividindo toda a equagao por a, temos:

b d
x4—|——x3—|—£x2—l——x+520.
a a a a
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" - b
Para eliminar o termo 2 devemos substituindo x por y — s
a

d b

b b b e
)+ Z=o.
(y 4a)+a

b c
N Y YN L T Y N2
(y 4a) +a(y 4a) +a(y 4a) + -

Desenvolvendo, obtemos

4_|_ 5_3_172 2_|_ i_ﬁ_i_c_l + E_ﬂ+b2c_3_b4 —0
Y a 8a? y a3 24?2 a Y a 4a? 1643  256a%)

Para facilitar os calculos vamos escrever a equacao na forma

y'+By*+Cy+D=0, (2

onde

B = c 3
a 8a?
b3 be d
C = ———+-
a3 2a2+a
2 4
p e W e

Utilizamos o procedimento de Ferrari.
2

Somando ”h em ambos os lados na equagao (2), obtemos

B> B
y4+By2+Cy+D+I:I.

Assim,

B\> B?
2 _ = —_— — —_
(y + 2) 1 Cy—D. (3)

Agora devemos encontrar um valor S de forma que o segundo membro da equagao

(3) seja um quadrado perfeito. Segue que

B 2 B2
<y2—}-5—|—5) =28y~ Cy+—- - D+ S8 +BS. (4
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B
Para que a expressao 25y% — Cy + o D + 5% + BS, seja um polindémio quadrado

em y, o discriminante deve ser igual a zero, ou seja,

2 32 2
C* 85 (7 —D+S+BS) =

Desenvolvendo obtemos a ciibica, em S.

85° +8BS*+ (2B*—8D) S —C*=0.  (5)

Considerando s; , como sendo uma solu¢ao da equacao (5) e substituindo em (4)

temos
B 2 o2
2 R — -
(y + 5 +81) 251 (y 431)
B 2 c\°
2, b _ 2 v
(y + 5 +31) (V2s1) (y 431)
B 2 C\/2s1
(y2+—+81) = <\/25 Yy — i )
2 481
B 2 \V/251 2
2 R — —
(?”2“1) (”2” wzs)
C\/2s;
D511 — —
<y += +sl> (ﬁy BN ) 0
B C+/ Cv/2s,
<y2+5+51+\/2_51y 5 _)( + = +S1 V2s1y + _8> = 0.
Dali,
B C\/251
2 _ — —
(y + 5 + 51+ V2s1y 2\/%) 0 (6)
ou

(yQ—i—g—l—sl @y%—g\/\/g) 0. (7
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Resolvendo (6), temos

1 Cv/2s
n=y —¢2sl+\/—2sl—2B+ :

S1

1 Cv2
vo= 5 | —v2si - \/—231 9B 4 VA
Resolvendo (7), temos

1 V2
b= | V2 + \/—231 Y P Tt

Assim, as solucoes da equagao (1) é dado por
T =Y — Ea

onde 1 =1,2,3,4.
Quando na equacao y* + By? + Cy + D = 0, o valor de C for zero, vamos obter
uma equacao da forma
y* + By* + D = 0.

Assim, nao necessitaremos da cubica auxiliar e, para encontrar as raizes devemos usar

o seguinte procedimento
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2
Somando e em ambos os lados e desenvolvendo os célculos, temos

B2 B2
4 BZ D - - =
y'+ By’ + D+ - 7
B\? B2
2
- — — _D
(y+2> A
B B2
+ = = +£4/=—-D
Vg A

NS

I

H_
|§
o | &
H_
ﬁ

|

>

Exemplo 17. Usando os procedimentos de Ferrari, determine as raizes da equacao
xt — 1023 + 3522 — 50z + 24 = 0.

L . 3 . . 5
Primeiro devemos eliminar o termo x°. Para isso, substituindo x por y + —.

2
5\* 5\° 5\ 2 5
Z) —1 e 2) - ) 424 =0.
(y+2) 0<y+2) +35<y—|—2) 50<y—|—2)—l— 0

Desenvolvendo os calculos, obteremos

5 9
4__2 I
Y 2y +16 0.

Note que, neste caso, eliminamos os termos y> e y. Assim, ndo h4 a necessidade de

usar uma cubica auxiliar.

Logo, vamos desenvolver como se fosse uma equagao polinomial do 2° grau.
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9 25 25 N
2 16 16 16

» 5\ _ 9 %
Y74) T 167 16

( _3
Y73
2—§:1:> 2:9:>
Yy 1 Yy 1 ou
y 3
5 =35
2_ <Y _ 2
Yy 1= +1 = _1
¥=3
2—E:—1:> 2:1:>
Yy 4 Yy 1 ou
B 1
\ y= 2

Logo, as raizes da equacao z* — 102® + 3522 — 50 +24 =0sdo: z = 1,2 = 2,
r=3 e x=4

Assim como foi feito para as equagoes do 3° grau, podemos apresentar, ao aluno,
de forma analitica e grafica, utilizando os resultados estudados, que uma equacao poli-
nomial do 4° grau pode ter: todas as raizes reais, duas reais e duas complexas ou todas

complexas.
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4 Consideracoes finais

Apo6s um breve estudo da histéria das equacgoes polinomiais, podemos destacar a
motivacao dos matematicos em superar os desafios e as dificuldades para encontrar
uma técnica que pudesse determinar as raizes de equagoes de 3° e 4° graus.

O avanco das técnicas de resolucao de equacoes polinomiais se deu através de de-
safios, propostos aos grandes mateméticos, que tinha como objetivo encontrar novas
metodologias para suas resolucgoes.

No decorrer do desenvolvimento, em sala de aula, concluimos que o ensino de equa-
¢oes polinomiais nao pode se restringir apenas ao estudo de equacoes de 1° e 2° graus e
em alguns casos particulares de equagoes de 3° e 4° graus, como é abordado na maioria
dos livros didaticos. O aluno do 3° ano do Ensino Médio possui condigoes para com-
preender as técnicas de resolucao de equagao com grau maior que 2 em sua forma geral,
desde que as metodologias adotadas, pelo educador estejam voltadas a construcao do
conhecimento valorizando o aluno como participe desta construcao. Logo, permitindo
um aprofundamento no estudo dos polinémios.

Com relacao ao estudo dos polinémios, pela longa experiéncia em sala de aula,
pocebemos que os alunos possuem um grande desconhecimento do assunto, muitos nao
sabem, sequer tem nocao de que se trata este tema. Isso mostra a necessidade de
construir, conjuntamente com os alunos, os conceitos basicos mostrando a importancia
das formulas, como e quando utiliza-las. Neste trabalho apresentamos uma maneira
de determinar uma raiz de uma equagao do 3° grau, sem utilizar uma férmula pronta.
Contudo, este trabalho requer uma continucao para desenvolver uma anélise qualitativa
do procedimento, utilizado por Cardano, em sala de aula. Entretanto o objetivo deste
trabalho foi alcangado, pois demonstramos o procedimento utilizado por Cardano para
equacao geral do 3° grau. Além disso, como professor do Ensino Médio, apliquei este
procedimento em sala, mostrando aos alunos este procedimento, sem fazer essa analise
qualitativa do procedimento.

Para estudar o comportamento das raizes de uma equacao do 3° grau, relacionando-
as com seus coeficientes, utilizamos dois procedimentos: a) analitico através das teorias
do conjunto de niimeros complexos, do algoritmo de Horner-Rufinni e do conceito de
derivadas; b) gréafico com o uso do programa wplotpr, possibilitando uma melhor vi-
sualizagao do comportamento das raizes. Tais procedimentos estao diretamente inter-
ligados tornando-se pecas fundamentais para a construcao deste estudo, enriquecendo

o conhecimento e a assimilacdo do mesmo.
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Concluimos com este trabalho, que o estudo dos polinémios de grau maior que
2 apresenta uma complexidade mais elevada para encontrar as raizes das equacoes
associadas. Mas, com a utilizacao dos procedimentos de Cardano para encontrar uma
raiz de uma equacao do 3° grau na forma geral, possibilita a inser¢ao do estudo das
funcoes polinomiais de 3° e 4° grau no grade curricular do 3° ano do Ensino Médio. O
uso do dispositivo de Horner-Rufinni para reduzir a equagao do 3° em uma equacao do
2° grau, possibilita, encontrar as demais raizes. No estudo das caracteristicas das raizes,
quando utilizado os procedimentos com o uso de um software, o qual estabelece uma
visualiza¢ao, permitindo uma compreensao do conhecimento que esta sendo construido.
O procedimento de Cardano, o algoritmo de Horner Ruffini e a utilizacao de um software
¢ uma maneira eficaz de executar uma planejamento de acordo com as orientacoes do
PCN’s, considerando sempre a participacao do aluno no processo, pois sabemos que o

processo de ensino e aprendizagem estd sempre em constante construcao.
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