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RESUMO

Mendes, Cleiton Dias. Demonstracoes Trigonométricas Via Geometria
Plana. Cataldao, 2014. Trabalho de Conclusdo de Curso, Departamento de

Matematica, Regional Cataldo, Universidade Federal de Goiés.

O presente trabalho tem como objetivo apresentar as demonstracdes de algumas
relacdes trigonométricas utilizando somente a geometria plana. Este procedimento foi
realizado visto que a maioria dos livros didéticos apresentam demonstragcdes quase que
somente algébricas. Desejamos desta forma, apresentar aos professores e aos alunos de
matemdtica do ensino médio e/ou superior, as demonstra¢des de identidades trigonométricas
utilizando a geometria. Para isso foi considerado o ciclo trigonométrico apenas no primeiro
quadrante, tal que dado um angulo a qualquer temos a < 90°, estendendo o raciocinio aos

demais quadrantes.

Palavras-chaves: Matemadtica, Trigonometria, Geometria.



ABSTRACT

Mendes, Cleiton Dias. Statements trigonometry identity using plane
geometry. Catalao, 2014. Completion of couse work, Department of

Mathematics, Regional Cataldo, Federal University of Goiés.

This work has been presented with some trigonometric connections statements only
using plane geometry. This proceeding has been realized because we observed that a didactic
book only presents algebraic statements. We wish in this way, presents to mathematics
teachers and students in high or upper school, trigonometry statements identity using
geometry. For this, It has been considered trigonometry cycle only in the first quadrant, given
an angle such that o have any o < 90°, extending the reasoning to the other quadrants.

Key words: Mathematics, Trigonometry, Geometry.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

O termo trigonometria (trigono: tridngulo e metria: medidas) € o estudo da Matemadtica
responsdvel pela relacdo existente entre os lados e os angulos de um tridngulo. Nos tridngulos
retdngulos quando as relagdes constituem os chamados angulos notéveis, 30°, 45° e 60°, elas
possuem valores conhecidos fraciondrios representados para as relacdes seno, cosseno e
tangente. Nos tridngulos que ndo possuem angulo reto, as condicdes sdo adaptadas na busca
pela relagdo entre os angulos e os lados como, por exemplo, a utilizag@o da lei dos senos e lei
dos cossenos. Nessa perspectiva hd situagdes em que efetuar medidas envolvendo distancia
entre objetos que ndo sdo diretamente acessiveis precisam de mecanismos que facilitam o
entendimento. A trigonometria ndo se limita apenas a estudar os tridngulos.

Sua aplicacdo se estende a outros campos da Matemadtica auxiliando na atividade
humana, tais como a FEletricidade, a Mecénica, a Acustica, a Musica, a Topologia, a

Engenbharia, etc.
"A trigonometria teve seu inicio na antiguidade remota, quando se acreditava que os planetas
descreviam Orbitas circulares em redor da Terra, surgindo dai o interesse em relacionar o

comprimento da corda de uma circunferéncia com o angulo central por ela subtendido".

(LIMA, 2006, p.240)

Deve-se ressaltar que a Trigonometria objetivou a elaboracdo dos estudos das fungdes
trigonométricas, relacionadas aos angulos e aos fendmenos periddicos. A partir do século XV,
a modernidade dos célculos criou novas situagdes tedricas e praticas relacionadas aos estudos
dos angulos e das medidas. Com a criacdo do Célculo Diferencial e Integral, pelos cientistas
Isaac Newton e Leibniz, a Trigonometria ganhou moldes definitivos no cendrio da
Matematica, sendo constantemente empregada em outras ciéncias, como Medicina,
Engenharia, Fisica (ondulatéria, &ptica), Quimica, Geografia, Astronomia, Biologia,
Cartografia, Navegacao entre outras. (BRASIL ESCOLA, NOE, acessado em 20-05-2014)

Com a importancia dada a trigonometria e a dificuldade dos educandos em entender os
procedimentos algébricos utilizados para mostrar a veracidade das identidades
trigonométricas, vé-se a necessidade de abordar, nos livros didaticos, a trigonometria de
maneira mais intuitiva, utilizando como recurso a geometria euclidiana nas demonstracdes

ndo s6 nas demonstracdes elementares, mas também nas mais complexas. Dessa forma,
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podemos satisfazer a dois tipos de raciocinio, intuitivo e algébrico, visto que alguns alunos
podem compreender melhor dlgebra enquanto que outros a geometria.

A clareza do processo demonstrativo é uma estratégia de fundamental importancia
visto que propicia ao aluno a lembranca de “como fazer” ou o caminho a ser seguido para se
chegar a uma conclusio satisfatdria.

Para o bom funcionamento desse algoritmo compreendemos que utilizando
argumentos bésicos de geometria, um exemplo é a semelhanga de tridngulos, o teorema de
Pitdgoras, as relagdes métricas nos tridngulos e conceitos geométricos simples como, a no¢ao
de ponto, segmento e reta. Podemos assim, transmitir ao aluno a materializacdo do abstrato
das identidades trigonométricas.

Faz-se uma recapitulacio de algumas defini¢cdes e conceitos cuja utilizacdo podera ser
utilizada nas demonstracdes posteriores. As defini¢cdes de seno, cosseno, tangente, cossecante,
secante e cotangente sdo enunciadas de maneira direta, a partir do tridngulo retangulo.
Relagdes métricas no triangulo sdo desenvolvidas utilizando a semelhanca de tridngulos.

Pode-se dizer que Identidade Trigonométrica € uma equacdo envolvendo funcdes
trigonométricas, que é verdadeira para todos os valores assumidos pelas varidveis envolvidas.
Estas identidades sdo tuteis sempre que expressdes envolvendo fungdes trigonométricas devam
ser simplificadas. Uma importante aplicacdo é a integracdo de fungdes nao trigonométricas:
um truque comum envolve primeiro usar a integragdo por substituicdo com uma fungio
trigonométrica e entdo simplificar a integral resultante com uma identidade trigonométrica.

Nos livros didéticos do ensino médio a abordagem ¢ feita de maneira que o aluno
compreenda as demonstragdes mais simples que sdo aquelas que requerem menor
complexidade. Foi feito uma revisdo dessas demonstracdes e acrescentadas outras onde
entende - se que o aluno é capaz de compreender e reproduzir tal demonstracio com
facilidade.

Finalmente apresenta-se a questdo histérica envolvendo as identidades trigonométricas
mostrando duas abordagens, as identidades de Ptolomeu e Viéte.

Conclui-se que a importincia dada as demonstra¢des no ensino € importante para a
consolidacdo dos processos de aprendizagem e compreensdo. A aplicacdo dos resultados é

variada, ficando na maioria das vezes mais claro ao raciocinio.
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CAPITULO II

DEFINICOES ELEMENTARES

2.1 Teorema de Pitdgoras

Em qualquer tridngulo retangulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa € igual a
soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos. (GIOVANNI JfJNIOR, 2009; MORI,
2012)

A hipotenusa € o lado oposto ao angulo reto, e os catetos sdo os dois lados que o

formam. Portanto no triangulo abaixo obtém-se:

2

a’=b"+c’ (2.1)

b C

Figura 2.1: Tridngulo retingulo ABC.

2.2 Semelhancga de tridngulos

Dizemos que dois tridngulos sdo semelhantes quando had correspondéncia entre os
vértices de um e do outro tridngulo, de modo que os angulos dos vértices correspondentes
sejam iguais sendo assim a razdo entre os comprimentos do lados correspondentes é a mesma.

(MUNIZ, 2012)
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Figura 2.2: Dois tridangulos semelhantes

Logo estabelecendo a correspondéncia de vértices A— A,B — B,,C — C,, teremos
N S AB _ BC _ AC
assim A=A ,B=B e C=C, existindo k > 0 tal que _BC . C=K
AIBI BICI AICI

2.3 Razdes trigonométricas no tridngulo retangulo

Como a hipotenusa € sempre o maior lado no tridngulo retangulo, o quociente entre a
medida de um cateto e a medida da hipotenusa serd sempre um nimero menor que 1. Se f,
por exemplo, for um dngulo agudo do tridngulo retdngulo, tem-se que sen B < l ecos < 1,0
mesmo ocorrendo para o outro angulo agudo deste. (GIOVANNI JUNIOR, 2009; MORI,
2012; DANTE, 2009; IEZZI, 2009; ANDRINI, 2012)

Figura 2.3.: Triangulo Retangulo ABC

Considere os angulos agudos do tridngulo retingulo ABC, Figura 2.1(Fig.2.1),

definimos:

I) Seno de um angulo agudo em um tridngulo retdngulo € a razdo entre o cateto oposto a este

angulo e a hipotenusa:
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sen(f)= S e sen(a) 22 (2.2)

II) Cosseno de um angulo agudo em um tridngulo retdngulo é a razdo entre o cateto adjacente

a este angulo e a hipotenusa:
c b
cos(fB)=— e cos(@)=— (2.3)
a a

III) Tangente de um angulo agudo em um tridngulo retangulo € a razdo entre o cateto oposto a

este angulo e o seu cateto adjacente:

eB)= 2 erg@)=C 2.4)
C b

IV) Secante de um angulo agudo em um tridngulo retangulo € a razdo entre a hipotenusa e o

cateto adjacente:
sec (B) = & e sec(a) :% (2.5)
c

V) Cossecante de um angulo agudo em um tridngulo é a razdo entre a hipotenusa e o cateto

oposto:
a a
cossec () = E e cossec() =— (2.6)
c

VI) Cotangente de um angulo agudo em um tridngulo é a razdo entre o cateto adjacente a este

pelo seu cateto oposto:

cotg (B) = % e cotg(a):g Q2.7)
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2.4 Definicdes no ciclo trigonométrico

Define-se ciclo trigonométrico como sendo um circulo de raio unitdrio de centro na
origem do sistema cartesiano.(IEZZI, 2012)
Assim estabelecemos as relacdes de seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e a

cotangente de um angulo B qualquer, conforme a Fig. 2.4 e Legenda 2.1.

|
|
[Eixo das cossecantes |
|
! |
| E
t !

N |

Eixo das!Tangentes
|

Legenda 2.1
o ( _ _ Eixodascotangentes COSSCCB
cotg B
raio do circulo

tg B

sec B

m:cos(ﬂ)

sen B

Eixo das Secantes

MO it Einiseces AG = sen(f)

Figura 2.4:Ciclo trigonométrico e as defini¢des das relagdes trigonométricas fundamentais.

Definindo os segmentos, na Fig. 2.4, observa-se que a reta tangente ao circulo no
ponto C intercepta os prolongamentos dos eixos coordenados no ponto D e E em relagio ao

eixo X e y respectivamente.

Prolongando o segmento AC , obtém-se 0 ponto J no eixo das tangentes e o ponto k no

eixo das cotangentes, logo:

BAC=j (2.8)
AC =1 (2.9)
BI =13(f) (2.10)

AG = sen(f) 2.11)
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AH = cos(f) (2.12)
BJ =1g(B) (2.13)
AE=cossec(f) (2.14)
AD =sec(f) (2.15)
FK = cotg(B) (2.16)

2.5 Relacdes métricas no tridngulo retangulo

Considerando um tridngulo retangulo qualquer, onde H € a altura relativa ao lado BC

tem-se:

Figura 2.5: Tridngulo Retangulo genérico com &ngulo reto em A.

Como a soma dos dngulos internos de um tridngulo € sempre igual a 180° logo tém-se
que a@+B=90"e a+f =90 entdo, = /3, analogamente & =q,.( GIOVANNI JUNIOR,
2009)

Assim os tridngulos ABC, ABH e ACH sdo semelhantes entre si, ou seja, possui

angulos correspondentes congruentes. (DANTE, 2009; IEZZI, 2009; ANDRINI, 2012)

Portanto, vamos analisar as rela¢des entre os tridngulos ABC e ABH.

A A

T — — — — — — —

a B m

Figura 2.6: Tridngulo Retangulo ABC Figura 2.7: Triangulo Retangulo ABH
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A partir da Figura 2.6 e Figura 2.7, tridngulos semelhantes, encontra-se as seguintes

proporcoes:

a b c

2= 2.17

c h m (
Como resultado obtém-se as relacdes:

ah=b.c (2.18)

cF=am (2.19)

bm=c.h (2.20)

Observando agora a semelhanca dos tridangulos ABC e ACH, obtém-se:

Figura 2.8: Tridngulo ABC Figura 2.9: Tridngulo ACH

Fazendo as relacdes de semelhanga para os tridngulos descritos na Fig. 2.8 e Fig. 2.9

obtém-se:

a b ¢

2= 221

b n h ( )
Consegue-se a partir da propor¢do acima as seguintes relagdes:

b’*=an (2.22)

ah=b.c (2.23)

bh=cn (2.24)
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Agora as relacdes de semelhanga dos tridngulos ABH e ACH:

Figura 2.11: Tridngulo ACH

Figura 2.10: Triangulo ABH

Desenvolvendo as razdes de semelhanca obtém — se:

c_h_m (2.25)
b n h

Segue destas razdes as seguintes relacoes:
cn=>b.h (2.26)
c.h=bm (2.27)
h* =mn (2.28)

2.6 Lei do cosseno

Em todo tridngulo o quadrado de um dos lados € dado pela soma dos quadrados dos
outros dois lados menos o dobro do produto destes pelo cosseno do dngulo formado entre

eles. (CARMO, MORGADO, WAGNER, 2001)
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Toma-se um tridngulo qualquer de vértices A, B e C:

|
|
|
hl
|

|
|
|
—&—
H
Figura 2.12: Tridngulo genérico de vértices A, B e C
A projecdo ortogonal do vértice A sobre o lado BC determina o ponto H. Assim

analisamos dois tridngulos retingulos ABH e ACH.

Aplicando o teorema de Pitdgoras em cada um deles conseguimos as seguintes

relagdes:
b*=h"+(a—-m)’ (2.29)
c=n+m’ (2.30)

Subtraindo-se membro a membro e termo a termo a equacao (2.30) pela (2.29) obtém-

se:

= =h-h+m’—(a—m)’ (2.31)

c? =b*+m* —(a* —2am+m?) (2.32)

c=b>+m’ —a* +2am—m’ (2.33)

b*=c*+a’-2am (2.34)
Por meio da defini¢@o de cosseno para o dngulo a no tridngulo ABH tem-se:

cos(ax) = U (2.35)

C

m=c.cos(x) (2.36)
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Substituindo-se o valor de m de (2.36) em (2.35) obtém-se:

b* =c* +a’ —2ac.cos(@) (2.37)

Portanto a equacdo (1.4.9) recebe a denominagdo de Lei do Cosseno.

2.7 Lei do seno

A razdo entre o lado de um tridingulo qualquer pelo valor do seno do dngulo oposto a
este lado € igual ao dobro do raio da circunferéncia que circunscreve esse tridngulo, o mesmo
ocorrendo para todos os angulos deste tridangulo (CARMO, MORGADO, WAGNER, 2001).

Construindo um tridngulo genérico ABC e circunscrevendo-o por um circulo, obtém-

Se:

Figura 2.13: Triangulo genérico ABC inscrito em uma circunferéncia

Marca-se um ponto D, conforme Figura 2.13, tal que o segmento BD passa pelo

centro da circunferéncia. O tridngulo BDC € retangulo no vértice C, pois BCD ¢é angulo

inscrito no arco de meia volta, ou seja, um semicirculo com o didmetro sendo um dos lados do

tridngulo BCD. Logo:

~ a
D)= 2.38
entD)=o R (239

2R=—1_ (2.39)
sen(D)
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Observa-se que o angulo D e A sdo congruentes, pois sdo angulos inscritos sob o

mesmo arco BC, logo:

sen(lS) = sen(g) (2.40)
Substituindo (2.40) em (2.39) tem-se:
= (2.41)

2.R= =
sen(A)

Analogamente, alterando-se o vértice de referéncia, vértice B e depois C, com o

mesmo raciocinio, obtém-se as seguintes relagdes:

2.R= b =~ (2.42)
sen(B)
2R=—"_ (2.43)
sen(C)
Portanto a partir de (2.41), (2.42) e (2.43) obtém-se a relacdo denominada de Lei dos
Senos:
a b € _=2R (2.44)

sen(:{) B sen(lAi’) B sen(e) -
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CAPITULO 111

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

3.1 sen’(a)+cos’ () =1

Para demonstrar a identidade (3.1) considere o ciclo trigonométrico da Fig. 3.1. Be F
sdo projecdes ortogonais do ponto C. Portanto AB = cos(x) e AF = sen(x) =BC. O
tridngulo ABC € tridngulo retdngulo, e por meio do teorema de Pitdgoras tém-se a seguinte

equagio: sen’(c)+cos’(@)=1, denominada de relacio fundamental da trigonometria.

(DANTE, 2010; SMOLE, 2010; RIBEIRO, 2010; IEZZI, 2010)

sen (a)

A cos (a) B

cosseno

Figura 3.1: Relag¢do fundamental.
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1
cos(ar)

3.2 sec(x) =

Na Fig. 3.2, por definicdo AF = sec(f) .

b

ofl______ &%

1
>
-

/

Figura 3.2: Secante de um angulo.

Queremos relacionar o segmento AF com as relacdes sen (B) e cos (B). Como areta b é
a reta tangente a circunferéncia de raio 1 no ponto C, temos AD = cos(f) e AE = sen(f).
Tem-se que os tridngulos DAC e CAF sdo semelhantes, pois possuem dois angulos

congruentes, CAD comum aos dois tridngulos e CDA e ACF retos.

DC q

c

D

Figura 3.3: Tridngulo Retdngulo DAC Figura 3.4 Tridngulo Retingulo CAF



Assim € possivel observar as seguintes relagdes de semelhanga, sendo AC =1:

ic_ip
AF  AC
1 cos(p)
AF 1
T
1 cos(B)
AF=—
cos(f)

Como AF = sec(f), tem-se:

1
= B
3.3 cossec(f) = !
' ~ sen()

Na Figura 3.5, por defini¢ao AF = cossec(f3), entdo:

By

Figura 3.5: Cossecante de um angulo.

27

3.1

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)
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Considerando o circulo trigonométrico da figura 3.5, temos AC=1, AD= cos(f)e

AE = sen( B).
Assim estabelecemos a relacdo do segmento AF com cos (B) e sen (B). No tridngulo

DAC temos que f+a=90°, e ainda S+, =90°, pois sdo complementares. Concluimos
que =0, , assim = /[ resultando que os tridngulos DAC, CAF sdo semelhantes. Ainda
observa-se a semelhanca entre estes e o tridingulo CAE visto que os dngulos ACE e CAD sio

opostos pelo vértice, portanto congruentes.

Entao podemos estabelecer as seguintes relacoes:

E" c

Figura 3.6: Triangulo Retangulo ECA Figura 3.7: Tridngulo Retangulo CAF

Portanto pela semelhanca dos tridangulos ECA e CAF obtém-se:

AF _AC (3.6)
AC AE
AF_ 1 (3.7)
1 sen(fB)
Como por defini¢do AF = cossec(f3), temos:
1
cossec(f) = (3.8)

sen(f3)

Diretamente pode-se obter o mesmo resultado analisando o tridangulo CAF e aplicando

a férmula (2.22), logo:
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(AC)* = AE.AF (3.9)

1= sen(f8).AF (3.10)

AF = senl(ﬁ) = cossec(3) (3.11)
4 _ sen(f3)

3.4 18(p) cos( §)

Tracemos a reta BF tangente a circunferéncia no ponto B, conforme figura 3.8, tem-

se que o prolongamento do segmento AC intercepta BF no ponto F.

Figura 3.8: Tangente

Sendo a reta BF tangente a circunferéncia no ponto B pretende — se identificar qual a

relacdo do segmento BF com as relagdes seno e cosseno de um angulo 3 qualquer.
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Note que f=F AB é comum aos tridangulos FAB e CAD. Assim como FB ¢é paralelo

a CD tem-se que os angulos ACD e AFB sdo congruentes. Logo, estes tridngulos sdo

semelhantes.

Assim, obtém-se:

C °

b 4
/
|
|
|
|
!
|
|
4 | /
/ /
A/\ﬁ ri A/\B
c ° 1 8

Figura 3.10: Triangulo Retangulo BAF

Figura 3.9: Tridngulo Retangulo

Pela semelhanca acima obtém — se a relacdo de proporcao:

a c
£2_° A2
o7 (3.12)
e_4 (3.13)
1 ¢
BF =3P (3.14)
cos(f)
Como BF = tg(p) por definigdo, logo:
g () =B (3.15)

cos(f)



31

3.5 cotg(B) = tg(—lﬁ)

N

Tracamos a reta GF tangente a circunferéncia no ponto G de modo que o

prolongamento do segmento AC seja o ponto F representado na figura seguinte.

Figura 3.11: Cotangente

Estabelecemos a relagio do segmento GF com o sen(S) e cos(8). No ciclo
trigonométrico Ezcos(ﬁ), Ezsen(ﬂ). Como os segmentos AD, EC e GF sio

paralelos e os angulos DAC , ACE e AFG sio congruentes (alternos internos). Logo os
tridngulos ECA e GFA sao semelhantes, pois possuem dois angulos congruentes.

Assim, teremos as relagdes de propor¢éo da Fig. 3.12 e Fig. 3.13:

A

Figura 3.12: Tridngulo Retangulo AFG Figura 3.13: Tridngulo Retangulo ACE



Conclui-se que:

EC _EA

GF GA

GF = EC_.GA

EA

GF = cos(f).1
sen(f3)

GF = cos(f)
sen(f3)
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(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Como por defini¢do GF = cotg(f), entdo a cotangente de um angulo é a razdo de seu

cosseno pelo seu seno ou o inverso de sua tangente. Logo:

cos(f)

cotg(B) =

3.6 sec’(B)=1+1g°(B) e cossec’(B) =1+cotg’ ()

sen(B)  1g(pB)

(3.20)

Seja C o circulo trigonométrico, conforme figura a seguir. Entao:

\

A \B
1]

Figura 3.14: Relagdo entre secante e tangente
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Demonstracao :

Na Figura 3.14, mostraremos que § = .
Tracamos a reta t de tal forma que esta seja tangente a circunferéncia no ponto G, logo
que t/'s, sendo que s € a representacdo do eixo x, entdo como sdo alternos internos, f = a.

Tome agora a reta r de forma que esta seja tangente a circunferéncia no ponto C. logo temos

que CDH ¢ congruente a GDK , pois sdo opostos pelo vértice e como DCH e DGK sio
retos logo, os tridngulos GKD e CDH sao semelhantes resultado que o = a.

Portanto = .

Assim os tridngulos ACK e ACJ sdo semelhantes, ou seja, os lados correspondentes

sd0 proporcionais, entio:

AR_L (3.21)

Al CJ

cossec(f) :; (3.22)

sec(f) CcJ

cy=—sh) (3.23)
cossec(f)

—7 _sen(p)

Cl]=—-"-7-F=t 3.24
cos(B) g(B) (3.24)

Agora aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo CAJ, obtém-se:
(AJ)* =(AC)* +(CJ ) (3.25)
sec’(B)=1+1g*(f) (3.26)

Relacionando os lados correspondentes nos tridngulos ACK e ACJ, consegue-se:

K _AK (3.27)
AC AJ
@ _ cossec(f) (3.28)

1 sec(f)
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—— _cossec(f) _ )
CK = —sec(ﬁ) cotg(f) (3.29)

Observamos que aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo ACK, obtém-se:

(AK)’ =(CK)* +(AC) (3.30)
cossec’ () = cotg” (B)+1 (3.31)
n

Observa-se na literatura dos livros diddticos de matemdtica uma apresentacdo da
equacdo (3.26) e (3.31) como uma relagdo decorrente, ou seja, consequéncia de 4lgebra
baseada na relacdo (3.15) fazendo a demonstracdo algébrica como podemos exemplificar

abaixo. (IEZZI, 2010, p.38)

sen’(f) _cos’(B) N sen’(f) _ cos’(f)+sen’(B) _

LT 2 = ) —— =sec’ ()
cos (B) cos’(B) cos (B) cos™(f) cos”(f)

1+1g*(B) =1+
(3.32)
Também usando a verificacdo numérica pode-se estimular a compreensao do aluno

sobre a veracidade de tal relacdo, a qual é feita substituindo B por um angulo com valores

notdveis como = 30°. Entdo:

sen’(30°) _cos’(30°)  sen’(30°) _cos’(30°)+sen’(30°) 1
cos’(30%)  cos*(30°)  cos’(30°) cos*(30%) cos*(30%)

=sec?(30%)

(3.33)

1+1g°(30°) =1+

Portanto, verifica-se que as férmulas (3.26) e (3.31) possuem uma representacio
geométrica.
Em decorréncia do estudo feito na Figura 3.14, pode-se estabelecer a relagio dos lados

da figura com seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e cotangente do angulo f.
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K
cossec (B) - sen (B) cotg (8)
E cos (B) =
L]
sen (B) 1 tg (B)
sen|(B)
0 B [

B
\ e cos (B) D J\

sec/B) - cos (B)

Figura 3.15: Relag@o entre as medidas dos segmentos em func¢do de seno e cosseno de f.
Observa-se que nos tridingulos CEA e CDA serd possivel estabelecer as seguintes

relacdes quando aplicamos as defini¢cdes de seno e cosseno para os angulos 3 e O:

DC
== 3.34
sen(f3) C (3.34)

Como AC = 1, raio da circunferéncia entio:

sen(f8) = DC (3.35)

Agora desenvolvendo para o angulo © a relacdo do cosseno e obtém-se:

cos(@) = ﬁ:f; (3.36)
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Do mesmo modo como AC = 1, conclui-se que:

cos(8) = AE (3.37)

Portanto como no ciclo trigonométrico CD = AE consegue-se:

sen(f) = cos() (3.38)

Conclui-se das observacdes feitas em (3.35), (3.37) e (3.38) que o seno de um angulo é

igual ao cosseno de seu complemento.

3.8 cos(Ra) =1-2sen* (@)

A Figura 3.16 mostra a relagdo entre os dngulos o e 20, sendo f=2«.

sen (a)

cos (a)

Figura 3.16: Relacdes de cos 2.

Sendo o dngulo & = BAF tem-se das definicdes no ciclo trigonométrico:

AB=1 (3.39)
Al = cos(@) (3.40)

FI = sen(@) (3.41)
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Por outro lado se o angulo B =2a, obtém-se:

B=BAC (3.42)
AD = cos(f3) (3.43)
CD = sen(f3) (3.44)

Relacionando essas definicdes com os lados da Fig. 3.16, entdo:

BI = AB— Al (3.45)
BI =1-cos(a) (3.46)

Como o ponto I é a projecdo de F sobre o eixo x (representado pelo segmento E)

entdo o angulo BIF é reto. Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo BIF consegue-se

a relacéo:
(BF)* = (BIY +(FI)’ (3.47)

Que substituindo as relagdes pertinentes tem-se:

(BF)* =[1-cos(@)]’ +sen*(a) (3.48)
(BF)? =1-2cos(@) +cos* (@) + sen* (@) (3.49)
(BF)? =1-2cos(@)+1 (3.50)
(BF)* =2[1-cos(@)] (3.51)

Verifica-se também, que os tridngulos BIF e FHB sdo congruentes e AF & a bissetriz

de B, pois:

f=2a=a+a (3.52)
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Como HAC = p-a=2a-a=a= H;\B, e os angulos AHCe AHBsio angulos
retos, logo os tridngulos AHC e AHB sdo semelhantes. Ainda pode-se observar que o lado
AH é comum aos dois tridngulos e AC =1= AB. Portanto 0s triangulos AHC e AHB sao
congruentes obtendo que CH = HB.

Por outro lado, como AF ¢ bissetriz de BAC , entdo o segmento BC é perpendicular

a AF no ponto H, pois AH ¢é altura do triangulo isosceles ACB.

Os tridAngulos FHB e BIF tem o lado BF em comum e o lado IF é congruente a BH.

Como BIF e BI/-} F', entdo pelo caso de congruéncia LLA (lado, lado, dngulo) os

referidos tridngulos sdo congruentes. Assim:

FH = BI =[1—cos(@)] (3.53)

BH = FI = sen(a) (3.54)

A partir desse resultado:

FH =[1-cos(@)] (3.55)
AH = cos(ar) (3.56)
AF =1 (3.57)

Portanto, analisa-se o tridngulo ACB aplicando a lei dos cossenos para o angulo

BAC = [, obtendo-se:

(BC)’ = (AB)’ +(AC)’ —2(AB)(AC)cos(f3) (3.58)
[2sen(a’)]2 =1 +1> =2(1)(1) cos(B) (3.59)
4sen*(or) =2—2cos(f) (3.60)
2cos(B) =2 —4sen’ (@) 3.61)

cos(B) =1-2sen* () (3.62)



Como f =2« conclui-se:

cos(2a) =1-2sen* (@)
Ainda tem-se:

1-cos2ax)

S€n26¥=
(@) 5

Usando a substituicao da relacdo fundamental obtém-se:

cos(2a) =1-2sen* (@)
cos(Ra) =1- 2[1—cos2(a)]
cos(2a) =1-2+2cos’* ()

cos(2a) =2cos* () —1
Conclui-se também que:

1+ cos(2)

cos* (@) =
(@) 5

Pode-se ainda entender a equagéo (3.68) como:
cos(2a) =1-2sen* ()

cos(2a) =1—sen’ (&) — sen’ ()
Substituindo a relacdo fundamental obtém-se:

cos(2a) =1—sen’ (&) — sen’ ()
cos(2a) =1 - sen*(a) —[1—cos2(a)]
cos(2a) =1—sen* () —1+cos’ (@)

cos(2a) = cos* (&) — sen’ ()
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(3.63)

(3.64)

(3.65)
(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

3.71)

(3.72)
(3.73)
(3.74)

(3.75)
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3.9 sen(2a) = 2sen(ax) cos(x)

Vamos mostrar como estabelecer uma relacio entre o arco duplo e o valor de seno e

cosseno da metade desse arco.

Fazendo-se uma andlise da Figura 3.17 obtemos a semelhanga dos tridngulos DCB e

IAF.

cos (a)

Figura 3.17: Relagdes de sen 2a.

Como AJDe AFI sio correspondentes sendo AJD e CJH opostos pelo vértice,
tem-se que AFle CJH sio congruentes. Logo os tridngulos HIC e AFI sdo semelhantes, ou
seja, possuem dois dngulos congruentes e dois angulos retos.

Entdo, como J CH é comum aos triangulos retangulos HJC e DBC, logo estes

também sdo semelhantes.

Portanto tem-se a semelhanga dos tridngulos AFI e DCB, logo:

% = Z:f (3.76)
CB.AI = AF.DC (3.77)
[sen(@) + sen(a)].cos(@) =1.sen( ) (3.78)
2.sen(@).cos(X) = 1.sen(f) (3.79)
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Como, por constru¢do, f=2a em, entio:

sen(2a) = 2.sen(a).cos() (3.80)
|
218(@) tg(a@)+1g(p)
3.10 tigRa) =——=——— =~
'8 (201) 1-1g*(@) © i8(@+f) 1-1g(a).18(p)

Seja a figura a seguir com B = 2a:

€4
G
—
tg (B)
(%
E®¢————————— — —
: t9(@)
|
|
: P /
|
sen (B) | E
|
| |
| |
|
| | tg (a)
I sen (u)I
|
| |
B | I N s
a 1 JL]
b h o
A cos (B) D |
cos (a)

Figura 3.18: Relagdo da tangente de 2a.

Temos que os tridngulos BAK e CLK sio semelhantes, pois o angulo K é comum aos

dois tridngulos sendo que os angulos ABK e LCK sio retos.

Entdo a relac@o de semelhanga pode-se estabelecer:

AB CL

(3.81)
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Como BK =tg (B), AB = 1 e CL = tg (u), pois AL ¢ bissetriz de B e como CL é
perpendicular em relacdo a AK no ponto C e LB ¢ perpendicular a AB no ponto B. Assim
CL=LB =tg(e) . Portanto encontra-se uma correspondéncia para CK, ou seja, analisa-se o

tridngulo CLK, como o 4ngulo KCL € reto entio poderemos aplicar o Teorema de Pitdgoras

obtendo:

(LK)* = (CL)’ +(CK)’ (3.82)
Percebe-se que na relacdo do teorema de Pitdgoras em (3.82):

LK =BK —BL= LK =1g(f5)—1g(cx) (3.83)

Como CL = tg (a) substitui-se esses resultados na relagéo (3.82), obtendo:

[1s(B)—18(@)] =18*(@)+(CK) (3.84)
(CK)* =[1g(B)-13(0)] —18*(a0) (3.85)
(CK)* =187 (B) - 2.18(B)1g() +1g’ (o)~ 18° () (3.86)
(CK)’ =1g> () —213(B)1g() (3.87)

De (3.81) extrai-se:

AB.CK = BK.CL (3.88)

CK =1g(B)1g(a) (3.89)

Agora, se ambos os membros desta equacio for elevado ao quadrado, obtém-se que:

(CK)* =1g*(B)1g* (@) (3.90)

Portanto, de (3.87) e (3.90), conclui-se que:

18> (P)—218(B)g(a) =18 (P)ig’ (@) (3.91)
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18* (B =18"(P)1g’ (@) +218(f)1g() (3.92)
1> (B)=12(B).| 1g(B) 18" (@) + 218 ()] (3.93)
f ((ﬁﬁ)) [1g(B)1g* (@) +2u8(a0) ] (3.94)
1g()=[18(B)1g* (@) +213(a) | (3.95)
18(B)—1g(f) g’ (@) =21g(a) (3.96)
1g(B).[1-1g> (@) | =213() (3.97)
t1g(B)= mg—@ (3.98)
1-1g" ()
g (20) = 2189 (3.99)
1-1g7 ()
[ |

Outra maneira de realizar a demonstracdo ¢é substituindo algumas relagdes ja

conhecidas e fazendo a verificacio algébrica como segue:

sen(Q) 2.sen(a)
21g(x) _ “cos(a) _ cos() _ 2.sen(@).cos() sen(Za) ~ 122a)
1-tg* (@) 1_senz(O{) cosz(a)—senz(a) cos’ (@) — sen*(x) cos(2a) &
cos’ () cos’ ()
(3.100)

A verificagdo numérica pode ser pensada quando, por exemplo, o = 30° e = 60°

obtém-se:
2 V3,3 LB
26300 T3 T3 T3 339 18*/_ =3 = 15(60") (3.101)
1-1g2(30%) NG .3 6 376
1- 3 9 9

Verifica-se entdo que a identidade € verdadeira.

Agora, mostra-se a relagdo tg(a+f3), genericamente, fazendo estudo na Fig.3.18:
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Demonstraggzo :

Toma-se um angulo a e B no primeiro quadrante com o > . Baixa-se a altura do

tridngulo AGF referente ao vértice F e base AG . Observa-se a semelhanga entre os tridngulos

GTF, GDE e AGB, pois possuem angulo reto e dngulo comum AGB. Logo GFT ¢ GED

sdo congruentes, sendo ambos iguais a (& + f).

N a+B
N

a+B

Figura 3.19: Relacdo da tangente da soma

Entdo, pelo teorema de Pitagoras no tridngulo GBA, obtém-se:
(AG)? =(GB)’ +(AB)> (3.102)

Como GB=1g(a+f) e AB =1, logo:

AG =Jtg>(@+ B)+1 (3.103)



Ainda tem-se que, como ﬁ:tg(a') e Eztg(a%ﬁ)
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resultando que

G_F=tg(0(+ B)—tg(a), assim podemos estabelecer a propor¢ido dos lados correspondentes

utilizando a semelhanca dos tridngulos GTF com AGB, ou seja:

AG BG
iga+p)-tg(@) _ TG
Jigta+py+1  1g(a+p)

18> (a+ B —tg(a+ B)ig(a)
\/lgz(a+,5)+1

TG =

Observa-se entdo que como AT = AG -TG , conclui-se:

AT =i (s po1 - L@+ P -tg(@+ Brig@)

\/tgz(a+,3)+l
i@+ o1 | —ig* @+ pr+iga+ rg@
- \/tgz(a+,3)+l
a7 L @ f+i-igia+ f)+ig(a+ fig(a)
\/tgz(a+,5)+1
T—F:tg(ﬁ)'tg(a:ﬁ)-rg(anl
\/tg (a+p)+1

Da semelhanca dos tridngulos ADH e ATF, obtém-se:
oi 7
AD AT

Como DH =1g(f8)e AD =1, entiio:
1g(f) _TF

1 AT

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)
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TF = AT 1g(f) (3.112)

7’_F:tg(ﬁ).tg(a+ﬁ)'tg(a)+1 (3.113)
Jig @+ ) +1

77 - 8@t Prig(@)1g(P)+ig(f) (3.114)
\/tgz(a+ﬁ)+1

Conclui-se o raciocinio quando se faz a semelhanca dos tridangulos TGF com AGB:

GF TF

ﬁ:ﬁ (3.115)
GF.AB = AGTF (3.116)
te(ar+ B)—1e(@) =Jre @+ )+1_tg(a+ﬁ).tg(a).tg(ﬁ)+tg(ﬁ) (3.117)
gla+p)—tg Vg B S @ pl

tg(a+ f)—tg(a)=tg(a+ p)1g(a)tg(B)+1g(f) (3.118)
tg(a+ p)—tg(a+ p)ig(a)tg(B)=tg(a)+1g(B) (3.119)
1ig(a+ p).[1-1g(@)1g(B)] =15 (@) +13(p) (3.120)

Portanto:
tg(a+ﬂ)=M (3.121)

1-1g(a).1g(f)
|
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CAPITULO IV
FATORES HISTORICOS
4.1 Identidades de Ptolomeu

Neste capitulo relembra-se como Claudio Ptolomeu demonstrou ainda naquela época,
século II depois de Cristo, as identidades conhecidas da soma e diferenca de arco para as
relagdes de seno e cosseno.

Partindo inicialmente do “Teorema de Ptolomeu”, a saber: “se ABCD ¢é um
quadrilatero  (convexo) inscrito num circulo, entdo AB.CD+BC.DA=AC.BD".

(MUNIZ,2012)

Demonstraggzo :

Seja um quadrildtero ABCD, circunscritivel, traca-se as diagonais AC e BD. Marca-

se um ponto E na diagonal AC tal que a medida do angulo C BD = ABE conforme ilustracdo

abaixo:

Figura 4.1: Quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia.
Como os angulos CDB e BAC determinam o arco BC entdo os angulos BAE e

C 5B tem a mesma medida:
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Figura 4.2: Quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia.

Percebe-se entdo, que os tridngulos ABE e ACD sdo semelhantes. Assim:

AB BD
AE CD
AB.CD = AE.BD 4.2)

Observa-se ainda que os angulos BCA e BDA possuem as mesmas medidas pois

determinam o mesmo arco AB:

Figura 4.3: Quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia.



49

Como consequéncia do exposto na Fig. 4.3 os tridngulos BCD e ABD sio

semelhantes:

Figura 4.4: Quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia.

A partir da Fig. 4.4, monta-se as relagdes de proporg¢ao:

B _iC
AD EC
AD.BC = BD.EC

Somando as equacdes (4.2) e (4.4) obtém-se:

AB.CD +AD.BC = AE.BD + BD.EC

AB.CD+ AD.BC = E.(EHE_C)
Como AC = AE + EC , segue:

AB.CD+AD.BC = BD.AC

(4.3)

4.4)

4.5)
(4.6)

(4.7)
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Portanto a partir desse teorema, Ptolomeu demonstrou-se as identidades da soma e

diferenca da relacdo seno e cosseno de dois angulos.

Assim, vamos demonstrar que sen(f —a) = cos(@).sen() —cos(f).sen()
Demonstragglo :
Seja o quadrilitero ABCD inscrito na circunferéncia 'y, entdo pelo Teorema de

Ptolomeu AB.CD+ AD.BC = BD.AC . Vamos analisar 0 caso em que o segmento AD é o

didmetro desta circunferéncia. Entio:

Figura 4.5: Quadriladtero ABCD inscrito em uma circunferéncia.

Observa-se que segmento AD =2r (didmetro), a arco BD denota o angulo central

BOD = 2 e o angulo BAD = . Por outro lado o arco CD compreende o angulo central

COD =2a e CAD =« (angulos inscritos numa circunferéncia e angulo central com mesma
corda) como ABD € um tridngulo retdngulo em B (tridngulo inscrito numa semicircunferéncia
e um de seus lados sendo o didmetro), logo:

BD
- 22 48
sen(f3) 4.8)

BD =2.r.sen() (4.9)
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Analogamente vé-se que o tridngulo ACD também € retdngulo, agora em C, portanto:
CD

sen(@) =
AD

(4.10)

CD =2.r.sen() (4.11)
Como BDA = 90°=p) e C DA = (90° —) , aplicando a definicdo de seno de um
angulo obtém — se:

AC

sen(90° —o) = — 4.12)
( ) D (

AC =2.r.5en(90" — ) (4.13)

AB

5en(90° — f) = — 4.14)
( B 5 (

AB =2.r.sen(90° — 5 (4.15)

Como BAC = (f— ), com auxilio da lei dos senos obtém-se:
2.r= __BC (4.16)
sen(f—a)
BC = 2.r.sen(f—a) 4.17)

Substituindo as relagdes encontradas em (4.15), (4.11), (4.17), (4.13) e (4.9) no

Teorema de Ptolomeu, obtemos:

AB.CD + BC.DA= AC.BD (4.18)
2r.5en(90° — B).2r.sen() + 2r.sen(f— ) .2r = 2r.sen(90° — &).2r.sen( ) (4.19)
4r2.[sen(90” - ﬁ).sen(a)} +4r* sen(B-a)= 4r2.[sen(90” - a).sen(ﬂ)} (4.20)

Dividindo-se todos os termos da equagdo acima por 4.r2 obtém-se:

[sen(90” —ﬂ).sen(a)] +sen(f—-o) = [sen(90” - a).sen(ﬁ)} 4.21)
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sen(f—a) = [sen(90” - a).sen(ﬁ)} - [sen(90” —,B).sen(a)} (4.22)

Portanto como sen(90” — @) =cos(@) e sen(90° — ) =cos(f3), apresentado em (3.38),

a equacdo anterior torna-se:

sen(f—a) = cos(@).sen(f) —cos(f).sen(x) (4.23)

Demonstra-se agora que: sen(a+ f) = sen().cos(f) + cos(&).sen( )

Demonstraggzo :

Seja um quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia, tal que a diagonal BDéo

didmetro desta circunferéncia.

Figura 1.6: Quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia.
O triangulo ABD ¢é retangulo, pois o angulo BAD € reto visto que estd inscrito em

uma meia circunferéncia. Logo, pode-se observar que sendo a um angulo agudo do tridngulo

ABD e aplicando as defini¢Ges de seno para este angulo o tem-se:

AB
Q) =— 4.24
sen(@) BD ( )
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= 4.25
cos(a¥) M (4.25)

Com efeito, pode escrever as equacdes acima da seguinte maneira:

AB = BD.sen() (4.26)

AD = BD.cos(@) 4.27)

Analogamente faz-se a mesma consideracdo para o tridngulo retingulo BCD tal que o

angulo reto serd BCD , obtendo-se:

B

sen(f8) = % (4.28)

cos(fB) = % (4.29)
Assim:

BC = BD.sen(3) (4.30)

CD = BD.cos(f3) 4.31)

Agora aplica — se a lei dos senos no tridngulo inscrito ADC para o angulo (a+f3) e

obtém — se:

Bp=—AC (4.32)
sen(a+ )

AC = BD.sen(at+ ) (4.33)

Substituindo as relacdes (4.33), (4.26), (4.31), (4.27) e (4.30) no teorema de Ptolomeu

obtém — se:

AC.BD = AB.CD + AD.BC (4.34)
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BD.sen(a+ B).BD = BD.sen(cX).BD.cos(8) + BD.cos(a).BD.sen(/3) (4.35)
(BD)*.sen(a+ ) = (BD)’ .sen(x).cos(B) + (BD)*.cos(ax).sen( ) (4.36)
sen(a+ f) = sen(ax).cos(f) + cos(x).sen(f) (4.37)

m

A figura a seguir é usada na demonstragdo do cosseno da soma de dois arcos:

Figura 4.7: Quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia.

Demonstragao :

Considere a figura anterior, ou seja, um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia tal

que um de seus lados é o didmetro desta circunferéncia. Como o tridngulo ABD est4 inscrito

numa semicircunferéncia entdo ABD € reto. O mesmo acontece com o tridngulo ACD sendo

ACD reto. Entdo aplicando — se as defini¢des de seno e cosseno dos dngulos a e 3 obtém-se:

AB
= 4.38
cos(a+ f) - (4.38)
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AB =cos(a+ f).2r (4.39)
BD

=—— 4.40

sen(a+ ) 5 (4.40)

BD = sen(ct+ B).2r (4.41)
AC

_Aat 4.42

cos(a) 5 (4.42)

AC =cos(@).2r (4.43)
CD

== 4.44

sen(a) D ( )

CD = sen(@0).2r (4.45)

Usando-se a lei do seno para o dngulo B no tridngulo ABC obtém-se:

r= BC (4.46)
sen(f)

BC =sen(B).2r (4.47)
Substituindo-se (4.43), (4.41), (4.39), (4.45) e (4.47) sendo AD = 2r, entio:

AC.BD = ABCD+ AD.BC (4.48)

cos(@).2r.sen(a+ B).2r = cos(a+ fB).2r.sen(x).2r + 2r.sen(f).2r (4.49)

4r*.cos(@).sen(o+ f) = 4r* .cos(a + B).sen(@X) +4r° sen(f) (4.50)
Simplificando-se ambos os membros da equagdo (4.50) por 412 tem-se:

cos().sen(a+ B) = cos(a+ f).sen() + sen(f) 4.51)
Substitui-se em (4.51) o valor encontrado em (4.37) obtendo-se:

cos(@).[sen(x).cos(B) +cos(ax).sen( )| = cos(a + B).sen(cx) + sen(B) (4.52)

cos().sen(x).cos(f) + cos(ax).cos().sen(f) = cos(ax + [).sen(ax) + sen(f) (4.53)



cos().sen().cos(f) +cos(ax).cos().sen(fB) — sen(f) = cos(a + f).sen(x)
cos(a+ fB).sen(@) = cos(a).sen(a).cos(B) - sen(B).[ 1-cos’ () |

cos(a + fB).sen(cx) = cos().sen(cx).cos(B) — sen( B).sen” ()
Dividindo-se ambos os membros de (4.56) por sen (o), obtém-se:

cos(a+ fB) = cos(a).cos(B) — sen(f).sen(x)
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(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

Efetuando — se uma andlise quanto a mudanga de posi¢cdo dos angulos no vértice A,

demonstra-se o cosseno da diferencga entre dois angulos:

Demonstragao :

Considere um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia tal que um de seus lados € o

didmetro desta circunferéncia

Figura 4.8: Quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia.

Analisando a Fig. 4.8 obtém — se as seguintes relagdes:
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AC
Ry = 4.58
cos(ax— f3) 5 ( )
AC =2r.cos(a— /) (4.59)

Usando a lei do seno no tridngulo ABC obtém-se:

BC
== 4.60
sen(3) AD (4.60)
BC =2r.sen(f) 4.61)

No triangulo ABD consegue-se:

cos(@) = i 4.62)
AB =2r.cos(a) (4.63)
sen(o) = 2 (4.64)
BD =2r.sen(cx) (4.65)

Ainda consegue-se:

CD

_By=—Z 4.66
sen(a— ) 5 ( )
CD =2r.sen(a— f3) (4.67)

Substitui-se entdo, (4.59), (4.65), (4.63), (4.67) e (4.61) no teorema de Ptolomeu sendo

AD =2r , entao:

AD.BD = AB.CD + AD.BC (4.68)
2r.cos(a— f).2r.sen(a) = 2r.cos(a).2r.sen(a — )+ 2r.2r.sen(f3) (4.69)



Simplificando a equacdo (4.69) por 412 obtém-se:
cos(a — f).sen() = cos().sen(ax — ) + sen(f)
Substituindo a equacdo (4.23) em (4.70) obtém-se:

cos(a — f).sen(a) = cos(@).[ sen(ax).cos(f) — sen( B).cos(@) |+ sen(f3)

cos(a — f).sen(x) = cos().sen(ax).cos(f) — sen(f).cos(ax).cos(x) + sen( )

Colocando-se o termo sen () no segundo membro em evidéncia obtém-se:

cos(a — f).sen() = cos().sen(ax).cos(f) + sen(ﬁ).[l —cos? (0{)]
Equivalendo-se a:
cos(a— fB).sen(cx) = cos(X).sen(¢x).cos(B) + sen( B).sen’ (X)

Dividindo — se a equagdo anterior por sen (o) consegue-se:

cos(a— ) =cos().cos(B) + sen(f).sen(x)
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(4.70)

4.71)
(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)
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4.2 Férmula de Viete

Por volta do século XVI, na Europa, havia um crescente interesse em transformar
produto de funcdes em soma ou diferenca. Essas tentativas eram conhecidas com regras de
prostaférese, cujo nome vem do grego prosthaphaeresis que significa adicdo e
subtracao.(EVES,2004)

Diante disso, Francois Viete também conhecido por Franciscus Vieta, um matematico
francé€s em um de seus trabalhos propds uma regra de prostaférese que demonstraremos como

o auxilio da Figura 4.9 cujos dngulos relacionados s@o menores que o angulo reto.

H A
V a+p
N
Cc \\\ 2
a —{3\ N a\— 3
2 \ N D
\ N
\ N
AN AN

Figura 4.9: Circulo trigonométrico de raio 1
Demonstragao :
Toma-se o ciclo trigonométrico, o qual por definicdo possui raio igual a 1 unidade,

traca-se uma corda AF perpendicular ao raio OG em B. Diante disso constréi-se o angulo o

determinando o arco AG e o angulo 3, menor que a, determinando o arco GC. Tem-se ainda
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que D é a projecio de C em OG e o ponto E a proje¢io de C em AF. Como o arco AG é igual
GF entdo o arco CF determina o angulo (o — ).
Observa-se que (a — B) € angulo central da circunferéncia o qual determina o arco CF

logo fazendo HF o didmetro da circunferéncia, o angulo FHC sera a metade de (o — p) assim:

(4.76)

Analogamente, tem-se que o arco AC é determinado pelo angulo central (a + ) e pelo

angulo inscrito CHA entio:

CHA= “; p 4.77)
Pela lei dos senos no tridngulo AHC tem-se:

AC = 2r.sen(a;ﬁj 4.78)

AC = ZSen(a;’B ) (4.79)
No tridngulo retangulo AEC obtém-se:

cos(a_'gjzi (4.80)
2 AC

E:A_C.cos(a;’gJ 4.81)
Logo, dos tridngulos ABO e CDO extrai-se:

sen(x) = i 4.82)

AB = sen() (4.83)



DC
sen(f3) = ?

DC = sen(f)

Tem-se ainda que DC = BE entio:

AB+BE = AE

Substituindo-se em (4.86) os valores de (4.43), (4.85) e (4.81) obtém-se:

sen(a)+ sen(f) = R.cos(a;ﬁ)

Substituindo-se em (4.87) o resultado de (4.79) conclui-se:

sen(a)+ sen(f) = 2sen(a;’8)cos(0{;’8j

Fazendo-se a troca de varidveis por:

A=a+ﬁ
2

a=2A-p

p=2"F
2

a=2B+ [
Igualando-se as equacdes (4.90) e (4.92) obtém-se:

2B+f=2A-
28=2A-2B
28=2(A-B)
B=A-B
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(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)
(4.90)
4.91)

(4.92)

(4.93)
(4.94)
(4.95)
(4.96)
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Substituindo (4.96) em (4.90) consegue-se:

a=2A—-(A-B) 4.97)
a=A+B (4.98)

Portanto a equagdo (4.88) com a substituicdo de (4.89), (4.91), (4.96) e (4.98) podera

ser escrita como:

sen(A+ B)+ sen(A— B) =2.sen(A).cos(B) (4.99)

Por outro lado quando altera — se a posi¢do do angulo B para o mesmo quadrante do

angulo a obtém-se:

Figura 4.10: Circulo trigonométrico de raio 1
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Demonstragao :
Por constru¢do temos, EAB=a e como EAC e EHC determinam o mesmo
arco EC, se E:&C =qa—f3, entdo EﬁC = a;zﬁ . Tem-se também que B?XF = e
~ ~ ~ . N ]
CAF =a+ f,como CAF e CGF determinam o mesmo arco CF, entdo CGF = —
Pela lei do seno no tridngulo EAC obtém-se:
EC = 2r.sen[a;’8j (4.100)
E_C:Z.sen(a;ﬂj 4.101)
, N -~ ~ . ) a+p
Tém — se que os angulos FEC e FGC sdo congruentes medindo ambos 5 e
sendo I a projecdo de C em EF entdo:
sen£a+’6j=£ (4.102)
2 EC
E:R.sen(a;ﬁ) (4.103)
Substituindo-se (4.101) em (4.103) obtém-se:
IC = 2.sen(a_’8).sen (Mj (4.104)
2 2
Observa-se que IC=DJ ,e que DJ=AJ-AD, logo:
IC=AJ—AD (4.105)

IC = cos(3) —cos(ax) (4.106)



Substitui-se (4.106) em (4.104):

cos(f3) —cos(@) = 2.sen (a;zﬂ}sen (%’BJ
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(4.107)

Para melhor compreensao da férmula descrita em (4.107) faz-se mudanca de variavel,

ou seja, toma-se A = a-;ﬂ e B= a;ﬁ consequentemente:
2A=a+ [
a=2A-p
2B=a-p

Substitui-se (4.109) em (4.110) obtendo-se:

2B=2A-B-p
28=2A-2B
B=A-B

Substitui-se (4.113) em (4.109) resultando em:

a=2A-(A-B)

a=2A-A+B
a=A+B

Agora substituindo (4.116), (4.113) em (4.107):

cos(A—B)—cos(A+ B) =2.sen (a;zﬂj .sen (&2’8)

cos(A— B)—cos(A+ B) =2.sen(B).sen(A)

(4.108)
(4.109)
(4.110)

4.111)
(4.112)
(4.113)

(4.114)

(4.115)
(4.116)

4.117)

4.118
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Do mesmo modo, analisando a ilustracio abaixo, temos:

Figura 4.11: Circulo trigonométrico de raio 1.

Tem — se as mesmas condicdes sugeridas na Fig. 4.10 e acrescenta-se o segmento AK
para representar no circulo trigonométrico o eixo dos senos sendo que o ponto L é a projecdo
de I neste eixo e M a projecdo de E no mesmo eixo.

Entao podemos seguir o mesmo raciocinio anterior.

Demonstragao :

Pela lei do seno no tridngulo EAC obtém-se:

E_C=2r.sen(a;’8j (4.119)

E=2.sen(a;’8j (4.120)
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Por outro lado no triangulo EIC:

cos(ﬂjzi 4.121)
2 ) EC
EzE_C.cos(a;’Bj (4.122)

Substituindo (4.120) em (4.122) tem-se:

El = 2.sen(a;2ﬂj.cos(&2ﬁ} (4.123)

Faz-se consideracdo sobre o segmento EI como sendo ED — ID tal que ED = AM e ID
= AL =CJ, entdo EI = AM — AL. Tem-se que AM = sen (o) e CJ = AL = sen (f) logo:

EI = sen(ar)— sen(f3) (4.124)

Substituindo (4.124) em (4.123) obtém-se:

sen(a')—sen(,B):2.sen(a;’8j.cos(a;’8j (4.125)

A mudanga de varidvel é sugerida para facilitar o entendimento da equagdo anterior,

entao:

A=9*h (4.126)
2

2A=a+ B (4.127)

a=2A-8 (4.128)

B= “%ﬁ (4.129)

2B=a-J8 (4.130)
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Substitui-se (4.128) em (4.130) obtendo:

2B=(2A-pB)-f (4.131)
2B=2A-28 (4.132)
B=A—B (4.133)

Substituindo-se (4.133) em (4.130) consegue-se:

2B=a—(A-B) (4.134)
a=A+B (4.135)

Portanto substituindo-se (4.135), (4.133), (4.129) e (4.126) em (4.125) obtém-se:

sen(A+ B)—sen(A— B) =2.sen(B).cos(A) (4.136)

Viete ainda fez referéncia a uma ultima relacdo, com suporte da figura abaixo, pode-se

fazer a demonstragao.

Figura 4.12: Circulo trigonométrico de raio 1.
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Demonstragao :

Observa-se o tridngulo EIC e extrai-se a relacdo:

2 EC

(4.137)
Enquanto no Triangulo IFC obtém-se:
cos(a_ﬁjzi (4.138)
CF
Multiplicando membro a membro as equagdes (4.137) e (4.138) obtendo:
cos(a—i_'BJ.cos(a_’BJ:E_“E (4.139)
2 2 EC.CF

Na equagdo anterior vamos separadamente calcular o numerador e o denominador no
segundo membro da equacgdo. Entao:

El =ED-ID (4.140)
EI = sen(a) — sen(f) (4.141)
Por outro lado:
IF = ID+DF (4.142)
Mas como DF = ED, logo:
IF =ID+ED (4.143)
IF = sen(a) + sen(f3)

(4.144)



69

Portanto:
ELIF = [sen(ar)—sen(P)].[sen(a) + sen(B)] (4.145)
ELIF = sen().sen(0) + sen(c).sen( B)—sen(fB).sen(ax) — sen(f).sen( ) (4.146)
ELIF = sen’ (&) — sen’ (7)) (4.147)

Substituindo-se sen? a, igual a (1 — cos? a) e sen? B, igual a (1 — cos? ) obtém-se de

(4.147):

EF:[1—cosz(a)]—[1—cos2(ﬁ)] (4.148)
EIIF =1-cos*(a)—1+cos> () (4.149)
ELIF = cos(f3) —cos* (@) (4.150)
ELIF =[cos(f3) —cos(a)].[cos(B) +cos(a)] (4.151)

Calcula-se agora EC . CF, entdo aplicando o Teorema de Pitdgoras nos tridngulos EIC

e IFC obtém-se:

CF =+J(IC)* +(IF)? (4.152)
EC =\J(EI* +(CI)* (4.153)
Logo:

CF.EC =+/(IC)* +(IF)* \J(EI)* +(CI’ (4.154)
CF.EC = | (Cy +(F) | [ (EI? +(CD)* ] (4.155)

Substituindo em (4.155) os valores de IC, IF, EI e IC obtém-se:

CF.EC = \/{[cos( B)-cos@)] +[sen(B)+ sen(@)]' } {[sen(a) — sen(B)T +[cos(B)—cos(@)]'}

(4.156)



Desenvolvendo a expressdo dentro do radical da equag@o anterior obtemos:

CF.EC = \/4 cos’(B)—8cos(f).cos(a) + 4 cos’ (@)

CF.EC= \/[2 cos(f) — ZCos(a)]Z

CF.EC =2cos( B)—2cos()

CF.EC = 2.[cos(f) —cos(ar)]
Portanto substituindo (4.160) e (4.151) em (4.139) obtém-se:
cos(,B) —cos (0{)] [cos(B) +cos(a)]

j j 2.[cos(B) —cos(a)]
cos(a+ﬁj ( j [COS(IB)+COS(0!)]
B

j = cos(f) +cos(@)

Efetuando a mudancga de varidvel obtemos:

A=a+ﬁ
2

a+p=2A
a=2A-p

Por outro lado:
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(4.157)

(4.158)

(4.159)

(4.160)

(4.161)

(4.162)

(4.163)

(4.164)

(4.165)
(4.166)

(4.167)

(4.168)
(4.169)
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Portanto das equacdes (4.169) e (4.166) extrai — se:

2B+ =24-f (4.167)
28=2A-2B (4.168)
28 =2.(A-B) (4.169)
B=A—B (4.170)

Por conseguinte substituindo (4.170) em (4.169) obtém — se:

a=2B+A-B (4.171)
a=A+B (4.172)

A mudanca de varidvel é concluida substituindo — se (4.172), (4.170), (4.167) e
(4.164) em (4.163), logo:

2.cos(A).cos(B) =cos(A+ B)+cos(A—B) (3.2.105)

Podemos analisar um exemplo de aplicagdo de férmulas que transformam soma em
produto de fungdes.

Exemplo: Resolver a equagdo sen(5x)+ sen(x)=0.

Solugglo :

Primeiramente, note que ficaria mais facil se fosse uma equacdo na forma
A(x).B(x) =0, o que indica diretamente que A(x)=00u B(x)=0.
Entdo se fizermos A=3x e B =3x, teremos:
sen(A+ B) + sen(A— B) =2sen(A).cos(B)
sen(3x+2x)+sen(3x—2x) = 2sen(3x).cos(2x)
sen(5x) + sen(x) = 2sen(3x).cos(2x)
Podemos entdo, trabalhar com o segundo membro da equagdo anterior:

2sen(3x).cos(2x) =0
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O que ocorre se e somente se sen(3x) =0 ou cos(2x)=0.

Podemos separar as possibilidades em:

1° caso: sen(3x)=0
O arco de 3x € multiplo de 180° para que seu seno seja nulo, logo x =k.60”, para todo inteiro
k.

2° caso: cos(2x)=0
O arco de 2x € miiltiplo de 90° para que seu cosseno seja nulo, logo x =45 +£.90%, para todo

inteiro k.
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CAPITULO V

CONCLUSAO

Este Trabalho Final de Curso do PROFMAT objetivou elaborar um material capaz de
ajudar os profissionais de educacdo matematica a desenvolverem o raciocinio por meio de
demonstracdes geométricas para as identidades trigonométricas.

Para tal, esta andlise apoiou-se num conjunto de defini¢des que contemplam os
alicerces de cada demonstracdo apresentada. Realizou-se em primeiro lugar uma revisdo
dessas defini¢des para em seguida poder as utilizar no presente trabalho.

Foi possivel realizar demonstracdes de relagdes trigonométricas, as quais ndo sio
usuais nos livros textos do ensino médio, tais como: tangente da soma de arcos, tangente do
arco duplo, tangente da soma de arcos, seno e cosseno do arco duplo.

Uma contribuicdo importante deste trabalho foi a demonstragdo do seno e cosseno da
soma e diferenca de arcos utilizando o Teorema de Ptolomeu que afirma que se um
quadriltero € inscritivel em uma circunferéncia entdo a soma dos produtos dos lados opostos
¢ igual ao produto das diagonais, haja visto que na literatura encontra — se apenas fragmentos
desta demonstracao.

Além das demonstragdes geométricas de relagdes elementares neste trabalho utilizou —
se as Identidades de Viete para demonstrar as regras de prostaférese.

Desta forma pode-se concluir que o mérito do trabalho é mostrar uma nova forma de

apresentar trigonometria no ensino médio.
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