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RESUMO

O conceito de Média Aritmética ¢ bastante simples e utilizado em diversas situagdes do
cotidiano. Porém, a concep¢do que ¢ fundamentalmente ensinada ¢ a de Média Aritmética
como uma divisao igualitaria, com énfase na utilizag¢do, pouco reflexiva, dos algoritmos que
calculam este tipo de média. O presente trabalho amplia o conceito de Média Aritmética
para a ideia de ponto de equilibrio, estudando as potencialidades do tema e suas mais
diversas aplicagdes na matematica e em outras areas do conhecimento. Na ampliacdo desse
conceito, apresenta-se uma proposta para o calculo das médias a partir de sua interpretagao
geométrica. Tal interpretacdo se torna possivel apos estudo detalhado da influéncia dos
pesos no posicionamento da média e nas propriedades decorrentes da ampliagcdo do conceito.
A aprendizagem da esséncia torna possivel a descoberta de atalhos para a resolugdo de
questdes associadas ao tema. Ressalte-se que o calculo mental e o pensamento proporcional
sdo importantes meios para o exercicio da cidadania, uma vez que elementos fisicos ou
eletronicos para realizar tais procedimentos podem estar indisponiveis. Além disso, ao fim
do Ensino Médio, os alunos que desejam ingressar na universidade precisam se submeter a
prova do Novo Enem, exame em que o tempo de resolucdo das questdes se torna parte da
avalia¢do, dado o alto numero de questdes. O trabalho apresenta uma abordagem multipla e
efetiva, capaz de contribuir na formagdo de estudantes e professores através de uma

aprendizagem significativa.



ABSTRACT

The concept of Arithmetic Mean is quite simple and used in various situations of everyday
life. However, the concept that is fundamentally taught is Arithmetic Mean as an equal
division, with little reflective usage of the algorithms that calculate such average. The
present study extends the concept of Arithmetic Mean for the idea of equilibrium point,
studying the potential of the topic and its various applications in mathematics and in other
areas of knowledge. Expanding this concept, a proposal for calculating means from its
geometric interpretation is presented. Such an interpretation becomes possible after detailed
study of the influence of weights in mean position and resulting properties from the
expansion of the concept. Learning the essence makes possible the discovery of shortcuts to
the resolution of issues associated with the topic. It is emphasized that mental arithmetic and
proportional thinking are important means for the exercise of citizenship, since physical or
electronic elements to perform such procedures may be unavailable. Moreover, in the end of
high school, students who wants to be admitted in university must be submited to Novo
Enem proof, in which resolution time of the issues becomes part of the evaluation, given the
high number of questions. The paper presents a multipronged and effective approache, able

to contribute to students and teachers formation through a significant learning approach.
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INTRODUCAO

O presente trabalho se pauta na simplicidade dos conceitos matematicos de Razao,
Proporcionalidade e de Médias, mais especificamente, a Média Aritmética Ponderada. A
preocupagdo inicial foi avaliar a relevancia do tema, ja que se trata de uma dissertacdo de
Mestrado. Sera que posso dissertar sobre algo tdo simples? Serd que ¢ tdo simples assim?
Serd que ¢ preciso inserir uma Matematica Avancada para qualificar o projeto?

Como o trabalho de Conclusio de Curso do PROFMAT tem como objetivo
contribuir com a melhoria do Ensino Basico em Matematica, decidimos, eu e minha
orientadora, comprar o desafio de falar sobre o trivial. Algo muito dificil, uma vez que
todos, mesmo que minimamente, t€ém uma no¢do a respeito do tema. Por outro lado, a
dificuldade que as pessoas, inclusive professores de matemadtica, tém em compreender o
significado real dos principais conceitos matematicos nos fez acreditar na relevancia do
tema. Tal dificuldade pode ser comprovada pelo excesso de “algebrismos™ utilizados na
resolucdo de problemas elementares. Coisas que podiam ser feitas “de cabeca”, sdo
normalmente feitas com uma série de receitas prontas, que acabam por ndo contemplar um
dos aspectos mais importante da Matematica, que ¢ desenvolver o raciocinio.

A aquisi¢@o, com a conclusdo das disciplinas do Mestrado, de uma base matematica
mais solida proporcionou a coragem de escrever sobre algo que, apoés diversas pesquisas,
nunca vi publicado. Outra dificuldade deixada em segundo plano para trazer a publico algo
que percebi, por mais elementar que seja, quando iniciava a profissdo e que vem me
ajudando a resolver problemas que podem ser modelados através de uma Média Ponderada,
de uma forma rapida e eficiente. Minimizando processos e tempo. Valorizando, entre outros
aspectos, o calculo mental, tdo importante para um melhor exercicio da cidadania. Nem
sempre € possivel pegar um papel e uma caneta para fazer as contas.

A meta ¢ apresentar como os pesos associados aos valores de uma distribui¢do
influenciam no posicionamento da média entre esses valores, além das boas e reais
aplicacdes desse resultado na Matemética e em outras Areas. E comum escutar: “Quanto
maior o peso de um valor, mais a média se aproxima dele”. Mas, fica a pergunta: se
aproxima como? Serd que tém alguma logica? Muitos ja sabem como, mas poucos utilizam
o resultado em seu favor, preferindo realizar os calculos algébricos convencionais. A
formalizacdo deste estudo pode, portanto, contribuir para utilizagdo consciente e eficaz dos

resultados que serdo apresentados, detalhadamente em 5 (cinco) capitulos.
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No capitulo 1, discutiremos o conceito de Razdo e de Proporcionalidade, ferramentas
essenciais para um melhor entendimento dos resultados principais deste trabalho. A tentativa
¢ de maximizar as aplicagdes do conceito, através de um entendimento adequado e que
valorize ndo apenas as defini¢des, mas sim as principais interpretacdes envolvidas, que
proporcionam as mais diversas e relevantes aplicacdes. Um bom “pensamento proporcional”
pode contribuir para uma menor ‘“algebrizagdo”, favorecendo um fortalecimento da
capacidade aritmética e a otimizacdo do tempo de resolu¢do de problemas. Vale lembrar que
o tempo ¢ fator de extrema importancia na principal avaliagdo nacional do Ensino Médio, a
prova do Novo Enem. Quanto mais se entende, menos se escreve € mais se economiza
tempo.

No Capitulo 2, apresentaremos o conceito geral de Média e enfatizaremos a
abordagem na Média Aritmética Ponderada. Toda a formalizagdo matematica necessaria sera
construida e destacada, a fim de dar a sustenta¢do adequada ao tema principal do trabalho.
Comegaremos mostrando como a média entre dois valores reais se posiciona entre eles e
discutindo alguns problemas bem simples, buscando o entendimento da influéncia dos pesos
em tal posicionamento para posterior aplicagdo em situagdes relevantes da Matematica e de
outras Areas. Apesar das maiores aplicagdes serem para o caso de dois valores,
estenderemos o estudo para o caso de n valores.

Depois dos aspectos teoricos e formais desenvolvidos, nos demais capitulos, a partir
do entendimento da influéncia dos pesos no posicionamento da média, serd enfocado as
aplicacdes da Média Ponderada na Matematica, nas outras Ciéncias e no Cotidiano.
Abriremos espago para discussdo de diversas questdes de vestibular que versam sobre essa
média, na tentativa de otimizar o tempo de resolugdo. Faremos, ainda, uma ponte entre as
ideia apresentadas e o jogo de equilibrar pesos do software Gangorra Interativa, uma boa
alternativa a experimentagao inicial tanto quanto a consolidag@o do tema apresentado.

No mais, esperamos que o trabalho venha a contribuir trazendo significado a
conceitos simples que nem sempre sdo bem desenvolvidos e enfatizados, sendo uma
alternativa viavel para resolu¢do de problemas e entendimento de situagdes das mais

diversas esferas.
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1. 0 CONCEITO DE RAZAO E DE PROPORCIONALIDADE

J4 no Ensino Fundamental, sdo discutidos os conceitos de grandezas diretamente e
inversamente proporcionais. Este tema de extrema importancia ndo pode ser bem
compreendido e assimilado sem o entendimento adequado de razdes e proporgdes. A
preocupacdo, nesse momento, ndo ¢ a de definir razdo. Mas sim, de trazer significados reais
e clareza quanto as suas aplicagdes. Ao perguntar a varios alunos o que ¢ razdo entre dois

nimeros (ou grandezas) “a” e “b”, a maioria define de forma taxativa:

~ . ’ ; . a
A razdo entre dois numeros(ou grandezas) “a” e “b” é dada pelo quociente 5

A questdo ¢ que a pergunta recorrente: E para que serve? Normalmente fica sem
resposta ou sdo dadas respostas que ndo evidenciam a maior capacidade do conceito. Isso
pode ser um indicio do tratamento descontextualizado do topico, com énfase na defini¢ao de
razao e, posterior, aplicagdo em exercicios cujo objetivo ¢ calcular a razdo e ndo refletir o
grande significado da ferramenta.

Sobre o indicio de um tratamento descontextualizado do tema, para Carraher,
Carraher e Schliemann (1986),

E possivel que a educacdo matemdtica atual esteja desenvolvendo nos
estudantes uma defini¢do da situagdo de resolugdo de problemas que ndo
os estimule a refletir sobre o significado dos problemas, mas apenas a
tentar descobrir a operagdo correta. Se considerarmos a pratica atual de
ensino através de instru¢do sobre modelo matematico, seguida de uma
série de exercicios em que deve ser aplicado, devemos reconhecer que essa
pratica pode, de fato, conduzir ao ndo aproveitamento das habilidades
légico-matemdticas dos alunos. Ndo é habitual a apresentacdo de
problemas aos alunos em que se propoe que eles descubram uma forma de
solugdo, ao contrario, o habitual é a apresentagdo de problemas para que
os alunos apliquem um algoritmo que acabaram de aprender ou, ao final
do semestre ou ano, nas avaliacoes, a apresenta¢do de problemas para que
os alunos apliquem, dentre os modelos ensinados no periodo, aquele que

for apropriado a solugdo. (p. 598)
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Vale lembrar que o principal objetivo do ensino de Matematica nao ¢ fazer com que
os alunos reproduzam modelos ou utilizem ferramentas de forma mecanica. Mas sim que os
alunos, bem estimulados, possam refletir sobre o significado dos principais topicos,
desenvolvendo a autonomia em seus processos cognitivos.

Polya (1985) ressalta que:

A Matemadtica ndo é um esporte para espectadores: ndo pode ser
apreciada e aprendida sem participagdo ativa, de modo que o principio da
aprendizagem ativa é particularmente importante para nos, matemdticos
professores, tanto mais se tivermos como objetivo principal, ou como um

dos objetivos mais importantes, ensinar as criangas a pensar. (p. 13)

De forma mais direta e enfética, a percep¢do de Polya apresentada, ¢ ratificada em
Spinillo (apud MARTINS, 2007):
os educadores precisam desenvolver uma compreensdo conceitual da
proporg¢do, evitando a visdo simplista e erronea de que esse conceito
consiste num topico ou “matéria” do curriculo da matemdtica que precisa
ser “passado” para o aluno, onde o ensino de algoritmos (como a regra de
trés, por exemplo) é o cerne do processo de aprendizagem. As operagoes
envolvidas na solugdo da regra de trés (multiplicagdo e divisdo) sdo
consideradas muito simples pelos professores, o que lhes da a impressdo
de que o topico pode ser ensinado rapidamente. A regra de trés acaba
sendo ensinada apenas como um algoritmo que é uma forma conveniente
de se organizar os dados de um problema. Muitas vezes o professor acaba
ndo valorizando a riqueza e importdncia desse contetido, que se torna para
o aluno a decoreba mecanizada de como organizar e calcular tal
algoritmo. Embora os cdlculos envolvidos na solugdo da regra de trés
sejam bastante simples, ela consiste num modelo matemdtico completo,
que provavelmente ndo é compreendido suficientemente através do ensino

que vem sendo tradicionalmente feito. (p. 20)

A critica apresentada a forma como se trabalham as propor¢des e regras de
trés cabe perfeitamente, de forma equivalente, a forma como se trabalha o conceito de razao.
Este topico ndo ¢ simples, apenas a sua representacdo, mas o lidar com razdes ¢ com certeza

bastante dificil para o aluno. As grandezas razdo como densidade, velocidade sdo todas de
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alta dificuldade para a crianca. Juntar dois liquidos de densidades diferentes e saber a
densidade final ¢ uma tarefa bastante dificil, pois lida com grandezas intensivas. Diante das
dificuldades apresentadas, o conceito desta ferramenta, seu entendimento e sua aplicacdo,
ndo pode ficar em segundo plano em troca de uma forma evidente de organizar dados de
forma precisa, através da linguagem matematica.

O conceito de razdo ¢ importante para decodificar textos para a linguagem
matematica e organizar dados, mas traz como um dos significados mais importantes a nogao
de comparagao de ntimeros e/ou grandezas. Significado pouco abordado quando se leciona o
tema nas séries iniciais. Tomar a razdo entre dois nimeros e/ou grandezas ¢, em esséncia,
relaciona-los, comparé-los. O grande poder da razdo ¢ que ela ndo estad preocupada com
valores absolutos, mas sim com os valores relativos. Nao importa, a priori, saber quanto se
tem de um e quanto se tem do outro. Esse objetivo ¢ secundario. O principal objetivo € que o
aluno possa compreender quanto um ¢ maior que o outro ou entender que para tantas
unidades do primeiro, ¢ necessdrio ter tantas unidades do segundo. Os valores absolutos

tornam-se secundarios no desenvolvimento do conceito.
1.1. Em algumas situacdes classicas da Matematica

Um bom entendimento do conceito propicia resolver problemas classicos de forma
rapida e eficiente. Tentaremos agora trabalhar o significado em algumas situagdes

matematicas bastante conhecidas:

1) Considere a afirmacdo: A razdo entre dois nimeros “a” e “b” ¢ de 1 para 3. E comum a

imediata tradugao:

NN
W | —

O que ¢ incomum ¢ a percepcdo que o grande objetivo deste dado ndo ¢ informar
quanto vale “a” e quanto vale “b”, ou seja, o que estd em jogo ndo ¢ descobrir os valores
absolutos para “a” e “b”. O importante, essencial, ¢ que, para que a igualdade seja
verdadeira, podemos ter:a=1eb=3;a=2eb=6;a=3eb=9;0ouainda a=12eb=

3,6; ou seja, “a” e “b” podem ser quaisquer valores desde que operados e simplificados
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adequadamente possam resultar em uma fracdo equivalente a fracdo ordinaria um tergo, ou
melhor, que “a” e “b” sejam tais que “b” seja sempre o triplo de “a” para qualquer valor
inicialmente escolhido. Nessa analise, fica evidenciado que o importante ¢ a relagdo
estabelecida entre as incdgnitas. Dessa forma, podemos escrever, matematicamente, o que

foi exposto da seguinte forma:

a 1 2 3 1,2 1.x
.-__=_=_=_=_=...=3—,paraqualquerxreal.
X

Assim, fica claro a relagdo existente entre as incognitas. Diante deste contexto,

sugerimos as seguintes tradugoes:

a) “a” e “b” sdo quaisquer numeros desde que operados e simplificados adequadamente

possam resultar em uma fragdo equivalente a fragdo ordindria um terco.
b) para cada 1(uma) unidade de “a”, temos o equivalente a 3(trés) unidades em “b”.

c) se “a” equivale a “x” vezes 1(uma) unidade, “b” equivale as mesmas “x” vezes 3(trés)

. .a 1 . . . '
unidades. Ou seja 773 equivale a a = x e b = 3x. Evidenciando que para cada “a
arbitrario, “b” deve ser o triplo deste valor para respeitar a relacdo estabelecida.

d) para cada 4 unidades distribuidas, “a” fica com 1(uma) enquanto “b” fica com 3(trés).
Em todas as tradugdes fica explicita a relacdo entre as incognitas. A ideia de
comparagdo. Pela escolha feita, fica facil ler quanto um ¢ maior que o outro. Nem sempre

1SS0 € tdo evidente.

2) Considere a afirmagdo: A razdo entre dois nimeros “a” e “b” ¢ de 4 para 5. E comum a

imediata tradugao:

S|
| &~
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Mas uma boa interpretacdo seria: para que a igualdade seja verdadeira, podemos ter
a=4eb=5a=8eb=10;a=12eb=15;0uaindaa=2eb=2,5; ouseja, “a”’ e “b”
podem ser quaisquer valores desde que operados e simplificados adequadamente possam
resultar em uma fracdo equivalente a fracdo ordindria quatro quintos, ou melhor, que “a” e
“b” sejam tais que para cada 4 unidades de “b” tenha-se sempre 5 unidades em “a”. Ideia de
Proporcdo. Nessa analise, fica evidenciado que o importante ¢ a relacdo estabelecida entre as

incognitas. Dessa forma, podemos escrever, matematicamente, o que foi exposto da seguinte

forma:

_ﬂ-_____—_—_— _aX ara qualquer x real
57 5 10 15 2.5 5 Paraduad '

Assim, fica claro a relagdo existente entre as incognitas e a partir desta sugerimos as

seguintes interpretagdes:

a) “a” e “b” sdo quaisquer numeros desde que operados e simplificados adequadamente

possam resultar em uma fracao equivalente a fragdo ordinaria quatro quintos.

b) para cada 4(quatro) unidades de “a”, temos o equivalente a 5(cinco) unidades em “b”.

€9 €6, €6,

c) se “a” equivale a “x” vezes 4(quatro) unidades, “b” equivale as mesmas “x” vezes

5(unidades) unidades. Ou seja %=% equivale a a = 4x e b = 5x. Evidenciando que para

cada “x” arbitrario, “a” e “b” respeitam a relagdo estabelecida.
d) para cada 9 unidades distribuidas, “a” fica com 4(quatro) enquanto “b” fica com 5(cinco).
Em todas as traducgdes fica explicita a relacdo entre as incognitas. A nocdo de

comparagdo. Pela escolha feita, ndo fica facil ler quanto um ¢ maior que o outro. Mas a

relag@o de proporcionalidade continua evidenciada.
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3) Considere agora o seguinte problema cldssico: Em uma sala de aula, a razdo entre o
nimero de mocas e rapazes ¢ de 4 para 3. Se o total de alunos ¢ igual a 98, quantas sdo as

mocas?

O objetivo aqui ¢ apresentar algumas formas de resolucdo que podem evidenciar
como tema ¢ trabalhado. Evoluiremos de uma simples decodificagdo dos dados para a
linguagem matematica, seguido de uma resolucdo metddica e pouco reflexiva para uma
resolu¢do que utilize apenas as operagdes de multiplicacdo e divisdo a partir de uma
compreensdo mais significativa das informagdes com énfase no conceito de razdo. Seguem

as formas:

a) esta forma foi apresentada por uma aluna concluinte do Ensino Médio:

Figura 1 — Resolucdo de uma aluna.

A resolucdo apesar de correta, utiliza passos que poderiam ser descartados em favor

de uma resolugdo mais imediata, dada a simplicidade do problema.
b) esta forma faz uso de uma visdo apresentada anteriormente:

Considere M e R, respectivamente, o numero de mogas e rapazes na turma. Temos que:

M_2 eM=4 xeR=3 «x
R 3

Assim, como M + R = 98, temos:
4x +3x =98
7.x = 98 equivale a x = 14 e, portanto, M = 56.
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Apesar de, a quantidade de passos ser praticamente a mesma da resolucdo anterior,
essa quantidade poderia ser abreviada para 7x =98 = x=14= M =56, a partir da analise

adequada das informagdes presentes no texto.

c) esta maneira interpreta a razao de uma forma bem qualitativa:

w |~

A razdo entre Mogas e Rapazes equivale a

IS

Este dado pode ser entendido como:
A cada 4 mogas, temos 3 rapazes.
Ou seja, a cada 7 alunos, 4 sao mogas.
O que aponta para uma regra de trés simples e direta dada a equivaléncia:

Alunos Mocgas

7 3
98 m

Resolvendo, teriamos m = 56.

d) esta forma interpreta muito bem o dado em forma de razdo, apontando para uma
resolug¢do simplesmente aritmética (que podia ser feita apenas com calculo mental), a partir
da interpretacdo que remete ao conceito € nao apenas a defini¢ao de razdo. Segue a resolugao

apresentada um aluno concluinte do Ensino Médio.
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Figura 2 — Resoluc¢ao de um aluno.

Fica explicito que o aluno interpretou corretamente, em seu favor, a razao fornecida,
admitindo determinada propor¢do entre mocas e rapazes. Apesar de nao explicitar, ele
percebeu que para cada grupo de 7 pessoas, 4 dessas eram mogas. Dessa forma, dividiu 98
por 7 para ver quantos grupos de 7 pessoas haviam. Encontrou como resultado 14 e
multiplicou esse valor por 4, ja que cada grupo possui 4 mogas.

Esta resolucdo, se aprimorada, a padrdes formais ¢ equivalente a:

- . M 4
A razdo entre Mogas e Rapazes equivale a — = —

3
Isso pode ser entendido como:
A cada 7 alunos, 4 sdo mogas.

Ou ainda, de forma mais objetiva,

M =§-(T0TAL).'.M=§-(98).-.M=56

Assim para achar o nimero de mogas basta dividir o total por 7 e depois multiplicar por 4.

Podemos observer que as tltimas resolu¢des deixam claro um bom entendimento do
conceito e o desenvolvimento de um “pensamento proporcional”, propiciam uma resolucao,
a partir de um célculo mental, utilizando apenas os operadores de multiplicag@o e divisdo. O
objetivo ndo ¢ abolir os processos algébricos, mas sim utilizd-los quando eles sdo mais
eficientes e/ou necessarios. Quando um simples pensamento aritmético ¢ incapaz de chegar
ao resultado do problema.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais — PCN (1998), o desenvolvimento do
raciocinio proporcional ¢ um dos objetivos do ensino da matematica. Também neste mesmo
documento, a proporcionalidade ¢ apontada como um conceito matematico fundamental, um
principio geral do conhecimento matematico, que deve ser desenvolvido articulado com
multiplos aspectos dos diferentes contetdos, visando possibilitar ao aluno a compreensao
ampla deste saber.

Pudemos observar que uma boa abordagem deste tema tdo simples, pode trazer
significados, que transcendem uma mera decodificacdo de linguagens e pode, ainda,

desenvolver o raciocinio proporcional, que ¢ de extrema importancia, como apontou
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anteriormente o PCN (1998). Como em muitas situagdes, as variagoes sao dadas de forma

proporcional, uma compreensdo ampla do tema ¢ sindnimo de vantagem.
1.2. Em situacoes contextualizadas da Matematica e da Quimica

Apresentaremos agora uma série de exemplos dos mais diversos vestibulares em que

a concepgao de razdo e proporcionalidade estdo inseridas. Seguem os exemplos:

1) [Matematica] Misturando suco concentrado liquido e 4gua na propor¢do de uma parte de
suco para trés de agua, fizemos 24 litros de refresco. Se tivéssemos misturado a mesma
quantidade de suco concentrado, na propor¢ao de duas partes de suco para cinco de agua,

quantos litros de refresco teriamos conseguido fazer?

Resolucio.
Inicialmente:
O fato de que foi feito 24 litros de refresco
misturando uma parte de suco (S) para trés de agua (A)

pode ser entendido como % = %

Assim, para cada 4 unidades de refresco (R), temos uma unidade de suco.

Ou seja, S=i-R® =i-24®5=6

Posteriormente:

Misturando a mesma quantidade de Suco (S = 6),
na propor¢do de duas partes de suco(S) para cinco de agua(A),

poderia ser traduzida como % = % .

Assim, para cada 7 unidades de refresco (R), temos duas unidades de suco.

Ou seja, S=%-R©6=%-R©R=21.
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Importante observar que ao informar a relagdo entre os componentes da mistura, fica
implicito a relagdo de cada componente com o total. Facilitando assim a resolugdo do

problema. Caberia a seguinte interpretacdo do problema:

Inicialmente, uma parte de suco para 3 partes de dgua implica que 4 partes equivalem a 24
litros de refresco e, portanto, cada parte equivale a 6 litros. Dai, 6 litros de suco foram
misturados. Posteriormente, esses mesmos 6 litros de suco serdo misturados na propor¢do
de 2 partes de suco para 5 partes de agua, implicando em 7 partes de refresco.

Como as 2 partes de suco equivalem a 6 litros, cada parte equivale a 3 litros.

E, assim, as 7 partes de refresco equivalem a 21 litros.

Esse raciocinio explicitado, embasado no bom conhecimento dos conceitos
associados, permite o aluno resolver o problema a partir do uso exclusivo de um calculo
mental apurado. Tudo que foi escrito poderia ter sido feito “na cabega” até obtencdo do

resultado final.

2) [Matematica] Segue uma questdo do Novo Enem, em que aparece a nogao de escala:

(Enem 2011) Para uma atividade realizada no laboratério de Matematica, um aluno precisa
construir uma maquete da quadra de esportes da escola que tem 28 m de comprimento por
12 m de largura. A maquete devera ser construida na escala de 1 : 250. Que medidas de
comprimento e largura, em cm, o aluno utilizara na constru¢do da maquete?

a)4,8¢e11,2

b) 7,0 € 3,0

c)11,2e4,8

d) 28,0 e 12,0

e) 30,0 e 70,0

Resolucio.
A resolugdo desta questdo passa pelo entendimento de uma importante razdo, a escala.

Sendo a escala(E) uma razdo entre as medidas do desenho(d) e as reais(r), temos que:
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Assim informar que E =1:250 = ﬁ , pode ser traduzido que a cada unidade no desenho,

temos 250 unidades no real.

Ficando explicito que as medidas reais sdo 250 vezes maiores que as medidas do desenho.
Ou seja, dadas as medidas no desenho, multiplicamos por 250 para obter as medidas reais
e, no caso contrario,
dadas as medidas reais, dividiremos por 250 para obter as medidas no desenho.
Como foi dado as medidas reais, para obter as medidas no desenho, basta:
28:250=0,112m=11,2 cm
12 :250=9,048 m = 4,8 cm.

Mais um exemplo em que o bom entendimento do conceito, pode acarretar uma
resolucdo eficaz, através de operagdes de multiplicacdo e/ou divisdo. A maioria dos alunos
acabam armando equagdes ou regras de trés para resolver o problema, a partir da mera

decodificagdo das informagdes.

3) [Quimica] O gas carbonico ¢ uma substancia formada de carbono e oxigénio na propor¢ao
3:8 em peso. Qual o peso do oxigénio contido numa quantidade de géas carbonico igual a

132 g?

Resolucio.
Interpretando adequadamente a razdo apresentada no enunciado, temos que:
A cada 3g de carbono, tem-se 8g de oxigénio.
Logo, a cada 11g de gas carbonico temos 8g de oxigénio.
Dai o total de oxigénio em 132g de gas carbonico dado por:

8
=—-132¢g..0=96g.
11 8 8

4) [Quimica] Segue um exemplo de uma questdo do Novo Enem, em que aparece a no¢ao

matematica de razdo em importantes conceitos quimicos:
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(Enem 2010)Ao colocar um pouco de aclicar na 4gua e mexer até a obtencao de uma s6 fase,
prepara-se uma solucdo. O mesmo acontece ao se adicionar um pouquinho de sal a dgua e
misturar bem. Uma substincia capaz de dissolver o soluto ¢ denominada solvente; por
exemplo, a agua ¢ um solvente para o acucar, para o sal e para varias outras substancias. A

figura a seguir ilustra essa citagao.

its®

M \ Soluto
L%
)
¥

Solvente

~h

Solugao

Figura 3 — Imagem da Questao.

Suponha que uma pessoa, para adogar seu cafezinho, tenha utilizado 3,42g de sacarose
(massa molar igual a 342 g/mol) para uma xicara de 50 m{ do liquido. Qual ¢ a concentragdo
final, em mol/t, de sacarose nesse cafezinho?

a) 0,02

b) 0,2

c)2

d) 200

e) 2000

Resolucio.
Fazendo uma interpretagdo matematica dos dados da questao,
foi apresentada a massa molar (MM) da Sacarose,

razdo que expressa quantos gramas de estdo presentes em 1 mol de Sacarose.

. 2 ~ .
Assim: MM = —=—=——_ Essa razdo é equivalente a:

MM <8 _ 342 342 342 '

mol 1 0,1 0,01

Ou seja, 3,42g de Sacarose utilizados equivalem a 0,01mol.
Como essa quantidade sera dissolvida em 50ml ou 0,051,

temos que a concentragdo em mol/l, solicitada ¢ de:
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[ 0,05 5 1

Portanto, a cada 11, temos 0,2 mol. Logo a concentragdo é de 0,2mol/l.
Observa-se que a modificagdo da representacdo, mantendo a mesma razao, facilitou a
resolucdo da questdo, uma vez que os dados fornecidos poderiam ser ajustados de forma
aritmética simples. Um bom leitor, interpretador dos dados, poderia resolver essa questdao

facilmente através do calculo mental, respeitando as condigdes impostas pelas razdes.

1.3. Grandezas Diretamente e Inversamente Proporcionais

Como uma das mais importantes aplicagdes dos conceitos de razdo e de
proporcionalidade, apresentaremos as definicdes de Grandezas Diretamente Proporcionais e
de Grandezas Inversamente Proporcionais.

Vale ressaltar que este topico muitas vezes ¢ explicado em segundo plano, quando o
professor explica os métodos de resolucdo das regras de trés simples: direta e inversa.
Proporcionando assim, erros conceituais gravissimos. A maioria dos alunos acredita que
quando uma grandeza aumenta e a outra também, estamos diante de grandezas diretamente
proporcionais. Da mesma forma, quando uma aumenta e outra diminui, estamos de frente de
grandezas inversamente proporcionais. Ndo existe preocupagdo, por parte da maioria, em
investigar o tipo de variagdo, ou de comprovar a proporcionalidade direta ou inversa.

Ao explicar esse topico, ao resolver questdes convencionais de regra de trés, assume-
se, mesmo que de forma inconsciente, que existe proporcionalidade e, para diferenciar, se
esta ¢ direta ou inversa, basta fazer a seguinte pergunta: Quanto maior um grandeza, maior
ou menor fica a outra? A depender da resposta, define-se o tipo de proporcionalidade.

De acordo com os PCN:

Para compreensdo da proporcionalidade é preciso também explorar
situagoes em que as relagcoes ndo sejam proporcionais — contra-exemplos.
O aluno podera desenvolver essa nog¢do ao analisar a natureza da
interdependéncia de duas grandezas em situagoes-problema em que elas

sejam diretamente proporcionais, inversamente proporcionais ou ndo-

proporcionais. (BRASIL, 1998, p 84-85)
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Comentando sobre o prejuizo causado neste tipo de abordagem, explicitamos o fato
de o conceito de razdo ser deixado em segundo plano, em favorecimento da aplicacdo de
modelos praticos. Desta forma, os alunos aprendem erradamente o que significa duas
grandezas serem diretamente ou inversamente proporcionais. Assume-se uma consequéncia
da definicdo, como a propria definicio. Por exemplo, nas grandezas diretamente
proporcionais, o fato de uma aumentar e a outra também ndo ¢ a definicdo e sim uma
consequéncia dela.

O aprendizado de forma errada, colabora com os seguintes tipos de erro

apresentados:

1) Imagine a seguinte situagdo: Numa corrida de taxi, paga-se R$ 5,00 pela bandeirada ¢
mais R$ 3,00 por km rodado. Variando o preco em fungdo do nimero de quildometros,

produz-se a seguinte tabela:

km Preco(RS)
0 5

1 8

2 11

3 14

4 17

Tabela 1 — Variagdo de Grandezas

Observando os valores apresentados, podemos concluir que as grandezas sdo diretamente

proporcionais?

Neste caso, a maioria alunos responde sim. E ndo levam em consideracdo que, apesar da
dependéncia entre o nimero de quilémetros e o prego existir e fazer que o aumento de uma

variavel produza aumento na outra, a relacdo de dependéncia ndo ¢ de proporcionalidade.

2) Se um zelador gasta 3h para limpar um saldo circular de 2m de raio, quanto tempo levaria

para limpar um outro saldo de 4m de raio?
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Muitos cometem o erro de afirmar que o tempo ¢ de 6h, ja que o raio dobrou, fazendo com
que o tempo também dobre. Tal raciocinio estd embasado no fato de se achar que quando
uma grandeza aumenta e a outra também, temos um caso de proporcionalidade direta.

E facil ver que o tempo aqui ndo é proporcional ao raio, mas sim ao tamanho do saldo

que pode ser quantificado pela area.

Justificada a necessidade de apresentagdo adequada das definigdes de
proporcionalidade direta e inversa, a fim de um melhor entendimento e, consequente,

minimizagio de erros. Seguem as defini¢des, transcristas de Avila (1986):

1) Definicdo 1: Diz-se que duas varidveis (ou grandezas) x e y sdo proporcionais,
mais especificamente, diretamente proporcionais se estiverem assim relacionadas: y = k.x ou

y/x =k, onde k é uma constante positiva, chamada constante de proporcionalidade.

i1) Definicdo 2: Diz-se que as varidveis (ou grandezas) x e y sdo inversamente

proporcionais se X.y = k, onde k ¢ uma constante positiva (constante de proporcionalidade).

Interpretando as defini¢des, temos:

a) No caso da definicdo 1, para que a razdo se preserve constante, se o valor de uma

[1¥e4]

grandeza for multiplicada por um fato “p”, o valor correspondente da outra grandeza

€6 9

também tera que ser multiplicado pelo mesmo fator “p”. E dessa forma, como consequéncia,

caso uma aumente, a outra também ira aumentar.

b) No caso da defini¢do 2, para que o produto se preserve contante, se o valor de uma

[1¥e4]

grandeza for multiplicada por um fator “p”, o valor correspondente da outra grandeza tera

que ser dividida pelo mesmo fator “p”. E dessa forma, como consequéncia, caso uma

aumente, a outra ira diminuir.

Ainda sobre as defini¢cdes apresentadas, podemos fazer as seguintes apreciacdes:
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o~ . . X a
a) No caso da definicdo 1, sejam x; e X, dos valores tais que —L = 7’ temos que, se y; € y2

X
~ 1 d . Y _a
sdo os valores correspondentes a x; € Xp, respectivamente, =L = — .
y, b
b - . : X, a
) No caso da defini¢do 2, sejam X, e x, dos valores tais que —L=—, temos que, S€ y; € Y2
x, b
~ 1 d . y b o . .
sdo os valores correspondentes a X; € X, respectivamente, =L =—. Ou seja, sejam X € y
Y, a

grandezas inversamente proporcionais, se dois valores de “x” estiverem na propor¢ao de “a”

[P 4]

para “b”, entdo os valores correspondentes de “y” estardo na propor¢do de “b” para “a”.

Devido a trivialidade do que foi apresentado, as interpretagdes nao serdo justificadas.
Nos limitaremos a apresentar situacdes em que elas podem ser utilizadas. Seguem as

situagoes:

1) Forca(F) e Aceleragdo(a) sdo Grandezas Diretamente Proporcionais, caso a massa(m)

seja considerada constante. Pois, da Fisica, j& se sabe que: F = m.a, ou seja,

— =m(constante). Verificando um determinado caso, para m = 5kg, produzimos a
a

seguinte tabela:

Forca (em N) Aceleracio(m/s®)
5 1
10 2
15 3
20 4
25 5

Tabela 2 — Grandezas Diretamente Proporcionais.

De fato, sdo grandezas diretamente proporcionais, pois: — = % = % = ? = % = 2—55 =..=35,.
a

Enfatizando as diversas analises, temos que:
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a) Quando “F” varia de 5 para 10 (é multiplicado por 2), “a” varia de 1 para 2 (¢ também

multiplicado por 2).

b) Quando “F” varia 50% (de 10 para 15), “a”também varia de 50% (de 2 para 3).
¢) A razdo entre o segundo e quinto valor de “F” ¢ igual a % = % . Exatamente a razdo entre

o segundo e o quinto valor de “a”.

1) Velocidade Média(V) e tempo(t) sdo Grandezas Inversamente Proporcionais, caso a

Coa . : . Ce d :
distancia(d) seja considerada constante. Pois, da Fisica, ja se sabe que: V =—, ou seja,
t

V.t = d(constante). Verificando um determinado caso, para m = 60m, produzimos a

seguinte tabela:

Velocidade (em m/s) Tempo(s)
2 30
3 20
4 15
5 12
6 10

Tabela 3 — Grandezas Inversamente Proporcionais.

De fato, sdo grandezas inversamente proporcionais, pois:

V-t=230=320=4.15=5.12=6.10=...=60.

Enfatizando as possiveis tradugdes, temos que:

a) Quando “V” varia de 2 para 4 (¢ multiplicado por 2), “t” varia de 30 para 15 (¢ dividido
por 2).
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b) Quando “V” varia 50%, ou seja, ¢ multiplicado por 1,50 (de 2 para 3), “t” ¢ dividido por
1,50 (de 30 para 20). Vale lembra aqui que a operagdo inversa de aumentar 50%, nao ¢é

diminuir 50%.

y .

~ 3 -
c) A razdo entre o segundo e quarto valor de “V” ¢ igual a 3 Exatamente a razdo inversa

“t”

entre o segundo e o quarto valor de “t” que € % = g .

Essa abordagem, traz significados concretos sobre o raciocinio proporcional e como
ele pode ser utilizado, no caso de Grandezas Diretamente e Inversamente Proporcionais e
sera, juntamente com o conceito de razdo bem desenvolvido, base de sustentagdo para o
tema principal do trabalho que ¢ a influéncia dos pesos no posicionamento da Média
Aritmética Ponderada. Além de prevenir possiveis erros conceituais que os alunos poderiam
cometer na Matematica e em outras areas, como a Fisica e a Quimica, devido a abordagem
inconsistente, por vezes empregada, por seus professores e que estdo presentes também nos

livros didaticos.
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2. MEDIA ARITMETICA

Segundo Pollatsek, Lima e Well (1981), a média aritmética ndo € s6 o conceito mais
basico da Estatistica e da ciéncia experimental, ¢ também o mais utilizado na vida cotidiana
das pessoas. Em geral, ao fazermos inferéncias tanto no campo académico como na vida
cotidiana, utilizamos a média ou a comparagao entre médias.

Pesquisa feita por Strauss e Bichler (1988) mostrou que os alunos tém um dominio
satisfatorio quando se trata de utilizar o algoritmo da média, porém revelam as dificuldades
de compreensdo em relagdo aos diferentes aspectos que emergem do conceito de média.

Isso pode se dever ao fato de que a média aritmética, assim como outras ideias da
Matematica, sdo tratadas com é&nfase na parte procedimental, em detrimento ao
entendimento de seus significados e propriedades importantes.

Vamos destacar aqui duas concepgdes importantes da média aritmética. A primeira se
refere a divisdo igualitaria, em que o valor da média aritmética representa um conjunto de
dados como se todos os valores fossem iguais. Neste caso, evidenciamos uma forte ligagao
com o procedimento de célculo em que somam-se todos os valores (normalmente distintos) e
divide-se pelo numero total de valores. Ja a segunda, entende a média aritmética como um
ponto de equilibrio. Posicionando todos os valores em uma reta orientada, com seus
respectivos pesos, a média aritmética corresponderia ao ponto que equilibraria todos os
valores em torno dela.

Van de Walle (2000) indica que, para se entender a primeira concep¢do de média, se
inicie com um grafico de barras onde as barras com diferentes comprimentos se transformem
em barras com o mesmo comprimento, havendo uma compensacdo, ou seja, retira-se de

umas para colocar em outras.

=S
% —

Figura 4 — Média Aritmética.
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Fica claro que encontrar a média ¢ encontrar um niimero de cubinhos que substitua
os niumeros de cubinhos iniciais, preservando o total de cubinhos. De forma genérica, para
retirar a média entre varios valores reais, bastaria encontrar um niimero que substituisse
todos os valores iniciais, mas preservando a soma inicial de todos os valores.

A média aritmética €, portanto, uma medida que “resume e representa um conjunto
de dados em um unico valor”. (CARZOLA e SANTNA, 2006, p.18)

Essa primeira nogdo sera utilizada na definicdo formal de média aritmética que sera
apresentada. Adiante, daremos uma maior énfase a segunda, quando estudaremos a

influéncia dos pesos no posicionamento da média aritmética ponderada.

2.1. Definicao de Média Aritmética

Apoés apresentar algumas compreensdes intuitivas de média, traremos agora uma
possivel defini¢do formal de média aritmética, baseada na primeira percepcao apresentada.
Segue a definigdo:

Seja a sequéncia finita de “n” nimeros reais (a;, as, a3, as, as, ... , ay), define-se, como

média aritmética de todos os termos da sequéncia, o numero real M, tal que:

a,+a,+a,+a,+a,+..+a, = M+M+M+M+M+ ..+M

n vezges

<
a, +a, +a,+a, +a;+..+a,=n"M
<

ModiFTa Fasta, +as+ .. +a

n

A ultima igualdade ¢ a mais utilizada, mas, dada a equivaléncia, utilizaremos
qualquer uma delas a depender da conveniéncia. Dada a defini¢do acima, podemos verificar

a seguinte propriedade:
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min{ai}sMsmax{ai} , I=i=sn

Segue a demonstragao:

Sem perda de generalidade, considere min{a;} = a; e max{a;} = a,. Assim, temos:

a+a +a+..+a, = a+a,+a;+..+a, = a,+a,+a,+..+a,

n vezges n vezges

<
n-a,sa+a,+a,+..+a,<n-a,.
Como a, +a, +a, +a, +a, +..+a, =n-M, temos que:
nasnMsn-a,.
Dividindo todos os membros por n:

a=sM=sa, < min{ai}sMsmax{ai} , I=i=sn

Essa propriedade nos leva a crer que a média aritmética pode ser entendida como
valor intermedidrio entre dois extremos, sendo essa média igual aos extremos quando os
extremos forem iguais. Ao estudar adiante a influéncia dos pesos no posicionamento da
média aritmética ponderada, estaremos constatemente retomando essa propriedade.

Vale ressaltar que a existéncia de varios a; com valores iguais, aponta para
substitui¢ao desses varios aj, por um deles associado a um peso, que representa o nimero de
vezes que esse valor deve ser repetido. Portanto, a soma de varios a; de mesmos valor
equivale a multiplicagio de um desses a; pelo seu respectivo peso. E 0 que veremos no

proximo item.
2.2. A Média Aritmética Ponderada (MAP)

A nociao de que peso pode ser entendido como o numero de vezes que determinado
valor de uma sequéncia se repete ndo € Unica, pois esse peso nio ¢, necessariamente, um
valor discreto. Em determinados contextos, pode ser um niimero real associado a um certo

valor. Uma possivel definicdo de Média Aritmética Ponderada ¢ apresentada a seguir:
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€6 .9

Seja a sequéncia finita de “n” numeros reais, com n > 1, (aj, a, as, ... , ay), € p1, P2,
p3, ---, Pn pesos(pertencentes aos reais) associados a aj, a,, as, ... , a, respectivamente, com a;

<ap;< ag<..<a,,aMe:édia Aritmética Ponderada ¢ um numero real M tal que:

a p+a, p,+a, p;+..+a, p,=M-p+M-p,+M-p,+..+M-p,
<
a, p,+a, p,+a; py+..+a, p,=M-(p,+p,+p;+..+p,)

<

b htad praypst.-td, " p,
(P +Dpy+Ps+..+D,)

Da mesma forma, a Gltima igualdade ¢ a mais conhecida. Mas, dada a equivaléncia,
utilizaremos qualquer uma delas a depender da conveniéncia. Foi considerado que

a,=a,=a,=..=a,. E, para facilitar, futuramente, o entendimento do posicionamento da

média entre os valores extremos, foi admitido que estes valores estdo ordenados em ordem
crescente segundo seus indices.
A propriedade destacada no item anterior continua valendo, de forma equivalente,

para essa defini¢do. Como em nossa defini¢do a; < a,, temos que:

a<M<a,,n>1

Assim a média aritmética ponderada também pode ser entendida como um valor

intermediario entre os valores extremos.

2.3. O Posicionamento da Média Aritmética Ponderada entre dois Valores

Definidos os pré-requisitos basicos nos itens e capitulos anteriores, vamos discutir
agora como a Média Aritmética Ponderada (Valor Intermediario) se posiciona entre dois
valores e qual a influéncia dos pesos no posicionamento desta média, objetivo principal

deste trabalho.
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Para isso, comegaremos com alguns exemplos elementares de um problema
motivador. Esses exemplos foram ponto de partida para a busca de uma posterior
formalizagdo. Neles, faremos o célculo comum da média e posicionaremos o valor
encontrado entre os extremos, respeitando as distancias a estes valores.

No que chamaremos de interpretagdo geométrica, estardo indicados os valores
extremos, seus respectivos pesos em parénteses, o valor da média encontrada e, acima da
reta, as distancias da média aos valores extremos.

Nos comentarios de cada exemplo, todas a afirmagdes sdo verdadeiras e serdo
formalmente provadas posteriormente.

Seguem os exemplos, baseados no seguinte problema motivador:

Numa turma a média das notas dos rapazes(mg) ¢ igual a 4, enquanto a média das notas
mogas(my) € igual a 8. Seja M o nimero de mogas € R o nimero de rapazes, calcule a média

das notas da turma se...

Antes de partimos para cada caso, interpretamos que para calcular a média das notas
da turma, ¢ necessario somar todas as notas das mocas com todas as notas dos rapazes e
depois dividir pela quantidade de pessoas na turma. De fato, ndo temos as notas reais de cada
moga e de cada rapaz, mas, ao informar a média das notas das mogas e a média das notas dos
rapazes, podemos concluir que a soma das notas das mocas ¢ igual a (my) multiplicado por
M e que a soma das notas dos rapazes ¢ (mgr) multiplicado por R, ja a média aritmética
substitui todos os valores preservando a soma deles. Assim, a media das notas da turma, para

todos os casos, ¢ dada por:

my-R+m, -M
R+M

TURMA =

Dessa forma, fica evidente que a média da turma ¢ média aritmética ponderada
(abreviaremos para MAP em algumas situagdes) entre os valores (mg) € (mum), com pesos
respectivamente iguais a R e M. Escreveremos o texto anterior, a partir desse ponto, em

linguagem matematica, da seguinte forma: Myrma = MAP(mg, mys), com pesos R e M.
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Seguem os casos:

HhM=1eR=1.
Posicionamento
4-1+8-1 4+8 2 2
M = = =6 X 1
TURMA 1+1 2 ® 1 ®
4 6 8
(1) (1)

Percebemos que, ao tomar ambos os pesos iguais a 1, a média das notas da turma foi igual a
média aritmética simples. E esta, se posicionou exatamente no meio entre os valores. Pesos

iguais implicando em distancias dos valores até a média iguais.

2)M=50eR = 50.

Posicionamento
4-50+8-50 4-1+8-1 4+8 2 2
50+50 1+1 2

TURMA =

4 8

(50) (50)
Percebemos que, ao tomar ambos os pesos iguais a 50, a média das notas da turma, também,
foi igual a média aritmética simples. E esta, se posicionou, também, exatamente no meio
entre os valores. Pesos iguais implicando em distancias dos valores até a média iguais. Neste
momento, comegamos a conjecturar que a importancia dos pesos ndo estd em seus valores
absolutos, mas sim, em seus valores relativos. O que importaria seria a razdo entre eles. Para
verificar que pesos iguais, proporcionam distancias em torno da média iguais, bastaria fazer

os calculos tomando M =x e R =x.

3)M=1eR=3.
Posicionamento
4-3+8-1 20 1 3
My =202 2 5 X -
TURMA 3+1 4 @ T ®

4 8
(3) (1)
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Seria natural perceber que quanto maior o peso de um determinado valor, mais a média se
aproximaria dele. Mas se aproxima como? Quanto maior o peso, menor a distancia. Indicio
de proporcionalidade inversa entre peso e distdncia em torno da média. Para este exemplo,
verdade! J4 que o produto do peso pela distdncia para cada valor extremo ¢ igual.
Observaremos adiante que isso vale para todos os casos. Neste caso especifico, a razdo entre
os pesos ¢ de 3 para 1 e a razdo entre as respectivas distancias ¢ de 1 para 3

(Proporcionalidade Inversa).

4HYM=2eR=6.
Posicionamento
M _4-6+8-2_4-3+8-1_§_ X 1 . 3
TURMA T 6D 3+1 4 e ' .
4 5 8
(6) (2)

Percebemos que, comparando com o exemplo anterior, ao tomar os pesos multiplicados por
2, na mesma razdo, a média das notas da turma, também, foi igual. Posicionando-se da
mesma forma entre os valores extremos. O produto do peso pela distancia para cada valor
extremo, também, ¢ igual. Nossa conjectura da importancia dos pesos em seus valores
relativos vai se confirmando. O produto do peso pela distancia para cada valor extremo &,
novamente, igual. Neste caso especifico, a razdo entre os pesos ¢ de 6 para 2 (3 para 1) e a

razdo entre as respectivas distadncias € de 1 para 3 (Proporcionalidade Inversa).

5)M=5e¢eR=3.
Posicionamento
4-3+8-5 52 2,5 1,5
M =" 2272 6,5 X ‘ . '
TURMA 3+5 3 ® i ®
4 6,5 8
(3) (5)

Neste ultimo exemplo, percebemos tudo o que foi assumido como verdade nos exemplos
anteriores. Quanto maior o peso de um valor, mais a média se aproxima deste valor. Essa
aproximacao respeita o fato de o peso e distdncia em torno da média de cada valor serem

grandezas inversamente proporcionais, ja que o produto entre os valores correspondentes ¢



38

constante. No caso especifico, os pesos estdo na razdo de 3 para 5, enquanto que as
distancias estdo na razao de 2,5 para 1,5 (25 para 15 ou 5 para 3).

Além disso, nas interpretagdes geométricas apresentadas, poderiamos destacar a
média aritmética como ponto de equilibrio. Esta passa a ser entendida como o ponto
intermediario que equilibra pesos. Encontrar a média seria equivalente, na fisica, por
exemplo, a encontrar onde posicionar o apoio para que uma barra de peso uniforme fique

equilibrada na presenca de dois pesos posicionados em suas extremidades.

Ap0s essas observacdes iniciais e sem prova do que foi conjecturado, concentraremos

esfor¢os para mostrar os 2 resultados essenciais para o nosso estudo:

1) Pesos e distancias em torno da média sdo grandezas inversamente proporcionais.

2) Os pesos podem ser simplificados, ou seja, o que importa ¢ a razao entre eles.

Para mostrar, utilizaremos a seguinte defini¢do de média aritmética ponderada, ja

mostrada, adaptada para o caso n = 2:
apy+a, p,=M-p+M-p,

Para demonstrar a afirmacgao 2, tome p um niimero real e divida ambos os membros

por p, temos:

a - Ll +a,- Dol | Polem-| P2

P p p p

Percebemos que M fica inalterado ao dividir ambos os membros por p e podemos

P P>
assumir que tanto faz tomar pesos iguais a p; € p, como tomar pesos iguais a plelp

Fica, portanto, provado que a simplificagdo dos pesos ndo altera a média, ou seja, o
importante ¢ a razdo entre eles. Este fato, permite diminuir os célculos aritméticos ao se
calcular a média aritmética ponderada.

Para demonstrar a afirmagdo 2, segue os passos detalhados:
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a-pi+aypy=M-p+M-p,
=

a, p,-M-p,=M-p,-a,p
=

(%‘M)'p2=(M—al)'P1

Como na defini¢do inicial tomamos a; < a;e a; <M < a,, temos que:

a, — M =d,, distancia de a, até a média e

M — a; = d;, distancia de a, até a média.

E assim:
(a,-M)-p,=(M-a,) p
=
dy p,=d,"p,

<

QL

2

bh_4
P, 4

Fica, portanto, provado que Pesos e Distancias em torno da média sdo Grandezas
Inversamente Proporcionais. Logo, se os pesos estdo em determinada razdo, as distancias
obedecem a razao inversa. Dessa forma, na interpretacdo geométrica, podemos posicionar a
média dividindo a distancia entre os valores extremos de maneira inversamente proporcional
a0s pesos.

O ganho interpretativo, na resolugdo das questdes do assunto, ficara evidenciado no
capitulo 4. Ao se entender que o problema pode ser modelado através de uma média
ponderada, dada a relagdo entre os pesos, pode-se posicionar a média a partir da relagdo
entre as distancias. Ou o contrdrio, dada a relacdo entre as distancias, pode-se inferir
rapidamente a relag@o entre os pesos.

Para um melhor entendimento do que ficou provado, retomaremos o exemplo 5) do

problema motivador, apresentando uma alternativa ao calculo algébrico da média. Segue:
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5 \M=5eR=3.
Posicionamento

a b

4 8
(3) (5)

De acordo com a nova ideia de média apresentada, a de ponto de equilibrio, temos que:

1) se a razdo entre os pesos ¢ de 3 para 5, a razdo entre as distancias a e b deve ser de 5 para
3, que equivale a a = 5x e b = 3x. Dessa forma, como a distancia entre os extremos ¢ igual
a 4, temos 5x + 3x =4 o que implica em x = 0,5; a=2,5 ¢ b= 1,5. Portanto, a média das

notas da turma fica posicionada na posi¢do 4 + 2,5 = 6,5.

i1) De uma outra forma, como a distidncia entre os valores extremos ¢ igual a 4 e a razdo

a 5
entre as distncias a e b ,em torno da média, € de 5 para 3, temos que 3. Um bom

entendimento dessa razdo permite inferir que a cada 8 unidades distribuidas entre a e b, a

5
recebe 5. Logo, a= §'4‘ Ou seja, a = 2,5. E, portanto, a média das notas da turma ¢ igual

a4+25=6,5.

Essa modelagem permite resolver problemas de médias ponderadas de forma muito
objetiva e eficiente, utilizando operagdes matematicas elementares.

Em ambas as abordagens, a do céalculo formal e a da interpretacdo geométrica, o
calculo mental pode ser utilizado. Mas, na segunda, as operacdes envolvidas sdo mais
objetivas. Além disso, a primeira forma acaba sendo, muitas vezes, um processo meramente
mecanico e pouco reflexivo. A segunda maneira aponta para uma compreensao mais ampla
do conceito de média e utiliza essa compreensdo para tornar mais objetiva a resolucao.

Apesar do nosso posicionamento em favor da objetividade da interpretagdo
geométrica. Talvez ele seja questionavel. Nao esteja tdo claro. Afim de defender nosso
posicionamento, apresentaremos um problema equivalente ao problema motivador dos 5
exemplos, mudando os dados e a pergunta e compararemos as formas de resolucdo. Segue o

problema:
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Numa turma a média das notas dos rapazes(mg) ¢ igual a 4, enquanto a média das notas das
mocas(my) ¢ igual a 8. Seja M o numero de mogas e R o niimero de rapazes, calcule a

porcentagem de rapazes na turma, se...

Antes de analisar os casos detalhadamente, do entendimento do problema motivador, a
média das notas da turma (Mturma) ¢ um valor intermediario entre a média das notas dos
rapazes e a média das notas das mogas, influenciado pelos respectivos pesos. Em cada caso
compararemos a resolu¢do de um aluno concluinte do Ensino Médio ou professor com a

nossa proposta. Seguem 0s casos:

1) Mrurma = 6

Segue a resolu¢ao de uma aluna, que esta se preparando para o vestibular:

Figura 5 — Resolucdo de uma aluna.

A resolugdo, apesar de correta, aponta para utilizagdo imediata do algoritmo que calcula a
média aritmética ponderada, aparentemente de forma pouco reflexiva. Uma vez que o
entendimento de média como ponto de equilibrio permitiria inferir, sem calculos, que o fato
da média ter se posicionado exatamente no meio entre 4 e 8, garante que 0S pesos
(quantidade de rapazes e mogas, respectivamente) sdo iguais ja que as distdncias da média
aos extremos sdo iguais. Vale destacar ainda que a resolugdo ¢ extremamente longa para um

problema muito simples dada a escolha dos valores.
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2) Mrurma =5

Segue a resolu¢dao de um professor de matematica do Ensino Médio:

Figura 6 — Resolu¢ao de um professor.

Apo6s o envio da resolucdo, por parte do professor, foi questionado se ele sempre resolvia

dessa forma ou se utilizava outras alternativas. Segue a resposta:

Em sala, normalmente, resolvi
assim, mas , pessoalmente eu
uso um raciocinio mais

aritmeético que algébrico...
10:54

Figura 7 — Resposta do professor.

Essa resposta mostra que o professor, aparentemente, resolve a questdo da forma com que os
alunos estdo mais acostumados. O que, a priori, facilitaria o entendimento por parte deles.
Apesar de ndo descrever que tipo de raciocinio aritmético € utilizado por ele, provavelmente,
o docente ndo acha importante apresentar aos alunos. A resolucdo correta da questdo ja ¢
suficiente, apesar do numero de passos envolvidos. Vale destacar que as resolugdes
apresentadas no primeiro caso, pela aluna, e no segundo, pelo professor sdo bastante

semelhantes. Segue a nossa proposta:

Posicionamento

1 3
+

4 8
(R) (M)
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(1)
Como as distancias, em torno da média, estdo na razao de 1 para 3,
temos que a razao entre os pesos R e M ¢ dada por:

R 3

b

M 1
Assim, a cada 3 (trés) rapazes, temos 1 (uma) moga.
E, portanto, os rapazes representam trés quartos da turma, ou seja, 75%.
(i1)
Como os pesos se distribuem, entre R e M,
na razdo inversa de como as distancias em torno da média sdo distribuidas,
podemos concluir diretamente que:

=§=0,75=75%,
4

em que o denominador “4” representa a distancia total a ser distribuida e
o numerador “3” representa a distancia da média ao outro extremo de peso M.
Ou seja, para calcular o peso percentual R,
basta tomar a razao entre

a distancia da média ao outro extremo de peso M e a distancia total.

O que se discute aqui ndo ¢ a facilidade, mas sim o tamanho da resolucdo. Vale a pena ter
um entendimento mais amplo do conceito de médias, além daquele que usa o algoritmo
convencional de calculo como principal ferramenta, a fim de abreviar os processos?
Apresentaremos nos proximos capitulos diversas aplicagdes nas mais diversas areas que
ratificam a opinido de que vale a pena ampliar o conceito em favor de uma resolugdo menor.
Apenas um professor, entre os 17 professores que apresentaram uma resolugdo, resolveu

conforme nossa proposta. Segue a resolucdo apresentada:
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Figura 8 — Resposta do professor.

2) Mrurma = 7,5

Segue a resolu¢ao de um aluno, que esta se preparando para o vestibular:
I T B
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Figura 9 — Resolugao do aluno.

Sem muitos comentdrios, resolucdo equivalente as outras, com a mudan¢a de que foi
estipulado um total de 100 pessoas ja que o problema pede o percentual. O aluno acabou
cometendo um pequeno erro ao subtrair 100 — 87,5 = 12,5. Segue nossa proposta, apenas

para uma melhor fixacao dos conceitos desenvolvidos:

Posicionamento
3,5 0,5

4 7,5 8
(R) (M)
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)
Como as distancias, em torno da média, estdo na razao de 3,5 para 0,5;

temos que a razdo entre os pesos R e M ¢ dada por:

M 35 35 7’

Assim, a cada 1 (um) rapaz, temos 7 (sete) mogas.

E, portanto, os rapazes representam um oitavo da turma, ou seja, 12,5%.

(i)
Como os pesos se distribuem, entre R e M,
na razdo inversa de como as distancias em torno da média sdo distribuidas,
podemos concluir diretamente que:

R=22_1_0125-12.5%,
48

em que o denominador “4” representa a distancia total a ser distribuida e
o numerador “0,5” representa a distancia da média ao outro extremo de peso M.
Ou seja, para calcular o peso percentual R,
basta tomar a razao entre

a distancia da média ao outro extremo de peso M e a distancia total.

Apobs a exposi¢do do problema motivador na “forma inversa” e a comparagdo das
resolucdes convencionais com a nossa proposta, passamos a ter mais convic¢do da
relevancia da ampliagdo do entendimento de média, uma vez que os processos de resolucao
se mostram mais atraentes devido a simplicidade das operagdes envolvidas. Mesmo que
estudassemos apenas o caso da influéncia dos pesos no posicionamento da média aritmética
para o caso n = 2, ainda sim nos posicionariamos a favor da relevancia por conta das
enormes possibilidades de aplicacdo que serdo apresentadas.

Em sintese, apresentaremos uma situacdo genérica, baseada na interpretacio

geométrica. Segue:

Considere dois valores A e B, A < B, com pesos X e Y, respectivamente e seja M =

MAP(A, B), com pesos X e Y. Considere ainda ds e dg, respectivamente, as distancias dos
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extremos A e B até a média M e d = B — A, a distancia entre os valores A e B. A partir do
modelo abaixo, podemos tirar as seguintes conclusdes:

Posicionamento

da ds
® } °

A M B
(X) (Y)

1) Pesos e Distancias at¢ a média sdo Grandezas Inversamente Proporcionais, ou seja,
X-d,=Y-d,

2) Dados A, B, X e Y, temos que:

Y

M=A+d,,emque d, = -d
A SN ST XY
ou
X
M=B-d,,emque d, = d
(X+Y)

3) Dados A, B e M, temos que os pesos percentuais X e Y sdo dados por:

X=d—B-100 e Y=ﬂ-100.
d d

Deixaremos a demonstragdo das afirmacdes 2 e 3 com base na afirmacdo 1, que ja
foi demonstrada, a cargo do leitor. Apresentamos a situacdo genérica a fim de que fique
claro que esse método ¢ sempre possivel de utilizado e estd baseado em conceitos bem
fundamentados. Nosso objetivo ndo ¢ a utilizagdo dessas “féormulas” para abreviar as
resolugdes. O fundamental ¢ internalizar os conceitos para utilizacdo deles de forma bem
natural e ndo mecanizada. Como sugestdo, o professor ndo deve mostrar essa situagao
genérica a fim de fornecer formulas praticas aos alunos. Seria interessante que os alunos
pudessem utilizd-las mesmo sem conhecé-las, a partir de um aprendizado significativo das

ideias fundamentais envolvidas.
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2.4. Extensao do Posicionamento da Média para n Valores

A partir de um contra exemplo simples, podemos verificar que o fato de pesos e
distancias até a média serem Grandezas Inversamente Proporcionais nio vale para qualquer
quantidade n de wvalores. A proporcionalidade inversa que foi essencial para o
posicionamento da média no caso n = 2, nao pode ser utilizada para qualquer caso. Segue o

contra-exemplo:

Sejam 1, 4 e 7 valores reais com pesos 1, 2 e 3, respectivamente. Calcule a Média Aritmética

Ponderada.

Segue a resolug¢do convencional:

M = MAP(1,4,7), com pesos 1,2 e 3.

<
o L1+4-2+7-3 30
1+2+3 6

Seja dxm , a distdncia de um valor X até a média, temos:

1) Para X =1, com peso 1, temos dyu = 4.
2) Para X =4, com peso 2, temos day = 1

3) Para X =7, com peso 3, temos dqy = 2

Percebemos que o produto peso por distdncia até a média ndo ¢ o mesmo. Logo a
proporcionalidade inversa esta descartada para o posicionamento da média.

Baseados na defini¢do fundamental de que média aritmética ¢ um numero que
substitui todos os valores da amostra preservando a soma deles, a alternativa encontrada para
posicionar a média, a partir da abstracdo de média como ponto de equilibrio, foi a de fazer
essa substituicdo em partes.

Para esse caso especifico, poderiamos substituir dois valores escolhidos

arbitrariamente, pela média aritmética ponderada entre eles. E, em seguida tirar a média
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aritmética ponderada entre o valor encontrado anteriormente, com peso equivalente a soma
dos pesos dos dois valores escolhidos inicialmente, e o terceiro valor, com seu respectivo

peso. Segue os passos para posicionamento da média:

a) Escolhidos inicialmente os valores 1 e 4, com pesos 1 e 2, respectivamente, temos:

Posicionamento

2.X X
[

1 M 4
(1) (2)
Como a distancia entre os extremos ¢ igual a 3, temos 2x + x = 3 0 que implica em x = 1.

Portanto, a média fica posicionada na posicdo M =1+ 2.1 =3.

b) Calculando agora a média entre
o valor 3 encontrado, com peso igual a 3 (soma 1 + 2)

e o valor 7, de peso também igual a 3, temos:

Posicionamento
2 2

3 7
(3) (3)

Como os pesos sdo iguais, a média ¢ o ponto médio entre 3 e 7. Ou seja, 5.

Dessa forma, a média para n valores poderia ser calculada, de forma analoga, ao
apresentado, realizando “n — 1” passos. A prova, por indugdo, desta afirmagdo fica a cargo
do leitor que achar necessario. Optamos por ndo fazé-la, j4 que ¢ bastante intuitiva.
Apontamos aqui para a possibilidade de posicionamento da média, mesmo que em etapas.

A priori, o célculo convencional parece ser mais adequado, mas imagine uma
situagdo ilustrativa em que se precise tirar a média entre 10 valores com seus respectivos
pesos. Uma boa escolha (aquela em que um simples célculo mental obtém o resultado) de
alguns grupos de 2 valores, para serem substituidos pela respectiva média com pesos

acumulados, poderia proporcionar uma diminui¢@o nos célculos a serem efetuados.
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Portanto, apontar uma possibilidade de resolucdo em etapas pode ser uma boa
alternativa. Vale lembrar que se os 10 valores forem ‘“grandes”, os produtos pelos
respectivos pesos vai gerar contas enormes. Uma vantagem da interpretagdo geométrica bem
aplicada em pares ¢ que ele leva em considerag@o a distancia entre os valores. Mesmo para
valores grandes, podemos ter diferencas pequenas.

Fica claro que o objetivo ndo ¢ escolher o melhor método, mas sim ter mais
ferramentas e possibilidades para utilizagdo do método mais adequado para cada caso, além
de fortalecer os recursos envolvidos em cada método.

Retomando, o exemplo resolvido e posicionando a média entre todos os valores

envolvidos, teriamos:

Posicionamento

1 4 5 7
(1) () (3)

Seja dxm, a distancia de um valor X até a média, temos:

1) Para X =1, com peso 1, temos dyv = 4.
2) Para X =4, com peso 2, temos dayv = 1
3) Para X =7, com peso 3, temos day = 2

Observe que: a soma dos produtos das distancias (até a média) pelos respectivos
pesos a esquerda e a direita da média ¢ a mesma. Ou seja, 1.4 + 2.1 = 3.2, que equivale a 1.4
+2.1-3.2=00u,ainda, 1.4 +2.1 +3.(-2)=0.

Da Fisica, o momento de cada forca (peso) ¢ dado pelo produto da forca (peso) pela
respectiva distancia até o ponto de apoio. Temos ainda que, para uma barra ficar equilibrada
a soma de todos os momentos de todas as forgas (pesos) deve ser igual a zero. Para isso ser
verdade, assumimos que forcas de lados opostos ao ponto de apoio tem distancias com sinais
Opostos.

Se essa conjectura valer independente do valor de n, na fisica, poderemos resolver
problemas de equilibrio numa barra de comprimento dado, assumindo que cada peso estd em

uma posi¢ao de um intervalo real de comprimento equivalente ao tamanho da barra e que a
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posicao do ponto de apoio serd a média aritmética ponderada entre todas as posi¢des em que
as forcas estdo posicionadas, com pesos equivalentes as intensidades das respectivas forgas.

Além disso, o conceito de média aritmética, como ponto de equilibrio, ficara
estendida para n valores.

Precisamos entdo provar que a seguinte afirmagao:

1) Seja uma sequéncia finita de “n” nimeros reais, com n > 1, (aj, az, as, ... , an); P1, P2, P3»
..., Pn peSOs associados a aj, a,, as, ... , ap, respectivamente, com a; < a; < a4 <..<a, e M, a
M¢dia Aritmética Ponderada entre esses valores. A soma dos produtos das distancias até a

média, de cada a;, pelos respectivos pesos ¢ igual a zero.

Para provar tal afirmagao, partiremos da definicdo de média apresentada:

a p+a, p,+ay, p;+..+a,p,=M-p+M-p,+M-p,+..+M-p,
<
(a,-p,-M-p)+(a, p,—M-p,)+(a;"p,—-M-p;)+..+(a,"p,-M-p,)=0
<

(a,-M)-p,+(a,-M) p,+(a,-M) p;+...+(a,-M)-p, =0
Considerando d; = (a; — M), a distancia de cada a; até média, temos:
di-p+d, p,+dy py+..+d, p, =0
A depender do posicionamento da média, alguns d; serdo positivos e outros
negativos. Para efeito de entendimento, quando a; estiver a direita de M (a; > M) a distancia
sera positiva e, caso contrario, negativa. Para a; = M, distancia nula.
Fica, portanto, provada a afirmacdo. Dessa prova, podemos afirmar, de maneira

equivalente, que a soma dos produtos das distancias absolutas até¢ a média, de cada a;, pelos

respectivos pesos a direita e a esquerda da média sdo iguais.
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S6 a titulo de ilustrag@o, retomaremos mais uma vez o exemplo inicial, para calcular
a média, a partir do resultado demonstrado. Segue o exemplo acompanhado da nova

possibilidade de resoluc¢do (inspirada no entendimento de ponto de equilibrio da fisica):

Sejam 1, 4 e 7 valores reais com pesos 1, 2 e 3, respectivamente. Calcule a Média Aritmética

Ponderada.

Encontrar a média solicitada ¢ equivalente a encontrar a posi¢ao M,
tal que a afirmacdo que acaba de ser provada seja verdadeira.

Considere o desenho ilustrativo, em que M foi posicionado de maneira arbitraria.

Posicionamento

°® } } o
1 4 M 7
(1) (2) (3)
Assim:

1.(1=M)+2.(4-M)+3.(7-M)=0

Resolvendo, encontramos M = 5.

Terminamos entdo toda a fundamentagao tedrica acerca do posicionamento da média
aritmética ponderada e partiremos para os proximos capitulos em que serdo estudadas as
aplicagdes dos resultados aqui encontrados e das ideias desenvolvidas.

Nosso objetivo foi ampliar o conceito, a fim de proporcionar, a partir da modelagem

assumida, as ferramentas adequadas para a resolucdo de problemas de diversas areas.
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3. APLICACOES DA MEDIA ARITMETICA PONDERADA

Existem vdarios obsticulos para uma boa aprendizagem matematica. Talvez o
principal causa esteja ligada a maneira tradicional como a Matematica ¢ ensinada. Rosa Neto

(1994, p.41) descreve esse modelo da seguinte forma:

Infelizmente, entre nos, o ensino da matemdtica fica quase que apenas nos
niveis de conhecimento e utiliza¢do de métodos e procedimentos, isto é, o
aluno aprende a terminologia e as formulas e treina fazer substitui¢oes
para resolver problemas de rotina. A matemadtica fica transformada em
algo rigido, acabado, chato, sem finalidade. O aluno usa apenas a
memoria; ndo desenvolve as habilidades de extrapolar, raciocinar, criar.
Nao tem o prazer da descoberta. Ficam faltando elementos para seu

desenvolvimento integral.

A fim de minimizar os obstaculos de aprendizagem, as Orientagdes Curriculares para

o Ensino Médio (2006) apontam favoravelmente para a contextualizacao da seguinte forma:

E preciso lembrar que a contextualizagdo deve ser vista como um dos
instrumentos para a concretizagdo da ideia de interdisciplinaridade e para
favorecer a atribuicdo de significados pelo aluno no processo de ensino e
aprendizagem. A articulagdo da Matemdtica ensinada no ensino médio com
temas atuais da ciéncia e da tecnologia é possivel e necessdria. Deve-se
observar que as articulagoes com as prdticas sociais ndo sdo as unicas
maneiras de se favorecer a atribui¢do de significados a conceitos e a
procedimentos matemadticos, pois isso igualmente é possivel, em muitos
casos, com o estabelecimento de suas conexdes com outros conceitos e

procedimentos matemdticos importantes.

A contextualizagdo também aparece como boa alternativa nos Parametros

Curriculares Nacionais para o Ensino Médio. Os PCN+ (2002) ratificam que:

Aprender Matemadtica de wuma forma contextualizada, integrada e

relacionada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de
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competéncias e habilidades que sdo essencialmente formadoras, a medida
que instrumentalizam e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o
para compreender e interpretar situagoes, para se apropriar de linguagens
especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusées proprias,
tomar decisoes, generalizar e para muitas outras ag¢oes necessdrias d sua

formagao.

Com base no que foi apresentado nos documentos oficiais, o objetivo desse capitulo
¢ apresentar situagdes contextualizadas para a utilizacdo da Média Aritmética na Matematica
e em outras areas, a fim de favorecer o processo de ensino-aprendizagem. A tentativa ¢é
tornar o ensino desse tema menos procedimental e distante da realidade dos alunos. Algumas

pontes ja foram feitas no capitulo anterior e agora serdo retomadas com maior énfase.

3.1. Aplicacdes na Matematica

Apresentaremos agora algumas aplicagdes no ambito de outros topicos da
Matematica em que a média aritmética pode se tornar um recurso. A priori, escolheremos
situagdes mais objetivas para facilitar a aplicacdo mais direta, mas lembramos que estas

podem ser estendidas para situagdes mais complexas. Seguem:

1) Na Geometria Analitica.

Quando queremos dividir um segmento em determinada razdo, dados as coordenadas dos
extremos do segmento, podemos utilizar uma média ponderada para célculo das coordenadas
do ponto divisor. Para um melhor entendimento, segue uma breve revisdo deste tdpico,
disponivel em www.somatematica.com.br/emedio/retas/retas2.php. Acesso em 05 de margo

de 2014.
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Razao de secgao

(A=B#=C)

Dados os pontos A(xa, ya), B(xg, yg), C(Xc, Yc) de uma mesma reta , 0 ponto C divide

AB numa determinada razao, denominada razdo de secg¢ao e indicada por:

AC
ry=——
B
AC
roeR-{-1} =7 =}
emque ¢ , pois se CB , entdao A = B.

Observe a representagao a seguir:

0

Como o AA4CT = ATEE , podemos escrever:
» =£=xc X4 _ Yo Va
© CB Xpg " Xo Yz Ve

Figura 10 — Razao de Seccdo
Como pudemos observar, a razdo de seccdo ¢ calculada de forma andloga tanto para a
coordenada x quanto para y. No exemplo a seguir, calcularemos apenas a coordenada x de

duas maneiras. A primeira mais convencional e a segunda usando as no¢des desenvolvidas

no capitulo anterior.

Quais as coordenadas do ponto P, que divide o segmento de extremos A(1, 7) e B(6, -3) na

razdao 2/37?

primeira maneira:

A razdo de secgdo do ponto P, em relagdo ao segmento AB, ¢ dado por:
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PB  x,-x,
Substituindo os dados do exemplo, temos:

xp—1

2 <12-2-x,=3"x,-3<5x,=15=x=3
3 6-x,

segunda maneira:

Como as distancias até o ponto P estdo na razdo AP para PB igual a 2 para 3 (E a divisdo no
eixo x se faz na mesma razao), podemos considerar que a coordenada xp, pode ser calculada
a partir da média aritmética ponderada entre as coordenadas xa € Xg com respectivos pesos

na razao 3 para 2. Logo,
x, = MAP(x,,x,), com pesos 3 e 2.

_1-3+6-2
3+2

5

Xp

Calculamos a média no segundo caso de maneira convencional, com objetivo de
formalizar que um problema de razdo de sec¢do pode ser um problema de média aritmética
ponderada, caso o ponto esteja entre os pontos A e B, ou seja, a razdo de seccdo seja
positiva. Uma vez formalizado, fica a cargo do leitor a utilizagdo da interpretagdo

geométrica, caso julgue necessario.
2) Fungdo Afim
E comum situacdes em que, dadas as informagdes acerca de dois pontos que definem a

funcdo, precisamos encontrar informagdes do valor da fungdo em um terceiro ponto, como

no exemplo a seguir.



Se uma funcdo f, do primeiro grau, é tal que f(1) = 190 e f(50) = 2.052, Quanto vale f(20)?

primeiro modo (mais tradicional):

Como f ¢ uma funcao de primeiro grau, f(x) = a.x + b. Assim:

f=190 .. a+b=190
f(50)=2052 .. 50-a+b=2052

Resolvendo o sistema apresentado, encontrariamos:

a=38, b=152 e f(x)=38-x+152

Logo,
f(20) = 38.20 + 152 =912.
Vale destacar que um melhor entendimento das ideias envolvidas na aprendizagem
significativa do topico, proporcionaria uma resolu¢cdoo mais breve, enfatizando a
proporcionalidade existente entre a variacdo de x e a variacao de y.

segundo modo:

Ilustrando a situagdo, temos:
N

2052

190

1 20 50 X

Figura 11 — Fung¢do Afim
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Observe que M = {(20) ¢ um valor intermediario entre 190 e 2052. Logo, pode ser entendido,
nesse contexto como média aritmética ponderada entre 190 e 2052.
Para o calculo desta média ¢ necessario conhecer os pesos.
Mas estes estdo na razao inversa das distancias.
Como as variagdes na variavel y estdo na mesma razao das variagdes na variavel x e essa
ultima esta na razao de 19 (igual a 20 — 1) para 30 (igual a 50 — 20),
os pesos associados a 190 e 2052 estdo na razao 30 para 19.

Concluimos que:
M = MAP(190, 2052), com pesos 30 e 19.

4y _ 190304205219
30+19

=912.

Calculamos a média na segunda maneira de maneira convencional, com objetivo de
formalizar que o problema pode ser resolvido a partir de uma média aritmética ponderada.
Essa resolug@o acabou ficando grande ja que ainda estavamos justificando a aplicagao.

A interpretacdo geométrica das médias, facilitaria os célculos neste caso.

3) Progressdes Aritméticas

Como as progressodes aritméticas podem ser modeladas a partir de fungdes do primeiro grau,
o caso em que sdo fornecidas informagdes de dois termos distantes para encontrar
informagdes de um terceiro pode ser resolvido, da mesma forma que o exemplo anterior.

Resolveremos, utilizando a concepgdo de médias desenvolvida:

Numa PA, temos que a4= 13 e ayp= 61. determine o aso.

Tome 0 az0= 61 como o resultado da média aritmética ponderada entre o as € o asp.
Para determinar respectivos os pesos,
basta observar a razao entre as distancias expressa pelos indices.

Essa razdo ¢ de 16 (igual a 20 — 4) para 30 (igual a 50 — 20),
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assim a razao entre os pesos ¢ de 30 para 16, ou seja, 15 para 8.

Assim:

a,, = MAP(a,,a,), com pesos 15 e 8.

Ou seja,

_a, 15+ay,-8 61=13-15+a50-8

Soa., =161
20 23 23 50

Utilizando a interpretagdo geométrica, fariamos:

Posicionamento

48 X
[

Assim, como a razao entre os pesos estd na razao inversa entre as distancias, temos que:

Daix=90easo=61 +90=151.

Mais uma vez, a interpretacdo geométrica tornou os calculos mais simples.

3.2. Aplicacdes em outras Areas

De acordo as Diretrizes Curriculares para o Ensino Médio e as Orientagdes Tedrico-
metodolédgicas para o Ensino Médio da Secretaria Estadual de Educag¢do de Pernambuco, a
contextualizacdo do conteudo nas salas de aula, através de situagdes problemas deve ser
enfatizada, isto €, buscando utilizacdes no mundo real para uma ideia matemadtica e nunca o

contrario. Uma forma de atender a essa recomendagdo ¢ buscar aplicagdes do conteudo
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Matematico em outras areas do conhecimento. Neste topico, colocaremos a média como

importante ferramenta na resolu¢@o de problemas da Quimica e da Fisica. Segue:

1) Mistura de Solugdes, de mesmo soluto, sem Reagdo Quimica

Quando misturamos “n” solugdes de mesmo soluto, obtemos uma nova solugdo de
concentracdo (Cy) intermediaria as concentracoes (C;, C,, ..., C,) das solu¢des misturadas.
Nesse caso, a massa total de soluto da solugdo final sera a soma das massas dos solutos das
solucdes iniciais. Da mesma forma, o volume final (Vy) sera a soma dos volumes (Vi, Vo, ...
, Vn) das solugdes iniciais. Consequentemente, apos o desenvolvimento adequado dos

pensamentos quimicos envolvidos, temos:

C - CV,+CV,+..+CV,
! Vi+V,+..+V,

Analisando o resultado acima, matematicamente, podemos concluir que a
concentragdo final (C¢) ¢ uma média aritmética ponderada entre as concentra¢des iniciais
(Cy, Cy, ..., Cyp) das solugdes misturadas, em que os volumes (Vi, Vo, ..., V,) das solugdes

iniciais atuam como respectivos pesos. Dessa forma:
Cs=MAP(Cy, C,, ..., Cy), com pesos Vi, Vo, ..., V.

Dado o entendimento das ideias acima mencionadas, seguem alguns exemplos

acompanhados de devida resolugao:

Exemplo1. Misturando-se 20mL de solu¢dao de NaC{, de concentracao 6,0mol/L, com 80mL
de solucao de NaCl, de concentracao 2,0mol/L, sdo obtidos 100mL de solugdao de NaCt, de
concentragdo, em mol/L, igual a:

a) 1,4

b) 2,8

c)4,2

d) 5,6
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Este exemplo satisfaz todas as condi¢des mencionadas no item, logo a concentracao
final serd uma média aritmética ponderada entre as concentragdes iniciais. Para célculo desta
média, utilizaremos a interpretacdo geométrica de média como ponto de equilibrio. Segue

abaixo duas formas de resolugao:

Média

@ ®
2M C 6M

(80) (20)

(1) Se a razdo entre os pesos ¢ de 80 para 20 (4 para 1), a razdo entre as distancias a e b deve
ser de 1 para 4, que equivale a a = x e b = 4x. Dessa forma, como a distadncia entre os
extremos ¢ igual a 4, temos x + 4x =4 o que implica em x = 0,8; a = 0,8 e b = 3,2. Portanto,

a média fica posicionada na posi¢ao 2 + 0,8 =2,8M.

(i) De uma outra forma, como a distancia entre os valores extremos ¢ igual a 4 e a razao

a 20
entre as distincias a e b ,em torno da média, é de 20 para 80, temos que  go. Um bom

entendimento dessa razdo permite inferir que a cada 100 unidades distribuidas entre a e b, a

20
recebe 20. Logo, a= 100 4 . Ou seja, a=0,8. E, portanto, a média ¢ igual a 2 + 0,8 = 2,8.

Neste caso, a resolu¢do convencional utilizando o algoritmo da média também

levaria a uma pequena, rapida e eficaz resolugao.

Exemplo2. Um analista necessita de 100 mL de uma solu¢ao aquosa de NaC¢l 0,9 % (m/v).
Como ndo dispde do sal puro, resolve misturar duas solu¢des de NaCl(aq): uma de
concentragdo 1,5 % (m/v) e outra de 0,5 % (m/v). Calcule o volume de cada solugdo que

devera ser utilizado para o preparo da solucdo desejada.

Este exemplo satisfaz todas as condi¢des mencionadas no item, logo a concentracao
final ¢ uma média aritmética ponderada entre as concentragdes iniciais. Utilizando a
interpretagdo geométrica de média como ponto de equilibrio podemos abreviar o processo de

resolugdo. Segue abaixo duas formas de resolucdo, para devida comparagao:



(1)
Considere A: solugdo 1 e B: solugdo 2. Segue:
1) CaVa + CgVp =CV
1,5VA + 0,5V =0,9.100
1,5Va + 0,5V =90

2) Va+ Vg =100
VA= IOO-VB

Entao, substituindo 2) em 1), temos:
1,5(100 - V) + 0,5V =90
150-1,5.Vg + 0,5V =90

Assim,

Vg=60mL e Vo =100 - 60 =40 mL.

Os volumes deverdo ser de 40 mL e de 60 mL.

(i)
Como a concentracao final ¢ uma média entre as concentragdes iniciais, temos:
Média
0,4% 0,6%
[ } °
0,5% 0,9% 1,5%
(B) (A)

Como as distancias, em torno da média, estdo na razao de 0,4 para 0,6;

temos que a razao entre os pesos B e A ¢ dada por:

Assim, a cada 3 (trés) unidades para B, temos 2 (duas) unidades para A.

Como A + B =100,

temos que B = %-100 =60e A= %-100=40.

61
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Neste caso, a segunda forma utiliza um processo muito mais aritmético do que
algébrico, possibilitando contas mais simples e mais rapidas, dada uma boa interpretagdo do

conceito de média.

2) Mistura de gases, a uma mesma temperatura, com pressoes € volumes distintos.

Vejamos a figura abaixo, na qual dois baldes interligados por um tubo de volume
desprezivel possui uma torneira de contato. Esses baldes possuem dois gases A e B, a uma
mesma temperatura, com volumes respectivos Va € Vg ; e pressdes respectivas Pa e Pg. Pela

figura vemos que a torneira esta fechada.

P
(-. -.l.\\l ? (... = w8
.-:.'/ll "8 om [ ><]" . = ] - b ....'...

Figura 12 — Baldes de gas com torneira fechada.

Posteriormente, se abrirmos a torneira, veremos que 0s gases se misturam, como

mostra a ilustragdo abaixo:

Figura 13 — Baldes de gas com torneira aberta.

Para essa mistura, temos que a pressdo final (Pr), com base em leis da quimica e da

fisica, obedece a seguinte relacdo:

PV, +P,-V,

P.-(V,+V,)=P, -V, +P,-V, = P, = A

Ou seja,

Pr = MAP(P4, Pg), com pesos Va, Vs.
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Esta relacdo pode ser estendida a uma mistura de “n” gases, nas mesmas condigdes.

Dado o entendimento apresentado acima, segue alguns exemplos acompanhados da

devida resolucgao:

Exemplol. (UFPE) Dois recipientes encontram-se ligados por um valvula, inicialmente
fechada. No recipiente menor , com volume de 1L , encontra-se gés carbdnico na pressdo de
1,0 atm. No recipiente maior , com volume de 3L, encontra-se gas oxigénio na pressdo de
6,0 atm. Considerando que a valvula ¢ aberta e os dois gases se misturam, ocupando o

volume dos dois recipiente, podemos afirmar que:

a) a pressao parcial do gas carbdnico serd 0,25 atm.

b) a pressdo parcial do gas oxigénio serd de 4,5 atm .

c) a pressao total no interior dos recipientes serd de 7,0 atm.
d) a pressdo total no interior dos recipientes sera de 4,75 atm.

e) a pressao de interior do recipiente maior serd menor que a pressao no interior do menor.

Para resolver essa questdo, bastaria calcular a pressdo final dos gases apds a mistura.
Como essa pressao, a partir do que foi exposto no item, ¢ uma média aritmética ponderada
entre as pressoes iniciais, em que 0s pesos sdo os volumes ocupados por cada gés, utilizando

a interpretacdo geométrica, temos que:

® ®
1 P, 6
(10) (3L)

Se a razdo entre os pesos ¢ de 1 para 3, a razdo entre as distancias a e b deve ser de 3
para 1, que equivale a: a = 3x e b = x. Dessa forma, como a distancia entre os extremos ¢
igual a 5, temos 3x + x =5 o que implica em x = 1,25; a= 3,75 e b = 1,25. Portanto, a média
fica posicionada na posicao 1 + 3,75 =4,75.

Neste caso, a resolu¢do convencional utilizando o algoritmo da média também

levaria a uma pequena, rapida e eficaz resolugao.
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Exemplo2. Nos recipientes A e B da figura, temos dois gases, X e Y, nas pressdes 3 atm e 1
atm, respectivamente, a temperatura ambiente (constante). O volume do tubo que liga A ¢ B
¢ desprezivel e o volume do recipiente A ¢ de 30 litros. Se a pressdo final do conjunto,
depois de se abrir a torneira do tubo de unido, ¢ igual a 1,5 atm, qual o volume em litros do

recipiente B?

Figura 14 — Recipientes Acoplados

Como pressao final, a partir do que foi exposto no item, ¢ uma média aritmética
ponderada entre as pressdes iniciais, em que 0s pesos sdo os volumes ocupados por cada gas,

utilizando a interpretacdo geométrica, temos que:

1,5 0,5
o } o
3 1,5 1
(30L) (B)

Como as distancias, em torno da média, estdo na razao de 1,5 para 0,5;

temos que a razao entre os pesos 30 ¢ B ¢ dada por:

B 15 15 3°
Assim, B = 90 litros.

Vale salientar a praticidade da resolugdo, que despreza processos algébricos

convencionais.
3) Massa Atomica de um elemento quimico.
Os elementos quimicos podem possuir varios iso6topos (mesmo nimero atdmico

porém massa diferente), mas ndo seria viavel representa-los todos na tabela periddica. Por

isso, as massas atdmicas que vemos nessas tabelas sdo médias aritméticas ponderadas das
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massas dos diversos isOtopos estaveis existentes no universo que esse elemento quimico
possui.

Dada essa defini¢do, observe o seguinte exemplo:

Exemplo: O elemento cloro apresenta os isotopos >>Cl e *’Cl, apenas. Sabendo que a massa

atomica do cloro ¢ 35,50u. Determine os percentuais de casa isdtopo do cloro.

Como a massa atomica ¢ dada pela média aritmética ponderada das massa dos

isotopos existentes em que os pesos sdo as quantidades existentes na natureza, temos que:

0,5 1,5
@ } ®
35 355 37
(A) (B)

Como as distancias, em torno da média, estdo na razao de 0,5 para 1,5;
temos que a razao entre os pesos A e B é dada por:
A L5 15 3
Assim, a cada 3 (tr€s) unidades de A, temos 1 (uma) unidade de B.

Logo, os percentuais de cada isdtopo sdo:

=§=0,75=75%
4
(§]
1
B=Z=O,25=25%.

Por meio de uma simples observagdo, a luz dessa nova interpretacdo das médias,

pode-se chegar aos percentuais de cada is6topo na natureza, através de um calculo mental.
4) Centro de Massa em uma Barra.
Encontrar o centro de massa de uma barra de comprimento L e peso desprezivel, com

pesos pi, P2, --., Pn posicionados ao longo de toda extensdo da barra é equivalente a encontrar

a posicdo de um ponto de apoio tal que o somatorio de todos os momentos dos pesos
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posicionados em relacdo ao ponto de apoio seja igual a zero. Admitindo que cada peso p;

O<sx, =L

estd posicionado numa posicdo X;, com , temos que a posicdo X¢ do ponto de

apoio (centro de massa) ¢ dada por:

_X P Pyt tX, 0P,
p+p,+...+p,

Xc

Como demonstrado no capitulo 2, sendo x¢ a média aritmética ponderada, esta
garantido que o somatorio dos produtos dos pesos (p;) pelas respectivas distancias (Xi - X¢)

em torno da média seja igual a zero. Seguem alguns exemplos:

Exemplol. Determine a posicdo do centro de massa C do sistema formado por duas
particulas de massas m, e mp, fixas nas extremidades de uma barra de peso desprezivel, no

caso em que ma = 2.mg.

Aw *B
60 cm

Adotando x5 = 0 e xg = 60, com pesos tais que pa = 2.ps, j4 que mp = 2.mp, temos
que a posi¢do xc do centro de massa ¢ dado pela média aritmética ponderada entre X, € Xp,

com pesos pa € pa, respectivamente. Utilizando a interpretagdo geométrica, temos que:

a b
® } ®
0 Xc 60
(Pa) (Ps)

Se a razdo entre os pesos ¢ de 2 para 1 (pa = 2.ps), a razdo entre as distdncias a e b
deve ser de 1 para 2, que equivale a: a = x e b = 2x. Dessa forma, como a distancia entre os
extremos ¢ igual a 60, temos x + 2x = 60 o que implica em x = 20; a = 20 e b = 40. Portanto,
a média fica posicionada na posicao 0 + 20 = 20.

Neste caso, a resolu¢do convencional utilizando o algoritmo da média também

levaria a uma pequena, rapida e eficaz resolugao.
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Exemplo2. (Unifor-CE) Uma tdbua homogénea, de 1,00 m de comprimento, tem 10 divisdes
de 10 cm, marcadas por 9 tragos numerados de 1 a 9. A tabua, de massa 1,0 kg, foi

pendurada por um fio ligado ao traco numero 4, como esta indicado no esquema.

0O & 0 O
i 2 3 4

]

O O O O O
5 6 7 8 8

Para manté-la na posi¢do horizontal foi pendurado um massor exatamente sobre o trago
namero 2. A massa desse massor ¢, em kg, igual a:

a) 0,25

b) 0,40

c) 0,50

d) 0,60

e) 0,90

Como a tdbua ¢ homogénea, a massa de 1kg se localiza no centro dela (posicao 5). A
posicao 4 pode ser considerada a média aritmética ponderada entre as posi¢des 2 € 5, com
pesos respectivamente iguais a p, € 1, respectivamente. Uma vez que esta posicdo sera o

ponto de equilibrio. Fazendo a interpretacdo geométrica, temos:

2 1
o } ")
2 4 5
(P2) (1)

Como as distancias, em torno da média, estdo na razao de 2 para 1;

temos que a razdo entre os pesos p» € 1 ¢ dada por:

p_1

= s

1 2
Assim, 2.p, = 1 e p»=0,5kg.
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Exemplo3. (Uerj 2006) Para demonstrar as condi¢des de equilibrio de um corpo extenso, foi
montado o experimento na figura 1, em que uma régua, graduada de A a M, permanece em

equilibrio horizontal, apoiada no pino de uma haste vertical.

Um corpo de massa 60g ¢ colocado no ponto A e um corpo de massa 40g ¢ colocado no

ponto I, conforme ilustrado na figura 2.

Figura 1 Figura 2

ABCDEFGHI JKLM ABCDEFGHI JKL
régua»[0 00000 R0000O0O]|[¢g0c0000OROQOQOO]

pino

haste

AV

Para que a régua permanega em equilibrio horizontal, a massa (m), em gramas, do corpo que

deve ser colocado no ponto K, ¢ de:
a) 90
b) 70
c) 40
d) 20

Na figura, como a régua estd em equilibrio horizontal, a média estd localizada no
ponto G. Das propriedades estudadas, a soma dos produtos dos pesos (massas) pelas
respectivas distancias em relacdo a média a direita e a esquerda da média devem ser iguais.

Assim:

60.6=402+m4 <£4m+80=360 < 4m=280 < m=70.

Vale salientar que as massas assumem a fungdo de pesos nos dois exemplos
anteriores ja que, os todos pesos, do ponto de vista fisico, poderiam ser divididos pela
aceleragdo da gravidade, resultando nas massas. Como os pesos sdo importantes pelos

valores relativos, as massas representam bem este papel.
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4. QUESTOES DE VESTIBULAR

Neste topico, apresentaremos algumas questdes de importantes vestibulares em que a
interpretagdo geométrica das médias, a partir da influéncia dos pesos no posicionamento da
média poderia contribuir para abreviar os processos de resolucao.

Faremos uma comparagdo entre as resolugdes publicadas, seja pela banca oficial do
concurso ou divulgada em algum site ndo oficial, com a nossa proposta de resolu¢do. Em
nossa proposta, teremos o objetivo de encontrar a resposta correta, mesmo que isso acontega
por eliminacdo das incorretas. Para identificar as incorretas, utilizaremos as ideias de média

que foram objeto de estudo no presente trabalho. Seguem os exemplos:

1) (Enem 2012) Para decorar a fachada de um edificio, um arquiteto projetou a colocacao

de vitrais compostos de quadrados de lado medindo 1 m, conforme a figura a seguir.

B

Interbits®

D

Nesta figura, os pontos A, B, C e D s3o pontos médios dos lados do quadrado e os
segmentos AP ¢ QC medem 1/4 da medida do lado do quadrado. Para confeccionar um
vitral, sdo usados dois tipos de materiais: um para a parte sombreada da figura, que custa R$
30,00 o m?, e outro para a parte mais clara (regides ABPDA e BCDQB), que custa R$ 50,00

2
om.

De acordo com esses dados, qual € o custo dos materiais usados na fabricacdo de um vitral?
a) R$ 22,50
b) R$ 35,00
c) R$ 40,00
d) R$ 42,50
e) R$ 45,00
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Segue uma resolucdo, disponivel em http://veja.abril.com.br/educacao/slider-
questoes-enem/graficos/pdf/questoes-160.pdf, com acesso em 19 de Abril de 2014:

Sejam A e A, respectivamente, area sombreada e area clara.
O custo dos materiais usados na fabricagao de um vitral é dado por:

C=30-A;+50- A,
Observe a figura:

Nela,
A =4 Aupg onde Appg indica a drea do tridangulo APB.
1 1
4 2
=4.2_<
Ac 2

1.2
= —m
Ac=g

Dessa forma, A; pode ser calculada do seguinte modo:

1
=12~
As 4

3.2
==m
A=2

Entao,
C=30-3450- 1
4 4

C =35 reais
Resposta: B

Figura 15 - Resolug@o Questao 1

Apesar de correta, a resolucdo se apresenta muito longa, ja que foi necessario
calcular quantos metros quadrados em cada regido para avaliar de forma exata o custo por
m” do conjunto.

Uma alternativa a esta resolugio esta na observagdo que o custo por m> do conjunto
deve ser um valor intermediario entre R$ 30,00 (100% Sombreado) e R$ 50,00 (100%
Claro), em que as areas das respectivas regides representam os respectivos pesos. Esta
simples observagao ja elimina a letra a). Caso as areas das regides sombreada fossem iguais,
o custo por m> do conjunto seria R$ 40,00 (ponto médio do intervalo entre 30 ¢ 50 reais).
Como visivelmente, a 4rea sombreada ¢ maior que a clara, resta que o custo por m” deve ser

menos que R$ 40,00. O que aponta exclusivamente para a alternativa b).
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Vale observar que a boa percep¢do de média aritmética como valor intermediério
entre dois extremos posicionado de acordo com os respectivos pesos, abreviaria o encontro
do gabarito da questdo, uma vez que ndo seria necessario encontrar o valor exato das areas

envolvidas.

2) (Enem cancelado 2009) Nos ultimos anos, o aumento da populacdo, aliado ao crescente
consumo de agua, tem gerado inimeras preocupagdes, incluindo o uso desta na producio de
alimentos. O grafico mostra a quantidade de litros de 4gua necessaria para a producao de 1

kg de alguns alimentos.

18000
17000
16000
15000
14000
13000
12000
11000
10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000 ++
1000 1

litros de agua

arroz  carné |egumes banana 6leo carneé  milho trigo
de de de
boi soja porco

alimentos (1kg)
Com base no grafico, para a produgdo de 100 kg de milho, 100 kg de trigo, 100 kg de arroz,
100 kg de carne de porco e 600 kg de carne de boi, a quantidade média necessaria de agua,

por quilograma de alimento produzido, ¢ aproximadamente igual a

a) 415 litros por quilograma.

b) 11.200 litros por quilograma.

¢) 27.000 litros por quilograma.

d) 2.240.000 litros por quilograma.
e) 2.700.000 litros por quilograma.

Segue uma resolucao desta questdo da prova do Novo Enem Cancelado em 2009,

disponivel em http://pt.slideshare.net/mariainesmachado/resoluo-da-prova-cancelada-do-
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enem-2009-pela-equipe-dos-professores-do-anglovestibulares , com acesso em 19 de Abril
de 2014:

Alimento Litros de dgua p/ 1kg kg Total de litros de agua
Milho 1.000 100 100.000
Trigo 1.500 100 150.000
Arroz 2.600 100 260.000
Carne de porco 5.000 100 500.000
Carne de boi 17.000 600 10.200.000
1.000 11.210.000

Assim, para a producdo descrita, a quantidade média necessaria de dgua por quilograma de alimento produ-
zido é aproximadamente igual a 11.200 litros.

Resposta: B

Figura 16 - Resolugdo da Questao 2

A resolugdo apresenta os dados relevantes ao calculo da média solicitada de forma
bem organizada e realiza, ao pé da letra, todos os calculos necessarios para se encontrar o
valor exato da média.

Uma alternativa a este calculo, seria a simples observacdo que a média entre os
valores apresentados deveria ser um valor intermedidrio entre 1.000 (Milho) e 17.000 (Carne
de boi). Logo a unica alternativa possivel seria a letra b). Isto pode apontar para a falta de
clareza do conceito de média por parte de quem elaborou o item ou para sua
intencionalidade em beneficiar os alunos que perceberam a propriedade mencionada.

Mais uma vez uma boa observacdo do conceito principal de média faria o aluno
chegar ao gabarito da questdo sem a necessidade dos calculos a partir do algoritmo

convencional e pouco reflexivo.

3) (Enem 2005) Um patio de grandes dimensdes vai ser revestido por pastilhas quadradas
brancas e pretas, segundo o padrao representado a seguir, que vai ser repetido em toda a

extensdo do patio.

As pastilhas de cor branca custam R$ 8,00 por metro quadrado e as de cor preta, R$ 10,00. O

custo por metro quadrado do revestimento sera de
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a) R$ 8,20
b) RS 8,40
¢) R$ 8,60
d) RS 8,80
e) R$ 9,00

Segue uma resolucdo apresentada pelo site do Super Professor, com enderego
eletronico www.sprweb.com.br :
De acordo com o padrao apresentado, ha 10.20 = 200 pastilhas,
sendo 40 pretas e 160 brancas. Portanto, o custo do metro quadrado sera de

£-10+@-8=R$ 8,40.
200 200

A resolucdo apresentada admite de forma implicita que as 200 pastilhas equivalem a
uma area de 1m”. Mais uma vez a utilizagdo da média aparece em segundo plano.

Uma boa alternativa a esta resolugdo estd na observagio que o custo por m” do
conjunto deve ser um valor intermediario entre R$ 8,00 (100% Branco) e RS 10,00 (100%
Preto), em que as areas das respectivas regides representam os respectivos pesos. Como o
importante ndo ¢ o valor absoluto entre os pesos mas sim a relacdo entre eles, ¢ facil
perceber que, em cada coluna, a cada 2 pretos, existem 8§ brancos.

Utilizando a interpretagdo geométrica, temos:

a b
® } 2
8 Xc 10
(8) (2)

Se a razdo entre os pesos ¢ de 8§ para 2 (4 para 1), a razdo entre as distdncias a e b
deve ser de 1 para 4, que equivale a: a = x e b = 4x. Dessa forma, como a distancia entre os
extremos ¢ igual a 2, temos x + 4x = 2 o que implica em x = 0,4; a= 0,4 e b = 1,6. Portanto,
a média fica posicionada na posi¢ao 8 + 0,4 = 8,4.

Jé foi definido, no capitulo 2, que:

2
-(—2_].(10-8)=0,4
a (2+8)(0 8)=0,

Assim, ficaria mais evidente, mentalmente, que a média ¢ 8.4.
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4) (Enem PPL 2012) Uma aluna registrou as notas de matematica obtidas nos 3 primeiros

bimestres do ano letivo e seus respectivos pesos no quadro a seguir.

Bimestre | Nota | Peso

1 2,5 1
2 5.8 2
3 7,4 3

Ela ainda ndo sabe qual serd sua nota de matemadtica no quarto bimestre, mas sabe que o
peso dessa nota na média final ¢ 4. As notas variam de zero a dez, sendo permitida apenas
uma casa na parte decimal (caso contrario, a nota sera arredondada, usando como critério “se
o algarismo da segunda casa decimal ¢ maior ou igual a 5, entdo o algarismo na primeira
casa decimal sera acrescido de uma unidade”). A média final minima para aprovac¢do na
escola dessa aluna ¢ 7. Se ela obtiver média final inferior a 7, precisara realizar uma outra
prova que substitua a menor das notas bimestrais, de modo a alcancar a média 7 (mantidos
0S MesSmos pesos anteriores).

Se essa aluna precisar realizar uma prova para substituir a nota que obteve no primeiro
bimestre, e tal nota precisar ser igual a 4,8, ¢ porque a nota que ela obteve no quarto
bimestre foi

a) 2,3.

b) 7.3.

c)7.9.

d) 9,2.

e) 10,0.

Segue uma resolucdo apresentada pelo site do Super Professor, com endereco

eletronico www.sprweb.com.br :

Se X foi a nota obtida no quarto bimestre, entdo

_4,8:1+58:2+7,4-3+x-4
1+2+3+4

7

< 4x=70-38,6

< Xx=79.
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Tal resolucdo apresenta a utilizacdo do algoritmo convencional utilizado para o
caculo de médias aritméticas ponderadas para 4 (quatro) valores, com a substitui¢do correta
dos valores apresentados na questdo e seguidos de alguns passos principais para chegar ao
resultado exato. A maioria das contas est4 apenas indicada. Caberia ao aluno fazé-las.

Uma boa alternativa a fim de minimizar as contas, seria a de utilizar a média como
ponto de equilibrio, j& que a média final foi fornecida. Ao se trabalhar com os pesos e as
respectivas distancias em torno da média, os célculos ficariam menores.

Dessa forma, o somatorio dos produtos dos pesos pelas respectivas distancias em
torno da média deve ser zero. Organizando os dados, temos:

Posicionamento

[ } } : ®
4,8 5,8 7 7,4 X
(1) (2) (3) (4)

Assim, aplicando propriedade acima, temos:

48-7).1+(58-72+(74-73+(x-7).4=0
(-2,2)+ (2,4 +(1,2)+4.(x-7)=0,
dividindo todos por 4, teriamos:
(-0,55) + (-0,6) + (0,3) + (x-7) =0
x-7=0,85
x =17,85.

Como todos os célculos foram detalhados, a resolugdo aparenta ser grande. Mas os
calculos escritos nela poderiam ter sido feitos mentalmente preservando a propriedade que a
soma dos produtos dos pesos pelas respectivas distancias dos valores em torno da média ¢

igual a zero.
5) (UFPE) Em um exame a média aritmética de todos os alunos foi 4,5, enquanto a média
dos alunos aprovados foi 5,3 e a dos reprovados foi 3,9. Indique o inteiro mais préoximo do

percentual dos alunos reprovados.

Segue a resolugdo apresentada pela Covest:
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Sejam a e r o numero de alunos aprovados e reprovados, respectivamente.
Temos que a soma de todas as notas ¢ igual a 4,5(a+r) e também igual a 5,3a+3,9r.
Dai, 0,6r=0,8a ou a= 3r/4.

100r _ 100
O percentual de reprovados foi a+r 3r/4+r =400/7 = 57,1.

A resolucdo utiliza a definicdo formal de médias e se apresenta de forma bem
técnica, podendo ser considerada de dificil acesso ao aluno.

Uma alternativa seria utilizar a interpretacdo geométrica, a fim de abreviar o
processo, ja que esta interpretacdo permite o encontro do percentual solicitado a partir de

uma simples observagdo. Segue a interpretacao:

0,6 0,8
® } °
3,9 45 5,3

(R) (A)

A partir do que foi exposto no capitulo 2, poderiamos encontrar o peso percentual R

da seguinte forma:

R= _08 100% = 57,14%
0,6+0,8

Ou, como as distancias, em torno da média, estdo na razdo de 0,6 para 0,8; temos

que a razao entre os pesos A e B ¢ dada por:

Assim, a cada 4 (quatro) unidades de R, temos 3 (trés) unidade de A. Logo, os

percentuais sao:

3

R=—=0,5714=57,14% e B=7=0,4286=42,86%.

<Q A

6) (UFPE) Em um exame a média aritmética de todos os alunos foi 5,2, enquanto a média
dos aprovados foi 5,9 e a dos reprovados foi 4,3. Descoberto um erro na elabora¢ao de uma

das questdes, a banca resolveu adicionar 1,0 a nota de cada um dos alunos. Observou-se
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entdo que a média dos aprovados subiu para 6,5 e a dos reprovados subiu para 4,8. Sabendo-
se que o numero de alunos que participaram do exame ¢ inferior a 300, calcule o namero de
alunos que inicialmente estavam reprovados, mas que foram aprovados depois do acréscimo

as notas.

Segue a resolugdo apresentada pela Covest:

Sejam A, a o numero de alunos aprovados antes e depois de adicionado um ponto as notas e
N o nimero de alunos presentes ao exame. Entdo 5,2N =5,9A+4,3(N-A) ou 0,9N = 1,6A.
Temos também 6,2N = 6,5a+4,8(N-a) ou 1,4N =1,7a. Segue que A =9N/16 e a= 14N/17.
Entdo N ¢ divisivel por 16.17 =272. Como N <300, temos N=272, A=9.17=153,a=
14.16 =224 e a diferenca vale 224-153 =71.

Uma alternativa a resolu¢do apresentada, utiliza a interpretacdo geométrica para
inferir as razdes entre os pesos e diminuir o algebrismo utilizado na resolucdo anterior.
Segue:

Antes do Acréscimo - Reprovados (R) e Aprovados (A)

0,9 0,7
® } ®
4,3 5,2 5,9
(R) (A)

Da organizag¢ao dos dados acima, podemos inferir que R=7.x e A = 9.x.

DaiR+A=16x

Depois do Acréscimo - Reprovados (r) e Aprovados (a)

1,4 0,3
® } ®
4,8 6,2 6,5
(r) (a)

Da organizagdo dos dados acima, podemos inferir que r = 3.y e a = 14.y.
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Dair+a=17y

Assim, como o total de pessoas ¢ igual antes e ap6s o acréscimo do ponto,
este total (T) ¢ dado por T =16.x = 17.y, com X e y inteiros.
Assim:

T ¢ multiplo de 16 e de 17.

Como T <300, resta T=16.17=272,x=17 ey = 16.

E, portanto:

a-A=14.16-9.17= 71.

Para provar de que x e y s@o inteiros, como sugestdo, tome x = p/7 e y = q/3.

Substituaem R =7.x, A=9.x,r=3.y e a= 14.y. E conclua.

7) (Unicamp 2014) O peso médio (média aritmética dos pesos) dos 100 alunos de uma
academia de gindstica ¢ igual a 75 kg. O peso médio dos homens ¢ 90 kg e o das mulheres ¢

65 kg. Quantos homens frequentam a academia?

Segue uma resolucdo apresentada pelo site do Super Professor, com enderego

eletronico www.sprweb.com.br :

Sejam Ph = 90K9 ¢ Pm = 65KY, regpectivamente,

o peso médio dos homens e o peso médio das mulheres. Logo,

5h=8—hh©8h=90h
(S

= S

M < S, =65(100-h),
Pm =150 = Sm =63 )

S

sendo h o niimero de homens, Sh a soma dos pesos dos homens e ®m a soma dos pesos das

mulheres.



Portanto, como o peso médio dos 100 alunos ¢ igual a 75kg, temos

90h + 65(100 - h)

=75 < 18h +13(100 - h) =1500
100

< h =40.

Utilizando a interpretagdo geométrica, temos:

10 15
® } o
65 75 90
(M) (H)
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A partir do que foi exposto no capitulo 2, poderiamos encontrar o peso percentual H

da seguinte forma:

H=( 10 ).100%=40%
10+15

Logo, como o total ¢ de 100 pessoas, H = 40.

Fica evidente que o bom entendimento da média permite abreviar os calculos

convencionais, principalmente quando a incdgnita em questdo € o peso de um determinado

valor.

8) (Espm 2013) A nota final de um concurso ¢ dada pela média aritmética das notas de

todas as provas realizadas. Se um candidato conseguiu x notas 8, x + 1 notas 6 e x - 1 notas 5

e sua nota final foi 6,5 , o nimero de provas que ele realizou foi:

a) 6
b)9
c)7
d)5

e) 12

Segue uma resolucdo apresentada pelo site do Super Professor, com enderego eletronico

www.sprweb.com.br :
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A nota final do candidato ¢ tal que

_ 8x +6(x +1)+5(x-1)
X+X+1+x-1

6,5 < 19x +1=19,56x
< Xx=2.

Por conseguinte, o nimero de provas que o candidato realizou foi

X+(X+1N)+(x-1)=3x=3-2=6.

Uma outra forma, utilizando a interpretagdo geométrica das médias, seria bem

interessante. Segue a proposta:

0 @

5 6 6,5
(x-1) (x+1) (x)

Pela propriedade apresentada no capitulo 2, temos que a soma dos produtos dos
pesos dos valores pelas respectivas distdncias em torno da média a direita e a esquerda da

média sdo iguais. Dai:

L5.(x-1)+0,5.(x+1)=1,5x%,
dividindo ambos os lados por 0,5, temos:
3.x-H+(x+1)=3x
X =2.

Assim, o total de provas € 6.

9) Na fabrica¢do de uma bebida chamada Porto, misturam-se duas outras bebidas chamadas
conhaque e vinho. Sabendo-se que o teor alcoodlico do conhaque ¢ 42%, do vinho 12% e do
Porto 18%, qual a percentagem aproximada de conhaque na mistura?

a) 10%

b) 20%

c) 30%

d) 40%

e) 50%
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Talvez a melhor alternativa de resolucdo, estd na observagdo que o teor alcoolico
final deve ser um valor intermediario entre 12% (100% Vinho) e 42% (100% Conhaque), em
que as quantidades de cada bebida representam os respectivos pesos. Dessa forma:

18% = MAP(12%, 42%), com pesos V e C.

Utilizando a interpretagdo geométrica, temos:

6% 24%

® } °
12% 18% 42%
(V) (€)

Se a razdo entre as distancias ¢ de 6 para 24 (1 para 4), a razdo entre os pesos V e C
deve ser de 4 para 1, que equivale a: C =x e V = 4x. Dessa forma, como o total de bebida ¢
100%, temos x + 4x = 100% o que implica em x =20%; C =20% e V = 80%.

Jé foi definido, no capitulo 2, que:

C =( 6 ).100% =20%
6+24

Assim, ficaria mais evidente, mentalmente, que a porcentagem de conhaque ¢ de 20%.

10) (UFRN) 150 ml de acido cloridrico (HCI) de molaridade desconhecida sdo misturados a
350 ml do mesmo acido a 2 M, dando uma solucao de 2,9 M. Qual a molaridade do acido
inicial?

a) 3,0

b) 4,0

c) 5,0

d) 2,37

Como a concentra¢do final ¢ uma média aritmética entre as concentragdes iniciais,
em que as quantidades representam os respectivos pesos, temos, a partir da interpretagao

geométrica, a seguinte situagao:
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0,9 X
® } °
2 2,9 M
(350) (150)

Se a razdo entre os pesos ¢ de 350 para 150 (7 para 3), a razdo entre as distancias 0,9
e x deve ser tal que:

0,9

X

b

9| W

Dessa forma, 3x = 6,3 o que implica em x = 2,1. Portanto, M fica posicionado na

posicao 2,9 +2,1 =5.



83

5. A GANGORRA INTERATIVA

A fim de desenvolver uma habilidade de calculo mental para otimizagdo do tempo
nas resolucdes de problemas de médias, a partir das propriedades desenvolvidas nesse
trabalho, sugerimos o software livre gangorra interativa como uma boa possibilidade.

Esta gangorra interativa pode ser encontrada para devida manipulagdo e aprendizado
em http://www.proativa.vdl.ufc.br/oa/gangorra/gangorra.html . Ela opera com diferentes
pesos e variagdo da distancia do peso para o ponto de equilibrio a fim de atingir o equilibrio
horizontal.

Como a posi¢do do ponto de equilibrio representa a média aritmética ponderada entre
as demais posicdes dados seus respectivos pesos, com lapis e papel, ficaria facil calcular
corretamente que pesos colocar e em quais posi¢des. Nosso objetivo € que vocé utilize bem
as propriedades estudadas sobre o posicionamento da média para dois valores, a partir da
relacdo inversa entre peso e distdncia em torno da média, para resolver corretamente cada
desafio proposto pelo objeto de aprendizagem.

No caso de ser necessario mais de dois valores para atingir o equilibrio horizontal da
gangorra, deve-se respeitar que a soma dos produtos dos pesos pelas respectivas distancias
em torno da média a direita e a esquerda do ponto de apoio sdo iguais.

Apresentaremos dois exemplos seguidos da devida solu¢do a fim de ilustrar o que

acaba de ser exposto. Seguem os exemplos:

G rr
IrclI e%o e

ativa

Peso
Distahcia Distancia

Figura 17 - Gangorra Interativa 1
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No nivel 1, devemos escolher um peso para posicionar de forma atingir o equilibrio

horizontal mencionado com o peso 50 que esta posicionado a esquerda do ponto de apoio a

uma distancia de 3 unidades dele. Uma possibilidade de solugdo esta abaixo:

ToRI

Parabéns!
Vocé conseguiu equilibrar a
. gangorra! Sera que vocé

© consegue outravez? " Relniciar
- i y,

Q7 00 o

Peso Peso
Distahcia Distancia

Figura 18 - Solucao da Gangorra Interativa 1

Como se pode observar na figura 18, uma soluc¢do foi posicionar o peso 30 a uma
distancia de 5 unidades do ponto de apoio a direita dele. Essa distribuicdo respeita a
propriedade que a razdo entre os pesos devem ser a razao inversa entre as distancias destes
pesos até o ponto de apoio.

No nivel 3, a priori ndo sabemos qual peso esta posicionado na posicdo indicada na
imagem. Tanto pode ser o de 20 quanto o de 50. A partir de testes, decobrimos qual ¢ o peso

e posicionamos adequadamente os pesos para atingir o equilibrio horizontal almejado

Figura 19 - Gangorra Interativa 2
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Se fosse o de 20, estaria em equilibrio, ap6s um movimento, com o de 40 na posicao

indicada abaixo:

Ga gorra ? Ajuda
interativc 3
1]

™
escolha o
nivel:

12945

Ni
Movimento

Reiniciar

Figura 20 - Teste da Gangorra Interativa 2

Logo o peso desconhecido tem que ser o de 50. Segue abaixo uma possibilidade de
atingir o equilibrio:

Gangorra
in w'i

Parabéns!
Vocé conseguiu equilibrar a
. gangorra! Sera que vocé

~ consegue outra vez? .
Ll 10
g Avangar Reiniciar/.

Figura 21 - Solucao da Gangorra Interativa 2

Como afirmamos acima, a figura 21 aponta para uma possibilidade de resolugdo.
Seria possivel atingir o equilibrio com menos movimentos? Observe que nesta posicao de
equilibrio temos que o somatorio dos produtos dos pesos pelas distancias ao ponto de apoio

a direita e a esquerda deste ponto sdo iguais ja que 50.2 = 10.1 + 30.3. Existem outras
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formas de equilibrar? Pratique ao maximo a fim de desenvolver o célculo mental que pode
ajudar a resolucdo das questdes convencionais a respeito de médias ou de centro de massa de
uma barra. J& que os conceitos se confundem ao nosso favor.

Fica aqui ressaltada a analise interdisciplinar do tema e como a tecnologia pode ser
util ao aprendizado. Nao aquela utilizada para reforgar metodologias tradicionais e pouco
eficazes, mas sim aquela que leva o aluno a experenciar e internalizar conceitos importantes
da matematica e de outras areas do conhecimento.

Como sugestao, para cada situag¢do de equilibrio encontrada na Gangorra Interativa o
aluno poderia pesquisar ou criar um problema contextualizado em que a solugdo seja

equivalente a encontrada no experimento.
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6. CONCLUSAO

O presente trabalho foi realizado em poucos dias de escrita em comparagdo aos anos
de experiéncia e reflexdes profundas a respeito do tema e suas possiveis implicagdes. A cada
pardgrafo concluido, uma nova possibilidade de aplicacdo. A cada capitulo finalizado, um
novo entendimento. O que tornou concluir, aparentemente, a parte mais dificil.

Concluo, portanto, porque uma hora temos que dar um tempo. Deixar que novas
ideias, novos desdobramentos surjam. Concluo com a certeza de que muito pode ser
acrescentado em um momento futuro. Dou fim a um trabalho incompleto, mas que pode
contribuir significativamente com a formacdo de alunos e professores em busca de uma
melhor Educagdo para o nosso pais.

Apesar da trivialidade do tema, as pesquisas desenvolvidas e explicitadas ao longo
das quase cem paginas do desenvolvimento apresentaram uma amplia¢do do conceito de
Média Aritmética. Ficou evidente a riqueza do entendimento desta média como ponto de
equilibrio, tdo pouco abordada nos livros didaticos e por nossos professores que quase
sempre, como de costume, definem apenas a Média com a nogdo de divisdo igualitéria, tdo
importante em diversos contextos, mas pouco eficazes em outros.

Fica apos o trabalho a possibilidade de usar a ferramenta adequada a cada situagdo. A
interpretacdo geométrica, a partir do entendimento de Média como ponto de equilibrio,
ressaltou a influéncia dos pesos no posicionamento da Média. E como eles interagem com
esse posicionamento.

Vale lembrar que para dois valores distintos, a média pode ser entendida como um
valor intermediério entre eles posicionado de tal forma que a razdo entre os pesos de cada
um dos valores ¢ a razdo inversa entre as distdncias de cada um dos valores em torno da
média. Assim, se os pesos dos valores extremos estdo na razdo de 2 para 3, as distancias dos
respectivos valores em torno da média estard na razdo de 3 para 2. O que, a partir do
entendimento adequado do conceito de razdo, permite posicionar de forma simples e
objetiva a média entre os extremos. Caso a média ja esteja posicionada entre os dois
extremos, fica simples inferir os pesos de cada extremo. Talvez essa seja a maior
contribuicdo do presente estudo.

Essa analise para média entre dois valores, possibilita a utilizacdo eficaz de um

pensamento proporcional além do desenvolvimento de uma atitude investigativa e que



88

possibilita o desenvolvimento de raciocinio, em detrimento a utilizacdo de algoritmos e
processos longos e pouco reflexivos.

A extensdo da interpretacdo para mais de dois valores, perdeu a ideia de propor¢ao
inversa entre pesos e distdncias, mas trouxe outras contribui¢des como: 1) o fato de poder
tirar a média para "n" valores fazendo agrupamentos dois a dois que faciltem os célculos,
fazendo valer a proporcionalidade inversa entre pesos ¢ médias quando se tenta substituir
dois valores pelo valor médio. E, 2) o fato de o somatorio dos produtos pesos dos valores
pelas respectivas distancia em torno da média ser igual a zero quando se admite a distancia
como a diferenca entre cada valor e a média, nessa ordem. Este segundo fato, fez a ponte
entre a posicao da média com a posi¢cdo do ponto de apoio para equilibrar um corpo extenso
em posicdo horizontal. A posi¢do do ponto de apoio pode ser obtida, que pode ser obtida
como média aritmética ponderada, ¢ entendida como posicdo do centro de massa do corpo
extenso na Fisica.

Diversas aplicagdes, em diversas areas, vieram a tona, como a concentragdo final de
uma substancia, cujos solutos ndo reagem entre si, ¢ um valor intermedidrio entre as
concentragdes iniciais preexistentes, em que os pesos sdo as respectivas quantidades de cada
substancia. Essa ideia pode ser estendida para qualquer problema que lide com a nog¢ao
intuitiva de concentragio. Caso as "concentragdes" sejam em R$/m?, os pesos aqui seriam as
areas de cada regido. Caso as "concentragdes" sejam em m/s, os pesos de cada valor seria a
quantidade de segundos em cada velocidade. E a velocidade Média, Média Aritmética
Ponderada entre as velocidades iniciais, associadas a seus respectivos pesos.

Em todas essas aplicacdes, a ferramenta da interpretacdo geométrica, de média como
ponto de equilibrio, se mostrou de forma muito valiosa. Abreviando processos e culminando
com uma resolu¢do mais direta e objetiva de diversas questdes de vestibular. Como todos
sabem, o tempo hoje faz parte da avaliagdo mais importante do pais para o Ensino Médio, o
Novo Enem. Cabe aos professores e aos alunos aprenderem estratégias mais eficazes de
resolucdo. Aprender a esséncia para descobrir atalhos. Sempre apoiado em uma construcao
consistente dos conceitos matematicos. Em nosso trabalho, as triviais razdes, proporgdes e
médias.

Ao final apontamos para uma possibilidade de desenvolvimento de um pensamento
aritmético mais agugado a partir da utilizagdo da gangorra interativa, recheada de conceitos

importantes das mais diversas areas. Uma oportunidade para encantar os alunos com uma
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possibilidade real e relevante para uma melhor comprensao do conceito de Média que ndo se
resuma a somar e dividir por tanto. Os problemas de Equilibrio da Fisica podem e devem ser
problemas motivadores.

Deixamos como sugestdo, para trabalhos futuros, a criacdo de uma sequéncia
didatica para um desenvolvimento adequado das abstragcdes e propriedades aqui
desenvolvidas a luz de uma teoria de Educacdo Matematica, mais formal e menos tacita. Por
enquanto, vale as experiéncias no intuito de acertar e a criatividade dos professores e alunos
na abordagem do tema.

O trabalho que aqui se finaliza, teve objetivo apontar para esse novo olhar

primeiramente, ja que a literatura apresenta poucos trabalhos na érea.
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