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Resumo

Neste trabalho revisitamos o assunto Construcbes Geométricas via régua e
compasso, utilizando o software de Geometria Dinamica ‘Régua e Compasso’ como
uma ferramenta auxiliar no ensino e aprendizagem de Geometria, construindo
exemplos e sugestdes de atividades com o software. Trouxemos a tona a
possibilidade da construcdo, via régua e compasso, de solucbes para varios
problemas que podem ser apresentados por expressdes algébricas. Abordamos ainda
a possibilidade da constru¢cdo de um numero, utilizando-se apenas a régua e o
compasso e discutimos os célebres e historicos problemas de construcédo geométrica:
duplicacdo do cubo, quadratura do circulo e trissec¢do do angulo. Acrescemos ainda
apéndices onde apresentamos outros tipos de construcBes possiveis e também

trazemos sugestfes de atividades com o software ‘Régua e Compasso’.

Palavras-chave

Geometria Dinamica, Constru¢cdes, Régua e Compasso, Expressdes Algébricas,

NUmeros Construtiveis



Abstract

In this work we revisit the subject Geometric Constructions into ruler and
compass, using the dynamic geometry software 'Ruler and Compass' as an auxiliary
tool in the teaching and learning of geometry, building examples and suggestions for
activities with the software. Brought to the fore the possibility of building into ruler and
compass, solutions to several problems that can be presented as algebraic
expressions. Yet addressed the possibility of constructing a number, using only ruler
and compass and discuss the famous and historical problems of geometrical
construction: doubling the cube, squaring the circle and the trisection of the angle. We
add appendices which present other possible constructions and also bring suggestions

for activities with ruler and compass software.

Keywords

Dynamic Geometry, Construction, Ruler and Compass, Algebraic Expressions,

constructible numbers
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Introducéo

As Construcbes Geométricas sao datadas desde muito antes de nossa era
Cristd, e tiveram uma grande importancia para todo o desenvolvimento posterior da
Matematica. Foram os gregos os primeiros a trabalhar com Constru¢cdes Geométricas
utilizando apenas a régua e o compasso. Exercicios que hoje temos como funcéo
calcular, para os gregos desta época a funcéo era de construir.

Problemas de Construgcdo Geométrica sdo parte integrante do estudo da
Geometria. O processo de construcdo amplia ao estudante suas fronteiras de
conhecimento e facilita a compreensdo dos conceitos e das propriedades
geométricas, ndo s6 da Geometria Euclidiana, mas também a Geometria Analitica fica
facilitada aos estudantes com este conhecimento.

Nas Construcdes Geométricas de hoje ja temos a opcdo de substituir a régua
e 0 compasso propriamente dito, por softwares que reproduzem as mesmas funcgoes,
s6 que estes com uma precisdo jamais vista. A chamada Geometria Dinamica se
destaca neste contexto por proporcionar aos estudantes a experimentacdo, a
pesquisa das propriedades mais importantes e invariantes nas construcoes.

Ao longo do trabalho apresentamos o software ‘Régua e Compasso’, que
simula com perfeicdo os tracos da régua sem graduacdo e 0 compasso, e permite
ainda a movimentacdo das figuras mantendo-se as propriedades fundamentais e
proporcionando um método interativo para o ensino e aprendizagem de geometria.
Construimos exemplos e sugestdes de atividades que podem ser trabalhadas em sala
de aula.

As construcdes elementares foram executadas passo a passo com o intuito de
fornecer uma boa ideia da utilizagéo do software ‘Régua e Compasso’ e da Geometria
Dinamica, sempre seguidas de uma justificativa matematica que fornece uma garantia
de que o objeto construido satisfaz as propriedades requeridas, e para isto foram
vistos 0s conceitos e as propriedades da Geometria nela empregada.

Muitos problemas matematicos podem ser resolvidos a partir da solucdo de
expressodes algébricas. Neste trabalho trazemos a tona a possibilidade de construir,
via régua e compasso, solu¢des para varios problemas que podem ser apresentados
por expressdes algébricas, mostrando a ligacdo intrinseca entre a algebra e a

Geometria. Além disso, acreditamos ser de importancia singular, levar aos estudantes
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este olhar geométrico para as expressodes algébricas, pois este pode abrir novos
mundos e caminhos para a busca por solugées de uma expressao algébrica, que se
diferem em esséncia dos caminhos naturais do uso do raciocinio algébrico imediato.
N&o que um venha a substituir o outro, mas que juntos um complemente o outro e
enriqueca as buscas por solucoes.

Neste trabalho também abordamos a ideia da construcdo de um numero
utilizando-se apenas a régua e 0 compasso, ideias estas que surgiram,
historicamente, da busca por solugbes para alguns problemas célebres de
construcbes geométricas, que chegaram a aguardar dois milénios de evolucdo da
matematica para que se atingisse o0 apice de compreensdo e solucdo. Problemas
como o da duplicacdo do cubo, que consiste em construir via régua e compasso um
cubo cujo volume seja o dobro de outro cubo dado; o problema da quadratura do
circulo, que consiste em construir um quadrado cuja &rea seja a mesma de um circulo
dado; o problema da trissec¢éo do angulo, que consiste em dividir um angulo em trés
partes iguais; sdo exemplos de problemas que por milénios nortearam a busca por
solucBes e proporcionaram e ainda proporcionam o desenvolvimento da matematica.
Apresentamos aqui as solu¢Bes conhecidas buscando um entendimento a nivel
elementar.

Finalizamos esta introducdo, reiterando nossa crenca na importancia do
assunto “Construgdes Geométricas”, sempre atual, interessante e motivador, que a
nosso ver, deve ser pautado em sala de aula, e ao qual a Geometria Dinamica traz
novo folego, formando-se uma grande parceria em prol do ensino e aprendizagem dos

alunos.
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Capitulo |

As Construcdes Geomeétricas Elementares e o Software Régua e Compasso

Neste capitulo apresentamos a Geometria Dinamica do software ‘Régua e
Compasso’, as propriedades matematicas que seréo envolvidas nas justificativas das

construcdes e as construcdes elementares por meio do software.

1.1 Introducéo

O termo Geometria significa, do grego, medida de terra; geo = terra e
metria = medir. O estudo da geometria precede em alguns milhares de anos a nossa
era Crista. Dos grandes nomes que formaram estéo Tales de Mileto, Euclides, com a
coletanea ‘Os Elementos’, uma obra com treze volumes, propondo um sistema inédito
no estudo da geometria, Arquimedes e Apol6nio. Destes, Tales € o precursor, tendo
sua geometria importada do Egito, onde ainda hoje sédo encontrados alguns trabalhos
da geometria egipcia em papiros.

As construcbes geométricas datam também desta época e de maneira geral,
consiste em processos de construcdes de entes geométricos, utilizando-se apenas
uma régua sem graduacdo e um compasso. Estas construcdes sdo motivadas e
dirigidas as resolucdes de problemas. Tais estudos hoje podem ser feitos com auxilio
de softwares, que simulam os tracados feitos pela régua e o compasso. Esses
softwares estdo ai para dar maior precisao aos tracados que sdo imprecisos usando
a régua e o compasso.

Estas construgdes estimulam a criatividade do individuo, exigindo do aluno a
imaginagao, para poder ver a constru¢gdo em sua mente antes mesmo de a construgao
ser comecada, forcando o aluno a procurar caminhos, instigando o raciocinio e
exercitando sua mente. A constru¢cdo tem ainda a finalidade de concretizar o contetdo
abstrato da geometria estudada no ensino meédio regular, apoiando as suas
propriedades, seus axiomas ou consequéncias das figuras planas. Estas construcoes
exigem do aluno um planejamento, um projeto ou abstracdo a ser feita, habilitando
este aluno a diversos conteudos da matematica e outras disciplinas.

Alguns problemas de constru¢cdo geométrica tém finalidades praticas, como os

gue envolvem cartas maritimas, ou construcdo de pontos com distancia minima. Um
18



exemplo de problema deste tipo é: Na cidade de Morrinhos — Go, um professor de
Matematica ministra aulas nos colégios A4, B e C, conforme a Figura 1. Ele quer alugar
uma casa que devera se encontrar num ponto P, tal que a distancia desta casa aos
trés colégios venha a ser a mesma. O problema consiste em ajudar o professor a
encontrar tal lugar. Uma solucdo para este problema, a luz das construcbes

geomeétricas via régua e compasso, sera apresento mais adiante.

A
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o« > Ball Materiais Construgao (& 1 SiENcE et de Morl
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A Av.
GO-476)

Figura 1: Cidade de Morrinhos

Neste trabalho utilizamos o software ‘Régua e Compasso’ como ferramenta
auxiliar nas construcdes geométricas. Nosso intuito é trazer a possibilidade da
utilizac@o deste software em sala de aula como uma ferramenta de auxilio ao estudo

da geometria.

1.2 A Geometria Dinamica e o Software Régua e Compasso

O termo Geometria Dinamica é utilizado para nomear um método dinamico para
0 ensino e aprendizagem de geometria e suas propriedades usando ambientes
computacionais destinados a este fim. Essa nomenclatura foi criada pela empresa Key

Curriculum Press, http://www.keycurriculum.com/, no intuito de diferenciar dos demais

programas de geometria existentes. O termo ‘dindmico’ em matematica, nos leva a
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ideia de movimento e mudanca. (Disponivel em: <http://www.geometriadinamica.com.
br/> Acesso em: 28 de Julho de 2014).

Softwares de Geometria Dindmica sdo aqueles em que somos capazes de

construir e manipular as figuras geométricas. A principal diferenca destes softwares
para os de geometria ndo dinamica, é a possibilidade de ‘mover’ as figuras construidas
por meio do mouse, nos dando a possibilidade de visualizar as diversas formas da
figura construida. O que facilita a compreensdo do comportamento geométrico dos
elementos envolvidos.

O aplicativo ‘Régua e Compasso’, € um software de constru¢cdes geométricas
dindmicas e interativas, desenvolvido pelo professor gedgrafo alemdo René

Grothmann da Universidade Catolica de Berlin, http://www.rene-grothmann.de/. O

software pode ser utilizado como um 6timo laboratério de geometria, podendo ser
facilmente construidos pontos, retas, angulos e circulos, testando os conhecimentos
de geometria com exemplos e contraexemplos. Este software esta disponivel para

download pelo site http://www.professores.uff.br/hjbortol/car/, sendo ele um software

livre, pode ser adquirido por escolas e alunos sem custos. Abaixo, na Figura 2, esta a
representacdo do logo do software ‘Régua e Compasso’ e na Figura 3, a aparéncia

do software.

Figura 2: Logo do Software
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Figura 3: Aparéncia do Software

As construcoes feitas no ‘Régua e Compasso’ sao simples e dinamicas. Segue
abaixo os principais icones para as constru¢cdes. Em nossas construcées, utilizamos
basicamente os icones: do ponto, para criar um ponto; da reta, que representa a régua
ndo graduada; e o compasso. Em um segundo momento, apds termos assimilado as
construcdes elementares de ponto medio, retas paralelas, retas perpendiculares e de
transporte de angulo, utilizamos também os icones de ponto médio, paralelas,
perpendicular e angulo, juntamente com o icone de mover pontos e segmentos, com

a finalidade de agilizar as construcdes.

Ponto
o
):/3' Reta
O/;( Semirreta
Segmento
c(o g
@ Circulo
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Compasso

Circulo com raio fixo

Paralela

Perpendicular

Ponto Médio

Angulo

Angulo de amplitude fixa

> &a B ¥ N O G

ﬂ’, Mover Ponto

a=2 | EXpressao Aritmetica
—a

Figura 4: Tabela dos icones

Para as construces elementares, procedemos como segue:

- Construindo um ponto: para construirmos um ponto, devemos selecionar o icone

o
de ponto, e clicarmos no local onde queremos colocar este ponto;

- Construindo uma reta: para construir uma reta precisamos de dois pontos distintos,

e

assim deve-se selecionar o icone que representa a reta, e clicar em dois pontos
distintos no plano.

- Construindo um segmento de reta: aléem da reta, temos também o segmento de

reta, , que também é construido clicando em dois pontos distintos.
- Construindo um circulo: para a construcdo do circulo, precisamos conhecer seu

centro e um ponto do circulo, assim, devemos clicar no icone com a representacéo do

O

abertura do tamanho que se quer o raio. Além desta forma de construir um circulo,
22

circulo, , € clicando em um ponto onde se deseja o centro do circulo fazendo a



temos também como construir um circulo de raio fixo. Quando se quer construir mais

de um circulo de mesmo raio, o icone de circulo de raio fixo é . Com este icone
selecionado, clicamos em um ponto no plano para definir o centro da circunferéncia e
em um outro ponto qualquer. Apés o segundo clique, provocara a abertura da seguinte
tela, representada pela Figura 5:

5 Editar Circulo u
Mome |c1
Alias |
Texto |C|’rcu|0 ao redor de P1 com raio 1.293906324451
Unidade |
Equacio |(x+4-.023ﬁ}“2+[\;—1.‘16814}'\2:‘1.6?42
Mo automatic Intersections r~
Raio |1.2939100000000001
Fixo [v
Exibir como Arco I~ | |
S S st e o q
F o, o2
™~ A o2 P P .a ‘l
A -
+» @~
Definir Arco... | Definirtamanno .. | OK | Cancelar|  Ajuda |

Figura 5: Editar Circulo

no campo ‘Raio’, podemos indicar o tamanho que desejarmos.

) ) " .
- Icone de mover ponto: com o icone de mover ponto, , selecionado, podemos
dar dinamismo as construcOes feitas e ser verificado as propriedades geométrica
atribuidas a construcao.

a=2
‘ ~ s . ~ . —
- lcone de expressédo aritmética: com o icone de expressao algébrica, ,

selecionado, podemos dar medidas especificas a segmentos e angulos, clicando com
o botéo direito do mouse sobre o segmento ou angulo desejado.

A seguir apresentamos algumas constru¢cdes geomeétricas elementares, como
a mediatriz, a reta perpendicular, a reta paralela, a bissetriz, o transporte de angulo, o

angulo de 60° e a construcdo do arco capaz. Para garantir que as construcdes de fato
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representam o0s entes mencionados, apresentamos justificativas mateméticas,
algumas delas baseadas nos casos de congruéncias de triangulos, que apresentamos

a sequir.

1.3 Congruéncia de Triangulos

Neste trabalho as construcdes geométricas sdo acompanhadas de justificativas
matematicas e em algumas delas utilizamos casos de congruéncia de triangulos.

Observamos que neste texto utilizamos as seguintes notagoes:

e Reta AB: AB;

e Semirreta AB: AB:

e Segmento AB: AB;

e Triangulo ABC: AABC;
e Angulo A0C: AOC;

e Arco ABC: ABC.

Definicdes 1.3.1 Segmentos Congruentes: Dois segmentos sd0 congruentes se
eles possuem a mesma medida.

Notacdo: Para denotarmos que AB € congruente a CD escrevemos AB = CD.

Angulos Congruentes: Dois angulos sdo congruentes se eles possuem a mesma
medida.

Notacdo: Para denotarmos que AOB é congruente a AOC escrevemos AOB = AOC.

Triangulos Congruentes: Um triangulo ABC (AABC) é congruente a outro triangulo
DEF (ADEF) se, e somente se, é possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca
entre seus vértices, de modo que lados e angulos correspondentes sejam
congruentes. Assim, se a correspondéncia entre os vérticesé: A - D,B—>Ee(C - F,

entdo o triangulo ABC é congruente ao triangulo DEF (AABC = ADEF) se, e somente

AB =DE A=D
se,iAC=DF e B=E.
BC = EF C=F
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B C E F

Figura 6: Triangulos
A congruéncia entre triangulos é uma relacdo que satisfaz as propriedades:

- Reflexiva: Todo triangulo € congruente a si proprio;
- Simétrica: Se AABC = ADEF, entdo ADEF = AABC;
- Transitiva: Se AABC = ADEF e ADEF = AGHI, entdo AABC = AGHI.

Os casos de congruéncias sédo quatro:

1° caso: Lado-Angulo-Lado (LAL), se é possivel estabelecer uma correspondéncia
entre os vértices de dois triangulos de forma que dois de seus lado correspondentes

e 0 angulo compreendido, sejam congruentes, entéo os tridangulos sdo congruentes.

20 caso: Angulo-Lado-Angulo (ALA), se é possivel estabelecer uma correspondéncia
entre os vértices de dois triangulos de forma que dois de seus angulos
correspondentes e o lado compreendido, sejam congruentes, entéo os triangulos sao

congruentes.

3°caso: Lado-Lado-Lado (LLL), se é possivel estabelecer uma correspondéncia entre
os veértices de dois triangulos de forma que os trés lados correspondentes sejam

congruentes, entdo os triangulos sdo congruentes.

4° caso: Lado-Angulo-Angulo Oposto (LAA,), se é possivel estabelecer uma
correspondéncia entre os vértices de dois triangulos de forma que um lado, um angulo
correspondentes e 0 angulo oposto a este lado, sejam congruentes, entdo 0s

triangulos séo congruentes.
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E muito interessante utilizar o software régua e compasso como instrumento de
investigacao de propriedades matematicas das figuras geométricas. Entdo, uma boa
sugestdo € investigar os casos de congruéncias de triangulos utilizando o software.
Propomos a seguir algumas atividades simples que levam os alunos a deducéo da
congruéncia a partir da investigacao e analise de cada caso de congruéncia.

Atividade: No software régua e compasso, peca aos alunos que construa um
triangulo arbitrario. Agora proponha aos alunos o seguinte desafio: escolher dois lados
do triangulo construido e o angulo compreendido entre eles, e em seguida, construir
um novo triangulo que possua dois lados e 0 angulo compreendido entre eles com as
mesmas medidas dos escolhidos, de forma que o terceiro lado ou qualquer um dos
outros angulos sejam diferentes dos correspondentes no triangulo inicial. Aqui
podemos trabalhar a ideia de hipotese (fixar dois lados e o angulo compreendido) e

tese (os triangulos sdo congruentes).

1.4 Losango

Outras justificativas matematicas para as construcfes geométricas sao dadas

pelas propriedades do losango (Fig.7).

Figura 7: Losango

Definicdo 1.4.1: Um quadrilatero plano e convexo é um losango se, e somente se,

possui 0s quatros lados congruentes.
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ABCD é losango & AB = BC = CD = DA.

Por consequéncia, no losango temos as seguintes propriedades:

e Angulos opostos sdo congruentes, BAD = BCD e ABC = ADC;

AABD = ACBD (LLL) = BAD = BCD (Fig. 8), e
AABC = AADC (LLL) = ABC = ADC.

Figura 8: Losango: angulos opostos sdo congruentes

e Angulos adjacentes s&o suplementares, a soma de suas medidas é 180°;

Como ABC = AD, BAD = BCD e sabendo que a soma dos angulos internos de um

quadrilatero medo 360°, temos que:

ABC + ADC + BAD + BCD = 360°
ABC + ABC + BAD + BAD = 360°
2.ABC + 2.BAD = 360°
2.(ABC + BAD) = 360°
ABC + BAD = 180°.

e Lados opostos s&o paralelos, AB // CD e AD I/ BC;
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Os AABD e ACBD sdo isosceles, dois de seus lados de mesma medida, AB = AD e
CB = CD, e congruentes, isso implica que ABD = ADB = CBD = CDB, como temos
que ABD = CDB (alternos internos), pelo Teorema de Tales, entdo AB // DC.

Por consequéncia do Teorema de Tales, temos também que ABD = ADB =
CBD = CDB e BAC = DAC = BCA = DCA, entdo suas diagonais sdo perpendiculares,

1 BD.

3

. . BAD . ABC . .
Os angulos BAM = - e ABM = ER entdo no triangulo AABM temos:

BAM + ABM + BMA = 180°

BAD ABC _

— — +—— 4+ BMA =180°
2 2

BAD + ABC _

— + BMA = 180°.

Como BAD e ABC s&o angulos suplementares, temos que BAD + ABC = 180°, ent3o:

o

+ BMA = 180°

90° + BMA = 180°
BMA = 90°,

ou seja, BMA é angulo reto. Para os demais angulos, BMC,DMA e DMC a

demonstracao é analoga.

No que segue, apresentamos algumas construgdes elementares que sao

utilizadas em todo nosso trabalho.

1.5 A Mediatriz

Definimos a mediatriz do segmento AB como segue:
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Definicdo 1.5.1: A mediatriz do segmento AB € o lugar geométrico dos pontos
equidistante dos pontos A e B.
O tracado da mediatriz determina, consequentemente, o ponto médio do

segmento AB.

Ideia da construcdo geométrica: Dado o segmento AB, tragamos dois circulos de

mesmo raio, de modo que haja dois pontos de intersecdo entre eles, com centros em
A e em B. Sejam C e D os pontos de intersecdo desses circulos. A reta CD € a

mediatriz de AB.

A construcdo geomeétrica no Régua e Compasso:

- Clicamos no icone de segmento de reta, , para construirmos o segmento
AB dado (Fig.9).
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Segmento; Escolha o primeiro ponto!

Figura 9: A Mediatriz: passo 1
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®

- Clicando agora no icone do circulo, e centros em A e B e com 0 raio maior que
a metade do segmento AB, para que haja duas interse¢bes entre os circulos,

construimos dois circulos (Fig.10).

# ReC. - o

Arquivo AcBes Opcdes Configuragies Macros Especial Ajuda
cEpdeird Al BIEwo/l e —|AL|NED
o | L |ERO| L X AA|A LT E| O T
KN 2% 00" o Wty &8

Circulo: Escolha o centrol

Figura 10: A Mediatriz: passo 2

- Os dois pontos de intersec¢des dos circulos, os pontos C e D, como mostra a Figura

#

10 acima, determinam a reta CD, basta clicar no icone de reta, , e clicar nos dois

pontos de intersegdes, os pontos C e D (Fig.11).
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Renomear A,B,C,.... Selecione objetos!

Figura 11: A Mediatriz: passo 3

Areta CD é a mediatriz do segmento AB.

Justificativa: Como os segmentos AC,CB,BD e DA, por constru¢cdo tém a mesma
medida, pois eles sao o raio dos circulos construidos, entdo o quadrilatero ACBD é um
losango, e as diagonais de um losango sao perpendiculares e cortam-se ao meio.
Assim, dado qualquer ponto X na reta CD, AX = XB, pois AAXM = ABXM, sendo M o
ponto médio do segmento 4B, pelo caso LAL, AM = BM,AMX = BMX e MX = MX
(lado comum).

Note que esta constru¢ao independe do “tamanho” ou da posicdo do segmento
AB. De fato, podemos na tela do software mover os pontos A e B da figura, basta

o

clicar no icone , € em seguida arrastar um dos pontos, para perceber que, a

mediatriz permanece.
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1.6 A Perpendicular

Definimos a perpendicular de uma reta AB como segue:

Definicdo 1.6.1: Duas retas sao perpendiculares (notacdo: 1) se, e somente se, Sao
concorrentes e formam angulos adjacentes suplementares congruentes, ou seja,
angulos de 90°.

Dado uma reta r e um ponto A fora da reta, desejamos construir uma reta

perpendicular a reta r passando pelo ponto A.

Ideia da construcdo geométrica: Tracamos um circulo de centro A de tal forma que

este intercepte a reta r em dois pontos distintos: B e C. Em seguida, tragamos circulos
de mesmo raio com centros em B e em C, assim como foi feito na constru¢do da

mediatriz, e obtemos o ponto D, no plano oposto ao do ponto A em relacdo aretar. A

reta AD é perpendicular a reta r.

A construcdo geométrica no Régua e Compasso:

re

- Clicamos no icone de reta, , para construirmos a reta r e no icone do ponto,

=]
, para construirmos o ponto A (Fig.12).

@

- Selecionando o icone do circulo, , para construirmos um circulo de centro em

A de modo que intercepta a reta r em dois pontos distintos, pontos B e C (Fig.13).
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Renomear AB,C,..: Selecione objetos!

Figura 12: A Perpendicular: passo 1
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Circulo: Escolha o centro!

Figura 13: A Perpendicular: passo 2
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- Nareta r e com 0s pontos B e C bem definidos, construimos a mediatriz do segmento
BC, assim como foi feito na construcdo da mediatriz, € marcamos o ponto D na
intersecao dos dois circulos de centros em B e em C, ho semiplano oposto ao do ponto

A (Fig. 14).
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Circulo de raio fixo: Escolha o centro!

Figura 14: A Perpendicular: passo 3

e

- Os pontos A e D determinam a reta AD, basta clicarmos no icone de reta, , €

clicarmos nos pontos A e D para determinar esta reta (Fig. 15).
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Figura 15: A Perpendicular: passo 4

OretadD é a perpendicular a reta r passando pelo ponto A.

Justificativa; Como 4B = AC e DB = DC, a reta AD é mediatriz do segmento BC, e
portanto, perpendicular a reta r.
o
Clicando agora no icone de mover ponto, , podemos mover o ponto A e a

reta r da figura, sendo mantida a reta perpendicular construida.

1.7 A Paralela

Definimos retas paralelas como segue:

Definicdo 1.7.1: Duas retas s&o paralelas (notacéo: //) se, e somente se, sao
coincidentes ou sdo coplanares e nao tém nenhum ponto em comum.
Dado uma reta r e um ponto A fora da reta, desejamos construir uma reta

paralela a reta r passando pelo ponto A.
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Ideia da construcdo geométrica: Tragcamos trés circulos, sempre com 0 mesmo raio:

0 primeiro com o centro em A, determinando o ponto B sobre a reta r, 0 segundo com

o centro em B, determinando o ponto € também sobre a reta r, o terceiro com o centro

em C, determinando o ponto D sobre o primeiro circulo construido, a reta AD sera

paralela a reta r.

A construcdo geomeétrica no Régua e Compasso:

e

- Clicamos no icone de reta, , para construirmos a reta r e no icone do ponto,

o
, para construirmos o ponto A (Fig.16).
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Texto: Onde colocar?

Figura 16: A Paralela: passo 1

- Com o icone do circulo, , selecionado, clicamos no ponto A e definimos um

circulo, de modo que este intercepte a reta r em um ponto B (Fig.17).
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Texto: Onde colocar?

Figura 17: A Paralela: passo 2

Arguivo AcBes OpcBes Configuragies Macros Especial Ajuda
pEp@eirdal B|Eweo/Be —|ALINED

o AL |PRO| L X | RBA|A W2 QT N @
P NG LN 3 W &4

~

Texto: Onde colocar?

Figura 18: A Paralela: passo 3
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centro em A, ou seja, raio AB, construimos um novo circulo, agora com o centro em B

- Ainda com o icone do circulo, , selecionado e com o mesmo raio do circulo de

e determinamos o ponto C também na reta r (Fig.18).

- Também com o mesmo raio, raio BC, e com centro em C, constréi-se o circulo de

modo que intercepte o primeiro circulo no ponto D fora da reta r (Fig.19).
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Texto: Onde colocar?

Figura 19: A Paralela: passo 4

4

- Selecionando o icone de reta, , € clicando nos pontos A e D, determinamos a

reta AD (Fig.20).
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Reta: Escolha o primeiro ponto!
Figura 20: A Paralela: passo 5

Areta 4D é a paralela a reta r passando pelo ponto A.

Justificativa: Da forma que foi feita a construcdo, ABCD é um losango,

AB = BC = CD = DA, que sio os raios das circunferéncias construidas, portanto, seus

lados opostos séo paralelos, AD é paralelo a r.
. ) g
Clicando agora no icone de mover ponto, , podemos mover o ponto A e a

reta r da figura, sendo mantidas as propriedades da reta paralela construida.

1.8 A Bissetriz

Definimos a bissetriz do angulo AOB como segue:

Definicdo 1.8.1: A bissetriz de um angulo AOB é o lugar geométrico dos pontos
equidistantes de duas retas concorrentes.
Por consequéncia, a bissetriz divide o angulo AOB em dois angulos

congruentes.
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Ideia_da construcio geométrica: Dado um angulo X0Y, tracamos um circulo de

centro em O, determinando os pontos A e B nos lados 0X e OY do angulo,
respectivamente. Em seguida, tracamos dois circulos de mesmo raio com centros no

ponto A e no ponto B, determinando o ponto € como um dos pontos de interse¢ao dos

circulos. A semirreta OC é a bissetriz do angulo X0Y.

A construcdo geomeétrica no Régua e Compasso:

- Clicamos no icone do angulo, ; i , para construirmos o angulo X0Y e no icone de

semirreta, , para definir as semirretas 0X e OY (Fig.21).
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Texto: Onde colocar?

Figura 21: A Bissetriz: passo 1

40



®

- Clicamos agora no icone do circulo, , determinando o circulo de centro em 0O,

marcamos os dois pontos de intersecdo deste circulo com as semirretas 0X e 0Y,

determinando assim os pontos A e B (Fig.22).
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Texto: Onde colocar?

Figura 22: A Bissetriz: passo 2

O

- Com o icone de circulo, selecionado, construimos dois circulos de raio 4B,

um com centro no ponto A e o outro no ponto B, determinando o ponto C em um dos

pontos de intersecdo dos circulos construidos (Fig.23).

- Selecionando novamento no icone da semirreta, , € clicando nos pontos 0 e C,

determinamos a semirreta OC (Fig.24).
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Texto: Onde colocar?

Figura 23: A Bissetriz: passo 3
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Semi-Reta: Escolha o primeiro ponto!

Figura 24: A Bissetriz: passo 4
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A semirreta OC é a bissetriz do angulo X0Y.

Justificativa: Pela construcao feita, temos que AOAC = AOBC, pelo caso LLL, temos
0A = 0B, pois sdo o raio do circulo de centro em 0, AC = BC, s&o os raios dos circulos
de centro em A e em B, e OC lado comum aos tridngulos, temos portanto que
AOC = BOC.

o

. . o - A
Clicando agora no icone de mover ponto, , podemos modificar o angulo

construido, sendo mantida a bissetriz do angulo.

1.9 Transporte de Angulo

Vejamos como se transporta um angulo de um lugar para outro. Suponhamos

entdo que um angulo 6 de vértice em 0 é dado e que desejamos construir um angulo

BAC = 0, sendo dada a semirreta AB.

A construcdo geométrica no Régua e Compasso:

- Clicamos no icone de angulo, ° ﬁ‘ para construirmos o angulo 6 qualquer e no
icone da semirreta, , para determinar os lados do angulo (Fig.25).

- Clicamos no icone do circulo de raio fixo, , para criar o circulo de centro em 0,
determinando assim, as interse¢cdes D e E nos lados do angulo 6, observando a

medida do raio do circulo criado, raio 3 por exemplo (Fig.26).
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Semi-Reta: Escolha o primeiro ponto!

Figura 25: Transporte de Angulo: passo 1
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Texto: Onde colocar?

Figura 26: Transporte de Angulo: passo 2
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- Clicamos agora no icone do segmento de reta, , para construir a segmento AB,

que serd o segmento de reta suporte para onde transportamos o angulo 6 (Fig.27).
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Renomear A B,C,.... Selecione objetos!

Figura 27: Transporte de Angulo: passo 3

- Clicamos novamente no icone do circulo de raio fixo, , € com centro em A,
construimos o circulo com 0 mesmo raio do circulo construido anteriormente, no caso
do exemplo, raio 3. Com isso determinamos o ponto F no segmento AB. Agora
construimos um circulo com centro no ponto F e com raio de mesma medida do
segmento DE da Figura 26, e determinamos o ponto € em uma das intersecdes dos

circulos de centro em A e em F (Fig.28).
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OcultarExibir: Escolha um objeto!
Figura 28: Transporte de Angulo: passo 4

O angulo FAC é o mesmo angulo 6 que desejamos transportar.

Justificativa: Por construgdo, os triangulos ADOE e AFAC sao congruentes (caso
LLL), DO = FA,EO = CA e DE = FC, como FAC = BAC, temos entdo que DOE =
BAC = 6.

1.10 O Arco Capaz

Considere dois pontos distintos, A e B sobre um circulo. Estes pontos
determinam dois arcos no circulo. Para todo ponto M sobre um dos arcos, o angulo
AMB = 0 é constante (Fig.29). Este arco é chamado Arco Capaz do angulo 6 sobre o
segmento AB.

O que desejamos é construir o arco capaz de um segmento dado, para um

dado angulo.
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Segmento: Escolha o primeiro ponto!

Figura 29: Arco Capaz

Para justificarmos a construgcdo do arco capaz, utilizaremos a seguinte
propriedade: a medida do angulo inscrito da circunferéncia é a metade da medida do

angulo central correspondente (Fig.30).

Figura 30: Angulo Inscrito
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Demonstracao 1.10.1: Temos trés casos a considerar:
12 caso: O centro 0 estda em um dos lados do angulo (Fig.31);
22 caso: O centro O € interno ao angulo (Fig.32);

3¢ caso: O centro O é externo ao angulo (Fig.33).

No 19 caso:

Figura 31: Medida do Angulo Inscrito: 1° caso

Como 0A = OM, pois s&o raios de um mesmo circulo e o
AOMA é isbsceles, entdo os angulos

0AM e OMA s&o iguais a

Por outro lado, g € angulo externo do AOMA, entao

g =0AM + OMA

=a+a=p ="2a.
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No 22 caso:

Figura 32: Medida do Angulo Inscrito: 2° caso

Seja C o ponto de intersecdo da semirreta MO com o circulo e, sendo
AMC = a;, AOC = B,, BUMC =a,, BOC=f, e (a; +a,) =a, (B + ;) =B, temos

que:

{ﬁl = 2a4, (Angulo externo do AOMA)
B> = 2a,, (angulo externo do AOMB)’

somando os termos das linhas temos,
ﬁl +ﬁ2 = 2(11 + 2(12

B+ B2 =2(ay + ay)
p =2a.
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No 32 caso:

Figura 33: Medida do Angulo Inscrito: 3° caso

Seja C o ponto de intersecdo da semirreta MO com o circulo e, sendo
BMC = a;, BOC = f,, AMC = a,, AOC=p8, e (a; —a,) =a, (B —B,) =B, temos

que:

{,81 = 2a4, (Angulo externo do ABOM)
B, = 2a,, (angulo externo do AAOM)’

subtraindo os termos das linhas temos,

B1— B2 = 20y — 2@,
B1— B2 = 2(a1 — ay)
B = 2a.

Para a construcao do arco capaz, utilizamos apenas as construcdes ja vistas,

que sdo o transporte de angulo, para transportar o angulo 8 para o segmento AB, a

mediatriz de AB e a perpendicular.
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A construcdo geomeétrica no Régua e Compasso:

- Assim, para a constru¢ao do arco capaz precisamos de um angulo 6 (Fig.34) e de
um segmento AB (Fig.35) dado.

- Para o segmento AB transportamos o angulo 8 com vértice no ponto A, BAC = 6

(transporte de angulo). Ou construimos o angulo 6 por meio do icone de construgao

de angulo, ):Q , pois assim podemos mover o angulo sem perder a propriedade do
angulo capaz (Fig.36).
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Renomear AB.C... Selecons objetos!

Figura 34: Arco Capaz: passo 1
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Figura 35: Arco Capaz: passo 2
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Texto: Onde colocar?

Figura 36: Arco Capaz: passo 3
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- Clicamos no icone de reta perpendicular, B( , € construimos a reta r perpendicular

a semirreta AC passando pelo ponto A (Fig.37).
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Reta Perpendicular: A quem? (reta, semi-reta ou segmenta)

Figura 37: Arco Capaz: passo 4

Q
o

=]

- Clicamos agora no icone do ponto médio, , para determinar o ponto médio do

segmento AB. Clicando em A e em B, o ponto N, médio, € determinado (Fig.38).

X

perpendicular ao segmento AB passando pelo ponto N (mediatriz). H4 uma intersecdo

- Clicamos novamente no icone da perpendicular, , para construir a reta s

entre as retas r e s, que indicamos por 0 (Fig.39).
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Texto: Onde colocar?

Figura 38: Arco Capaz: passo 5
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Reta Perpendicular: A quem? (reta, semi-reta ou segmento)

Figura 39: Arco Capaz: passo 6
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- Selecionando o icone do circulo, , € clicando no ponto O e em seguida no ponto

A, determinamos o circulo de centro O e raio 04 (Fig.40).
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Circulo: Escolha o centro!
Figura 40: Arco Capaz: passo 7

Na Figura 41 observamos o arco AMB capaz de angulo 6.
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Texto: Onde colocar?

Figura 41: O Arco Capaz

Justificativa: Observe que os segmentos OA e AC sdo perpendiculares por
construcao, temos entéao que:
0AC =90°
0AN + NAC = 90°.
Como NAC = 6, obtemos
0AN + 6 = 90°
OAN =90 - 6.

No triangulo AAON, também por construcdo ONA é reto, entdo
OAN + ANO + NOA = 180°

(90°—6) +90°+ NOA = 180°
NOA = 6.
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Como o segmento ON é altura do triangulo isésceles AAOB, entdo NOA = NOB,
ISSo implica que:
AOB = NOA + NOB
AOB=6+6
AOB = 26.

Portanto, como a medida do angulo inscrito ao circulo € a metade da medida
do angulo central correspondente, temos para qualquer ponto M do arco AMB
construido, AMB = 6.

'

. - ~ s
Podemos também utilizar a fungdo de mover ponto, , para fazer uma

verificacdo das propriedades do arco capaz.

1.11 Angulo de 60°

O angulo de 60° é de facil construcédo e seu procedimento segue da seguinte

forma.

Ideia da construcéo geométrica: Dado um segmento AB, construimos dois circulos

de centros em A e em B, ambos os raios medindo AB. Em uma das intersecbes dos

circulos marcamos o ponto C, temos ent&o o angulo CAB = 60°.

A construcdo geomeétrica no Régua e Compasso:

- Clicamos no icone de segmento de reta, , para construirmos o segmento
AB dado (Fig.42).

®

em A e um ponto da circunferéncia em B, e outro com centro em B e um ponto da

- Selecionando o icone de circulo, , construimos dois circulos, um com centro

circunferéncia em A, marcamos entéo o ponto € em uma das interse¢cdes desses dois

circulos (Fig.43).
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Circulo: Escolha o centro!
Figura 42: Angulo de 60°: passo 1
Arquivo  AcBes Opcies Configuracies Macros Especial Ajuda
Cedeirr Rl GIEwo/R e —RLINEW
o
o | L |PRO|Z X AA|lA B 0O\ @
o e o o
N AN LT L
e e H“\\
e LT e RN N
s 1/ \\ \\
;(’ ’ N ;
, \ \
. P \ A
' ] ‘ N
i I N N
; ' A \
B | 1 1
1 ' ! !
) ) 1 1
| | ! lI
| e i .
1 | 1 1
\ \ [ i
\ \ 1 1
\ \ i ’
\ \ 7 7
A \ ’ 7
\ \ / ’
A Y £
AY Y r
N AY L
- /I -
\\\ \\A’/ ,If
Texto: Onde colocar?

Figura 43: Angulo de 60°: passo 2
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- Clicando agora no icone de segmento de reta, e clicamos nos pontos A e C,

determinando assim o segmento AC (Fig.44).
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Texto: Onde colocar?

Figura 44: Angulo de 60°: passo 3

Assim, o angulo construido BAC = 60°.

Justificativa: O AABC por construcéo é equilatero, AB = AC = BC, pois sS40 0s raios
dos circulos construidos, entdo todos os seus angulos medem 60°, isso implica que

BAC = 60°.
Até entdo, ja vimos a construcao de retas perpendiculares, retas cujo angulo

formado entre elas € de 90°, construcao da bissetriz, que divide um angulo em dois

angulos congruentes, o transporte de angulos e a construcéo do angulo de 60°. Com
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estes quatro métodos de construcao, podemos também construir os angulos de 15°,
30°, 45°, 75°, 105°, 120°, 135° e seus multiplos.

Com os procedimentos de construcao de perpendiculares, paralelas e do ponto
médio bem consolidados podemos, para agilizar as constru¢des, utilizar os icones da

X ~ .
, da paralela e do ponto médio °

[+
perpendicular , assim como ja foi

utilizado na construcdo do arco capaz.

1.12 Exemplos

A seguir apresentamos alguns exemplos que podem ser solucionados com as
construcBes geométricas. Exercicios que requer do aluno ndo apenas o conhecimento
de geometria, mas também os procedimentos da construcdo geomeétrica, como por

exemplo, a situacao proposta no inicio deste capitulo.

Exemplo 1.12.1: Na cidade de Morrinhos — Go, um professor de Matematica ministra
aulas nos colégios A, B e C, conforme a Figura 45. Ele quer alugar uma casa que deve
se encontrar num ponto P, tal que a distancia desta casa aos trés colégios venha a
ser a mesma. O problema consiste em ajudar o professor a encontrar tal lugar. Uma
solucdo para este problema, a luz das construgcdes geométricas via régua e

compasso, é apresentado mais adiante.

R

4 S 3 A s ke e,
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Cienc e Let de Morrinhos

o i Z Ball Materiais Construgao (&
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iva Mista dos.
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Figura 45: Cidade de Morrinhos
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Para a solucao deste problema devemos ter em mente as seguintes questdes
e perguntas: Q: Qual a solucdo desejada para este exercicio? R: Encontrar um ponto
em gue a distancia deste ponto aos pontos 4, B e C, que representam as trés escolas,
seja a mesma.

Se fossem apenas dois colégios, A e B, esta casa deveria estar posicionada no
ponto médio do segmento AB. Como sdo trés colégios nédo colineares, devemos
encontrar uma casa, um ponto, que esteja a igual distancia dos trés colégios. Este
ponto entdo é o centro do circulo que possui 0s pontos A, B e € em sua circunferéncia.
Entdo devemos inscrever o triangulo AABC no circulo de raio 0A = 0B = 0C, onde 0
€ 0 centro deste circulo, onde deve estar posicionada a casa desejada.

Outras questdes agora vém em mente: Q: Qual o conhecimento de geometria

pode me fornecer o centro deste circulo? R: As mediatrizes.

Mediatriz: As mediatrizes dos lados de um triangulo interceptam-se num mesmo

ponto que esté a igual distancia dos vértices do triangulo.

O encontro das mediatrizes dos lados de um triangulo é o Circuncentro do

tridngulo. Circuncentro € o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

A construcdo geométrica no Régua e Compasso:

Dado um triangulo AABC, devemos em primeiro instante, determinar os pontos

médio de seus lados.

o
o
o

- Clicamos no icone de ponto médio, , € clicamos nos veértices A e B para

determinar o ponto médio M, clicamos nos pontos A e C para determinar o ponto médio

N e clicamos nos pontos B e C para determinar o ponto médio Q (Fig.46).

X

aos lado AB,AC e BC, que passam pelos pontos M,N e Q, respectivamente e

- Clicamos no icone de reta perpendicular, , € construimos as perpendiculares

marcamos o ponto de intersecéo O (Fig.47).
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Ponto: Defina um ponto!

Figura 46: Resolucéo da Mediatriz: passo 1
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Figura 47: Resolucéo da Mediatriz: passo 2
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O ponto de intersecdo O é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo

AABC (Fig.48).

Y ReC. - o IES

Arquivo Aces Opgbes Configurages Macros Especial Ajuda
2Bl BIE o/l e —|ALINED
o | AL |BRO|Z X |AA|A RO T @
KNG 202" WY 88

+ Faculdade de
~ Cience Let de

& 5 Ball'™
Go-213]

Casa Grande Leildes

Circulo: Escolha o centro!

Figura 48: Resolucdo da Mediatriz: passo 3

Este ponto O € o ponto onde se deve alugar a casa, pois 0 € o centro do circulo
de raio 0A = OB = OC.

Observe que para determinar o centro da circunferéncia circunscrita a um
triangulo qualquer, basta com conhecermos apenas duas mediatrizes.

Segue alguns outros exemplos que motivam as constru¢cdes geométricas.
Exemplo 1.12.2: Um carro de bombeiros est4 no ponto A e parte para apagar um

incéndio no ponto B; como esta vazio, deve abastecer-se de dgua no rio. Desenhe o

caminho mais curto que o veiculo deve percorrer (Fig.49).
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Figura 49: Exemplo do Carro de Bombeiro

A menor distancia entre dois pontos é uma reta. Como no caso o carro de
bombeiros deve ir primeiro até o rio para abastecer-se de agua e depois ir até o ponto
B, onde se localiza o incéndio, ndo temos como construir uma reta para termos a
menor distancia desta forma.

Devemos entdo imaginar o ponto B refletido do outro lado do rio, um ponto B’

de distancia do rio igual a distancia do ponto B ao rio. Pois assim poderiamos imaginar

0 segmento AB’.

A construcdo geométrica no Régua e Compasso:

Q
o

o

- Clicamos no icone do ponto médio, , € determinamos o ponto médio M as

margens do rio (Fig.50).
-,

- Com o ponto médio M determinado, clicamos no icone de reta paralela, - , para

construimos a reta s paralela as margens do rio que passa pelo ponto M (Fig.51).
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Texto: Onde colocar?

Figura 50: Resolucdo do Exemplo do Carro de Bombeiro: passo 1
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Texto: Onde colocar?

Figura 51: Resolucéo do Exemplo do Carro de Bombeiro: passo 2
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X

perpendicular a reta s, de modo que passe pelo ponto B. Na intersecdo das retas s e

- Clicamos no icone de reta perpendicular, , para construirmos a reta t

t, marcamos o ponto O (Fig.52).
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Texto: Onde colocar?

Figura 52: Resolucéo do Exemplo do Carro de Bombeiro: passo 3

G

- Selecionamos o icone do circulo, , @ construimos o circulo de centro em O e

raio OB, e determinamos o ponto B’ na interse¢éo do circulo com a reta t (Fig.53).

- Construimos agora o segmento de reta, , AB’. O ponto C da intersecdo do

segmento de reta AB’ com a primeira margem do rio é o ponto desejado (Fig.54).
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Texto: Onde colocar?

Figura 53: Resolucéo do Exemplo do Carro de Bombeiro: passo 4
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Figura 54: Resolucéo do Exemplo do Carro de Bombeiro: passo 5
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Exemplo 1.12.3: Duas cidades A e B estdo separadas por um rio de margens retas
paralelas, sobre o qual se quer construir uma ponte perpendicular as margens e uma
estrada formada por trechos retos ligando essas cidades e a ponte. Construa esse

percurso de forma que seja 0 mais curto possivel (Fig.55).

Figura 55: Exemplo da Construc¢édo da Ponte

Novamente, a menor distancia seria 0 segmento AB, como temos 0 rio

impedindo esta construcao, a resolucéo deste problema segue da seguinte forma:

A construcdo geométrica no Régua e Compasso:

- Selecionamos o0 segmento de reta, , para construir o segmento AB. Marcamos

0 ponto C da primeira intersegdo com as margens do rio (Fig.56).

- Clicamos no icone de reta perpendicular, B( , € construimos a reta perpendicular
as margens do rio passando pelo ponto C, interceptando na outra margem no ponto

D. O segmento de reta CD é a representacdo da ponte a ser construida (Fig.57).
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Texto: Onde colocar?

Figura 56: Resolucéo do Exemplo da Construcao da Ponte: passo 1
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Texto: Onde colocar?

Figura 57: Resolucdo do Exemplo da Construcdo da Ponte: passo 2
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Exemplo 1.12.4: Construa um quadrado conhecendo sua diagonal.

Dado o segmento AC, que tomamos como a diagonal do quadrado, fagamos

sua construcao da seguinte forma:

A construcdo geomeétrica no Régua e Compasso:

o
Q
- Clicamos no icone do ponto médio, ® , e determinamos o ponto médio M do
segmento AC (Fig.58).
2 ReC. = B
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Texto: Onde colocar?

Figura 58: Resolucédo do Exemplo da Constru¢do do Quadrado: passo 1

X

- Clicamos no icone de reta perpendicular, , para construirmos a reta t

perpendicular ao segmento AC (Fig.59).

- Selecionando o icone de circulo, , construimos um circulo com centro no ponto
M e raio MC, marcando os pontos B e D que s&o os pontos de intersecéo deste circulo

com areta t (Fig.60).
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Texto: Onde colocar?

Figura 59: Resolucdo do Exemplo da Construcdo do Quadrado: passo 2
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Ponto: Defina um ponto!

Figura 60: Resolucdo do Exemplo da Constru¢cdo do Quadrado: passo 3
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- Clicando agora no icone de segmento de reta, , clicamos nos pontos A e B,
determinando o segmento AB, nos pontos B e C, para determinar o segmento BC, nos
pontos C e D, determinando o segmento DC e nos pontos D e A, determinando assim

o segmento DA (Fig.61).
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Segmento: Escolha o primeiro pontol

Figura 61: Resolucéo do Exemplo da Construcdo do Quadrado: passo 4

Observe que ABCD é o quadrado desejado.
Neste exemplo também podemos usar o icone de mover ponto e verificar que

as propriedades do quadrado é mantida movendo-se o ponto A ou C.

Exemplo 1.12.5: Construa um hexagono regular, dado um lado em uma posicéo

fixa.

Dado o segmento AB, que sera um dos lados do hexagono desejado, temos

que sua construcdo €é da seguinte forma:
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A construcdo geomeétrica no Régua e Compasso:

- Selecionando o icone de circulo, , construimos dois circulos, um com centro no
ponto A e raio AB e 0 outro com centro no ponto B e raio BA. Em uma das intersecoes

dos dois circulos construidos determinamos o ponto 0O (Fig.62).
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Texto: Onde colocar?

Figura 62: Resolucdo do Exemplo da Construcdo do Hexagono: passo 1
- Selecionando novamente o icone de circulo, : , construimos um novo circulo,
com centro no ponto O e raio 0A. Este novo circulo determina duas novas intersecoes

com os dois primeiros circulos construidos, que sao os pontos C e F (Fig.63).

- Clicamos no icone de circulo, , construimos dois circulos, o primeiro com centro
no ponto C e raio BC, e 0 segundo com centro no ponto F e raio AF. Estes dois novos
circulos tem duas novas interse¢cdes com o circulo de centro no ponto 0, uma
intersecao cada, que marcamos como pontos D e E (Fig.64).
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Ponto: Defina um ponto!

Figura 63: Resolucéo do Exemplo da Construcdo do Hexagono: passo 2
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Texto: Onde colocar?

Figura 64: Resolucdo do Exemplo da Construgcao do Hexagono: passo 3
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- Clicando agora no icone de segmento de reta, , clicamos nos pontos B e C,
determinando o segmento BC, nos pontos C e D, para determinar o segmento CD, nos
pontos D e E, determinando o segmento DE, nos pontos E e F, determinando o

segmento EF e nos pontos F e A, determinando assim o segmento FA (Fig.65).
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Segmento: Escolha o primeiro ponto!

Figura 65: Resolucdo do Exemplo da Construcéo do Hexagono: passo 4

Observe que ABCDEF é o hexadgono desejado.

Exemplo 1.12.6: Dado o segmento AB = 5 cm, construa seu arco capaz para o

angulo de 60°.

Dado o segmento AB = 5 cm, que é a corda do arco desejado, temos que sua

construcdo é da seguinte forma:
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A construcdo geomeétrica no Régua e Compasso:

- Construimos o angulo BAC = 60°, da mesma forma que foi feito na secdo 1.11, como

mostra a Figura 66.
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.f\ngulo: E=colha o primeiro pontal

Figura 66: Resolucdo do Exemplo de Arco Capaz: passo 1

o
o

o

- Selecionando o icone de ponto médio, , determinamos o ponto médio M do

segmento AB. Clicando agora no icone da perpendicular, B( , construimos as retas

r, perpendicular ao segmento AB e a reta s perpendiculares a semirreta AC, passando
pelos pontos M e A, respectivamente. Na intersecao das retas r e s marcamos o ponto
0 (Fig.67).
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Q
B
Reta Perpendicular: A quem? (reta, semi-reta ou segmenta)
Figura 67: Resolucdo do Exemplo de Arco Capaz: passo 2
- Selecionando o icone do circulo, , construimos o circulo de centro no ponto O

e raio AO e marcamos o ponto P assim como mostra a Figura 68.
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Circulo: Escolha o centro!

Figura 68: Resolucédo do Exemplo de Arco Capaz: passo 3

O arco APB ¢é o arco capaz do angulo de 60° sobre o segmento AB procurado.
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Capitulo Il

Resolvendo Expressdes Algébricas via Régua e Compasso

Neste capitulo estudamos como resolver problemas que envolvem expressdes

algébricas utilizando-se apenas a régua e 0 compasso.

2.1 Introducéao

Muitos problemas mateméticos podem ser resolvidos a partir da solucédo de
expressodes algébricas. Neste capitulo vemos que é possivel construir, via régua e
compasso, solucbes para varios problemas que podem ser apresentados por
expressoes algébricas.

Dado uma expressao algébrica, como por exemplo, x = Va? + b2 + ¢2, onde x
€ a incognita e sdo conhecidos os valores de a,b e c. Estamos interessados em
construir, via régua e compasso, a incognita x. Para isso, olhamos os valores a, b, c €
x como sendo segmentos e, estamos interessados em construir um segmento x, a
partir dos segmentos a,b e ¢ dados. Um pouco mais adiante neste capitulo
apresentamos como construir este x.

Olhar um dado valor a, como segmento, significa a rigor que podemos
considerar uma reta e um ponto arbitrario O nesta, como origem, e a partir dai associar
ao numero real a, um ponto A da reta, e reciprocamente. De forma que, considerar o
namero a significa considerar o segmento 0A e escrevemos OA = a. Veremos no
Capitulo Il que nem todo nimero real pode ser construido via régua e compasso, mas
estamos assumindo aqui, que dar o nimero real a significa dar o segmento que a ele
corresponde.

A seguir fazemos as construgfes de algumas expressdes algébricas que sdo

ferramentas para construcao de outras expressoes.
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b.c
2.2 Construcao da Expresséo Algébrica: x = -

Considerando segmentos a, b e ¢ dados, desejamos construir o segmento de
o b.c : ~ :
incognita x = —. Note que, algebricamente, esta expressdo pode ser escrita da

a

seguinte forma:

SHES
SRR

Utilizando o Teorema de Tales podemos construir o segmento x da seguinte forma:
sobre um angulo qualquer de vértice 0 tomemos sobre um lado os segmentos 0A = a

e AC = c, e sobre o outro lado do angulo o segmento OB = b, como na Figura 69.
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Texto: Onde colocar?

Figura 69: A 42 Proporcional
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Tragando por C uma reta paralela ao segmento AB, obtemos D na semirreta

0B. Segue do Teorema de Tales, que

S| Q
21

e, portanto BD = x é a solugdo da expressao dada. Esse segmento x € denominado
a 42 proporcional entre os segmentos a, b e c. Como utilizamos esta construcdo mais

adiante, destacamos a definigdo seguinte.

Definicdo 2.2.1: Diz-se que o0 segmento x é a 42 proporcional entre os segmentos

a,be c quando:

SHES
SHRS

2.3 Construcédo dos Segmentos x = Va? + b? e x = Va? — b?

2.3.1: x =Va? + b2

Se x =+Va? + b? onde a e b sdo segmentos dados, entdo basta construir um

triangulo retangulo onde x € a hipotenusa, e cujos catetos sdo a e b.

A construcdo geométrica no Régua e Compasso:

- Clicamos no icone de segmento de reta, , € construimos o segmento AC de
medida b (Fig.70).

X

ao segmento AC passando pelo ponto C. Marcamos na reta r o ponto B, de modo que
BC = a (Fig.71).

- Clicamos o icone de reta perpendicular, , € construimos a reta r perpendicular
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Ocultar/Exibir: Escolha um objeto!

Figura 70: O Segmento x = vVa? + b?: passo 1
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Texto: Onde colocar?

Figura 71: O Segmento x = Va? + b?: passo 2
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O segmento AB = x é o segmento de medida va? + b2 (Fig.72).
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Texto: Onde colocar?

Figura 72: O Segmento x = Va? + b?

2.2.2: x =Va? — b?
Para a construcdo do segmento x = va? — b?, basta construir um triangulo

retdngulo onde x sera agora um dos catetos, a a hipotenusa e b o outro cateto.

A construcdo geomeétrica no Régua e Compasso:

- Clicamos no icone de segmento de reta, , € construimos o segmento AC de
medida b (Fig.73).

X

perpendicular ao segmento AC passando pelo ponto 4 (Fig.74).
83

- Selecionamos o icone de reta perpendicular, , € construimos a reta r
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Texto: Onde colocar?

Figura 73: O Segmento x = Va? — b?: passo 1
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Texto: Onde colocar?

Figura 74: O Segmento x = Va2 — b2: passo 2
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- Clicamos no icone de segmento de reta, , € construimos o segmento BC de

medida a, de modo que o ponto B esteja na reta r (Fig.75).
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Texto: Onde colocar?

Figura 75: O Segmento x = Va? — b?: passo 3

O segmento x = Va2 — b2 € o0 segmento AB construido, como mostra a figura

acima.

A expressdo do tipo \/a;%+a,%+az%+---a,% podem ser construida sem
muitas dificuldades, bastando aplicar sucessivamente os procedimentos descritos
acima. Como por exemplo, o segmento x = Va2 + b? + ¢2. Fazendom = va? + b?,

temos x = Vvm? + ¢2, 0 que recai na expressao descrita acima.

2.4 Construcéo de av2,aV3,...,avn

A seguir vajamos ver como construir alguns segmentos de medidas irracionais.
85



241 x =2

Para a construcéo de +/2 procedemos da seguinte forma:

Ideia da construcéo geométrica: Construa o segmento AB de comprimento fixo, de

tal forma que AB =a = 1. Pelo vértice 4, construa um circulo de raio AB e a
perpendicular ao segmento AB. Na intersecdo dessa perpendicular e do circulo

construido marque o ponto C. Pela construcdo, o segmento a = AC = 1. Pelos pontos

B e C construimos o segmento BC, esse segmento BC tem medida igual a v/2.

A construcdo geométrica no Régua e Compasso:

- Clicamos o icone de semento de reta, , e construimos o segmento AB de
medida a (Fig.76).
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Texto: Onde colocar?

Figura 76: V2: passo 1
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®

extremidade em B (Fig.77).

- Com o icone de circulo, , selecionado , construimos o circulo de centro em 4 e

B ReC. - o
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Circulo: Escolha o centro!

Figura 77: v/2: passo 2

X

segmento AB passando pelo ponto 4, no ponto de intersec&o desta perpendicular com

- Selecionando o icone da perpendicular, , construimos a perpendicular ao

o
o circulo ja construido, marcamos, com o icone de ponto, , selecionado, o ponto
C (Fig.78).
- Selecionamos agora, novamente o icone de segmento de reta, , € construimos

0 segmento BC, por consequéncia, pelo Teorema de Pitagoras, o segmento BC = /2
(Fig.79).
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Texto: Onde colocar?

Figura 78: V2 :passo 3

cepdeirdwl BIEwo|/l e —|RLINED
o | AEORO|Z X |AA| AR EDO TN @
RN oo 2" P ¥y 88

Segmento: Escolha o primeiro pontal!

Figura 79: v2: passo 4
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Justificativa: O tridngulo AABC é retangulo por construgdo, AB e BC s&o os catetos

de medida a = 1, pelo Teorema de Pitdgoras, temos

BC? = AB* + AC?

BC* = 1% +1?
BC? =2
BC = /2.
242: x=+3

Para a construgéo de /3 procedemos da seguinte forma:

Ideia da construcéo geométrica: Precisamos para a construcdo de /3, termos feito

a construcéo de /2, assim como foi procedido na construgéo anterior. Partindo ent&io
de onde mostra a Figura 80. Deste ponto em diante, a construc&o de +/3 tem 0s mesmo

procedimentos da construcéo de V2.
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Segmento: Escolha o primeiro ponto!

Figura 80: V2
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A construcdo geomeétrica no Régua e Compasso:

O

- Clicamos no icone de circulo,
raio AC (Fig.81).

, e construimos o circulo de centro em C e de
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Circulo: Escolha o centro!

Figura 81: v/3: passo 1

- Clicamos no icone de reta perpendicular, B( , € construimos a perpendicular ao
segmento BC passando pelo ponto €. Marcando assim o ponto D na intersecdo desta

perpendicular ao circulo construido (Fig.82).

- Selecionamos agora, novamente o icone de segmento de reta, , € construimos

0 segmento BD, por consequéncia, pelo Teorema de Pitagoras, o segmento BD = /3
(Fig.83)
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Texto: Onde colocar?

Figura 82: v/3: passo 2
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Segmento: Escolha o primeiro ponto!

Figura 83: /3: passo 3
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Justificativa: O triangulo ACBD é retangulo por construcdo, BC e CD s&o os catetos

de medidas V2 e 1, respectivamente, pelo Teorema de Pitagoras, temos

BD? = BC? + CD?
BD? =V2 +12
BD? =3
BD = /3.

As construcdes do V4,5, ...,v/n, com n natural, seguem de forma anéloga e
progressiva (Fig.84).
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Segmento: Escolha o primeiro ponto!

Figura 84: vn
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2.5 Exemplos

A seguir temos alguns exemplos que sdo solucionados com as expressodes

algébricas e construcdes geométricas.

Exemplo 2.5.1: Um problema interessante é construir um quadrado conhecendo-se a
soma da diagonal com o lado. Note que neste caso nos é fornecido apenas um
segmento, digamos s, que representa a soma da diagonal com um lado do quadrado
procurado, e portanto, desconhecemos o lado a do quadrado procurado.

A diagonal do quadrado de lado a é dada por av2, assim, algebricamente,

podemos escrever s = av2 + a, e isolando a obtemos

S
a=——
V2 +1

a=sx/§—s.

Agora podemos construir o0 segmento a = sv2 — s, uma vez que conhecemos

0 segmento s e, consequentemente o quadrado procurado, vejamos:

A construcdo geométrica no Régua e Compasso:

- Clicamos o icone de semento de reta, , e construimos o segmento AB de
medida s (Fig.85).

@

- Clicamos no icone de circulo, , @ construimos o circulo de centro em A e raio

X

AB. Selecionando agora o icone da perpendicular, , construimos a reta
perpendicular ao segmento AB passando pelo ponto 4 € marcamos o ponto C na
intersecdo da reta perpendicular com o circulo construido (Fig.86), determinando

assim o segmento AC = s.
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Segmento: Escolha o primeiro ponto!

Figura 85: Quadrado de lado a: passo 1
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Texto: Onde colocar?

Figura 86: Quadrado de lado a: passo 2
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- Clicando no icone de segmento de reta, , determinamos o segmento BC.

Selecionando agora o icone do circulo, , construimos o circulo de centroem C e
raio AC e marcando o ponto D de intersecdo entre o circulo de centro em C e o

segmento BC (Fig.87).
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Texto: Onde colocar?

Figura 87: Quadrado de lado a: passo 3

- Clicando no icone da perpendicular, B( , construimos duas retas perpendiculares
ao segmento BC, uma passando pelo ponto B, reta r, e a outra passando pelo ponto
D, reta t (Fig.88).
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Texto: Onde colocar?

Figura 88: Quadrado de lado a: passo 4

- Selecionando o icone do circulo, , construimos também dois circulos, um com
centro no ponto B e outro com centro no ponto D, ambos de raio BD. Marcamos
também os pontos E, intersecao do circulo de centro no ponto B com aretar, € 0

ponto F, interse¢do do circulo de centro no ponto D com a reta t, (Fig.89).

- Clicando no icone de segmento de reta, , construimos o segmento EF,

conforme mostra a Figura 90.

96



Arquivo  AcBes Opcles Configuracies Macros Especial Ajuda
ced|eitddull GIEwo/le —|RLINEWY
o | LB Z X RAAIS B OT N @

XXd.f" o L Ep® 88

I

=

Texto: Onde colocar?

Figura 89: Quadrado de lado a: passo 5
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Segmento: Escolha o primeiro ponto!

Figura 90: Quadrado de lado a: passo 6
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O quadrado DBEF € o quadrado de lado a desejado.

Justificativa: O tridngulo AABC é retangulo de catetos s e hipotenusa sv2 (Teorema
de Pitagoras), temos

C =BD + DC.

onde BC = s+/2, hipotenusa do triangulo AABC, DC = s, pois é raio do circulo de centro
em C e BD = BE = DF = EF = a, lado do quadrado.

sV2=a+s
a=S\/§—S.

Exemplo 2.5.2: Segmento Aureo.

Dado um segmento AB, é possivel determinar um ponto C em seu interior, de
forma que este ponto divida o segmento AB em duas partes com a seguinte
propriedade: a razdo entre a menor parte e a maior parte € igual a razdo entre a maior

parte e o segmento total, (Fig.91), ou seja;

CB_AC

ac ~ ap
o O O
A c B

Figura 91: Segmento Aureo Interno

O segmento AC com essa propriedade é chamado de segmento aureo interno

de AB. Tomando AB = a na expressdo acima, obtemos

_ V5 -1
AC = a. >
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Podemos ainda imaginar um segmento AB e um ponto C’ externo a AB com a

mesma propriedade enunciada anteriormente (fig.92), ou seja,

BC 4B
AB ~ ACT

O O O

A B c'

Figura 92: Segmento Aurea Externo

O segmento AC’' com essa propriedade é chamado de segmento aureo externo

de AB. Tomando AB = a na expressio acima, obtemos

— V541
AC' = a. B

Os segmentos aureos interno e externo podem ser construidos via régua e

compasso cComo segue.

A construcdo geométrica no Régua e Compasso:

- Clicamos no icone de segmento de reta, , € construimos o segmento 4B = a
(Fig.93).

o
o

=]

- Selecionamos o icone do ponto médio, , € determinamos o ponto médio M do

X

a reta r, perpendicular ao segmento AB passando pelo ponto B (Fig.94).

segmento AB. Em seguida, clicamos no icone da perpendicular, , € construimos
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Segmento: Escolha o primeiro ponto!

Figura 93: Construcéo do Segmento Aureo: passo 1
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Reta Perpendicular: A quem? (reta, semi-reta ou segmento)
____________________________________________________________________________________________________|

Figura 94: Construcéo do Segmento Aureo: passo 2
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- Clicamos no icone do circulo, , € determinamos o circulo de centro no ponto B

e raio BM, marcando também o ponto D em uma das intercessfes deste circulo com

a reta r. Selecionamos agora o icone de semirreta, , € construimos a semirreta

AD (Fig.95).

O

no ponto D e raio BD, determinado os pontos C e C' nas intercessbes deste circulo

- Clicamos novamente no icone do circulo, , € determinamos o circulo de centro

com a semirreta AD (Fig.96).
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Circulo: Escolha o centrol

Figura 95: Construcéo do Segmento Aureo: passo 3
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Ponto: Defina um ponto!

Figura 96: Construcdo do Segmento Aureo: passo 4

Os segmentos AC e AC’ s&0 os segmentos aureos do segmento 4B.

Justificativa: O triangulo AABD ¢ retangulo de catetos AB = a, BD =

|

N

)

Como C , temos

av/s »
AD = — (Teorema de Pitagoras), temos

AC = AD — CD.
A_C_a\/g a

T2 2
_ V5 -1
AC = a. >

Logo, AC é segmento aureo interno de 4B.

Ja o segmento AC’ é
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AC' = AD + DC'.

— a
Como DC' = Y temos

. a5 a
AC = ——+=
¢ 2 +2
— V541
AC' = a. B

Logo, AC' é segmento aureo externo de AB.
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Capitulo IlI

Cinco Problemas de Construcao via Régua e Compasso

Neste capitulo vemos quais séo as condi¢cdes necessarias para que um numero

seja construtivel via régua e compasso.

3.1 Introducéao

Os Pitagoricos e os Pré-Platdnicos detinham um vasto conhecimento de
matematica e € também desta época, século IV a.C, que varios e belissimos
problemas de geometria foram resolvidos usando apenas régua ndo graduada, e o
compasso. Mas ndo menos que cinco problemas investigados pelos gregos daquela
época ficaram sem solucdo, os quais tiveram de aguardar dois milénios de evolucéo

matematica para que fossem completamente compreendidos, foram eles:

1. Construcdo de um cubo cujo volume fosse o dobro do volume de outro cubo
dado. Este problema ficou conhecido como duplicacéo do cubo.

2. Construcdo de um segmento de reta cujo comprimento fosse igual ao perimetro
de uma dada circunferéncia. Este problema ficou conhecido como retificacédo
da circunferéncia.

3. Construcao de um quadrado cuja area fosse igual a de um dado circulo. Este
problema ficou conhecido como quadratura do circulo.

4. Divisdo de um angulo qualquer em trés partes iguais. Este problema ficou
conhecido como trissec¢éo do angulo.

5. Construcdo de poligonos regulares. Este problema consiste em dividir uma

circunferéncia em n partes iguais.

Onde destes, a duplicagdo do cubo, quadratura do circulo e a trisseccdo do
angulo ficaram conhecidos como Os Trés Problemas CIlassicos.

Pela Teoria das Equacdes Algébricas ficou provado que a duplicacao do cubo,
retificacdo da circunferéncia e a quadratura do circulo sédo sempre impossiveis usando
apenas régua e compasso. A trisseccdo do angulo sé é possivel em casos

particulares, como por exemplo 45°90°,180°,270°, ..., ndo existindo uma maneira
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geral para trisseccionar qualquer angulo. Para a divisdo da circunferéncia em n partes
iguais, Gauss deu a seguinte resposta em 1786: ela s6 é possivel quando n é um

nimero da forma n = 25p;'p;?p;* ... onde s é um numero inteiro ndo negativo,
P1, D2, P3, ... SA0 primos da forma (sz + 1) e 1,1y, 13, ... S80, cada um deles, zero ou
um. Ainda assim, existindo uma incognita nesta questéo: até hoje ndo se sabe se para
k > 4 existem ou ndo primos do tipo (sz + 1).

Quanto aos Trés Problemas Classicos, vamos analisa-los adiante de forma
separada, buscando justificativas a nivel mais elementar, antes porém, vejamos

alguns conceitos e ideias sobre nimeros construtiveis.

3.2 Numeros Construtiveis

Desejamos tentar construir, via régua e compasso, um dado nimero. Mas as
construcdes utilizando a régua e o compasso tém como “matérias-primas” apenas
pontos, retas, segmentos, etc. Assim, faz-se necessario esclarecer o que gqueremos
dizer com “construir numeros” ou “numeros construtiveis”.

A ideia é associar 0 numero que se deseja construir a um segmento, e entao
trabalhar na construcéo do segmento associado. Para tanto, vamos tomar uma reta e
escolher, arbitrariamente, um ponto P nesta reta e fixa-lo, associando o nimero zero
a ele. Em seguida tomamos outro ponto Q nesta mesma reta, Q diferente de P, e
associamos a ele o nimero 1. Desta forma, podemos pensar no segmento PQ como
uma unidade basica de medida, e a partir dela associar a cada ponto da reta um anico
nimero real e reciprocamente. De forma que, dado um segmento PR, podemos
associar ao ponto R um unico namero real a, e reciprocamente, dado o nimero real a
podemos associar a ele um Unico ponto R, e considerar o segmento PR. Neste
contexto, dizemos que o0 segmento PR esta associado ao nimero a, ou que o nimero
a esta associado ao segmento PR. Utilizamos PR = a para denotar a associacgao entre

0 ponto R e 0 nimero a. Agora estamos aptos a apresentar a seguinte definicao:

Definicdo 3.2.1: Dizemos que o0 nimero a € construtivel, se o segmento PR a ele

associado for construtivel via régua e compasso a partir do segmento unitario PQ.
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- ’ - ~ a
Se a e b sd80 numeros reais construtiveis, entdo a + b,a — b, a. b, 5 (se b # 0),

1
’ se (b # 0) e Va se (a > 0) também s&o construtiveis.

Esta propriedade nos garante que todo numero racional € construtivel e
também o irracionais obtidos a partir do calculo com raiz quadrada de numeros
construtiveis, como por exemplo \/5 se p > 0. Veja as construcdes nos exemplos que

seguem:
Construcao dos NUmerosa+bea—»b

Dados os numeros a e b, de forma que sejam construtiveis, considere a reta

PR de tal forma que PR = a, e construimos sobre a reta PR o segmento PB, tal que

RB = b e que R esteja entre P e B. Construimos um circulo com centro no ponto R e

de raio RB = b. O circulo construido tera duas intersecdes com a reta PR, o ponto B
e o ponto C. Entdo temos que, PB=a+b e PC =a—b, 0 que mostra que a+ b e

a — b sédo numeros construtiveis (Fig.97).
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Texto: Onde colocar?

Figura 97: Os NUmerosa +bea—b
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Construcao do Niumero a.b

Dados os numeros a e b, de forma que sejam construtiveis. Para a construcao
de a.b, podemos considerar que a e b tém o mesmo sinal, pois se tiverem sinais
contrarios, basta considerar na reta, o simétrico do segmento construido.

Considere duas retas distintas, PR e ‘Ifj onde os segmentos PR=a e

segmento PQ seja unitario, ou seja, PQ = 1. Considere ainda o ponto B sobre a reta
PQ, onde PB = b. Consideramos a reta que passa pelos pontos R e Q, a reta RQ.
Paralela a reta ?72), construimos uma reta que passe pelo ponto B. Esta reta intercepta

PR em um ponto C, onde PC = a.b, como mostra a Figura 98.
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Ponto: Defina um ponto!

Figura 98: O Namero a.b

Justificativa: Pela semelhanca de triangulo, APQR ~ APBC, temos que

PQ _PB
PR~ PC
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ou seja,

b
P
a.

Qlr
)

a

b.

O que mostra que a.b € um numero construtivel.

a
Construcao do Numero B

Dados os numeros a e b, de forma que sejam construtiveis. Considere duas
retas, PR e PQ, onde PR = a e 0 segmento PQ seja unitario, ou seja, PO = 1, e um
ponto B sobre a reta PQ, tal que PB = b. Construimos a reta que passa pelos pontos

B e R, areta BR, e areta que passa pelo ponto Q, de forma que seja paralela a reta
— R — R a )
BR e que intercepte areta PR em um ponto C, onde PC = X conforme mostra a Figura

99.
) ReC. - o
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Reta Paralela: A quem? (reta, semi-reta ou segmento)

Figura 99: O NUmero a / b
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Justificativa: Pela semelhanca de triangulo, APQC =~ APBR, temos que

ﬁ_ﬁ

PQ PC
ou seja,

b a

1~ PC

— a

PC:E

a
O que mostra que E € um numero construtivel.

Construg&o do Nimero ,/p

A construcdo que apresentamos aqui generaliza a ideia da construcdo de v/n,

para um inteiro positivo n que apresentamos anteriormente. Facamos a construcéo de
ﬁ, supondo p primo, apenas para destacar que este nimero pode ser um irracional,
mas a construcdo ndo utiliza o fato de p ser um primo, podendo ser repetida

integralmente para qualquer nimero real positivo e construtivel a .
Para a construgdo consideramos a reta PB de tal forma que PB = p, sendo p

um namero primo, o ponto P a origem da reta e o ponto Q sobre a reta PB de tal forma
que 0 segmento PQ seja unitario, PQ = 1. Determinamos o ponto médio M do

segmento PB. Construimos um circulo com centro em M e raio MBe a reta

perpendicular a reta PB passando por Q. Na intersecdo desta reta com o circulo

marcamos o ponto A. Construimos agora um novo circulo, com centro no ponto P e
raio PA, determinando o ponto C como a intersecdo deste circulo com a reta PB .

Segue que PC = ,/p (Fig.100).

109



) ReC. - o

Arquivo AcBes Opcbes Configuracies Macros Especial Ajuda
cpderull BEweo/l e —|AL I NElW

o |7 L|ORD| L X’ | AA|L TR OO T @
KN 00" o X ¥p¥y 88

Texto: Onde colocar?

Figura 100: O Namero /p

Justificativa: Considere o triangulo retangulo APAB, com angulo reto em 4, onde AQ
é a altura relativa a hipotenusa PB. Uma relagdo métrica do triangulo retangulo nos

garante que

PA%? =PQ.PB,
ou seja,
PA%2 =1.p
PA=lp

Sabendo que PA = PC, pois s&o raios do mesmo circulo, entéo

PC = Jp.
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Por exemplo, fazendo p = 17 construtivel, temos que ﬁ =+/17 é construtivel.

Com isso podemos concluir que os numeros tipo 3 ++/3,v5 —+/2, também s&o

construtiveis.

3.3 Pontos e Retas Construtiveis no Plano Cartesiano

No ambiente do plano cartesiano também podemos falar de objetos

construtiveis via régua e compasso.

Definigcdo 3.3.1: Um ponto P(a,b) no plano cartesiano € um ponto construtivel se

suas coordenadas sao construtiveis, ou seja, se a € b sédo construtiveis.

Definicdo 3.3.2: Um segmento de reta que passa pelos pontos P(a,B) e Q(y,6), é

um segmento de reta construtivel se a, 8,y e § sdo construtiveis.

A equacéo geral da reta que passa pelos pontos P(a, 8) e Q(y, §) € da seguinte

forma
ax + by +c = 0.
Ondea=(W@—-B),b=(a—y)ec=py—ad.

De fato, numa equacao de reta, o coeficiente angular de uma reta que passa

pelos pontos P(a, ) e Q(y, ) é dado por:

§—p
y—a

m =

Substituindo na equacao fundamental, temos




G- -PH=06-pHk—-a)
(6 —P)x+ (a—y)y+ (By —ad) =0.

Tomandoa = (6 —pB),b = (a—y) ec=pLy—ad, temos
ax+by+c=0.

Como a,b e c foram obtidos a partir das operacdes fundamentais com 0s

nameros a, B,y € 6, entdo a, b e c sdo construtiveis sempre que «, 3,y e § o forem.

3.4 Intersecdo de Duas Retas no Plano Cartesiano

Para determinar a intersecdo de duas retas do tipo ax +by+c =0,

procedemos da seguinte maneira:

{ax+by+c=0
ax+by+c =0.

Multiplicando a primeira equacéo por a’ e a segunda por a, podemos eliminar o

termo x somando as duas equacoes:

{aa’x +ba'y+ca' =0
a'ax +b'ay+ca=0

(a@'b—ab)y+ (a'c—ac’)=0

_ac'—d'c
Y= ab—ab
De forma andaloga, multiplicando a primeira equagédo por b’ e a segunda po b,

podemos eliminar o termo y e determinar x. Assim,

bc' —b'c

xzab’—a’b'
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Como x e y foram obtidos a partir das operacdes fundamentais com os nimeros

a,b e c, entdo x e y séo construtiveis sempre que a,b e c o forem.

3.5 O Circulo no Plano Cartesiano

Definicdo 3.5.1: Um circulo de centro C(a,) que contenha o ponto P(y,§), é

construtivel se as coordenadas de C e P forem construtiveis.

A equacéo geral da circunferéncia com centro no ponto C(«, f) e que contenha

o ponto P(y, &) pode ser colocado na forma:

x2+ax+vy*+by+c=0.

De fato, a equacao reduzida da circunferéncia é da forma:

(x — xc)z + (y - yc)z =r?

onder?=(y—a)?+ (6§ — B)% x, =aey, =p.Assim,

-+ -pP=F—-a)?+ (- p)?

x?=2xa+a?+y*—2yB+p*=y*—2ay +a®+6%—2B6 + >

x2 = 2ax +y%2—2By + Qay + 25 —y?—6%) =0

Tomando a = —2a,b = —2f e ¢ = 2ay + 286 — y? — §2%, temos

x*+ax+vy*+by+c=0.

Como a,b e c foram obtidos a partir das operacdes fundamentais com 0s

nameros a, B,y € §, entdo a, b e ¢ s&o construtiveis sempre que «a, S,y € § o forem.
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3.6 Intersecdo de um Circulo com uma Reta

Para construir via régua e compasso, um ponto de interse¢do de uma reta com

um circulo, basta construir a solucdo de um sistema da seguinte forma:

{x2+y2+ax+by+c=0
ax+by+c =0.

O sistema pode ter uma, duas ou nenhuma solugéo. Caso haja solucéo, elas
s&o da forma p + gv/r, onde p, q e r sdo construtiveis e r > 0.

De fato, considerando b’ # 0 na segunda equacao, temos que

—c'—ax
y = bl .

Desta forma, a primeira equagéo torna

(@ +b%)x? + (ab’* + 2a’c’ — a'bb")x + (¢’> = bb'c’ + cb'*) = 0.

Tomando A=a?+b'%, B=ab'*+2a'c' —a'bb’ e C=c'*—=bb'c' +cb'?,

temos
Ax* +Bx+C =0.

Cuja solucao é

_ —B+VBT—2AC
X = A .
-B 1
Tomando agora p = o d=5,8r= B% — 4AC, temos
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x=ptqVr.

De forma andaloga e considerando a’ # 0, a coordenada de y é

_E +VE? —4DF
Y= 2D '

ComD=a?+b'% E=a*b+2bc’ —aa'b eF=c?—ad'c +a’ce por sua

-E 1
vezp' =—,q¢' =——er' = E?—4DF, temos
2D 2D

y=p qvr.
Note que x e y foram obtidos a partir das opera¢des fundamentais com os
nameros a,a’,b,b’,c e ¢'. Assim, se a reta e o circulo dados forem construtiveis, isto

€, se a,a’,b,b’,c e ¢’ forem construtiveis, entdo x e y também sdo necessariamente

construtiveis.

3.7 Intersecao Entre Dois Circulos

Para construirmos um novo ponto, obtido da intersecao de dois circulos cujas

equacdes possuem coeficientes construtiveis, recaimos em um sistema do tipo:

{x2+y2+ax+by+c=0
x2+y2+ax+by+c =0.

Subtraindo a segunda equacéao da primeira, obtemos
(a—a)x+B-b)y+(c—c")=0.

O qual equivale ao novo sistema
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{ x2+y*+ax+by+c=0
(a—a)x+B-b)Yy+(c—c")=0.

O que nos leva a um sistema do tipo da intersecdo da reta com o circulo.
Podemos concluir entdo que a solugéo € analoga ao que ja foi visto na se¢éo anterior.
A partir deste estudo de interse¢Bes, podemos obter um critério que visa

garantir guando um dado nimero € construtivel.

3.8 Critério Para Numero Construtivel

A partir das andlises anteriores sobre intersecdes, observamos que se
partirmos de pontos do plano com coordenadas racionais e fizermos construgdes com
régua e compasso, envolvendo apenas uma intersecdo de reta com reta, reta com
circulo, ou circulo com circulo, as coordenadas dos novos pontos obtidos, ou
continuam sendo racionais, ou, no maximo, passam a ser da forma a + b+/c, onde a, b
e c séo racionais e ¢ > 0.

Se numa segunda etapa, repetirmos o procedimento anterior, fazendo novas
construcBes com régua e compasso, agora utilizando-se também de pontos da forma
a + bv/c, recaimos em nimeros da forma x + y+/z, onde x, y e z sdo da forma a + b+/c.
Isto decorre das intersecBes analisadas anteriormente e também da proposicdo
seguinte.

Se fixarmos um ndimero real ¢ > 0 e, considerarmos A = {a + bVc;a,b € Q}, 0
conjunto de todos os nimeros da forma a + b+/c, entdo A sera um corpo. Mostramos

este fato a seguir.

Proposic&o 3.8.1: O conjunto A = {a + bV/c;a,b € Q} com as operagdes de adicdo e

multiplicacdo é um corpo.

Demonstracao: Primeiro observamos que A € um conjunto fechado para adicéo e
multiplicag&o. De fato, sejam x = a, + b;v/c € y = a, + b,\/c elementos de A. Entdo a

soma x + y estd em A e o produto x.y também pertence a A.
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Soma: x+y = (a; + byVc) + (a; + byVe)
X + y = (a’l + az) + (bl + bz)\/z

TomandO rn =aq + a, e S1 = b1 + bz, temos

x+y=r +s/c.

Produto: x.y = (ay + byc).(az + byVc)
x.y = alaz + ale\/E + azbl\/z + blbzc
xy == (a1a2 + b1b2C) + (a1b2 + azbl)\/z.

TomandO T, =aqa, + b1b2C e Sy = a1b2 + azbl, temos
xX.y =1, + sVc.

As propriedades comutativa, associativa e distributiva em 4, tanto para a adi¢ao
quanto para multiplicacdo, sdo imediatas, pois sao herdadas dos numeros racionais.
Mostramos a seguir, que existe o elemento neutro da adicdo e multiplicacdo, o

simétrico da adicao e o inverso da multiplicacéo.
Considere o nimero x = a + b+/c com a, b e c racionais. Assim, temos:

Elemento Neutro da Adi¢do: Existe 0 = 0 + 0v/c € 4, tal que x + 0 = x, para todo
x € A. De fato,

x+0=(a+bvc)+ (0+0Vc)
x+0=(a+0)+ (b+0)/c
x+0=a+bJc
x+0=ux.

Simétrico Aditivo: Paratodo x € A, existe 0 —x € A tal que x + (—x) = 0, basta tomar

—x = —a — bv/c, pois
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x + (=x) = (a + bVc) + (—a — bVc)
x+(=x)=(a—a)+ (b—Db)Vc
x+ (—x) =0+ 0Vc
x+(—x)=0.

Elemento Neutro da Multiplicagdo: Existe 1 =1+ 0v/c € 4, tal que x.1 = x, para
todo x € A.

x.1=(a+ bVc).(1+ 0vVc)
x.1=(a+bVc).1
x.1=a+bVJc

x.1=x.

Inverso Multiplicativo:

a -b
Para todo x € 4; x # 0, existe x~ 1 = ( ) + ( ) € A tal que
x x x a?-b2¢ a?-b2¢ Ve 9

x.x~1 = 1. De fato.

x.x7* = (a+ bVe). [(az _abzc) + <a2 :bbzc) \/E]

x.x"1 = (a + bVc). <a——b\/E>

a? — b?c
a’® — b%c
a? — b?%c

x.x"1=1.

x.x7 1

Agora estamos aptos a estabelecer um critério de construtibilidade para um
numero dado. Note que, como vimos anteriormente, um nimero a € construtivel se, e
somente se, 0 ponto a ele associado na reta puder ser construido a partir de um
segmento unitario, via uma quantidade finita de intersec6es de reta e/ou circulos. Mas
0 segmento unitario esta associado a unidade 1 que é um racional; e pelo que foi visto
anteriormente, se partirmos de um ponto que estd associado um ndmero com

coordenadas racionais e fizermos um numero finito de intersecdes de retas e/ou
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circulos, obtemos um namero que pode ser escrito em termos de numeros racionais
utilizando-se apenas da adi¢cdo, multiplicacdo, inversos, simétricos e raizes

guadradas. Segue assim o seguinte critério de construtibilidade.
Proposicdo 3.8.2. Um numero a € construtivel se, e somente se, puder ser escrito

numa expressao algébrica em termos de nameros racionais e envolvendo apenas

adicoes, multiplicacbes, simétricos, inversos e raizes de ordem par.

Por exemplo, o nimero a = .[v/v/2 é construtivel pois ele ja esta escrito numa

expressao algébrica em termos do racional 2 e envolvendo raizes de ordem par.
A questdo agora consiste em buscar formas de reconhecer se um nimero dado

arbitrariamente pode ou ndo ser escrito da forma dada na proposicdo anterior.

Vejamos primeiro que o numero v5++3++7 é da forma indicada na

proposicao, e portanto, é construtivel. Agora, facamos a seguinte construcao:

\/?\/5+\/7=x

= [5+V3=x—-V7.

elevando ao quadrado, temos

5+V3=x2—2x\V7+7
= V3 + 2xV7 = x% + 2.

elevando novamente ao quadrado ambos os membros da igualdade, temos

34+ 4xV21 +28x%2 =x*+4x% + 4
= 4xV21 = x* — 24x? + 1.

elevando mais uma vez ao quadrado

119



336x% = x® — 48x% + 578x* —48x% + 1
Logo,
= x% — 48x° + 578x* — 384x* +1 = 0.

Ou seja, 0 nimero x € raiz do polinémio p(x) = x® — 48x® + 578x* — 384x2 + 1
com coeficientes inteiros. Note ainda que as poténcias dos termos nado nulos do
polindmio sio todas pares: x8; —48x°%; 578x*; —384x?; 1x°.

A luz do exemplo anterior, é bastante aceitavel que se um dado nimero pode
ser escrito apenas como soma, produto, quociente e raizes quadradas de nameros
racionais, entdo ele é raiz de algum polinbmio com coeficientes inteiros. De fato,
bastaria chama-lo de x, como no exemplo acima, e aplicar as operacdes de: elevar ao
quadrado, somar simétricos, etc., para se chegar ao polindbmio. Assim, podemos

enunciar a seguinte proposicao:

Proposicédo 3.8.3. Todo numero construtivel é raiz de uma equacéo polinomial, cujos

coeficientes sdo numeros inteiros.

Definicdo 3.8.4: Sendo P(x) um polinbmio no conjunto dos ndmeros complexos,

chama-se equacéo algébrica a igualdade P(x) = 0.

As incognitas de uma equacéo algébrica sdo submetidas apenas as operacdes
algébricas, que sdo a soma, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacao inteira e

radiciacdo. E suas raizes sdo as mesmas do polinébmio P(x).
Definicdo 3.8.5. Um numero algébrico € um namero real ou complexo que é solucao
de alguma equacéao polinomial com coeficientes inteiros. Um numero néo algébrico &

dito transcendente.

1+/5

Note que os nimeros V2, V4, sdo algébricos pois sdo solucdo das

equacdes x2 —2=0,x3—-4=0ex? —x — 1 = 0, respectivamente.
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Da definicdo anterior, segue que um numero transcendente € um nimero real
ou complexo que ndo € raiz de nenhuma equacao algébrica com coeficientes inteiros.
Os numeros © e e (numero de Euler, base dos logaritmos naturais) sdo exemplos
famosos de numeros transcendentes. Em geral, verificar que um numero é
transcendente ndo é um problema simples. Para a demonstracéo da transcendéncia

destes dois numeros veja Figueiredo [3].

Da proposicao 3.8.3 temos o seguinte:

Proposicédo 3.8.6: Todo numero construtivel é algébrico.

Segue imediatamente da proposi¢ao anterior que:

Proposicédo 3.8.7: Um numero transcendente ndo é construtivel.

Cabe ressaltar que existem nimeros algébricos que ndo sdo construtiveis e
que, portanto, a reciproca da proposicao 3.8.6 nao é verdadeira. De fato, a ideia que
desenvolvemos anteriormente baseada em elevacdo de quadrados, etc., mostra que
um numero construtivel € sempre uma raiz de um polinbmio com coeficientes inteiros
e cujo grau é uma poténcia de 2. Um fato geral, que ndo vamos demonstrar aqui €
que “Todo numero algébrico é raiz de um unico (a menos de um fator constante)
polinémio irredutivel com coeficientes inteiros”, o grau deste polinémio é dito grau do
namero algébrico. Assim, O nimero V4 é um exemplo de um nimero algébrico de
grau 3, pois é raiz do polindmio irredutivel x3 — 4 = 0.

O critério geral de construtibilidade une estas ideias e é enunciado a seguir:

Teorema 3.8.8: Um numero € construtivel se, e somente se, for algébrico de grau

igual a uma poténcia de 2.
Este resultado ndo € demonstrado aqui, em virtude da demonstracdo envolver

fatos relacionados a teoria de extensdes de corpos e teoria de Galois, os interessados
podem encontra-la em [4].
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Note que, em virtude do teorema anterior, podemos afirmar que o numero

algébrico /4 nao é construtivel, pois é algébrico de grau 3.

3.9 Duplicacéao do Cubo

A duplicagédo do cubo, também conhecido como o Problema de Delos ou o
Problema Deliano, pode ser considerado da seguinte forma: dado um cubo de aresta
a, determinar com régua e compasso, um outro cubo de aresta b, cujo volume seja o
dobro do primeiro.

Considere um cubo de aresta a, entdo seu volume € igual a a3, desejamos
construir um cubo de aresta b, de tal forma que seu volume seja b3 = 2a3, temos

entao:

b3 = 2a3
b =32a3
b = aV2.

O problema consiste entdo na construcéo de /2. Lendariamente este problema
é atribuido aos nativos de Delos, na Grécia, por volta de 429 a.C., que foram consultar
o oraculo de Apolo em busca de uma solucdo para uma praga que estavam sofrendo.
O oraculo Ihes apresentou a tarefa de construirem um novo altar a Apolo com o dobro
do volume do altar ja existente para que a praga cessasse. Como vimos acima, 0S
nativos precisariam construir 0 novo altar com uma aresta de /2 vezes a medida da
aresta anterior. Eles simplesmente dobraram a aresta anterior, aumentando assim seu
volume em oito vezes. A praga continuou a castigar Delos. Contudo, foram o0s gregos
gue, com muita perspicécia, notaram que havia uma dificuldade em duplicar o cubo
utilizando-se apenas a régua e 0 compasso, que eram as ferramentas que possuiam
a época. De fato, hoje sabemos que é impossivel construir 3/2 apenas com a régua e
0 compasso. Infelizmente para os nativos de Delos, eles ndo tinham as ferramentas
que dispomos hoje para os calculos algébricos, estas ferramentas s6 foram

desenvolvidas por volta do século XVIII d.C..
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A luz do Teorema 3.8.8, a impossibilidade da construcéo de ¥/2 decorre do fato

de que ele é algébrico de grau 3, por ser raiz do polinémio irredutivel x3 — 2, e portanto
nao satisfaz ao teorema.

Foi Carl Friedrich Gauss quem afirmou que dobrar o volume de um cubo usando

apenas a régua e o compasso era impossivel, e foi Pierre Wantzel em 1837 quem
provou.
3.10 Quadratura do Circulo

Este problema consiste em construir um quadrado cuja a area seja igual a area
de um circulo dado, utilizando apenas a régua e 0 compasso.

Considere um circulo cuja area seja A = nr?. Como queremos construir um

quadrado de lado I, de modo que sua area seja nr?, entdo [? = nr?, temos entao:

1? = r?
l =+/nr?
| = rJm.

O problema agora consiste em construir com régua e compasso 0 segmento

de medida +/m, 0 qual € impossivel. Pois como foi visto na Proposicéo 3.8.7, 0 nimero
transcendente m ndo é construtivel.

Arquimedes deu uma solucéo para este problema por volta de 250 a.C., mas
utilizando outros meios além de régua ndo graduada e 0 compasso.

ApOs 2000 anos, Ferdinand Lindemann provou que m €é um ndamero

transcendente, mostrando que é impossivel construir um segmento cujo comprimento
seja .
3.11 Trisseccéo do Angulo

Este pode ser o mais velho dos Trés Problemas Classicos e consiste em dividir
um angulo em trés partes iguais. Como ja foi visto, para alguns casos particulares é

possivel trisseccionar um angulo. O angulo de 90°, ndo ha problema, porque podemos
construir o angulo de 30° bisseccionando o angulo de 60°.
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Definicdo 3.11.1: Um angulo sera construtivel se seu cosseno ou seno for

construtivel.

De modo geral, se um angulo qualquer 36 for construtivel, teremos como
consequéncia que seu seno e seu cosseno também sao construtiveis. Note que, das

relagfes trigonomeétricas basicas, temos

cos(30) = cos(0 + 26)
cos(360) = cos(8).cos(20) — sen(0).sen(26)
cos(30) = cos(0).[cos?(8) — sen?(8)] — sen(0).[2sen(8).cos(6)]
cos(360) = cos(0).{cos?*(0) — [1 — cos?(0)]} — 2sen?(0).cos(6)
cos(360) = cos(0).[2cos?(8) — 1] — 2cos(0).[1 — cos?(0)]
cos(30) = 2cos3(0) — cos(8) — 2cos(0) + 2cos3(0)
cos(36) = 4cos3(0) — 3cos(6).

Nem todos os angulos podem ser trisseccionado, o angulo de 60° € um desses

angulos. De fato, é impossivel construir o nimero cos(20°), vejamos.

cos(36) = 4cos3(0) — 3cos(6)
cos(60°) = 4cos3(20°) — 3cos(20°)

1
5= 4c0s3(20°) — 3cos(20°)

= 4x3 — 3x

N =

1 =8x3—6x
8x3—6x—1=0.

Observe que a equacao acima nao possui raiz racional. De fato, suponha por

. . . a oo . . ~
contradlgao que exista uma raiz x = E, com a € b inteiros primos entre si, entao



Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por b3, temos

8a3® —6ab? —-b3=0

{b3 = 2a(4a? — 3b?)
(2a)3® = b%(6a + b).

Desta forma, 2a € divisor de b3, de modo que a = {—1,1}, e b? é divisor de
(2a)3, de modo que b = {—2,-1,1,2}, jA que a e b sdo primos entre si. Com isso, as

a 1 1
possibilidades racionais para I’ séo {—1,—5, 5,1}. Verificando estas

possibilidades, vemos que nenhuma delas é raiz do polindémio dado.

Temos entdo que a equacdo 8x3 — 6x —1 = 0 ndo possui raizes racionais,
assim o polinémio 8x3 — 6x — 1 é irredutivel com coeficientes inteiros. Segue que
cos(20°) é algébrico de grau 3, e do Teorema 3.8.8 temos que ele ndo € construtivel.
Portanto, também o angulo de 20° ndo é construtivel via régua e compasso. Segue
gue o angulo de 60° ndo pode ser trisseccionado.

Agora, o angulo de 180°, por exemplo, pode ser trisseccionado, pois podemos

construir o angulo de 60°. De fato, basta lembrar que cos(60°) = % gue é construtivel.
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Conclusao

O uso de software de geometria dindmica, como no caso o software ‘Régua e
Compasso’, € um atrativo para o ensino da Geometria e das Construcdes
Geométricas, pois € uma ferramenta de alta interacdo com o aluno. Interacédo que o
aluno esté habituado por conviver diariamente com aparelhos tecnolégicos.

No decorrer do trabalho, foram verificados os conceitos basicos da Geometria
gue viria a ser importante no apoio as justificativas matematicas de todo o restante da
dissertacdo. Em seguida foram feitas as construcfes da mediatriz, da perpendicular,
a paralela, a bissetriz, o transporte de angulo, o arco capaz e o angulo de 60°, via
software ‘Régua e Compasso’, bem como as verificacdes de suas propriedades.
Foram também apresentados exemplos de Constru¢cbes Geométricas por meio do
software ‘Regua e Compasso’.

Em um segundo momento, foram feitas constru¢des de segmentos a partir de
expressodes algébricas. Expressdes que davam origem a medida do segmento a ser
construido. Nestas constru¢cbes também foram feitas as verificacbes de suas
propriedades.

Em seguida foi apresentado um estudo sobre numeros construtiveis. Foi
verificado a caracteristica do niumero que pode ser construido via régua e compasso
e por consequéncia, a caracteristica do numero que ndo pode ser construido. Foram
vistos também os Trés Problemas Classicos da Geometria, € 0 motivo pelo qual eles
nao possuem solucéao.

Pretendemos com este trabalho, contribuir para que o ensino e a aprendizagem
das Constru¢cdes Geométricas estejam mais presentes nas escolas, seja ela por meio
do software ‘Régua e Compasso’ ou mesmo apenas pela régua ndo graduada e pelo
compasso.

Podemos concluir que o ensino das Construcbes Geométricas utilizando o
software ‘Régua e Compasso’, munido do rigor, dos conceitos e das propriedades
geométricas é um meio de estimular no aluno a criatividade, a estrutura para

planejamentos e o poder de abstracao para seus estudos posteriores.
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Apéndice A - Outros Tipos de Construcdes

Outros tipos de construcdes sao as feitas apenas com régua, apenas compasso
ou régua com uma graduacao.

Todas as construcbes que podem ser feitas com régua sem graduacédo e
compasso podem também ser feitas apenas com o compasso. Esta afirmativa foi
provada por Mascheroni, em 1797. A justificativa é feita mostrando-se como se
encontra, apenas com 0 compasso, a intersecao de duas retas, dada apenas por dois
pontos e a intersecao de uma reta com um circulo, isso sem tracar as retas.

Um dos interesses da construcdo ser feita desse modo, em especial apenas
com 0 compasso, seria pela pureza que 0s antigos gregos sempre procuraram, 0O
compasso €, sob um certo aspecto, mais nobre que a régua, pois nesta, somos
obrigados a criar a reta utilizando sua linha, que foge um pouco do conceito inicial da
reta, que sdo os dois pontos distintos, enquanto 0 compasso € o instrumento baseado
em apenas dois pontos, composto pelo centro e por um ponto de passagem, O
compasso é mais fiel a teoria. Outro interesse seria transformar o movimento circular
em um movimento retilineo, o que equivale, geometricamente, a construir retas so
com 0 compasso.

Agora, apenas com régua, nao é possivel fazer as constru¢des que sao feitas
com a régua e o compasso. Como por exemplo, ndo se pode construir o segmento V2
apenas com a régua. No entanto, € possivel fazer todas as construcdes com a régua
e um anico circulo de raio fixo.

Podemos ampliar a quantidade de construgdes, utilizando apenas o0 compasso
e a régua, esta agora com graduacao, e permitindo a possibilidade de se deslizar a
régua durante a construcdo. De fato, a trisseccdo de um angulo arbitrario pode ser
obtida com esta nova ferramenta e possibilidade. Vejamos a construcao ilustrada na

figura abaixo:

- Seja COD = x o angulo dado;
- Construa um circulo de centro O (vértice do angulo) e raio r > 0. Sejam C e D 0s

pontos de intersecdo do circulo com o angulo. Note que COD = x;

- Prolongue a semirreta 0D de forma a obter a reta 0D;
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- Marque sobre a régua os pontos A e B, distando r (isto ndo é possivel na construcao
com régua sem graduacao e compasso);
- Deslize a régua sobre a reta 0D, mantendo A sobre o prolongamento de 0D;
- Marque A na reta 0D, com A fora do circulo, e marque B sobre o circulo de modo
que a régua passe por C, obtendo entdo o angulo CAD = y.

Podemos afirmar que o angulo y divide x em trés partes iguais, veja a

justificativa Figura 101 abaixo.

5 ReC. - o

Arquivo Aces Opgies Configuracies Macros Especial Ajuda
Ccp@e Ll BIE o/l e —|AL|NED

o | AL |PROD|Z | AA|A B2 O T\ @
RN 22" LW 88

Texto: Onde colocar?

Figura 101: Trisseccéo do Angulo

Justificativa: Na construcdo, AB = OB = r, de modo que do tridngulo isésceles AABO

tém-se:

BAO = BOA = y (base do triangulo is6sceles) e
ABO = (180° — 2y), tal que OBC = 2y

Além disso, OB = 0C = r, e entdo do triangulo isdsceles ABOC, tém-se
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OBC = 0CB =2y e BOC = (180° — 4y). Logo,

AOD = 180°
AOB +BOC + COD = 180°
y + (180° — 4y) + x = 180°
—3y+x=0
x = 3y.
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Apéndice B - Atividades Propostas

Neste apéndice deixamos como atividade, exercicios que podem ser resolvidos
por meio do software ‘Régua e Compasso’ e verificadas as propriedades das

construgdes por meio do icone mover ponto.

Atividade 4.1: Construa a reta s, perpendicular a reta r dada, e areta t, paralela a r,

ambas passando pelo ponto P dado.

Figura 102: Atividade 4.1

Atividade 4.2: Construa um segmento de reta AB. Em seguida encontre a mediatriz
do segmento AB. Chame de C o ponto de intersecéo do segmento AB e da mediatriz

encontrada e, em seguida, encontre a mediatriz do segmento AC.

Atividade 4.3: Construa um triangulo de vértice A, B e C, cujos lados medem

7,0 cm; 4,5 cm e 6,0 cm, respectivamente.

Para que possamos construir um triangulo cujos lados megam a, b e ¢, devemos ter:

e a<b+rc
e b<a+c
e c<a-+hb.

Atividade 4.4: Construa um tridngulo de vértices A, B e C, onde AB = AC = 4,5cm e

BAC = 45°. Como se classifica esse triangulo quanto aos lados?
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Atividade 4.5: Construa um quadrado de vértices 4, B, C e D e de lado AB = a.

Atividade 4.6: Construa o losango de vértices A, B, C e D,onde 4B = 4,5 cme BAC =
60°.

Atividade 4.7: Construa o paralelogramo de vértices A4, B, C e D, onde AB =

6,0 cm; AC = 2,5 cm e BAC = 60°.

Atividade 4.8: Construa o trapézio de vértices A, B, C e D de bases AB e CD, onde
AB = 6,0 cm; CD = 3,5 cm; h = 2,0 cm (altura) e AC = 4,0 cm.

Atividade 4.9: Determine o centro O da circunferéncia seguinte:

Figura 103: Atividade 4.9

Atividade 4.10: Construa o retangulo de vértices 4, B, C e D, cuja base AB = 5,0 cm

e a diagonal AC forme, com essa base, um angulo de 30°.

Atividade 4.11: Construa a circunferéncia inscrita ao quadrado ABCD seguinte:
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Figura 104: Atividade 4.11

Atividade 4.12: Dados os segmento AB e CD abaixo, construa os segmentos de

medidas:
O ] o——-—=0
A B i D
Figura 105: Atividade 4.12
a) 4B +CD
b) 2.AB—CD

c) 5.CD — 2.4AB.

Atividade 4.13: Do segmento AB seguinte, construa um arco capaz para um angulo
de 45°.

A

Figura 106: Atividade 4.13
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Atividade 4.14: Construa x = CZZ—ILC onde a, b, c,d e e sdo segmentos dados.

Atividade 4.15: Um retangulo aureo € um retangulo em que uma dimensédo é

segmento aureo da outra. Construa um retangulo aureo de perimetro dado.

Atividade 4.16: Inscreva em um circulo dado um retangulo de perimetro dado.
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