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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar alguns conceitos classicos a respeito
de tridngulos, suas propriedades, definicdes e teoremas. Mostrar as relagoes
que representam a area de um tridngulo qualquer, como por exemplo, a
Formula de Herdao. Construir e calcular os raios dos circulos ex-inscritos,
inscrito e circunscrito a um triangulo e, em especial, a relagdo existente
entre as medidas dos raios desses circulos.

Palavras-chave: Circulos tangentes notaveis; raios de circulos ex-inscritos,
inscrito e circunscrito.

Abstract

The objective of this work is to present some classic concepts about trian-
gles, their properties,definitions and theorems. We prove the formulas for
the area of any triangle such as Herao formula; we construct and compute
the radii of inscribed and circunscribed circles , excircles,in particular,the
relation between the radii of those.

Keywords: Remarkable tangent circles; rays excircles, inscribed and cir-
cumscribed.



Introducao

Este é um trabalho oportunizado pelo Departamento de Matematica da UFPR,
através do programa PROFMAT, com a orientacao do Prof. Dr. Aldemir José
da Silva Pinto. Procuramos demonstrar com um certo rigor alguns dos teoremas,
proposigoes e corolarios da geometria euclidiana plana, sendo apresentados de
maneira gradativa para serem utilizados em teorema dos capitulos subsequentes,
o qual citaremos a seguir. No capitulo 1 iniciamos com os postulados de distancia,
retas, planos e medicao de angulos. Em seguida, definimos triangulo, classificagao
enquanto aos lados; o postulado para a congréncia de triangulos (LAL) bem como
os teoremas: ALA, LLL, LAA, e o caso especial de congruéncia entre triangulos
retangulos; citamos algumas proposicoes classicas, como o teorema da soma dos
angulos internos de um triangulo, desigualdade do angulo externo e um corolé-
rio que juntamente com Postulado das paralelas (O 5.° Postulado de Euclides)
mostra que os angulos alternos internos sao iguais; por conseguinte, definimos
circulo, bissetriz e mediatriz.

J& no capitulo 2, iniciamos com o Teorema fundamental sobre proporcionali-
dade e a reciproca. Em seguida, apresentamos os teoremas de semelhanca entre
triangulos (LLL, AA e LAL). Em seguida definimos é&rea, seus postulados e as
proposi¢oes de area para: quadrado e retangulo (estes demonstrados exaustiva-
mente: para os naturais, racionais e reais). Citamos também proposi¢oes para:
paralelogramo, triangulo, losango e trapézio. Provamos o Teorema de Pitdgoras
via areas utilizando um corolario de equivaléncia entre area de triangulos.

No capitulo 3, daremos inicio ao proposito deste trabalho, iniciando com a cons-
trucao do circulo inscrito a um triangulo ABC e a area em funcao do semipe-
rimetro (p) e o raio (r) deste circulo, ou seja, Area=p-r . Em seguida, cons-
truimos os circulos ex-inscritos a um triangulo ABC' de raios r,,r, e 7. e area
(p—a)r, = (p—"b)r, = (p — ¢)r.. Por conseguinte, construimos o circulo circuns-

b
crito ao tridngulo ABC' de raio R de area %. O célculo de umas das alturas de

um triangulo em funcao dos lados, para entao deduzirmos a conhecida féormula
de Herdo: v/p(p — a)(p — b)(p — ¢). Demonstramos também a lei dos senos e cos-
senos. B, por fim demonstramos as formulas que relacionam os raios dos circulos

L . . .1 1 1 .
ex-inscritos com o raio do circulo inscrito — = — + — + — e com o raios dos
r Ta Ty Te

circulos: 4R =r,+ 1y + 1. — 7.

Na dltima secao, apresentamos um exericio para construcao dos circulos usando
o Geogebra, versao 4.2. O propoésito deste trabalho ¢, além de dar énfase as
proposicoes e teoremas da geometria plana, divulgar resultados interessantes que
ela, a geometria, ainda nos proporciona.



1 Postulados, definicoes

Nesta secao, apresentaremos os postulados e definicoes que fundamentam a
Geometria Plana.

1.1 Distancia, reta e plano

Postulado .1. (O Postulado da Distincia) A todo par de pontos distintos cor-
responde um unico numero positivo.

Definicao .2. A distincia entre dois pontos é o nimero dado pelo postulado .1
Se o0s dois pontos sao denotados por R e S, a distdncia serd representado por RS.

Admitimos a possibilidade de R e S serem o mesmo ponto. Neste caso, RS =
0. A distancia é definida para um par de pontos e nao depende da ordem em que
esses pontos sao mencionados.
Portanto, sempre temos RS = SR.

Postulado .3. (O postulado da Régua) Os pontos de uma reta podem ser postos
em correspondéncia com os numeros reais, de tal maneira que

(1) a cada ponto da reta corresponde exatamente um nimero real;

(2) a cada nimero real corresponde exatamente um ponto da reta; e

(8) a distancia entre dois pontos quaisquer é o valor absoluto da diferenca dos
numeros correspondentes.

Postulado .4. (O Postulado da colocag¢do da Régua) Dados dois pontos R e S
numa reta, o sistema de coordenadas pode ser escolhido de tal maneira que a
coordenada de R seja zero e a coordenada de S seja positiva.

Definicao .5. B estd entre A e C se A, B e C sao pontos distintos de uma reta
e AC = AB + BC.

O significado da palavra se é ser equivalente a.
Postulado .6. (O Postulado da Reta) Para cada par de pontos distintos existe

exatamente uma reta que 0s contém.
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Figura 1: A reta AB

Definicao .7. Para dois pontos quaisquer A e B, o segmento AB ¢é o conjunto de
todos os pontos que estao entre A e B. Os pontos A e B sao chamados extremos

de AB.
A B
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Definicao .8. O nimero AB € chamado comprimento do segmento AB.

—>
Uma figura para a semirreta AB:
A B

Py »
® 7 »
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Teorema .9. Seja AB uma semirreta e x um ndmero positivo. Entdo existe

H
exatamente um ponto P de AB tal que AP = .

Demonstracao.
A B P

0 r €T
Pelo postulado de Colocacao da Régua, podemos escolher um sistema de
—
coordenadas para a reta AB de tal maneira que a coordenada de A seja 0 e

AP = |z — 0| = |z| = 2. Como somente um ponto da semirreta em coordenada
x, somente um ponto da semirreta estd a uma distancia z de A. O

Definicao .10. Um ponto B € dito ponto médio de um segmento AC se B estd
entre A e C' e AB = BC.

A B C
O

- L J

Teorema .11. Todo o segmento tem exatamente um ponto médio.

Demonstracao. Queremos um ponto satisfazendo as duas condicoes: AB + BC = AC

AC
e AB = BC. Relacionando estas duas equacoes, teremos: AB = - Logo, ha

— AC —_—
um ponto B da semirreta AC' que estd a uma distancia TR Entao AC' tem

exatamente um ponto médio. O

Postulado .12. (O Postulado do Plano) Trés pontos quaisquer coplanares e ndo
colineares determinam um plano.

Postulado .13. (O postulado da separa¢io do plano) Dados uma reta e um
plano que a contém, os pontos do plano que nao pertencem a reta formam dois
conjuntos tais que:

(1) cada um dos conjuntos é convezxo, e (2) se P pertence a um dos conjuntos e
Q ao outro, entio PQ intercepta a reta.



1.2 Angulos
Definicdo .14. Angulo é a figura formada por duas semirretas de mesma origem.

As semirretas sao os lados do angulo, enquanto que a origem é o vértice
desse angulo. Na figura 2, temos o angulo AOB, onde os lados do angulo sao as
— —

semirretas OA e OB e o ponto O, o vértice do angulo. Um angulo formado por

A

Figura 2: Definicao de angulo

duas semirretas distintas contidas numa mesma reta é chamado de angulo raso
(figura 3).

c m D

E

Figura 3: Angulo raso CED

Definicao .15. (Interior de um dngulo) Seja ZBAC um dngulo num plano E.
Um ponto P estd no interior do ZBAC se P e B estiverem do mesmo lado da

< —
reta AC e P e C estiverem do mesmo lado da reta AB. O exterior do ZBAC é
o conjunto de todos os pontos de E que nao estao no dngulo nem no seu interior.

P

exterior interior

__________

exterior 7 exterior F3
,

»

Figura 4: Ponto interior e exterior de um angulo

A seguir apresentaremos os postulados de medida angular.

Postulado .16. (Postulado da medida de um dngulo) A todo ZBAC' corresponde
um ndmero real v entre 0 e 180.



Figura 5: m(£BAC) = r°

Definicao .17. O nidmero dado pelo Postulado da medida de um dngulo é cha-
mado de medida do ZBAC' e escrevemos m(£LBAC) =1 ou (r°).
Postulado .18. (Postulado da construgao de dangulo)
—
Seja OB uma semirreta contida na origem de um semiplano H. Entao, para

—>
todo nimero real v, 0 < r < 180, eziste uma unica reta OB, tal que m(£LBOA) =
r.

Figura 6: Construgao do angulo ZBOA =r

Postulado .19. (Postulado da adi¢ao de dngulos) Se C' estd no interior do
ZLAOB, entao m(LAOB) = m(£LAOC) + m(£COB).

A

B
Figura 7: Adicao de angulos

~ — — —
Definicao .20. Sejam OB e OA semirretas opostas e OC' uma outra semirreta

qualquer. Entdo os dngulos ZCOA e ZCOB formam um par linear.



B 0] A

Figura 8: Par linear ZCOA e ZCOB

Definicao .21. Dizemos que dois dngulos sao suplementares se a soma de suas
medidas é 180.

Postulado .22. Se dois dngulos formam um par linear, entao eles sao suple-
mentares. Na figura 8, ZCOA e ZCOB formam um par linear. Portanto,
m(ZLCOA) +m(£LCOB) = 180.

Definicao .23. Dizemos que dois dngulos sao opostos pelo vértice se 0s seus
lados formam dois pares de semirretas opostas.

Figura 9: OPV

Por exemplo, na figura 9 temos: ZAOC e ZDOB sao opv, bem como ZDOA
e ZBOC.

Definicao .24. Dois dngulos sao ditos congruentes se possuem a mesma medida.

Proposicio .25. Angulos opostos pelo vértice sao congruentes

Demonstracao. Da figura 9 temos que
m(ZAOC) + m(£LBOC) = 180
m(ZBOD) + m(£BOC) = 180
Resolvendo o sistema, teremos: m(ZLAOC) = m(£ZBOD). Analogamente,
temos m(ZCOB) = m(£LAOD,).
[

Definicao .26. Um dngulo cuja medida é 90° é chamado de dngulo reto.

Entao, o suplemento de um angulo reto também é um angulo reto. Quando
duas retas se intersectam, se um dos quatro angulos for reto, entao, todos os
outros serao. Ocorrendo isso, tais retas sao ditas perpendiculares.
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1.3 Triangulos

<

Considere trés pontos A, B e C no plano. Se C estiver sobre a reta AB,

diremos que esses pontos sao colineares; caso contririo, diremos que sao nao
colineares.

Figura 10: Pontos nao colineares

Definicao .27. Sejam A, B e C pontos nao colineares. A reuniao dos segmentos
AB, BC e AC ¢ chamado de tridngulo o qual representamos por . Os pontos
A, B e C sio chamados de vértices do triangulo e os segmentos AB, BC e
AC sdo os lados do tridangulo. Cada triangulo AABC determina trés dngulos:
/BAC = A = BAC, ZABC = B = ABC ¢ ZACB = C = ACB que sio
chamados de dngulos internos do tridngulo.

Figura 11: Um triangulo ABC

Definicao .28. (Interior de um tridngulo) Um ponto estd no interior de um
tridngulo se ele estiver no interior de todos os dngulos do tridngulo. Um ponto
estd no exterior de um tridngulo se ele estiver no plano do tridngulo, mas nao
estiver no tridngulo nem no seu interior.



C

exterior

exterior . .
interior

A exterior B

Figura 12: Interior e exterior de um triangulo

Com relacao a um tridangulo ABC qualquer, geralmente escrevemos a = BC),
b= AC e ¢ = AB, que sao os comprimentos dos seus lados.

1.4 Classificagao de triAngulos em relagao aos lados

Considere um triangulo qualquer ABC', com AB, AC' e BC, os comprimen-
tos dos seus lados . A classificacao em relacdo a esses lados sao: triangulo
equilatero: Se as medidas dos seus lados forem iguais entre si. Em simbolos:
AB = AC = BC.
tridngulo isésceles: Se ao menos dois dentre os lados AB, AC, BC forem iguais
(do grego "issoskelos- "pernas iguais"). Em simbolos AB = BC ou AB = AC
ou AC' = BC'.
tridAngulo escaleno: Se as medidas dos lados forem diferentes entre si. Em
simbolos AB # AC # BC' (que em grego significa "capenga").

1.5 Congruéncia entre triAngulos

Definicao .29. Dois tridngulos serao congruentes quando pudermos estabelecer
uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices e, com sso, 0s dngulos e as
medidas dos lados correspondentes forem iguais.

Postulado .30. (Caso LAL - Lado-Angulo-Lado) Se dois lados de um tridngulo
e o dngulo formado por esses dois lados forem, respectivamente, iguais a dois
lados de outro tridngulo e ao dngulo formado por esses dois lados, entao os dois
tridngulos sao congruentes.

A A

B C B’ (el

Figura 13: O postulado da congruéncia entre triangulos: caso LAL

Em simbolos, temos: AB = A'B', AC = A'C" e A = A'. Pelo caso LAL,
temos AABC =2 NA'B'C".



Teorema .31. (caso ALA - Angulo Lado- Angulo) Dados 2 tridngulos ABC' e
A'B'C'. Se AB=AB', A=A ¢ B= B, entdio NABC = NA'B'C".

A A

N
N —
N
N
N
N
N
N

B D C B c’

Figura 14: demonstracao congruéncia entre triangulos: caso ALA

Demonstracdo. Seja D € BC, tal que BD = B'C’ (figura: 14), entdo, por LAL
ANABD = NA'B'C'. Portanto, BAD = A’ = BAC, logo D = C (o ponto D
coincide com o ponto C), e, pelo caso LAL, AABC = ANA'B'C". n

Proposicao .32. Em um tridngulo isdsceles, os dngulos da base sao congruentes.
Demonstracao.
Seja um ANABC, com AB = AC, pois tal triangulo é isosceles. Pela corres-

pondéncia entre os vértices dos triangulos, temos: AB = AC, A=Ae AC = AB.
Pelo postulado LAL, B = (.

Figura 15: Triangulo isésceles pelo caso LAL

[]

Proposigao .33. Se um tridngulo ABC tem dois dngulos congruentes, entao o
tridngulo € isdsceles.

B c [} B

Figura 16: Triangulo isésceles pelo caso ALA
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Demonstracao.

Seja um AABC, com B = C. Vamos mostrar que AB = AC. Pela corres-
pondéncia entre os vértices dos triangulos, temos: B=C,=CBe(C =B. Pelo
teorema ALA, AB = AC, logo o triangulo ABC' é isosceles.

O

Teorema .34. (caso LLL — Lado — Lado — Lado) Dados os triangulos NABC' e
NA'B'C'. Se AB=A'B', AC = A'C" e BC = B'C’, entao AABC = NA'B'C’

A A

B c B ‘ c’

Figura 17: congréncia entre triangulos: caso LLL

Demonstracao.

Figura 18: Congruéncia entre tridngulos: construcao caso LLL

Conforme figura 18, por construcao, existe um ponto G, tal que CBG = B'.
Seja D € BG tal que BD = A’'B’. Temos entdo que ABCD = ANA'B'C’ por
LAL. Observamos entdo que o triangulo ABD é isosceles = BAD = ADB = « .
Também temos que o triangulo DAC' é isosceles = DAC = ADC = 3 . Temos
entdao, por LAL, que AABC = ABCD. O

Teorema .35. (Caso especial de congruéncia entre triangulos retcmgulos) Con-
sidere os tridngulos retdngulos NABC e ANA'B'C', retangulos em B e B, res-
pectivamente. Se AC = A'C' e AB = A'B’, entao NABC = NA'B'C" .

Demonstracao.

Contruimos o ponto D (figura: 20), de modo que A’'B’ = DB e BAC =
BDC. Por LAL, temos que ABDC =~ AA'B'C’. Observamos também que o
triangulo ADC é isosceles, pois AC' = DC, entdo A = D. Por LAL, concluimos
que AABC = ANA'B'C’

]
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A A
Q &.
B (o} B c

Figura 19: Congruéncia entre triangulos retangulos

A A
m
B A & s
D

Figura 20: Demonstragao: congruéncia entre triangulos retangulos

1.6 Proposicoes classicas, o postulados das paralelas

Lema .36. (Desigualdade do dngulo externo de um triangulo)
Em todo triaingulo, a medida do dngulo externo € maior que as medidas dos
angulos internos nao adjacentes a ele

Demonstracdo. Considere um triangulo ABC e M o ponto médio do lado BC

(figura: 21). Prolonguemos a semirreta m até o ponto N, tal que AM = MN,
e observe os triangulos AMB e NMC. Temos, AM = MN (por construgao),
AMB = NMC (proposigao: .25) e BM = C'M. Portanto, pelo caso LAL, temos
que AAMB =~ ANMC , entdo ABM = NCM. Logo, YCB > NCM =
ABM = ABC. Analogamente, prova-se que YCB > BAC O

Figura 21: Desigualdade do angulo externo

Postulado .37. (O postulado das paralelas) Dados uma reta v e um ponto A & r,
existe uma tnica reta s paralela a v que passa por A.

12



Figura 22: O 5° Postulado de Euclides

Com esse postulado, vamos provar alguns dos resultados mais importantes
da Geometria Euclidiana. Considere dadas, no plano, as retas r, s e t, com t
intersectando r e s nos pontos A e B, respectivamente. Na figura 22, temos os
angulos « e ( sao ditos alternos internos, ao passo que os angulos « e 7 sdo
denominados colaterais internos.

Corolario .38. A reta r € paralela a reta s (r//s) se, e, somente se, « = 3 e
o+ v = 180°.

Demonstracao.

Inicialmente, note que, como S + v = 180°, temos a = § < a + v = 180°.
Portanto, basta provarmos que r||s < a = . Mostraremos que o = § = r||s.
Vamos prolongar as retas r e s (figura: 22) de modo a formar o triangulo ABP,
conforme a figura 23.

Figura 23: demonstracao de Paralelismo

Pelo lema .36, a medida do angulo « é maior do que 8 e maior do que BpA,
contradi¢do pois ja tinhamos admitido que v = 8. Logo, o = 8 = r//s. Supo-
nhamos que r//s. Entao, pelo Postulado da paralelas, s é a tnica reta paralela
r passando por B, e portanto, r//s = a = f

m

Teorema .39. A soma dos dngulos internos de um tridngulo € igual a 180°

13



Z

B c

Figura 24: soma dos angulos internos

— —

Demonstragao. Considerando o triangulo ABQ e a reta XY paralela a reta BC'

passando por A (figura 24), temos que B = XAB e C = Y AC (angulos alternos
internos). Segue que A+ XAB+YAC = A+ B+ C = 180°

[

Teorema .40. (Teorema do dngulo externo) Em todo tridngulo, a medida de
um dngulo externo € igual a soma das medidas dos dois dngulos interno nao
adjacentes a ele.

Demonstragao. No triangulo ABC' da figura 24, temos que {Al + E + (:‘A: 180°,
conforme teorema .39 ¢ ACZ + €' =180° . Temos que, A+ B+ C =ACZ +C.
Entao, ACZ = A+ B. Analogamente, prova-se para os outros angulos externos.

O

Teorema .41. (Lado - Angulo - Angulo oposto - LAA,) A ) A )
Seja os tridngulos ANABC e NA'B'C'. Se AB = AB', A=A e¢(C = (",
entao NABC = NA'B'C' .

B e, B o

Figura 25: Congruéncia entre tridngulos: caso LAA,

Demonstragao. Por hipotese, temos que A=A e C = (' Vamos mostrar que
B = B'. Do teorema .39, temos A+ B+ C = 1807 e A"+ B + ¢ = 180°.
Entdo, B = 180° — A — C' = 180° — A’ — C" = B'. Logo, pelo caso ALA,
ANABC = NA'B'C'. O

1.7 Circulo, bissetriz e mediatriz

Definicao .42. Dados um ponto O e um r € Ry, o circulo de centro O e raio r

€ o conjunto dos pontos P do plano que estao a distancia v de O, isto €, tais que
OP =r.

14



Figura 26: Defini¢ao para circulo

Da figura 26, de acordo com a definicao .42, temos que OP = OP' = OP" =r.

Definigao .43. (Bissetriz) Seja o dngulo ZAOB. Se C estd no interior do dngulo

LAOB e m(£LAOP) = m(£BOP), dizemos que OP ¢ a bissetriz do dngulo
LAOB (figura: 27).

Proposicao .44. Seja AOB um angulo dado. Entao, P pertence a bissetriz m
N — —
de AOB se, e somente se, d(P,OA) =d(P,OB).

Demonstracao.

Figura 27: A bissetriz

_ Dafigura 27, considere os triangulos retangulos AOPA e AOPB. Temos que:
OP - lado comum dos triangulos, AOP = BOP e OAP = OBP = 90°. Pelo
- — - —
caso LAA,, AOPA = ANOPB, e portanto PA = d(P,OA) = PB = d(P,0OB).
— — .

Reciprocamente, se d(P,0OA) = d(P,OB) e OP é lado comum dos triangulos,
entao pelo caso especial de congruéncia entre triangulos retangulos, AOPA =
AOPB, entao AOP = BOP e AO = BO e, portanto, P € m.

O

Definicao .45. (Mediatriz)

_Dado o segmento AB C 7. A mediatriz de AB € a reta m C w, perpendicular
a AB e que passa pelo seu ponto médio.

15



Proposicao .46. A mediatriz de um segmento, em um plano, € o conjunto de
todos o pontos do plano que equidistam das extremidades do segmento.

Demonstracao.

Figura 28: A mediatriz

Seja C' o ponto médio de AB, m a mediatriz de AB , e seja P € m. Se P = C,
entdo teremos PA = PB. Suponha, entdo, que P # C, de modo que P ¢ AB.
Temos que PC' = PC (lado em comum); Z/PCA = /PCB = 90° e CA = CB,
pois C' é ponto médio. Por LAL, temos APCA = APCB. Portanto, PA = PB.

O

2 O Teorema fundamental sobre proporcionalidade,
Areas e O Teorema de Pitagoras

2.1 O Teorema fundamental da proporcionalidade

Antes de demonstrarmos o teorema fundamental, demostraremos uma propo-
si¢cdo onde mostra a razao entre areas de dois tridngulos de altura h (a proposigao
sobre area de triangulo serd mostrada na proxima secao).

Proposicao .47. Se dois tridingulos tem a mesma altura h, entao a razao entre
suas dreas € igual a razdo entre suas bases.

A(AB inh b
Demonstracao. Sejam by e by as bases. Entao AEPQZ; = gb:h = é
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A by B P by Q

Figura 29: Razao entre areas de triangulos

Teorema .48. (O teorema fundamental sobre proporcionalidade) Se uma reta
paralela a um lado de um tridngulo intercepta os outros dois lados em pontos
distintos, entao ela determina segmentos que sao proporcionais a esses lados

Figura 30: Segmentos proporcionais

Ou seja, no triangulo AABC sejam os pontos D e E pontos de AC' e BC tais

- . CA ((CB
que DEHAB Entao C_D = ﬁ

Demonstrac¢ao. Nos triangulos ACDE e AADFE consideremos C'D e AD como
bases (figura: 31). Entao esses tridngulos tem a mesma altura, pois as suas bases
—

estao sob a mesma reta AC. Portanto, pela proposicao .47, a razao de suas areas
¢ igual a razao de suas bases, ou seja,

(1) A(ADE) AD

A(CDE)  CD
~_Analogamente, nos triangulos ACDE e ABDE da figura 31 consideremos
CFE e BE. Como esses triangulos possuem a mesma altura, teremos:

Mas AADE e ABDE tem a mesma base DE. Eles tem a mesma altura, pois

> —
DE || AB (figura: 30). Logo, pelo corolario .61, temos que (3) A(ADE) = A(BED).
Combinando as equagoes (1), (2) e (3), obtemos:
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Figura 31: Triangulos AADE e ABED tem areas iguais

AD BE
Wep=cr

Adicionando 1 a equacao (4), em ambos os membro, obtemos:

AD+CD BE+CE

CD CFE
AC _ BC
CD CE’

Vamos agora enunciar a reciproca do Teorema anterior

Teorema .49. Se uma reta intercepta dois lados de um tridngulo e determina
segmentos proporcionais a estes dois lados, entao ela € paralela ao terceiro lado

E dado o triangulo AABC. Seja D um ponto entre A e C' e seja F um ponto

AC  BC R e
entre B e C. Se D= CE’ entdao DE || AB.

Demonstracao.

— <
Seja AB’ uma reta por A, paralela a DE, interceptando CB em B’. Pelo
teorema anterior

cA_cp

CD CE’

c hivot ~CA CB
0o1mo, por hipotese: 0D CE
temos €8/ _ CB

emos CE _CE

18



B'?

A B

Figura 32: A reciproca do Teorema fundamental da proporcionalidade

— —
e CB' = CB. Portanto, B=B"e DE || AB.

2.2 Semelhanca entre tridAngulos

Em [5] pagina 22, temos um texto sobre Tales de Mileto:

Nao se sabe em quais situacoes Tales de Mileto interessou-se pela
Geometria. Tradicionalmente, ele visitava o Egito em suas viagens
comerciais e culturais. Em companhia do farad6 Amasis e contem-
plando a piramide de Quéops, mediu as sombras da piramide e de um
bastao que colocara verticalmente na areia, a metade da medida da
base da piramide e a altura do bastao, calculando a altura do mo-
numento a partir de semelhanca de triangulos, sendo responsavel por
um dos acontecimentos mais interessantes da Historia da Geometria.

Definicao .50. Dois tridngulos serao semelhantes quando existir uma correspon-
déncia biunivoca entre seus vértices, tal que os dngulos internos correspondentes
sejam iguais e a razao entre as medidas dos lados correspondentes (homdlogos)
seja uma constante real k > 0, onde k € chamado a razdo de semelhanca.

B a (o4
Figura 33: Definicao de triangulos semelhantes

Pela definicao, A= A’, B=Be(C=C(C (pela correspondéncia entre os
vértices ) e ;ﬁg, = ]gg/ = ,ﬁg/ = k. Simbolo para triangulos semelhantes:
ABC ~ A'B'C’. Observamos que quando k& = 1 , teremos um caso especial de

semelhanca entre triangulos, ou seja, os triangulos serao congruentes.
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Teorema .51. (LLL) Sejam ABC e A'B'C’ tridngulos no plano, tais que % =

LE = 4% Entio, AABC ~ AA'B'C'.

Figura 34: tridngulos semelhantes: caso LLL

Demonstracao. Considerando K a razao de semelhanca conforme figura 34, te-
mos: AB = k.AB', BC = k.B'C' e AC = k.A'C’. Na figura 35, temos que
B"e€ ABe (" € AC , tal que AB" = A'B' e AC" = A'B'.

Os pontos B” e C” foram marcados tal que B"C"//BC e C"D//AB. Segue
do Teorema fundamental sobre proporcionalidade que

A

B,/ C//

B D C

Figura 35: Demonstracao do caso LLL

AC AB k’.A/B, 1 Yal
AT AR - A k<= AC = kAC" = k.A'C

BC BC AC . ]{ZAC — ke BC = k’.BNC” — k‘.B/C/

B - BD - AC" - AC!

Entao, AB" = A'B', AC" = A'/C" e B"C" = B'C’, isto &, os triangulos AB"C"

e A'B'C’" sdo congruentes pelo caso LLL. ) A )

Portanto, temos B = ABC' = AB"C" = A'B'C" = B/, e, analogamente, A = A’
e C'=C".

]
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Teorema .52. (AA) S
Sejam ABC' e DEF triangulos no plano, tais que A =D e B = E. Entao,
ANABC ~ ADEF.

Demonstracao.
A D
E/’ F E F
B C
Figura 36: demonstracao do caso AA
Vamos mostrar que g—g = % = k Considere E' € AB e F' € AC, tais que

AE' = DE e A" = DF, conforme figura 36. Por ALA, AAE'F" = ADEF,
Como, por hipotese, B = E e E' = FE (pela congruéncia anterior), entao £/ = B.
Temos dois casos a considerar:

1. Os pontos E' = B: os triangulos AE'F" e ABC sao o mesmo triangulo
(AAE'F" = AABC)e, portanto 42 = 4¢ =1 ;

DF —
2.° Suponhamos E’ # B. Pelo Teorema fundamental sobre proporcionalidade,
. AB _ AC AB _ AC _
temos: m—ﬁ@ﬁ—ﬁ—k

Portanto, AABC ~ ADEF.
]

Teorema .53. (LAL) Sejam ABC e DEF, tridngulos no plano tais que 42 =
A¢ — ke A= D. Entio, NABC ~ ADEF.

B c

Figura 37: Demonstracao do caso LAL

Demonstracao.
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Sejam B’ € ABe F' € AC, tais que AE' = DE e AF' = DF (figura: 37).Como,
por hipdtese, A = D, entdo, por LAL, AAE'F’ =2 ADEF. Logo, E' = E, F' = F
e A=D; AE' = DE, AF' = DF ¢ E’F’ EF. Pelo colorario .49, temos:

48 — jg, =k, e como E'F'||BC, portanto B=E'=E,C =F' =F.

Por AA, temos que AABC ~ ADEF.

2.3 Areas

Definicao .54. Area é um nimero real positivo que estd associado & uma super-
ficie, que quantifica o espaco ocupado por esta superficie.

Postulados
1. Poligonos congruentes tem areas iguais.

2. Se um poligono convexo é particionado em um nimero finito de outros
poligonos convexos, entao a area do poligono maior é a soma das areas dos
poligonos menores.

3. Se um poligono maior contém outro menor em seu interior, entao a area do
poligono maior é maior que a area do poligono menor.

4. A area de um quadrado de lado 1 cm é 1 cm?

Proposicao .55. Um quadrado de lado | tem drea I* .

Demonstracao. Discutiremos a area de um quadrado de lado [, [ € N. De acordo
com o Postulado 2 citado anteriormente, um quadrado de lado [ ¢ particionado
em [? quadrados de lado unitario, ou seja, [ ¢ a soma das areas dos quadrados
de lados unitarios - A; = [2, onde A; representa a area de um quadrado de lado
I. Por exemplo, se | = 3 em, entao A; = 32 =9 em?. Observe a figura 38.

D C

1

A 4 B
Figura 38: 4rea de um quadrado de lado 3 cm
E se o lado do quadrado for um nimero racional do tipo ”, com m,n € N 7
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Considere um quadrado de lado [ = % cm. Por conseguinte, construimos 42

copias desse quadrado de area A% e, em seguida, o seguinte arranjo, de modo que
tenhamos um quadrado maior de lado %.4 = 3 c¢m, conforme figura 39.

D C

NS

Figura 39: area de um quadrado de lado % cm .

Pelo Postulados 3, a area desse quadrado maior é 32 = 42.A% . Entao,
_ 32 _ (3)? 2
Ay =5 =(3) om®.

Generalizando, considere um quadrado de lado “*, com m,n € N. Por con-
seguinte, construimos n? coépias desse quadrado de area A% e, em seguida, o
seguinte arranjo, de modo que tenhamos um quadrado de lado maior .n = m .
Pelo Postulado 3, a area desse quadrado maior é m? = nQ.A%. Entao, A% =

m2 _ (m)?
=)

m

n

m

n

m

Figura 40: demonstragiao da area de quadrado de lado

Vamos calcular a area de um quadrado de lado [ € R, e mostraremos que
A; =12, onde A; é a 4rea desse quadrado.
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T 1 Yk 1
1+ o

Figura 41: A densidade de Q em R

Para cada K € N* consideremos o seguinte intervalo J = (l — ﬁ,l + ﬁ),
conforme figura 41. Como Q é denso em R, existem niimeros racionais xy e yx
tais que:

1
(i)l—%<xk<l

. 1
(u)l<yk<l+%.

Subtraindo (ii) de (i), membro a membro, obtemos:

1 1 1
<Y — Tk < o = Yp — Tp = —
o Yk — Tk ok Y — Tk ok
como o= < 1, temos que
1
—ap < -
Y — Tk 2

Em seguida, construimos quadrados de medidas xj e y;, conforme segue.

[ | Yk

L

Figura 42: Quadrados de lados xy, [ e y;

Da figura 42 podemos escrever z;, < | < yi, cujas areas sao z7 < [* < y? . Pelo
Postulado 3, entdo 27 < A; < y2. Conclui-se que os nameros 1%, A; € (22, y7).
Entao,

A = | <y — i

|A = P| < (yr + z1) (e — k)
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comoyk—xk<%exk<l:

|Al — l2’ < (yk +l’k>%

1
< (yx — zp + 2%)%

1 1 1 21

1 2l
Observamos que lim — + — =0, Vk € N, [ € R, fixo. Portanto,
k—o0 ]{32 k

‘Al—l2|:0<:>Al:l2.

Proposicao .56. Um retingulos de lados a e b tem drea ab.

Demonstracao.
D C
1
A 1 B

Figura 43: Retangulo de lados naturais

Discutiremos o caso do retangulo de lados naturais. Suponhamos um retan-
gulo de lados a = 3 em e b = 2 em. Do Postulado 2, particionamos esse retangulo
em 6 quadrados de lado unitario (Postulado 4). Logo, a area é a soma das areas

desses quadrados. Entdo, Area — 3.2 = 6 em? , conforme figura 43.

ol
w

[SUIN )
w

Wl
(SN >

Figura 44: Retangulo de lados racionais
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Agora, considere um retangulo de lados a = % cmeb= % cm. Construimos

3.5 = 15 copias desse retangulo, de tal modo que quando montarmos um retangulo
maior tenhamos um lado medindo 2.3 = 2 ¢m e outro £.5 = 7 cm (figura 44).
Ern segulda podemos escrever 2.7 = 15.4, onde A é a area do retangulo de lados
2el. Entdo, A= 1 cm?.

Generahzando tomemos um retangulo de lados ’T’L” e ’;‘22 com mq, Mo, Ny, No €
N, cuja area é A. Construimos ni.ny copias desse retangulo. Por conseguinte,

montamos um retangulo maior de lados ’:—11 ni = mp e ®2.ny = my. Entao,

ng
mlmg—n1n2A<:>A My M2 — MM

niy " ne ni.ng
Por conseguinte, tomemos um retangulo “de lados a,b € Ry e Vk € N | nimeros
racionais Ty, Yr, Wk, 2k, tais que rx < a < Yp, wp < b < 2z , Y — xk < % e
2 — W < % . Sendo A a area de um retangulo de lados a e b, temos que,
multiplicando membro a membro, as duas primeiras desigualdades:

Tpwg < ab < yg.zp
, Ou seja,

T W < A< Yk Rk
Conclui-se que A,ab € (x.wg, yr.2z;) Usando um argumento analogo feito para
os quadrados, temos:

1 1
0<|A—abl <yg.zk — Tpwr, = (2x — We)Yr + Wi (Y — 1) = U + Wk,

. 1 1
018 Y — < —-e — < =
PoOI1S Y, — Tk 2 Rk — Wk I

1 1
|A — ab\ < E(yk + wk) E((yk — ZL’k> + QIk + (Zk — wk) + ka)
1.1 1
—(=+2 2b
k(k 20+ o+ ),
pois xp < a e w, < b
< 2 N 2a N Qb)
k2 k ko
2 2a  2b
Observamos que hm (k2 + - + ?) =0,Vk e N*ea,be R, fixos. Portanto,

|A—abl =0 <= A= ab.

Proposicao .57. A drea de um paralelogramo de base b e altura h é ah.
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M@ — = — — — 0O

Figura 45: Area de um paralelogramo

Demonstracao. Sejam, respectivamente, os pontos E e F, projecoes ortogonais
*)

dos pontos D e C a reta AB. Considere a notacdo para &area, por exemplo,
A(ABCD), é a area de um quadrilatero de vértices A, B, C e D. Observando
a figura 45, os triangulos ADE e BCF sao congruentes pelo caso hipotenusa
cateto, de modo que

AE = BF e A(ADE) = A(BCF), entao
A(ABCD) = A(ADE) + A(BCDE)
= A(BCF)+ A(BCDE)
A(ABCD) = A(CDEF).

Mas, CDEF é um retangulo de altura h e base: EF = EB+ BF = EB+ AE =
AB = a.
Portanto, A(ABCD) = A(CDEF) = ah O

Proposigao .58. Seja ABC' um tridngulo de lados BC' = a, AC = b e AB =
c e alturas hg, hy e h., respectivamente, relativas aos lados a,b e c¢. FEntao,

ahg % _ che

A(ABC) = 5 5 = 5
A\ D
B u e
Figura 46: demonstracao da area de um triangulo
Demonstracao.

—
Seja S = A(ABC) e D o ponto de intersecgdo das paralelas a BC' por A
—

e AB por C (figura: 46). Logo, o quadrilatero ABC'D é um paralelogramo de
area 2S5 (uma vez que A(ABC) = A(ACD), pois AABC = AACD pelo caso
LLL). Portanto, 2A(ABC) = 25 = ah, — S = “«. Analogamente, temos que
25 = bhy = ch, O
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Proposicao .59. A drea de um losango de diagonais di e dy € dlédQ.

O losango é um paralelogramo de quatro lados congruentes. Podemos decompo-
lo em quatro tridngulos retangulos congruentes entre si, onde deduziremos uma
relagao.

Com essa decomposicao, podemos montar um retangulo de base d; e altura %2,
conforme segue.

Demonstracao.

Figura 47: Area de um losango

Basta observar da figura 47 que a area do losango ABC'D é igual a &rea do

d dy - d
retangulo ACD'D", entdo A(ABCD) = d; - 32 = 12 2
]
Proposicao .60. A drea de um trapézio de altura h, base maior B e base menor
(B+0b)-h
b € T.

O trapézio é um quadrilatero que possui um par de lados paralelos e um par de
lados nao paralelos. Podemos decompo6-lo em um paralelogramo e um triangulo,
0 que mostraremos a seguir.

Demonstracao.

A b D

R

B 7B—b C
T

Figura 48: Area de um trapézio

Considere um trapézio ABCD (figura: 48) de altura h e bases BC = B e
—
AD =b. Tracamos a reta r pelo ponto D, tal que r|| AB.
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Entdo, A(ABCD) = A(ABDE) + A(DEC)

(B—b)h  26h+Bh—bh _ (B+Db)-h

A(ABCD) =
(ABCD) = bh + 5 5 5

2.4 O Teorema de Pitagoras

Segundo historiadores , quando morreu Tales de Mileto, Pitagoras de Samos
tinha cerca de 20 anos. Provavelmente, Pitagoras tenha sido atraido pela fama
do sabio de Mileto e fortemente influenciado por suas ideias.

Posteriormente fundou a Escola Pitagorica em Crotona, agregando muitos disci-
pulos que queriam estudar Geometria e Filosofia.

Filosofos gregos que viveram poés Pitagoras afirmaram que ele foi o primeiro grego
a demonstrar a propriedade geral dos triangulos retangulos que ja era conhecida
e utilizada de forma empirica por babilonios e chineses havia séculos.

Um dos teoremas que leva o seu nome, sem divida é um dos mais célebres, possui
diversas demonstracoes.

Mostraremos uma que usara o corolario a seguir.

— <
Corolario .61. Sejam ABC e DBC triangulos tais que AD || BC. Entao,
A(ABC) = A(BCD) .

Demonstracao.

Figura 49: Equivaléncia entre areas de triangulos

— —
Sendo h a distancia entre as retas AD e BC, temos

BCh

A(ABC) = — A(BCD)

]

_ Seja ABC um triagngulo retdngulo em A, onde BC =a, AC = b, AB = ¢,
CH = m, BH = n, AH = h, provaremos as sequintes relagdes métricas: (a)
ah =bc, (b)) V> =am ec® =an e (c) a> = V> + 2

Demonstracao.
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b

Figura 50: Teorema de Pitagoras via areas

(a) Basta observar da figura 50 que

BCAH _ah ACAB _be .
B —2— B —2 a.n = o.c.

(b) Seja conforme a figura 50. Considere os quadrados ACDE, ABFG e
BCKI, sobre os lados do triangulo e seja J o ponto de intersecao da semirreta

— I
AH com [K.

A(ABC) =

< <
Como AJ || CK , pelo corolario .61, temos

CRCH _am,,
2 o\

Mas, CK = CB , BCD = ACK ¢ CD = CA , os triangulos ACK e BCD sao
congruentes pelo caso LAL.

A(ACK) = A(CHK) =

Por outro lado, CD||BE ,

A(BCD) = A(ACD) = =22 = ~_ ().
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Como A(ACK) = A(BCD), segue de (i) e (ii) que

v? :
EzgﬁbQZam.

Analogamente, prova-se que ¢ = an.

(¢) Somando, membro a membro, as relagdes de (b), temos:

{bQZam
+9 2

cT=an

b+ =am +an = a(m +n) = a.a = a*

]

3 Circulos associados e seus raios, relacoes para
calcular a area de um triangulo

Considere um triangulo ABC' de lados BC = a, AC = b, AB = ¢, o semipe-
rimetro p = “*< ¢ o raio r do circulo inscrito .

C

Figura 51: Circulo inscrito ao triangulo ABC

Construimos as bissetrizes internas dos angulos /1, B e C. Observamos que
que elas se intersectam no ponto I que é o centro do circulo inscrito, chamado
de incentro e esse ponto é equidistante dos lados do triangulo, conforme
proposicao .44 .

Calculemos a area do triangulo ABC' da figura 51:

A(ABC) = A(BIC) + A(CIA) + A(BIA)
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ar+br+cr
2 2 2

b
_ (a+ +C).r

2

A(ABC)=p-r

Definicao .62. Os pontos de cruzamentos dos pares de bissetrizes dos dnglos
externos de um tridngulo sao chamados ex-incentros do tridngulo.

Garbi [4], pag.: 191 denomina os circulos tangentes exteriormente a um tri-
angulo:

Como cada ex-incentro é externo ao tridangulo e equidistante das trés
retas que contém seus lados, com centros neles podem ser tracadas
trés circunferéncias externas ao triangulo e tangentes a aquelas retas.
Tais circunferéncias sao ditas ex-inscritas ao triangulo.

Considere o raio do circulo ex-inscrito relativo ao vértice A, r,, relativo ao
vértice B, 1, e ao vértice C', r.. Construimos as bissetrizes externas relativas ao
~ —
angulo B, pelo prolongamento do lado AB e relativa ao angulo C, pelo prolon-
—
gamento do lado AC.

Observamos que as bissetrizes externas relativas aos angulos CBE e BCB se
intersectan no ponto I,, que é o centro do circulo ex-inscrito de raio r,, o qual

— —
é equidistante dos prolongamentos dos lados AB e AC e do lado BC' (de
acordo com a proposicao .44 ). Analogamente para os prolongamentos dos outros
lados, tracamos os circulo de raios 1, e 7. conforme figura 52:

Observagao .63. Temos que o ponto I, pertence ao prolongamento da bisselriz
interna relativa ao dngulo A . Observe que os tridngulos ADI, e AEI, sdo
congruentes (proposicao .44).

Vamos calcular a area do triangulo ABC da figura 52:

A(ABC) = A(ABL,) + A(AC1,) — A(BC1,)

cr, br, ar,

—2 T2 T
c+b—a
=T,

2
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Figura 52: circulos ex-inscritos ao triangulo ABC' de centros I, I, e I.

lembrando que 2p —a =b+ c:

A(ABC) = QP_%.T@ = ol 3 ?

A(ABC) = (p—a)r,

Analogamente, temos que | A(ABC) = (p — b)ry, = (p — ¢)1c |-

Para proxima formula, definiremos angulo inscrito subentendido por um an-
gulo central.

Definicao .64. Angulo inscrito é um dngulo cujo vértice pertence a circunferén-
cia e é subentendido por um dngulo central .
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Figura 53: angulo central AOB ou AB e angulo inscrito ACB

Teorema .65. A medida de um dngulo inscrito € a metade da medida do dngulo
central por ele subtendido.

A
c < ‘
AW, D
B

Figura 54: angulo inscrito ACB - uma demonstragao

Demonstra¢ao. Vamos considerar a figura 54 de angulo inscrito ACB compreen-
dido pelo angulo central AOB.

O didmetro CD fora tracado de modo que o angulo ACD = ACO = «a e
BCD=BCO=pe ACB=a+8.
O triangulo ACO é isosceles e, pelo teorema do angulo externo, o angulo AOD =
2. De igual modo, o angulo externo BOD = 2. Entao, temos que

AOB = AOD + BOD = 20+ 28 = 2(a + 8) = 2ACB

]

Considere um triangulo ABC' e construimos um circulo de raio R. Para isso,
tracaremos mediatrizes nos lados AC e AB do triangulo que se intersectam no
ponto D, que é o centro do circulo circunscrito. Observamos que os vértices
sao equidistantes desse ponto, conforme a proposi¢ao .46. Seja conforme a
figura 55:

Tracamos a altura h,. Em seguida, tragando o diametro AE. O angulo
inscrito ACE é reto, pois subentende um angulo central ADE = 180°.Temos que
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Figura 55: Circulo circunscrito ao triangulo ABC

B = E, pois subentendem o mesmo arco AC. Entao, os triangulos ABH e AEC

sao semelhantes pelo caso AA:

Como )
A(ABC) = GQ“
_albe
- 29R
A(ABC) = abe
4R

AB _ AH
AE  AC
¢ _la
2R b

be
hy = —.

2R

que é a area de um triangulo em func¢ao dos lados e do raio do circulo circuns-

crito.
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Proposicao .66. (altura de um tridngulo em fung¢ao dglados) Sejam um tridnguloABC
de semiperimetro p, altura AD = h,, lados BC' = a, AC =b e AB = c. Entao,

he = 2/~ A~ Do o).

B , D a—x c

Figura 56: altura h, em func¢ao dos lados

Demonstracao.
Nos triangulos ABD e ADC, temos pelo Teorema de Pitagoras

A =h:+a2? <= hl=c"—2? (1)
b =h2+ (a—2)® <= b’ =h2+a®+ 2% - 2ax (2)
Substituindo (1) em (2), obtemos:

a2 4+ 2 — B2
T )

Substituindo (3) em (1), teremos:

Aa2c? — (a2 42— b2)2

4a?

fatorando (aqui nos utilizamos a? — b% = (a + b)(a — b))

1
h? = @[Qac — (a* + & — b?)][2ac + (a* + & — b?)]
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L (- o)l + 0?17

~ 42

B 1
- 4q?2

[b—(a—=a)lb+ (a—c)llla+c)—bl(a+c)+b]
lembrando que 2p é o perimetro do triangulo, ou seja, 2p = a + b + ¢, temos
hZ = L(2p —2a)(2p — 2¢)(2p — 2b)2p
¢ 42
1
—16p(p—a)(p—b)(p—c) ,

T 12

concluimos que

ha = /ol =)o = D)o — )

Logo, podemos escrever a formula de Herao !: com

A(ABC) = gha

a

= 2@ B o)

A(ABC) = \/p(p—a)(p—b)(p — ©)

3.1 Outra demonstracao para a Férmula de Herao

Esta é uma adaptacao da Formula divulgada na RPM de n.° 57.

!Para outra demonstracdo da referida féormula consulte a RPM n.° 36.
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Demonstracao. Consideremos os seguintes itens:

(i) A(ABC) = p-r, visto anteriormente;
(1)) 2a+ 20+ 2y =180° <= a+ 3 =90° — v

tg(a + 5) = tg(90° — )

tga+tg B ‘ 1
_— = CO —_
1l—tga-tgp &7 tgy

tgatgf+tgatgy +tgBtgy =1

(7i) Dos triangulos retangulos AAIO, ABIM e ACIO, temos, respectiva-
mente:

T T r
tga=—,tgf=—etgy=—.
T z Y

(iv) Observando os triangulos retangulos AIM e AIO, BIM e BIN e CIN
e C10 sao congruentes (conforme proposigao .44) . Portanto, AM = AO = x,
CO=CM =vye BM = BN = z.

Entao, podemos escrever: x +y =b, x + 2 = ce y + z = a. Somando as equa-
coes anteriores, teremos:

at+b+c

2r+2y+2z2=a+b+c<=zcr+y+z= 5

= p, ou seja, r =p — a,
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y=p—cez=p-—>b.

(v) Das relagoes anteriores, temos:

r r T T /A
_.__|__.__|__._:1
T z xT Yy z
2 2 2
Tz Ty Yz
r?(z +y+ 2) .

TYZ N
r2p:a:yz

Multiplicando por p: 72p* = pryz

[A(ABC))> = p(p—a)(p—c)(p — b)

A(ABC) = \/p(p —a)(p—b)(p — ¢)

3.2 Calculando os raios

Nesta se¢ao mostraremos como calcular os raios r, r4, 7, 7. € R dos circulos
associados em funcao dos lados.
Considere A a area de um triangulo qualquer.

Raio do circulo inscrito 7:

A=p-r=+/plp—a)p—>b)(p—-c)
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Raio do circulo ex-inscrito r,:

A=(p—a)r,=+/plp—a)lp—0b)(p—c)

(p—a)

o= e A D)) = \/p(p‘““p‘bi“"c)

— - — —b
De igual modo para os outros raios: 7, = \/p(p ( a) (5) c) er, = \/P(p : a)(P) )
p— p—c

Raio do circulo circunscrito R:

= % =vVpp—a)p—0b)(p—rc) = % _ Wl - a)a(éoc— b)(p — ¢)

abe

R—
4y/p(p —a)(p—b)(p — ©)

3.3 Lei dos senos e Lei dos cossenos

Teorema .67. Sejam BC' = a, CA = b e AB = ¢, lados de um tridngulo
ABC e os dngulos internos A, B e C e o raio R do circulo circunscrito. Entdo,
a b c
= = =2R.

sen A sen B sen C
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Demonstragao. Seja conforme a figura 55 e calculemos o seno do angulo E.

. AC b
S@TLE—E—TR,

mas vimos que I/ = B, entao

. b
sen B=— <= 2R = -
2R sen B
Por outro lado, considere a mediatriz m que intersecta o lado :AB no ponto M e o
raio AD. Como o angulo ADB ¢ central do angulo inscrito C', logo ADB = 2C.
Observamos que MDA = C, conforme proposi¢ao .46 . Considerando o triangulo

A . N A — N _ AM _ ¢ X
retangulo MDA : sen MDA = sen C = ;- = 2 = ;5 .Entao

R
~ C C
sen ' = — <= 2R = .
2R sen C
Analogamente
Py J——
sen A
Concluimos que
a b c

= pr— = p— = p— 2R
sen A sen B sen C

]

Teorema .68. Sejam BC = a,AB = ¢, lados de um triangulo ABC ¢ o dngulo
B, entre esses lados. Entao,

P=a?+c—2-a-c-cos B.

Figura 57: demonstracao da Lei dos Cossenos: caso B < 90°

Demonstracao.
No triangulo ADC, pelo Teorema de Pitagoras, teremos

V= la—a> +h? <= b =h*+a® + 2% — 2az. (4)
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No triangulo ABD

=+t hn=c-2" (5)

L = cosB <= z = c.cosB (6)
c
Substituindo (5) em (4), obtemos:

=c—2?+a®>+ 22— 2ax

b =a’® + & — 2ax (7)
Finalmente, substituindo (6) em (7):
P¥=da>+c—2-a-c-cos B.

Do mesmo modo, a2 =0+ 2 —2-b-c-cosAeE=a>+2—2-a-b-cosC
]

Faremos o caso 90° < B < 180°

Demonstracao. Considere da figura 58: o ponto D, projecao do vértice B sobre
H

a semirreta oposta a semirreta AC, AD = z e o angulo § = 180° — fl, externo
do vértice A. Aplicando o Teorema de Pitagoras, respectivamente, nos triangulos
BDC e BDA, teremos as relacoes:

B

|

|

|

C | h
2] |

|

C b A =« D

Figura 58: Demonstracao do caso 90° < A < 180°
(i) a®=h*+ (z+b)? = a®* =h> + 2 + b* + 2bx;
2

i) F=h"+2° = h*=c—2°

Substituindo (ii) em (i), obtemos:
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(iii) a® = b* + ¢* + 2bx.
Mas, no triangulo retangulo BD A, temos:

= cost) = cos(180° — 121) = —cosA — = —ccosA . Substituindo na relacio

(iii), teremos: R
=0V +*—2-b-c-cosA O]

3.4 Relacao entre os raios dos circulos associados

Existe uma relagao entre raios dos circulos ex-inscritos com o raio do circulo
inscrito ao triangulo ABC', como nos mostra a seguinte proposicao:

Proposicao .69. Sejam r,, ry, € r. 0s raios dos circulos ex-inscritos e v o raio
do circulo inscrito a um tridngulo ABC. Entado,

1 1 1 1

r Ta Ty Te

Figura 59: Demonstragao da relacao entre os raios r, rq, 7 € 7

Demonstracao.

Observando a figura 59, mostraremos que BJ = p—b, CH = p—ce AL = p—a,
onde p é o semiperimetro do triangulo ABC. Podemos escrever, conforme propo-
sicao .44, que BJ = BL =2, CH =CJ =y e AH = AL = z. Por conseguinte,
escrevemos o seguinte sistema:

BJ+CJ=a X+y=a
CH+AH=b «—= y+z=b .
AL+BL=c¢ xX+z=c
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Resolvendo, teremos: t=p—b=BJ,y=p—c=CHez=p—a= AL.

Agora, mostraremos que BG = BF = p. Devido a proposi¢ao .44, temos que
MC=CG=ke AM = AF = w. Em seguida, podemos escrever o sistema:

AM-+MC=b w-+k=b
BC+CG=AB+AF <~ atk—ctw
Entao, teremos k = p—a = CG e w = p — ¢ = AF Conclui-se que BG =
BC+CG=a+p—a=pe

BF =AB+AF =c+p—c=p.

Analogamente, C’ K = p. Observando os triangulos ABJI e ABGI,, temos que
sao semelhantes pelo caso AA, entao

1J BJ r p—=>b

J) - — =2 —

(1) LG BG — T D
De igual modo, ACJI ~ ACK ., entao
rJ CcJ r p—c

[CK_O_K<:>7“C D

(11)

Também temos que
) T p—a

(I11
ra D

Somando (I), (II) e (III), teremos

(1 1 1) p—a+p—b+p—c
T = =

Tq Ty Te b

1

]

Teorema .70. Sejam um tridngulo ABC' de drea A, lados BC' = a, AC =10 e
AB = ¢, R - raio do circulo circunscrito, v - raio do circulo inscrito, rq, 1y € T¢ -
raios dos circulos ex-inscritos referentes aos vértices A, B e C, respectivamente.
Entao,

4R=r,+ry+1r.—1.

Demonstracao. Utilizaremos as formulas para calcular a area de um triangulo,
vistas anteriormente:
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Figura 60: Relacao entre os raios

abe _
4R

A=pr=(p—a)ro=(p—br,={p—cr.= Vp(p —a)(p—b)(p—c)

Comecaremos com a férmula de Herao, de modo a obter o produto abc.

A? =p(p—a)(p—b)(p—c)

A2
— =p® — p?a — p?b — p*c + pab + pac + pbc — abe
p

A2
abe = p* — p?a — p*b — p*c + pab + pac + pbe — —.
p

Observamos entao que:

A2
abe = 3p° — 2p® — 2p%a — 2p*b — 2p*c + pPa + p*b + pPc + pab + pac + pbe — —
p

Fazendo agrupamentos para fatoracao:
abc = p* — p*b — p*c + pbe + p* — p*a — p*c + pac + p® — p*a — p*b + pab—

A2
2p° + p*a + p°b + p*c — P

Da relagao da linha anterior, temos que
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p* — p°b — p’c+ pbe = p[p* — (b+ c)p+ bc] = p(p — b)(p — ¢)

—2p® + p*a + p°b + p*c = 0.

Entao, podemos escrever:

A2
wczﬂp—@@—@+m@—amrﬂﬂ+ﬂp—®@—h%—;ﬂ
AQ
Lembrando que 4AR = abc e como p(p —b)(p — ¢) = , €SCrevemos:
p—a
A? A2 A? A?
4AR = + + - —
p—a p—b p—c p
Dividindo por A, teremos
A A A A
4R = + + - —.
p—a p—b p—c p
A A
Observando que =Ty — =T, =r. e — = r concluimos que:
p—a p—b p—c p

AR =1ro+ 1y +1.— 71

O corolario a seguir é a relacao entre o raio R e 0s raios 74, 7p € 7.

Corolario .71. Sejam r,, 71, 7. € R, raios associados a um tridngulo ABC.
Entao,
af —~

43 7

onde o« = 1y, + 1 + Te, B =7alp +Tqle T TpTc €77 = TgTpTe.

R =

Demonstracao. Da proposicao .69, temos que

1 1 1 1 TaTbTe
— = — 4+ — 4+ — <& 7r =
r Ta Tp T ToTo + TeTe + TpTe

e
do teorema .70, temos que

Ta+Th+Tc T
4R:ra+rb+rc—r<:>R:%—Z.
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Entao,

R— To +Tp+ T¢ B Ta b7 e
- 4 Arary + TaTe + ToTe)

Fazendo a =1, + 1y +71e, B =7alp + 1oTe + Tpre € ¥ = TTp7e, concluimos que

_ab—n

e
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3.5 Uma atividade

Construiremos um triangulo ABC' e seus circulos associados com o auxilio do
Geogebra. A ideia aqui nao é dar uma aula de Geogebra , mas indicar alguns
procedimentos basicos para a execucao da atividade proposta. A versao que
utilizamos foi a 4.2.

Na seguinte janela do Geogebra (figura: 61) destacamos a barra de menu e a barra
de ferramentas com doze botoes, o qual enumeramos de 1 até 12, da esquerda
para a direita. Entao, quando fizermos referéncia a um dos botoes, escreveremos
o nimero do botao e a opcao desejada. Por exemplo, o botao nimero 1 possui 3
opcoes que sao: Mover, Rotacdo em Torno de um Ponto e Gravar para a planilha
de Cdlculos.

O triangulo tera medidas BC =a=6cm, AC=b=5cme AB=c=17 cm.
Inicialmente, construiremos o lado AB clicando no botao 3 e escolhendo a opcao
Segmento com Comprimento Fizo e na janela de didlogo digitamos 7. Em seguida,
construimos um circulo com centro no ponto A de raio b = 5 ¢m escolhendo o
botao 6 opcao Circulo dados Centro e Raio. Analogamente, um circulo centrado
no ponto B de raio a = 6 cm.

€7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Barra de menu

) E@ O .\: %" Barra de ferramentas

a=2
L 2s

%7 Circulo dados Centro e Raio =

Raio
a=6 6

[ ok || cancelar |

Figura 61: Janela do Geogebra: construgao do triangulo ABC

Na sequéncia, tracaremos as bissetrizes internas relativas aos vértices A e B
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clicando no botao 4 opcao Bissetriz. As bissetrizes se intersectardao no ponto

_ — D\p—
I. Em seguida, calculamos o raio do circulo inscrito r = \/(p ) =0 C),
p

— — — 4.2
Ondep:a+§+c:6+g+7:96m'Emaw:\/(g 6)(995)(9 7):\/—33 _

= —v/6 c¢m para entao tracarmos o circulo com centro em [ e o raio considerado,

clicando no botao 6 opcao Circulo dados Centro e Raio e na janela de didlogo
digitamos "2/3*sqrt(6)", observe a figura 62.

€2 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

K>l &) b N

\o /
YL ey HEv A NI Pequeno v &

a=2
e

ABC

€7 Circulo dados Centro e Raio =

Raio
2/3*sqri(6)

‘ oK H Cancelar

Figura 62: tracado do circulo inscrito

Em seguida, construiremos retas sobre os lados do triangulo, utilizando para
isso o botao 3 opcao Reta deﬁmda por Dois Pontos conforme figura 63. Incluire-

mos os pontos D, F' sobre AB e F, G sobre AC’ utilizando o botao 2 opcao Novo
Ponto.

Tracaremos as bissetrizes externas referentes aos angulos DBC e ECB com o
botao 4 opcao Bissetriz que se intersectarao no ponto [,. Calculamos o raio

_ [ple=b)p—c) _ [909=5)O-T) _ garaenéo racarmos o cir-
Ta_\/ (n—a) _\/ (9-6) _6\/;10 o

culo com centro em I, e o raio considerado, clicando no botao 6 opcao Circulo
dados Centro e Raio e na janela de didlogo digitamos "6*sqrt(2/3)".

Analogamente, tracamos a bissetriz externa do angulo F AC, que se intersec-
tard com a bissetriz externa do angulo ECB no ponto I, . Calculamos o raio

_ [p(p—a)(p—c)
Tb_\/ w-v
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99—-6)(9—-7 3
Ty = ( © )(5) ) = 5\/6 cm. B tragamos a bissetriz externa do angulo
GAB , que se intersectard com a bisstriz externa do angulo DBC no ponto I..
Calculamos o raio 7. = 3v/6. Concluimos o exercicio com a figura 64.

Q retas_sobre_os_lados.ggb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

DB & el [w AN

L #H < / Reta definida por Dois Pontos

v v

Segmento definido por Dois Pontos

Segmento com Comprimento Fixo

Semirreta Definida por Dois Pontos

Caminho Poligonal

Vetor Definido por Dois Pontos

NURSRZUANEAIAN

Vetor a Partir de um Ponto

— >

Figura 63: Tracado das retas AB, AC' e BC
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€7 bissetrizes externas.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Y
o/

BSEE o BN

Circulo dados Centro e Raio

22l &

ABC

Selecione o centro e, depois, digite a medida do raio

Figura 64: Circulos associados ao triangulo ABC'
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