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—CARL FRIEDRICH GAUSS






Resumo

A presente dissertagdo aborda uma técnica de resolugcdo de sistemas de equagdes
polinomiais chamada de resultante. Aqui, usaremos a resultante para analisarmos os
discriminantes algébricos de alguns polindmios e depois aplicaremos na solu¢iao de um
caso especifico do problema de n corpos, da Mecanica Celeste. Nesta tltima aplicacao,
usaremos a resultante para encontrar as configuragcdes centrais planares de 4 corpos de
massas iguais e analisar sua surpreendente geometria.

Esta técnica é puramente algébrica e envolve vérios topicos da matematica
como Geometria Algébrica e Algebra Computacional. Pelas aplicacdes que serdo apre-
sentadas nesta dissertacdo, nos submeteremos apenas as resultantes de dois polindmios
a uma variavel, desenvolvendo conceitos, definicdes e propriedades para se tornar possi-
vel a andlise de discriminantes algébricos e a solu¢ao de um caso especifico do problema
de 4 corpos.

Palavras-chave: Resultantes, discriminantes algébricos, problema de 4 corpos, confi-
guracdes centrais planares.
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Abstract

This present dissertation discusses a technique for solving polynomial equations
systems, calling by resultant . Here, we use the result to analyze the algebraic discri-
minant of some polynomials and then we apply the solution of a particular case of the
problem of n bodies in celestial mechanics. In this last application, we will use the re-
sultant to find planar central configurations of four bodies of equal masses and analyze
their amazing geometry.

This technique is purely algebraic and involves various topics of mathematics
as Algebraic Geometry and Computer Algebra. For applications that are presented in
this dissertation, we will submit only those resultants in two polynomials to a variable,
developing concepts, definitions and properties to become the algebraic discriminant
analysis and the solution of the problem to the case of 4 bodies possible.

Keywords: Resultants, Algebraic Discriminant,problem of four bodies, planar central
configurations.
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CAPITULO 1

Introducao

Este trabalho apresenta, como uma primeira leitura, uma técnica puramente algé-
brica para a resolu¢do de sistemas de equagdes polinomiais. Tal técnica € conhecida
como resultante. Esta € uma teoria que foi tema de muitos trabalhos de matematicos
como Cayley, Sylvester, Euler e Bézout, que tem como principal motiva¢do encontrar
raizes comuns de n polindmios a n incégnitas. Em nossa pesquisa, estamos interessa-
dos em estudar resultantes de dois polindmios a uma varidvel, que se torna um método
conhecido e fécil de vizualizar. Para um caso mais geral quando temos n polindmios e n
incognitas, precisamos de mais ferramentas matematicas, tornando um problema dificil
de resolver. O leitor interessado em conhecer essas generalizagdes da resultante podera

consultar [18], [6].

O objetivo principal deste trabalho € mostrar o poder de aplicagdo desta fer-
ramenta matematica. Nesta dissertacao, estamos interassados em mostrar duas das va-
rias aplicacOes possiveis. Mostraremos a resultante como ferramenta para a anélise do
discriminante algébrico de alguns polindmios e por fim usaremos uma resultante para

encontrarmos as configuracdes centrais de quatro corpos de massas iguais.
Esta dissertacao estd dividida em trés capitulos.

No capitulo 2, abordamos o estudo das resultantes de dois polindmios a uma
varidvel, que é o tema central do nosso trabalho. Incialmente mostramos a matriz de
Sylvester dos coeficientes de dois polindmios f e g, seguido da principal defini¢do,

onde mostramos que dados dois polindmios f e g podemos calcular a resultante entre f
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e g, como

R(f,g) = det(Syl(f,g))-

A partir disso, mostramos a relac@o entre este determinante e a solucdo de sistemas de
equagdes. A partir dai, desenvolvemos algumas propriedades importantes que facilita-
ram os célculos das resultantes de dois polindmios.

No capitulo 3, tratamos de mostrar a andlise de discriminantes algébricos com
o auxilio da resultante. Portanto, calcularemos discriminantes conhecidos, como os das
formulas de Bhaskara e Cardano, e também calcularemos o discriminate de um polind-
mio qudrtico. Por fim, usamos os discriminantes algébricos para analisar a existéncia de
raizes reais dos polindmios citados anteriormente.

No dltimo capitulo, pela beleza da aplicacdo, destinamos um capitulo inteiro
para aplicacdo da resultante de dois polindmios ao problema de encontrarmos as confi-
guracoes centrais simétricas planar com 4 corpos de massas iguais. Inicialmente defi-
nimos matematicamente o problema de n corpos e em seguida abordamos os conceitos
necessdrios para o entendimento do problema. Apds todo o desenrolar tedrico, usamos
as equacdes da configuracao central de Dziobek para massas iguais e assim encontramos
um sistema de duas equacdes envolvendo as distancias mutuas dos corpos. Em seguida,
embasado na teoria desenvolvida pelo capitulo 2, usamos o software MAPLE para re-
solvermos esta resultante. Por fim, concluimos nosso trabalho encontrando 3 solucdes
para o nosso sistema, das quais mostramos que existem trés classes de configuragdes
centrais simétricas planar de 4 corpos de massas iguais: um quadrado, um tridngulo

equildtero com uma massa em seu baricentro e um quadrilatero concavo.



CAPITULO 2

A Resultante

Neste capitulo vamos mostrar a teoria das resultantes para dois polindmios f,g €
Clx]. Mostraremos inicialmente que a resultante é uma ferramenta eficiente para encon-
trar as solucdes de um sistema com dois polinomios e finalizaremos o capitulo com uma
surpreendente aplica¢do a anélise de discrimiantes algébricos. Depois, no préximo capi-
tulo, usaremos novamente a resultante para resolver um cldssico problema de Mecéncia
Celeste. Para o leitor interessado no estudo das resutantes, podera consultar [19],[17] e

[18].

2.1 Resultante a uma variavel

A resultante € uma ferramenta eficiente para decidir, de forma precisa, se dois po-
lindbmios f e g t€m fatores comuns em sua decomposi¢do. Esta técnica foi desenvolvida
por Euler e Bézout e sua defini¢do se baseia numa matriz conhecida como matriz de
Sylvester. O objetivo desta técnica € calcular o determinante da matriz de Sylvester e
a partir do seu valor decidir se f e g t€m ou ndo raizes comuns € como consequéncia
encontra-las. Para isto, nos concentraremos na condi¢do para que dois polindmios f, g

n
tenha fatores comuns. Assim, seja f,g polindmios em C[X], tais que f = ZaiX’ e

i=0
m .
g= Z b;X', onde n e m sdo graus respectivos a f e g. Queremos determinar se existe
i=0

solucdo comun nas equacoes

A X"+ a1 X" "+ +apX%=0
buX™ + by X"+ hpX0 =0

3
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desprezando o conhecimento prévio de alguma solugdo para f ou g.

Definicao 2.1. Sejam os polindémios f,g € C[X| de graus positivos, tais que

f= an X"+ a1 X"V 4 +aoX?, a, #0
g=bp X"+ by X" 4+ boX0 by £0

A matriz Sylvester de f e g, denotada por

[ a, 0O --- 0 b o - 0 7
ap—1 dp bn—1 b :
an : b,
Syl(f,g) = , ,
ap : a,—1 by : by—1
0 ag 0 b
0 w0 q 0 0 by |

é uma matriz (n+m) x (n+ m) formada pelos coeficientes dos polinémios f,g, com m

colunas de a;’s e n colunas de b;’s. Os espacos em branco sido preenchidos com zeros.

Defini¢ao 2.2. Definimos resultante de f,g, denotado por Ry ,, como o determinante da

matriz de Sylvester entre f e g, i.e., Ry, = det(Syl(f,g)).

Neste trabalho estamos interessados nos casos de polindmios de duas varidveis,
neste caso, os coeficientes a; e b; serdo polindmios em outras varidveis xi, ..., x,. Assim,
a resultante terd uma equagdo nestas variaveis, que indicaremos por R(xj, ..., xy).
n . m .

Teorema 2.1. Sejam f = Za,-Xl eg= Zb,-X’ dois polinémios em C[X] tais que
i=0 i=0

an, by # 0. Os polinémios f e g tém fatores irredutiveis em comum, ou seja, mdc(f,g) #

1, se, e somente se, Ry , = 0.

Demonstracao 2.1. Vamos dividir a demonstracdao em duas partes. Na primeira parte
faremos um exemplo concreto, em seguida, na segunda parte, generalizaremos. Tome

os polindmios f(x) = x*> —3x —4 e g(x) = x> — 4x ambos em C[X]. Observa-se que
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h(x) = x — 4 € fator comum de f e g, logo, mdc(f,g) # 1. Assim, existem polin6mios

fi(x) =ax+begi(x) =mx+n, tais que (x> —3x —4) = (x—4)(ax+b) e (x> — 4x) =
2_ 2, 2_

affb = fnxfjf — (x> = 3x—4)(mx+

n) = (x> —4x)(ax+b). Efetuando cada produto temos mx> 4 (—3m +n)x?> 4 (—4m —

(x —4)(mx+n). Segue que temos a igualdade *

3n)x — 4n = ax’ + (—4a + b)x> — 4bx. Igualando a equacdo a zero, segue que (m —
a)x® + (=3m+n+4a—b)x*> + (—4m —3n+4b)x —4n = 0. Assim, esta equagido nula
se cada coeficiente for nulo, ou seja,

m—a=20
—3m+n+4a—b=0
—4m—3n+4b =0

—4n=20
Escrevendo o sistema acima na forma matricial temos
1 0 1 0 m 0
-3 1 -4 1 n 10
—4 -3 0 4| | —-a| |O
0O -4 0 O —b 0

Observe que o vetor nao-nulo V= (m,n,—a,—Db) é solugdo do sistema acima se, e

somente se,
1 0 1 0
-3 1 -4 1
4 3 0 —4|70
0O -4 0 O

Mas, a matriz acima é a matriz de Sylvester de f e g. Portanto, Det(Syl(f,g)) =Ry, =
0.

Reciprocamente, se

1 0 1 O
-3 1 —4 1
4 3 0 4|70
0O -4 0 O
existe um vetor ndo-nulo v = (m,n,—a,—b) que é solugdo do sistema
1 0 1 0 m 0

3 1 -4 1 n 0
—4 -3 0 -4 || —a 0
0 -4 0 0 —b 0
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Efetuando a multiplicacdo das matrizes do primeiro membro da equagdo, temos

m—a=20 m=a
—3m+n+4a—b=0 —3m+n=—4a+b
dm—3n+4b=0 ) —4m—3n=—4b

—4n=0 —4n=0

Como temos um sitema linear com quatro equagdes, podemos associar cada membro
de cada equagdo aos coeficientes de um polindémio do terceiro grau, ou seja, mx> +

(=3m +n)x* + (—4m — 3n)x — 4n = ax® + (—4a + b)x> — 4bx. Fatorando mx + n no

primeiro polinémio e ax+ b no segundo polinémo, temos (x*> —3x —4) (mx+n) = (x* —

4x)(ax +b) = T34 XAy ogo, f(x) = x% —3x — 4 = h(x).(ax+b) e

g(x) = x> —4x = h(x).(mx+n). Portanto, h(x) é comum a f e g. Segue que mdc(f,g) #
1.

Apartir de agora vamos generelizar a prova para dois polindmios f,g € C[X,Y]

tais que d f = n e dg = m respctivamente.

Semdc(f,g) # 1, entdo, existe um polinémio h, de grau positivo, tal que f =
fiheg=gih,donde df; <n—1edgy <m—1. Logo, %1 = % — fg1 = gf1. Como
estamos num dominio fatorial e dg| < dg, entdo realmente f tem algum fator de g.
Tome gy = uxX™ '+ +uy e fi =vix" ! +--.+v, e substituindo na equagao fg =
gfi tem-se (@ X"+ +ag). (X '+ ) = (b + -+ bo). (VX4 4vy)
um ponindémio de grau n+m — 1. Fazendo a identidade termo a termo do polinébmio

acima, temos

apu; —byvi =0
aplty + ay_1uy — byva —by—1vi =0

agty, — bov,, = 0.
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Assim, podemos escrever o sistema acima como

ay o --- 0 b o - 0 i ) 0
. . . uj
ap—1 dp T : bn-1 b Uy 0
. . . 0
an—1 ‘. 0 . bm—l . 0
. . . . 0
an : : by um | _ | .
ap an—1 bo bin—1 _zl ()
—V2
0 ag 0 by 0
: . : : ) : 0
: . . : : . . : v
0 - 0 a O o 0 by | - "7 L0
Assim o vetor ndo nulo (uy,- -+ ,up,—Vvy, -+ ,—v,) € solugdo do sistema. Portanto,
este sistema tem solucdo se, e somente se
a, 0O --- 0 b o .- 0
an—1 dp . bn-1  bm :
anp—1 .. 0 bm—] .. 0
n b\,
ap an—1 by b1
0 ap 0 bo
0 0 ap 0 0 bo
Logo, Ry, =0.
ay 0 0 b 0 0
ap—1 dpn B bn-1 b
ap—1 . 0 bm—l . 0
P : dap : : b .
Reciprocamente se ' ' =0, existe
ap : a,—1 by : b1
0 ao 0 bO
0 0 ap 0 0 b()
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um vetor (U, Uy, —Vi, -+ ,—Vy) tal que
[ a, 0 0 b, 0 0 1 _ ; 0]
uj
an—1 dp bu—1 by Uy 0
1 0 b1 0 8
an : bm Un _
ap an—1 by bm—1 _:] 0
—V2
0 ag 0 by 0
: . 0
: . .y
0 0 a 0 - 0 b | - "7 LO0]
Efetuando a multiplicacdo das matrizes temos
ayu; —byuvy =0 apity = by

apuy +ay—1uy —byva —by_1vi =0 apup + ap—1u1 = byvo + b1y
. > .

aolly — b()vn =0. aogly, = bovn.
Como temos n+ m equagoes, podemos associar cada equagdo a cada coeficiente de um
polindémio de graun+m — 1, logo

apnu X gy, = by X bovp,

portanto, (a,x" +--- +ag)(uxX™ '+ d ) = (bpX™ + -+ bo) (VX4 Fvy).
Assim, temos f.g1 =g.f1 = %1 = £ — p. Portanto, f e g ttm componentes em comun,

81
ou seja, mdc(f,g) # 1. O

Exemplo 2.1. Sejam f(x) = x* —x* — 6x% e g(x) = x* + 2x> 4+ 3x + 6, entdo

1 0 0 1000
~1 1 0 2100
6 -1 1 3210

Rig=| 0 —6 -1 6 3 2 1[=0
0 0 60632
0 0 0 00 6 3
0O 0 0 0006
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comprovando que f(x) =x*—x> —6x?> =x%.(x —3).(x +2) e g(x) = > + 2x* + 3x + 6 =

(x+2).(x* +3) tém fator comum, que no caso é x +2.

Exemplo 2.2. Sejam f = x3y*> — 6xy + 8y e g = x>y* + 2x polindmios em y. Fazendo a

resultante entre f e g, temos

X
0 3 —6x+8 0

ResX)=| 2 7 TR |20 18 - 48+ 32).
0 X2 0 2x

Logo, os polindmios f e g tém raizes comuns nas abscissas que sdo solucoes da equagcao

4x3 (x> + 18x% — 48x432) = 0.

Se considerarmos f e g polinbmios em x, temos

Reg)=|y> 2 0 0 0 |=32°(-2+3°+2)).

Logo, as solugdes da equagdo 32y° (—2+ 3y3 + 2y5) = 0 sdo raizes comuns de f e g.

2.2 Algumas propriedades das resultantes

Nesta secdo mostraremos algumas propriedades das resultantes, que serdo muito

uteis no desenvolvendo das se¢des posteriores. Estas propriedades sdo encontradas em

[17] ou [18].
n
Nas propriedades a seguir, considere os polindmios f = ZaiX 'eClxleg=
i=0

m
Z b;X' € C[x|, onde n e m sdo graus respectivos a f e g
i=0
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Propriedade 2.1. A resultante Ry, pode ser denotada por

B a, a1 e ap O e 0 T
0 a,  ap—1 ao 0 0
0
. 0 oo O ay an—1 <o d
Rpg=det| by O 0
0 by by by O 0
L () O bm bm—l bo |

Demonstracio 2.2. Se chamarmos a matriz acima de A, temos A" = Syl(f,g). Sabe-
mos que Ry, = det(Syl(f,g)) = detA’. Como Det(A) = Det(A"), segue que Ry, =
det(A) 0.

Propriedade 2.2. Se 1 = ¢ € um polinémio constante ndo nulo, entdo Ry j, = "

Demonstracao 2.3. Como h tem grau zero, entdo os coeficientes de f ndo aparecem na
matriz de Sylvester. Analogamente, os coeficientes de h aparecem n vezes, formando

uma matriz diagonal. Portanto,

c 0 0
0 0

Rrp=|00 "~ . il=c" O
00 --- 0 ¢

Propriedade 2.3. Se a;,b; € Z com0<i<ne0< j<mondea;eb;j sio os coefici-
entes de f e g, entdo Ry, € um polinémio em Clay,--- ,a,,by,--- ,by) de coeficientes

inteiros.

Demonstracao 2.4. Por definicdo, a resultante € um determinante de uma matriz. Como

os coeficientes que compoem esta matriz sdo inteiros, logo, seu determinante € inteiro.

O
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Propriedade 2.4. Sejam f e g polindémios, de graus n,m > 1, com seu coeficientes no

corpo C. Assim, temos que

R(f:8) = (=1)"R(g, )

Demonstracao 2.5. Este resultado decorre diretamente da Propriedade (2.1). Se per-
mutarmos as linhas da matriz Sylvester de f e g o determinante serd multiplicado po
(—1)%, onde I é o niimero de permutacées. Como o niimero de permutagdes necessarias

ém(m—+n—1), segue que o determinante da matriz Sylvester de f e g serd multiplicado

por (_1)m2+nm—m — (_l)m(m—l).(_l)nm — (_1)nm 0

Lema 2.1. Sejam f(x) = a,x" +---+agp e g(x) = byx™ + - - + bg polinémios em Clx].
Se ap,---,0, e B, - ,Bm sdo raizes dos polindémios f e g de graus n e m respectiva-
mente, entao

n n m

a, []8(0u) = (=1)""by, Hf Bj) =ay b [T] T (e -

i=1 j= i=1j=1

Demonstracao 2.6. Vamos mostrar inicialmente que
nmbn Hf B] _ambn HH
i=1j=

n
Se ay,- -+, sdo raizes de f, entdo f = anH(x— 0;). Se tomarmos x = f3;, tem-se
i=1

f(Bj) = anH(Bj ). Fazendo b), Hf B;) = H [ H(Bj _ Oﬂi)] —
i=1 s
o [17B)) =1, ’"HH @.1)
J=1 j=li=
Multiplicando a equagdo acima por (—1)"", temos

]11
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m n
Vamos agora mostrar que a,' H g(og) =a,'by, H . Se Bi,- -+, By sdo raizes
i=1 j=1li= 1
de g, entdo, g = by, H . Tomando x = o, temos g(0;) = by, [1;= (0 — B;). Fa-
j=1

zendoﬁg(oci)—nl H ] temong o) = [lﬁ ]

i=1 i= j=1

Multiplicando a equacao anterior por a.'. Assim,
'"H g(oy) = ay'b), H H (2.3)
i=1j=

Portanto, mostramos que

n n m
a; [ [ g(a) = (=1)""b, Hf Bj) = anbn, T 111 (e —By)- 0 @4

i=1 i=1j=1
Propriedade 2.5. Sejam os polindmios f(x) = apx"+---+ag e g(x) = byx™ +---+bg

ambos em C[x] de graus n e m respectivamente. Se @y, , 0, e B1,- - B sdo as raizes

de f e g respectivamente, entao

n

m
Rf = amb” H

i=1j=1
Demonstracao 2.7. Considere a,,®,- - , 0, by, B1, -, Bm como incégnitas. Conside-
raremos d,—1,0ay—2," "+ ,a0,by—1,bm—2,- -+ ,bop como polinbmios nas incognitas acima.

Gracgas a relagao de Girard, podemos expressar os polin6mios
An—1,0p—2," "+ ,a0,by—1,bm—2,--+ ,bo nas raizes de f e g em forma de polinébmios
simétricos, por exemplo

a1 = an(0q +0p+---)
an—2 = ap(0op+ o003+ ),

onde a,_; é um polindmio onde cada parcela é um produto de k ¢;’s diferentes e analo-

gamente, cada b,, ; é um polinémio onde cada parcela é um produto de k f3;’s diferentes.
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Seja R o polinébmio
R=ayb, [T]](ci—B))

i=1j=I

e D o polindbmio da resultante dado pelo determinante da matriz de Sylvester de f e g

expressos nas incognitas a,, oy, -+ , 0y, by, B1,- -+ , Bn. Assim, precisamos mostrar que
R =D. Logo,
[ a, ap—1 . ao 0 0 7
0 a, Aap—1 -+ qp 0 0
0
O PR 0 a a _ DY a
D = det n n—1 0 7
bm bm_i - by 0 e 0
0 by by - by 0O --- 0
L 0 0 bm  bm— bo
usando os polinbmios Simétricos a,—1,a,—2," - ,ag,bym—1,bm—2,--- ,bgy, segue que

a, an(al+"'> an(“l"'an) 0 0

0 a, an(a1_|_...) an(al"’an> 0o ... 0

: 0 .. - :
D— 0 0 a, an(a1+...) an(al"'
B bm bm(ﬁ1+"') bm(ﬁlﬁm) 0 0
0 0 . - BBy ) ot By

Note que podemos simplificar todas as m primeiras linhas da matriz por a,
e analogamente, simplificar as n tltimas linhas por b,, usando uma propriedade dos

determinantes. Assim, temos que

D=d'bl.D',
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onde
1 (ap+--) (ag---ap) 0 0 ]
0 1 (a1 +--+) (aj---a,) 0 0
: 0 . . :
;o 0 0 1 (o +---) o (o)
DAy gy o (BB O 0
0 1 (Bi+---) Bi---Bn) O - 0
() () 1. <ﬁ1+-...) (ﬁl"l'ﬁm)_

Para finalizarmos, precisamos apenas mostrar que D' = R’, onde

R':ﬁﬁ]wi—ﬁj).

Veja que R’ é um polindmio de grau nm. Examinando D', note que todos a,_; € b,
ambos tem grau k, com isso o grau de D' ndo ultrapassa nm. Entdo vamos mostrar
que R’ divide D'. Pelo Teorema (2.1), sabemos que se o; = fj, temos que D =0 e
consequentemente D' = (0. Assim, a tnica maneira de um polindmio ndo nulo se anular
com a; = 3; é a; — f3j sendo fator deste polinémio. Por outro lado, ¢ fcil ver que D' nio
é um polinémio nulo, logo, o; — fB; é fator de D'. Com isso, temos que todo fator de R’
é fator de D'. Assim, todo fator de R’ tendo multiplicidade um, temos D’ sendo muiltiplo
de R, isto é, existe uma constante de proporcionalidade C, tal que D' = C.R'. Para
acharmos esta constante de proporcionalidade, basta atribuir valores as incognitas nos
dois polinémios, tal que, esses valores ndo os anulem. Assim, a fim de simplificarmos,
usaremos 0 =0y = -+ =0, =1 e f; = B = --- = B, = 0. Assim, pelo fato de R’ =

n m
HH(OC,- — B;) e que todo fator de R’ é fator de D', temos que R’ e D', ambos sio
i=1j=1
iguais a 1, portanto, a constante de proporcionalidade é k = 1, concluindo que D' =

R. U

Propriedade 2.6. Sejam os polindmios f(x) = apx"+---+agp e g(x) = byx™ +---+bg

ambos em C|[x] de graus n e m respectivamente. Se o, -+ ,0, € By, -- B sdo as raizes
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de f e g respectivamente, entao

Rpg=a'[[e(e) = (- "'"b”Hf B)) —a’"b"HH

i=1 i=1j=
Demonstracao 2.8. Basta aplicar o lema (2. 1) na proposigao (2.5). U
Exemplo 2.3. Seja A um anel comutativo com unidade. A resultante dos polindmios
f=Y—aeg=>b,Y"+---+by € A[Y] é igual a g(a). De fato, pois, temos f =Y —a,
logo a éraiz de f. Assim podemos escrever f = 1.(Y —a). Usando a propriedade acima,
tem-se Ry, = a[1}_, g(on), segue que Ry, = 1'.g(a) = g(a).
Propriedade 2.7. Sejam o, -, 0, e Bi,---, B raizes dos polinémios f e g respec-
tivamentes. Se f e g podem ser escritos como f = q.g +r, com d(r) = v, entdo
Ry r =0 "R, ;.
Demonstracio 2.9. Da proposi¢io (2.6) temos que R, ¢ = b)), ﬁ f(B;j). Analogamente,
j=1
Rer =1}, f’”l1 (B;). Sabemos que f(x) = g(x)g(x) + r(x). logo. r(x) = f(x) — g(x)g(x).
Assim, r(B) = 1))~ a()a(By). sgue g ()= 5. o) 0. Porant,
gr—bme Bj) = Hf Bj) =

] m

f:1f<ﬁ;>, femos Ry = b = bl Ry O

&f —

Exemplo 2.4. Seja f(x,y) =x°y> +x°y* +3x3y? +xy+3y+1 e g(x,y) = x¥*y* +y. Ao
tentarmos calcular Ry , observamos que a matriz de Sylvester € de ordem 5 se tormar-
mos f,g € C[x][Y]. Ao tomar posse da propriedade acima, podemos simplicar os cal-
culos. Apds efetuar alguns cdlculos, podemos escrever f(x,y) = x°y> 4+ x?y? +3x3y* +
xy+3y+1=(x*y+3).(x>?+y) + (xy+1). Assim, temos r(x,y) = xy+ 1. De acordo
com a proposi¢do acima, temos R, ¢ = b} "R, . Calcularemos, assim, apenas R, , que
é um determinante de uma matriz de ordem 3. Portanto, tem-se g(x,y) = x’y*>+y e

r(x,y) =xy+1, logo

(O8]

X
Re =

o =
- o O
I
=
(O8]
|
=

X
0
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Comod(r)=1,0(f)=3ed(g)=2,logoR, s = (x*)371.(x* —x) =x5(x} —x) =x7 (x* -
1).

Propriedade 2.8. Sejam os polinémios f e g. Existem polinémios A(x),B(x) € Clx],
tal que d(A) <m e d(B) < n, de modo que A(x)f(x)+B(x)g(x) = Ry,.

Demonstracao 2.10. Primeiramente vamos fazer um caso particular. Tome f(x) =

arx* +ajx+ag e g(x) = byx + by. Assim, temos

ay dap ap
Rf7g = bl b() 0
0 b1 by

Chamaremos de M a matriz do determinante acima e multiplicaremos a i-ésima coluna
de M por X"t~ e somaremos a tiltima coluna. Assim, formaremos uma nova matriz M’

2+1-1 :x2 como

cujo determinante é igual ao da matriz M. Assim, para i = 1 temos x
multiplcador da coluna 1, parai =2 ei =3 tem-se x e | como multiplicadores das duas

ultimas colunas respctivamente. Portanto, temos

a, aip agp a, ai a2x2~|—ao a a a2x2+a1x+a0
M= |b by O ~ | b1 by b1X2 ~ | b1 by b1x2+b0x
0 by by 0 b by 0 b bix+ by
a ay  f(x)
Logo,M’' = | by by xg(x) |. Paracalcularmos o determinante de M’ usaremos a sua
0 b g
py b1 bo a ai a ai
N — J—
tiltima coluna. Seguequedet(M)—f(x).' 0 by xg(x).' 0 b +g(x). b1 bo
. br by a a az a1
_ — "N — _
Ass1m,Rf,g—det(M)—det(M)—f(x).’ 0 by ’+g(x).( 0 by
_| b1 bo @ a a ai
Tomando A(x) = 0 by eB(x) = —x. 0 by b1 bo , tem- seng—A( x)f(x)

B(x)g(x).

\
)
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a, a,—| - ap 0 0 7
0 a a1 - ao 0 0
0
Generalizando, considere R ¢ , = det 0 0 an an a0
’ fe= by by_1 - by O 0
0 b, b, by 0 0
0 0 i by by v by |

Denotando por M esta matriz, e para 1 <i < n-+m, multiplicaremos a i-ésima
coluna da matriz M por XM= e somaremos a dltima coluna, formando uma nova ma-
triz M’ cujo o determinante é igual ao de M. Assim, a tltima coluna é formada pelos
polinémios X"~ f(x) X" 2 f(x), -, f(x),x" " g(x),x"2g(x),---,g(x). Logo, usando a

ultima coluna para calcularmos o de terminante, tem-se
det(M') = A(x) f(x) + B(x)g(x) =Ry,

onde A(x) e B(x) sdo polinémios em x, com d(A(x)) < m e d(B(x)) < n, e seus respec-

tivos coeficientes sdo os cofatores relativos a tltima coluna da matriz M’ . O

Propriedade 2.9. Sejam fi(x) = a,x"+---+ao, fa(x) =cpxP +---+co e g(x) =bpx™ +
-+++bg polinémios com coeficientes no corpo R e d fi = n, df, = p e dg = m., todos

maiores ou iguais a 1. Assim, temos

R(f1f2,8) = R(f1,8)R(f2,8) (2.5)

R(g, f1.2) = R(g, f1)R(g, f2) (2.6)

Demonstracio 2.11. Vamos provar primeiramente a equagdo (2.5). Assim, como dg =
m, entdo g tem m raizes em C. Assumindo que essas m raizes sdo fBy,--- , B, € usando a

propriedade (2.6), temos que

R(Fiforg) = (— )" P (b, Y T f1 (B f2(Br):
=1
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segue que
RO 8) = (1) (1™ 0 G TTA BT 52080,

organizando os fatores, temos
R(fif2rg) = (—l)nm(bm)nﬁfl(ﬁi)] . [(—nmwmvﬁfz(ﬂo .

i=1 i=1

Usando novamente a propriedade (2.6), temos

R(flevg) :R(flng)R(fZag)

Analogamente, (2.6) segue da propriedade (2.6). ]



CAPITULO 3

Discriminantes Algébricos

Nas secoes anteriores vimos a formulagdo dos conceitos de resultante e em se-
guida algumas propriedades. Agora, neste capitulo, usaremos as resultantes no calculo
do discriminante de alguns polindmios na intensdo de mostrar alguns resultados ja co-
nhecidos, como por exemplo, os discriminantes da férmula de Bhaskara e da formula de
Tartaglia-Cardano, e finalizaremos com o uso dos discriminantes para analisar a quan-

tidade de raizes reais e complexas de polindmios quadraticos, cibicos e quarticos.

Definicdo 3.1. Seja f = a,x" + - -+ +ag, onde f € Rx] é um polinémio de graun > 1
com seus coeficientes em R. Sendo C a extensdo de R, e sejam ry,--- ,r, as raizes de f

em C. Assim, o discriminante de f é

M(f):= ] (ri—r)? 3.1)

1<i<j<n

Esta defini¢do mostra que Ag depende apenas das raizes de f, mas em geral, é
mais conveniente usar o discriminante na versdo da defini¢do (3.2),chamada de padrao
por Svante Janson, em [17]. Mostraremos no teorema (3.6) que o discriminante ¢ um

polindmio nos coeficientes de f.

Definicao 3.2. Seja f = a,x" + - -+ ap um polinémio de grau n > 1 com coeficientes

no corpoR ery,---,r, suas raizes em C. O discriminante de f é
. 2n—2 2n—2 2
A(f)i=a" " Mo(f)=ay"> T] (ri—1)) (3.2)
1<i<j<n

19
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Agora, vamos mostrar que o discriminante pode ser escrito como a resultante

de f com sua derivada f’. Assim, mostrando que A(f) € um polindmio nos coeficientes
de f.

Definicdo 3.3. A defivada de uma fungéo f é a fungdo denotada por f', tal que seu valor

em qualquer niimero x do dominio de f seja

f’(x) — lim fx+Ax) — f(x)

Ax—0 Ax ’

se este limite existir.

Teorema 3.1. Seja f uma fungio derivdvel em x € [a,b]. Se n for um inteiro positivo e

se f(x) =x", entdo

fl(x) =nx"" 1,
Demonstracao 3.1. Pela defini¢do anterior temos
Ax) — X"
Ax—0 Ax Ax—0

Aplicando o teorema binomial a (x+ Ax)" teremos

X A M2 (A2 4 (Ax)”] —x"

/ _ l_
fx)= lim _ |
segue que
)t AT A e (A
X) = ] |

Ax—0 Ax

Dividindo o numerador e o denominador por Ax, obtemos

f'(x)= lim |nx""! +Mﬂ—2m+---+(m)”—‘

Ax—0 2!

Todos os termos, exceto o primeiro, tem Ax como fator, logo, todos os termos, exceto o

primeiro, tendem a zero. Assim,

fl(x) = "1 O
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Teorema 3.2. Se as fungdes f e g sdo derivdveis em x € [a,b]. Se h for a fungdo definida

por h(x) = f(x) + g(x), entdo ' (x) = f'(x) +¢/(x).
h(x+ Ax) — h(x)

Demonstragio 3.2. Pela defini¢ido (3.3), temos que ' (x) = Al;mo . Se-
_>
gue que,
o) = tim A9 g0+ A9 = [7(3) +5(00]
Ax—0 Ax
logo,
oy g JOEHA) = f(x) g+ Ax) —g(x))
H(x) = A, Ax + Lo, Ax ’
segue que
H(x) = f'(x) + & (x). O

Vimos que a derivada da soma de duas funcdes € iguai a soma de suas derivadas se
elas existirem. O resultado encontrado nos dois ultimos teoremas pode ser aplicado em

um nimero finito de funcdes. Enuciaremos isto como um novo teorema.

Teorema 3.3. Sejam fi, f>,- - - , f, fungdes derivdveis em um x € [a,b]. Se h(x) = f1(x)+
-+ fu(x), entdo,
K (x) = fi(x) ++ fr (%)

Demonstracao 3.3. A prova desse teorema é dado por indugdo sobre o teorema (3.2).

Teorema 3.4. Seja f(x) = a,x" + -+ + ap uma fungdo polinémial f : X — R, de grau

n > 1. A derivada de f é denotada por f' e é dada por
f(x)=naX" '+ (n—Day,_1x" 2+ +ay.

Demonstracao 3.4. A demosntragio desse teorema segue do teorema (3.1) seguido do

teorema (3.3). [

Teorema 3.5. Sejam f,g: X — R fung¢bes definidas no intervalo [a,b] e difencidveis

num ponto x € [a,b]. Logo, f.g é diferencidvel em x, com

(f-8)(x) = f'(x).8(x) + f(x)-8 (x).
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Demonstracio 3.5. Seja h(x) = f(x).g(x), logo,

W) — fim PEHAD RO ek ADgrt Ax) - f(0g()
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Somando e subtraindo f(x+ Ax).g(x) no denominador, entdo

oy g S+ AY)g(x + Ax) — f(x + Ax).g(x) + f(x + Ax).g(x) — f(x)g(x)
Hx) = A, Ax

logo,

() = Jim, [ o+ ) SEHA0 60

segue que

. gAY —g(r) .
B (x)=1 Ax). 1 1 1
R T

Sendo f e g definidas e derivaveis em x € [a,b], entdo, lim f(x+Ax)=f(x), lim g(x)=
Ax—0 Ax—0

o(x), tim SEFAD =) _ 0 o glerAn () A1) _ 1) poganto, i (x) =

Ax—0 Ax Ax Ax
g (x) + f(x)g(x). 0
Lema 3.1. Seja f(x) = a,x"+---+ap um polinémio de graun > 1 em C[x]. Sery,--- ,ry,

sdo raizes de f, temos que

n

f@=a[[&c=r) e f(r)=an]]0ri—r))

i=1 i£)

n

Demonstracdo 3.6. A demonstragcido de f(x) = a, H(x — r;) é trivial e pode ser vista
i=1

em [10], ou com mais rigor matemdtico em [7]. Vamos entdo provar apenas f'(r;) =

an[Tizj(ri —rj).

Tome f; = (x —r;), parai=1,2,---  ,n. Assim, podemos escrever

f) = fi(x).--- fu(x).



CAPITULO 3 DISCRIMINANTES ALGEBRICOS 23

Pelo Teorema (3.5), temos f' = f{.fo.-- . fu+ fifs-- fu+ ifafs-- So+
4 fifa.-- . fy. Veja que pelo Teorema (3.4), tem-se f] = 1, parai=1,---,n, logo,

f=hHhf ot fifsfut fifafa Sfut -+ fifo- o fum1. Como fi(r;) =0,

parai=1,--- n, entdo teremos n — 1 parcelas nulas, logo,
£ (r) :anH(ri—rj). O
i#]

Teorema 3.6. Seja f(x) = a,x" + -+ ap um polinémio de grau n > 1 em C[x]. O

discriminante de f é dado por

n(n—1)

A(f)=(=1)"7 a,'R(f,f") (3.3)

Mo(f) = (=) ay @ IR(f, 1), (3.4)

Demonstracao 3.7. Pela propriedade (2.6), temos que

R(f.f)=a 'TLF (r),
i=1

usando o lema (3.1), segue que

R(f:f/):az_l_n [ann _r]]

tirando os a,,’s de cada fator, tem-se
R(f.f)=d)" ”HH i—rp)=a ' [T rimrp)(rj=r2),
i=1i#]j 1<i<j<n

. 2_
organizando os “5"

fatores (rj — r;) para forma —(r; —r;), temos
n(n—1) _ n(n—1) —
ROFF) =0 T (i) = (=172 " o),

1<i<j<n

isolando A temos
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e pela defini¢cdo (3.2), temos que

A(f) = a2 200 (f) = a2 (=) ay VRS, f),

logo,
A = (=1)"T ;'R f). 0

Teorema 3.7. Se f(x) = a,x"+---+ag e g(x) = byyx™ + - -+ + by sdo polinémios de

grausn > 1 e m > 1, respectivamente, entao

A(fg) = A(f)A()R(f,8)*.

Demonstracao 3.8. Pelo teorema (3.6) temos

(n+m)(n+m—1)

A(fg)=(=1)" = (anbm) 'R(f3,(f8)")- (3.5)
Por outro lado, R(fg,(f3)') = R(fg,fg + f'g). Usando a propriedade (2.9), temos
R(fg (fg)) =R(f.f¢' + f'g)R(g. f& + f'g).
Pela propriedade (2.7), segue que
R(fg,(f8)") =R(f.f'¢)R(g.f8).
Usando, novamente a propriedade (2.9) seguida da propriedade (2.4), temos
R(f.(fg)) = (=1)""R(f,f)R(f,8)R(f,8)R(g,g) (3.6)

Substituindo a equagdo (3.6) na equagao (3.5), temos

(n+m)(nt+m—1)

Afg)=(=1)" = (=1)"(an) " (bw) " 'R(f./)IR(f,8)]°R(8.8),

segue que

(1122nm+m2 +4nm—n—m

A(fg)=(=1) 2 (an) ™" (bu) " 'R(f, L)IR(S,8))°R (8. 8),
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logo,

n(n—1) m(m—1) 4nm

A(fg)=(=1) 2 (=1) = (-1)=

(an)™" ()~ 'R(£. SIR(f )P R(3:8)-
Pelo fato de (—1)*"" = 1 e pelo Teorema (3.6) tem-se A(fg) = A(f)A(g)R(f,g)*.

g

3.1 Exemplos de Discriminantes

Nesta parte do trabalho mostraremos os exemplos de discriminantes mais conhecidos,

que sdo os discriminantes dos polindmios de segundo, terceiro e quarto graus.

Exemplo 3.1. No polinémio de segundo grau f(x) = ax* + bx + c, pelo teorema (3.6),

temos
a b c
A(f)=—a'R(f,f)=—a""| 2a b 0],
0 2a b
segue que
A(f) = —a ' (4a*c — ab®) = b* — dac
e que

Ao(f) =a *A(f) =

Observe que as raizes da equagdo ax*> + bx +c = 0 pode ser encontrada fatorando a

equagdo, segue que

b 1, ¢ b
2, 0 __ ¢ Ove_ti 4,0
A a:>(x+2a) 4( a+a2)’
logo
b 1 —b+\/A(f)
¥= gt Val)=——,
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Exemplo 3.2. Dado o polinémio f(x) = ax’ + bx* 4+ cx+d. Pelo teorema (3.6), tem-se

a b ¢ d 0
0O a b ¢ d
Af)=—a"'R(f,f)=—a"3a 20 ¢ 0 0],
0 3a 2b ¢ 0
0 0 3a 2b c
logo,
A(f) = b*c® —4ac® —4b>d + 18abed — 27a%d>. (3.7)

Exemplo 3.3. Dado o polinémio ménico f(x) = B+ bt +ex+d, pelo teorema (3.6),

temos

A(f) = Ao(f) = —R(f,f) = b*c* —4c* —4bd + 18bed — 27d*.
Veja que este discriminante é uma simplificacdo de (3.7).

Exemplo 3.4. No caso do polinémio f(x) = x> + px+ g, sem o termo do segundo grau,

(3.7) fica simplificada na forma
A(f) = Mo(f) = —4p° = 274",

Exemplo 3.5. Ainda no caso n=3, temos o polindémio f(x) = 4x> — gox — g3, que & visto

na teoria das fungoes elipticas de Weierstrass. De acordo com (3.7) seu discriminante é

A(f) =16(g3 —27g3)

e
1
Ao(f) = 7¢(8 = 2783).
Exemplo 3.6. No caso do polinémio f(x) = ax* 4+ bx> + cx> + dx + e, pelo teorema
(3.6), temos
a b ¢ d e 0 0
0 a b ¢ d e O
0 0 a b ¢ d e
A(f)=a 'R(f,f)=a"|4a 3b 2c d 0 0 0|,
0 4a 3 2¢c d 0 O
0 O 4a 3b 2¢c d O
0 0 O 4a 3b 2c d
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logo,

A(f) =b*c?d?> —4b* e —4b3d> 4 18b3cde — 27b*e* —4ac’d? 4 16ac*e + 18abcd® —
80abc’de — 6ab*d’e 4 144ab’ce® — 27a*d* + 144a*cd’e — 128a*c?e® — 192a’bde” +
256a°¢>.

(3.8)
Exemplo 3.7. Sendo ménico o polindmio f(x) = ax* 4 bx> + cx? +dx+ e, seu discrimi-
nante é uma simplificagdo de (3.8). Logo, A(f) = Ao(f) = b*c?d?> — 4b*cPe — 4b3d> +
18b%cde —27b*e* — 4c3d* + 16¢*e + 18bcd® — 80bc*de — 6b°d*e + 144bce® —27d* +
144cd*e — 128¢%¢* — 192bde* +256¢°.

Exemplo 3.8. No caso do polindmio f(x) = x* + px® + gx + r, um polinémio ménico

sem o termo de terceiro grau, temos por (3.8) que seu discriminante é
A(f) = Mo(f) = —4p>q* — 27" + 16p*r + 144pg*r — 128p*r* + 2561,

Exemplo 3.9. Neste exemplo faremos o discriminante da quintica f(x) = x> + px +q,

chamada de quintica de Brings. Pelo teorema (3.6), temos

A(f)=R(f,f)=4"p +5°¢".

3.2 Discriminantes para polinomios reais

Agora, vamos analisar a quantidade de raizes reais de um polindmio através do
estudo do sinal do seu respectivo discriminante. Se f é um polindmio real de grau
n, suas n raizes em C é composta de n — 2V raizes reais e V pares raizes complexas

conjugadas, para algum 0 < v < 3.

Teorema 3.8. Seja f um polinémio de graun > 1 com n — 2V raizes reais e v pares de

complexos conjugados, e todas suas raizes distintas, ou seja, A(f) # 0, entdo

sign(A(f)) = sign(Ao(f)) = (=1)".
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Demonstracao 3.9. Sabemos que f tem n — 2V raizes reais e V pares de complexos

conjugados como raizes. Entdo podemos escrever f como produto de fatores irreduti-
n—2v
veis f = fi.--+ . fu—2v.81.-- .gv, onde cada df; = 1 e dg; = 2. Nomeando h = H fi

i=1
\4

comdfi=1,eg= ng, com dg; =2, segue que f = h.g. Pelo teorema (3.7), temos
j=1

A(hg) = A(h)A(g)R(h,g)*.
Como R(h,g)?* > 0, temos que
sign(A(f)) = sign(A(hg)) = sign(A(h))sign(A(g))-

Por outro lado, sabemos que A(f;) = 1 e pela defini¢do (3.2) tem-se A(g;) < 0. Assim,
v
sign(A(f) = sign(A(g)) = sign(JJA(g))) = (—=1)". O
j=1

Exemplo 3.10. Vamos analisar as raizes do polinbmio quadrdtico. Pelo teorema (3.8),

temos

1. A(f) >0<= Ao(f) > 0<= v =0, ou seja, f tem duas raizes reais distintas;

2. A(f) <0< Ao(f) <0<= v =1, ie, f ndo tem raiz real, as duas raizes sdo

complexas conjugadas;
3. A(f) =0 <= Ay =0 ftem uma raiz real dupla.
Exemplo 3.11. Analisando o polinémio real cibico f, temos
1. A(f) >0<= Ao(f) >0<= v =0.i.e., f tem 3 raizes reais distintas;

2. A(f) <0<= Ay(f) <0<= v =l,ie, f tem I raiz real e duas raizes complexas

conjugadas;
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3. A(f) =0<= Ay(f) =0, f tem uma raiz real tripla, ou uma combinacdo de uma

raiz simples e uma dupla, todas reais.
Exemplo 3.12. No caso de um polinémio real quartico f, tem-se

1. A(f) >0<= Ao(f) >0<= Vv =0 ou v =2, assim, parav =0, f possui
4 raizes reais distintas, ou para V = 2, f tem 4 raizes complexas, sendo 2 pares

conjugados;

2. A(f) < 0<= Ay(f) <0<«<= v =1, assim, f tem duas raizes reais e 2 raizes

complexas conjugadas.
3. A(f) =0<= Ao(f) =0, assim, f tem

(a) uma raiz real quadrupla;

(b) duas reais,sendo raiz tripla e uma simples;

(c) 2 raizes reais duplas;

(d) 3 reais, sendo uma dupla e duas simples;

(e) 1 raiz real dupla e duas complexas conjugadas;

(f) 2 raizes complexas conjugadas duplas.






CAPITULO 4

Configuracoes Centrais simétricas com 4
corpos de massas iguais

No problema de n corpos, as unicas solugdes explicitas sdo obtidas através das
configuracdes centrais. Neste capitulo mostraremos que as equagdes para configuragdes
centrais planares simétricas de 4 massas iguais possuem exatamente trés solucoes. Para
mostrar este fato, usaremos a resultante de dois polindmios para resolver um sistema
de duas equacdes polinomiais relativas as tais configuracdes centrais simétricas de 4
massas iguais, mostrando com isso, a importancia dos estudos da resultante de dois
polindmios na geometria das configuragdes centrais planares. O leitor interessado em
pesquisar sobre configuragdes centrais, podera consultar [1],[2], [3] ,[4], [11],[15] e em

especial o artigo de Moeckel [12].

4.1 Formulacio matematica do problema de n corpos

Considere n particulas de massas m;, comi=1,2,---n. O cldssico problema de n corpos
consiste no estudo da dindmica dessas n massas interagindo de acordo com a Lei da
Gravitacao Universal de Newton, que nos diz que toda particula atrai outra particula com
uma forca que € diretamente proporcional ao produto de suas massas e inversamente
proporcional ao quadrado da distancia entre estes corpos. Entdo, para dois corpos de
massas m, € my separadas por uma distancia d, a intensidade da for¢a existente entre
mq e my, é dada por F = G.745, onde G = 6,67260.10"''Nm?K g2 é a constante de

gravitacdo. Assim, as componentes do vetor da forca de atragdo gravitacional que a

31
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k-ésima particula exerce sobre a j-€sima, onde, k # j é

— riy — I’j
Fi=G.mj.my.
! ! 17 = 7711

onde 7/3 e 7; sdo os vetores posi¢do de my € m; respectivamente.

Para o problema de dois corpos, inicialmente solucionado por Newton, temos
uma equacao que descreve o movimento de corpos celestes. Assim, vamos desenvolver
a equacao movimento para dois corpos. Considere dois corpos de massas mp, my com
coordenadas (x1,y;,z1) € (x2,y2,22) suas respectivas coordenadas num sistema inercial

de origem O = (0,0,0).

Assim, 0s vetores 7| = (x1,y1,21) € 75 = (x2,y2,22) sdo os vetores das posi¢cdes de

. <. 7 I S e A
mp e my relativos a origem O. Logo, ¥ = r; — r{, portanto, a distancia entre m; e my
serd dada por ri» = || 7||. De acordo a Lei da Gravitagio universal, as forgas que a

massa my exerce sobre m; e que m exerce sobre m; sdo dadas por

— -7
Fio =Gmpmy———
v
e
— -7
F21 == G.mz.ml 3
V)

Pela 2% lei de Newton, temos que F = m.7, onde 7 € a segunda derivada de 7 em relacdo
ao tempo, ou seja, 7 é a aceleracdo da massa m. Portanto,

- = - =
= =T 5 r—ri
mp.ry = G.ml.sz —r = G.sz =G.mj.

v V) )
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e
H=r =73 F
my.ry = G.my.mp 3 —mn =G0Gm 3 = _G'mlT'
"2 "2 "2
ry = G.mzé
. rlz . ~ » . ~
Logo, temos o sistema cuja solucdo é dado pela integracdo do
fé = —G.ml.%
"2

sistema formado por seis equagdes diferenciais de 2* ordem, pelo fato de 7} e r; te-
rem trés componentes. Podemos, ainda, subtrair a primeira equacao da segunda, logo,

Vecr) —ih = G.my .=+ G.my.-5-. Segue que
12 12

. 7 7
r—= —<GmlT + G.mQ.T),
"2 "2

onde 7 = i, — r] denota a posi¢ao relativa de m; em relagdo a m;.
Portanto, a solu¢@o do problema de dois corpos depende da solu¢do da equacio
diferencial de 2* ordem acima.
Tome agora trés corpos de massas my, my € m3. Vamos analisar a for¢a resultante
que atua em cada um dos trés corpos. Para o corpo de massa m, a forca resultante que
atua sobre ele, é dada por ﬁl = FTZ + 1513.

M5

M3

12 F13

Figura 4.1 Forcas que atuam em m;

Analogamente, as resultantes em m, e m3 sdo respectivamente ﬁz = F;l +FE3
e ﬁg, = ng + Fgl. Portanto, temos um sistema com as trés forgas
Fi =Fi»+ Fi3
F, = F) + F3
F5=F+F3
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Gm,mj(rj ;)

Da Lei da Gravitacao universal,sabemos que Fj= i= e pela 2* Lei de New-

l/
ton, tem-se F,~ = m;.r;. Usando-as no sistema anterior, temos

B P
my.r = Gmlmzﬁ—kalmgﬁ
my. I”z Gmomy W + szﬂ@W

Y

H—F3
ms. I’3 Gmsymy W -+ Gm3mzm

ou simplesmente

mimj.(Fj —7;) | mj.(rj —Ti)
mir; =G. —:r,-:G. —_
JZ’#I Tij Jzyéz Tij

onde 7; é denotado pela aceleragdo do i-ésimo corpo e r;; = ||/ — 7|| é a distancia entre
0 i-ésimo e 0 j-ésimo corpo.

Observe que a solugdo do sistema acima, depende da integracdo de nove equa-
coes diferenciais de 2* ordem, ou seja, um sistema de ordem dezoito.

Generalizando, quando tivermos n corpos, a forga resultante que os demais
corpos exercem sobre o 1-ésimo corpo é denotado por

mir, GmeJ ) :>r, GZ—mJ ri)
7 H3 7313
i#] i i#] Y

onde 7; é denotado pela aceleracdo do i-ésimo corpo e r;; = ||7; — 7i|| é a distancia
entre o i-€simo e o j-€simo corpo. Pelo fato de termos n corpos cujo seus respectivos

7; terem trés componentes, temos um total de 3N equacdes diferenciais de 2* ordem,

dando assim, um sistema de ordem 6.

4.2 Configuracoes Centrais

Considere n particulas de massas my,---,m, € 0s vetores ri,--- i, € R?, suas
respectivas posi¢coes. Uma configuracdo de um sistema formado pelos n corpos é o

vetor 7 = (7, -~ ,7) € R™,
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Definicdo 4.1. A dimensio de uma configuragio r, denotada por §(r), é o menor su-

bespaco afim de RY que contém os vetores 7}'s.

Configuragcdes com dimensdes 1,2 e 3 s@o respectivamente chamadas de colinear,
planar e espacial.

n
Definicio 4.2. Sejam ¢ = Mt Fln onde M = Y m;, o centro de massa do sistema
J M J

j=1

(7= 7)

composto por n corpos e i = Z — =
i£]j ” Tij H

€ a aceleracdo do i-ésimo corpo. Dizemos que os n corpos formam uma configuracio

, com m; numa escala que que torna G =1,

central se existir A € R ndo nulo, tal que o vetor aceleragdo de cada corpo satisfaz a
equagao
Zw—kl(ﬁ—c) =0,i=1,---,n
=z il
Em outras palavras, podemos dizer que o vetor aceleracdo de cada corpo €
proporcional ao seu vetor posi¢do relativo ao centro de massa do sistema, ou seja, existe

A tal que

MR g ) @.1)
L

Podemos ainda tomar A = lr‘—g e subsituir na equagdo (4.1). Assim, temos que
0

mj.(F;=7)  Xjiimj
)y 3 === (o)
i#] Tij "o
segue que
Z m;.(Fj — i) _ Yoo miri— Xl mr
3 3 -
i#] Tij "o

pondo os m;’s em evidéncia na segunda parcela da equag@o 4.2, temos que

0 (4.2)

g G g R “s)
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Fazendo §;; = "133 —ry 3 & colocando-o em evidéncia, tem-se
ij(rj—ri)S,-j =0 (4.4)
i#]j

Em um sistema composto por n corpos, as configuracdes centrais sao as condi-
coes iniciais no espaco das configuragdes que ddo origem as dnicas solugdes explicitas
conhecidas até hoje. Tais solu¢des sdo chamadas de solu¢des homogrdficas, isto é, as
configuracdes em cada instante sdo semelhantes a configuracdo inicial. De um modo
geral, as configuragdes centrais sdo invariantes modulo homotetias, rotacdes e transla-

coes.

4.2.1 Equacoes das configuracoes centrais

Considere a configuragdo r = (i1,--- ,7,) com 7; € R?. Em R temos no maximo
d vetores linearmente independente. A configuragdo r é composta pelos vetores 7; €
R, logo, podemos formar a configuracio r com no maximo n — 1 vetores (7; — )
linearmente independentes. Portanto, a dimensdo da configurag@o r satisfaz 0 < d(r) <
n— 1. Assim, supondo, sem perda de generalidade, que 7; € R"~!, podemos associar a

configuracdo r a uma matriz n X n

X:(l l )7
’/‘1 .o r}’l

onde a coluna i de X é formada pelo vetor 7; acrescido do nimero 1. Como o
posto de X nos dd o nimero maximo de colunas linearmente independentes, assim,
posto(X) = n. Por outro lado, k vetores linearmente independentes geram um espago

afim de dimensao k — 1, portanto,
o(r) = posto(X)—1

Se 6(r) <n—2, entdo posto(X)—1<n—2 = posto(X) <n—1, ou seja, os
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vetores das colunas de X sdo linearmente dependentes. Logo, existe um vetor ndao nulo

A= (AL, ,A,), tal que

| | A
(ha ) -e
1 n An
ou seja,
AM+--+A,=0
ri A1+ +r. Ay =0
, isto €,

iAkIO e iAkaZO
k=1 k=1

Se tomarmos exatamente 8 (r) = n — 2, podemos, sem perda de generalidade,
assumir que 7; € R"~2, neste caso, consideraremos a matriz X do tipo (n—1) x n e
construiremos a matriz Z do tipo n X n, acrescentando uma linha de zeros abaixo da

dltima linha de X. Assim, temos

r -1
z=|a - @
0O -~ 0

onde consideraremos os 7; € R"~! com a dltima coordenada nula.
Sejary = (1, , 7%, ,n) uma configuracio dos n — 1 corpos obtida da con-
figuracdo r desconsiderando o vetor 7. Neste caso, montaremos a matriz do tipo (n —

1) x (n—1) associada a configuragéo 7y :

~ 1 1 -+ 1 1 - 1
X: — — — — .
g (rl s Tk—1 Tkl e rn)

Observe que a matriz X\k € obtida retirando-se a k-ésima coluna da matriz X. Portanto,
a menos da mudanga de sinal, as quantidades Ay = (—1)¥71|X,|, onde |X]| ¢ o deter-

minante da matriz X , sdo os cofatores das entradas nulas da ultima linha da matriz Z.
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Tome agora a matriz Yy, onde serd obtida acrescentando uma linha de lementos unitérios

abaixo da dltima linha da matriz X .

1 1
1 I'ln
Yo = :
Fn—2)1 F(n—2)n
1 1

1 1
i F'n
Y = : hk=1,2--- . n—2
F(n—2)1 F(n—2)n
Tkl Tkn
Observe que |Y;| =0,k =0,1,---,n—2, pois, ¥, possui duas linhas iguais. Usando os

cofatores em relacdo a ultima linha da matriz Y; afim de calcular cada determinante para
k=0,1,--- ;n—2, temos que

1A/ +1.A+---4+1.A,=0
Ay +ri2dy+- -+ r1pAy =0

Fn—2)181+ (2282 + -+ 1 (n—2),An =0

Sendo assim, obtemos que A = (A, ,A,) pertence ao nicleo de X. Ainda, podemos
observar geometricamente que |)?k| nos da o volume orientado do paralelepidedo varrido
pelos 7y, logo, Ay = (—l)k+1 |)?k] serd, a menos de uma mudanga de sinal, os volumes
destes paralelepipedos.
Para o caso planar, isto é, em que temos 6(r) = 2 e consequentemente n = 4,
temos que 7; € R?, logo, as matrizes X sdo do tipo 3 x 4 :
I 1 1 1

X=| r1 ri2 rn3 ru
1 TR 13 14
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Observe que a0 montarmos a matriz Z a partir de X, com as entradas da ultima linha

todas nulas, temos

1 1 1 1
z— | ™ T2 N3 T
21 T2 123 T4

0 0 0 O

Entdo, a matriz X} serd uma matriz do tipo 3 x 3, onde as todas as entradas da primeira

linha sdo 1. Por exemplo,
I 1 1

Xo=| ri1 rnsz ru
1 13 14

Observe que geometricamente, |X,| corresponde ao dobro da area de um tridngulo
formado pelos pontos r; = (r11,721),r3 = (r13,7r23) € r4 = (r14,r24). Portanto, para o
caso planar, temos que os Ay = (—1)*!|X;| sdo, a menos de uma constante, as 4reas

dos tridngulos formados pelos pontos r;,i # k.

Defini¢dio 4.3. Sejas;; = ||r; — r;||>. Uma configuragdo de Dziobek € uma configuragdo

(ry,---,ry) tal que existe um vetor ndo nulo A € R" satisfazendo as equagdes
n n
Y A=0 e Y Are=0 (4.5)
k=1 k=1

e para algum v € R e para algum y € R

572 =y H VAL, (4.6)

Teorema 4.1. Seja s;; = ||7; — 7;||> e A; varidveis das configurages centrais, entdo a

relagdo entre s;j € A; €

n n
Z Aisiy = Z A;s;, para qualquer k e | 4.7
i=1 i=1

Demonstraciio 4.1. Temos que s;; = ||7; — 7|2, logo

sij=(ri—rj,ri—ry) = |lril> =20, r)) + |17 |1P = |rll* = 2rrj + 51> (4.8)
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n n n
Portanto, ZAlSlJ = Z(Hri||2—2r,-rj+ ||I’j||2)Ai — ZA,’SU = Z ||r,~||2Ai—2rj ZriAi—i—
=1 i=1 i=1 i=1 i=1

”’JszA

n n
Pelas equagodes (4.5), tem-se ZA,-si = Z ||r,-||2A,~, logo, nao depende do par-
i=1 i=1
ticular valor j. B

Lema 4.1. Se a configuracao tiver dimensio n — 2 entao, a menos de multiplos, existe

um tinico vetor A € R" satisfazendo as equagdes (4.5).

Demonstracio 4.2. De fato, seja & € R" tal que Z Ei=0e Z ¢jrj=0. A dimensdo da
configuracdo é n — 2 se, e somente se para cada 1 < i < n existe um k tal que os vetores
n—2 vetores {r; —r;} j+i x sdo linearmente independentes. Assim, pelas equagdes (4.5)
temos que Ay (ry —ri)+ -+ A(ri—ri)+- -+ Au(rn—r)) =0 =

Ar(re—ri) ==Y Aj(r (4.9)
J#k

Analogamente,

Elre—ri) ==Y &(rj—r). (4.10)
J#k

Multiplicando (4.9) por & e (4.10) por A; e considerando a independéncia linear
entre os vetores, temos que §A; = A& Vj # k,i. Chamando p = %, temos que

Aj:ugj A 1§j§n.l

Proposicao 4.2.1. Sejam n corpos de massas m; #0 e M =my +---+m, # 0. En-
tdo, toda configuracdo central de dimensdo exatamente n — 2 é uma configuracdo de

Dziobek.

Demonstracao 4.3. Pelo lema (4.1), a menos de multiplos, existe um tinico A € R" que
satistaz as equacoes (4.5). Para qualquer i, a tnica relacdo linear com coeficientes nao

todos nulos entre r, — r;, com 1 <k<né

n
Z (re —ri) =0.
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Mas, pela equacao (4.4) temos kaS,-k(rk —r;) =0, onde S, = r;f — Ai/[ Assim, para
ki
algum p; € R, mSy = WiA,. Por simetria, m;Sy = WeA;. Logo, % = ”}’1‘1—?", fazendo

dy = ﬁl—i, temos U;d, = W d; para todo i. Portanto, a matriz2 X n

“1 ce Nn
di - d, |’
tem o determinante de qualquer uma de suas submatrizes 2 X 2 nulo. Segue que existe

u € R tal que y; = ud;. Assim, substituindo o valor de [; em my Sy, = WAy, tem-se
mSik = Udidy = Sy = Ivldi,%i = ud;d;, i

4.3 Configuracoes centrais simétricas com 4 corpos de massas
iguais

Um dos problemas mateméticos do século XXI é uma questao levantada por Wint-
ner para as configuracoes centrais planares que diz: para um dado conjunto de n massas
positivas, o nimero de configuragdes centrais planares ndo equivalentes (médulo rota-
coes, translacdes e dilatacdes) € finito?

Para o caso de n = 3, hd somente 5 classes de equivaléncia de configuracdes
centrais planares, sendo 3 de Euler e 2 de Lagrange. Mais recentemente, Hampton e
Moeckel mostraram afirmativamente no artigo [8] que para n = 4 temos que 0 ndmero
de configuragdes centrais planares ndo equivalentes esta entre 32 e 8472. A questdo
para n > 4 ainda estd aberta.

Nesta secdo, estamos interessados em mostrar as configuracdes centrais simé-
tricas planar ndo equivalentes para n = 4 quando todas as massas destes corpos sao
iguais. Neste caso especifico do problema para quatro corpos, vamos encontrar as dis-
tancias mutuas dos corpos e mostrar a partir destas distancias fixadas, que existem trés

familias de configuracdes. Para o éxito dessa pesquisa, aplicaremos as equagdes (4.5),
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(4.6) e (4.7) para 4 corpos quando as massas sdo iguais. Por fim, encontraremos um
sistema de equagdes cujas incdgnitas sdo provenientes das distancias mutuas entre esses
corpos. Entdo, com o auxilio do software MAPLE, usaremos a resultante desses po-
lindmios para resolver o sistema, encontrando assim, as trés familias das configuragdes
centrais para o problema de 4 corpos com massas iguais.

Albouy provou em [1], que uma configuragdo central planar de quatro corpos de
massas iguais possui um eixo de simetria que passa por dois destes corpos. Exempli-
ficamos, na figura a seguir, um eixo de simetria nas massas mj € mp, que implicard na
igualdade Az = A4, onde A3 e A4 sdo as dreas orintadas do tridngulos (124) e (123)

respectivamente. Denotaremos

a=s12, f=s3, b=s13=s14, d=s53=>s5%.

_~"Eixo de

Ja simetria
d mo
m,
Vb Vd
VIN™ & s

Figura 4.2 FEixo de simetria passando por m; e my

n
Assim, usando o fato que Z Ay =0, temos A; +Ay + Az + A4 =0, mas, pela simetria
k=1
da configuracdo temos Az = Ay, logo,

A1+ Ay +2A3 =0.

Fazendo A =1etomet=A,+Az,segueque Ay =t —1,Aj=—t—1leA3=1.
Trocando os A, pelo pardmetrot, segue que Ay = —t—1, Ary=t—1 e A3=

1. Na equacdo (4.7), tomando k = 1 e [ = 2 temos

Ars11+Axso1 + Azs3y + Agsar = Arsio +Axsoo + Azszp + Agsay.
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Usando os valores fixados para os s;; € o pardmetro 7 dos A;, tem-se

(t—1)a+b+b=(-t—1)a+d+d=ta—a+2b=—ta—a+2d,

log,
2b=—ta—ta—a-+a+2d —

b=—ta+d (4.11)

Analogamente, para k =1 e / = 3 temos
Ars11+Axso1 +Azszy + Agsar = Ars13 + Apsaz + Azszz + Ags43,

assim, (t —1)a+b+b=(—t—1)b+(t—1)d+ f=ta—a+2b=—tbh—b+td—d+
f=3b+th=a—ta+td—d+ f—=

b(t+3)=a(l—1t)+d(it—1)+f,

segue que

b(t+3) = (a—d)(t—1)+f. (4.12)

Substituindo a equ¢do (4.11) na equagdo (4.12) tem-se (—ta+d)(t+3) =a(l —1) +
dt —1)+f= —t?a—3ta+td+3d =a—ta+td—d+ f = 4d = t*a+2ta+a+
f=

4d = f+(1+1)%a. (4.13)

Veja que na equacgdo (4.11) podemos identificar que d = b + ta e o substituindo em
(4.12), tem-se
b(t+3)=a(l—t)+(b+ta)(t— 1)+ f=
bt+3b=a—at+th—b+r*a—ta+ f = 4b=a(1 —2t+1*) +f,

portanto,

4b = f+(1—1)%a. (4.14)
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Vamos agora substituir os valores fixados para os s;; € 0os A; na equagdo (4.6).

Assim, temos

a3 =y4+v(1—1?)

b3 =y—v(l+1)

d32=y—v(1—1)
f32 = Y+vVv

Escolhendo uma homotetia adequada podemos tomar a = 1. Fazendo a mu-
danca de varidvel f = z?, vamos expressar ¥ ¢ v usando a primeira e a tltima equg¢io do

sistema acima. Logo,

Y

l=7y+v(l—1?)
3= Y+vVv
subtraindo a primeira equacio da segunda equagio temos z > — 1 = v — v(l —1?) =

-3 .
o l=vl =y =" t{l. Substituindo o valor encontrado para v na segunda equa-

cao do sistema acima, tem-se 3= Y+ 17:2*1 = 7= 73— -1 == 7= 2_3(1 —
)+ 5.
Assim, temos
-3
z 7 —1 _3 1 1
V= P e Y=z (1—13)—‘-13 (415)

Lema 4.2. Sejam os polinémios P(z,t) = zt*b=3/% e Q(z,t) = 4b. Entio, tem-se
[P(z,1)][Q(z,1)] = 642°1*.

Demonstracio 4.4. De fato, pois P2Q> = [212b~3/?)2.(4b)? = P2Q3 = %r*h364b> —

P20 = 6475 1

Os polindmios P(z,7) = z312b3/2 e Q(z,1) = 4b ainda podem ser escritos de
forma exapandida, para isso usaremos as equacdes b>/2 =y—v(1+1)edb= f+ (1 —
1)? juntamente com as equagdes (4.15).

Como P(z,1) = 231*b~3/2, segue que

_ 1 1 z73-1
P(z,t):z3t2{z3(1_t_2)+ﬁ— 2 (I+1)],
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logo,
Piz,)=(t=2)t+1)+Q2+07 (4.16)

e e usando a euqagdo (4.14), temos
Q(z,t) =4b =22+ (1—1)% 4.17)

Proposi¢io 4.3.1. Seja o polinémio R(z,t) = [P(z,1)]*[Q(z,1)]® — 64z°*. Se z et sdo
provenientes de uma configuragdo central simétrica com quatro massas iguais, entao

R(z,t) =0eR(z,—1) =0.

Demonstracdo 4.5. O fato de R(z,t) = 0 se dd pelo lema 4.2.. Para mostrar que
R(z,—t) = 0, observe que P*>Q® é par em t, portanto o polindmio R(z,t) é par em t,

logo, R(z,—t) = 0. O

Proposicao 4.3.2. Sendot # 0 proveniente de uma configuragio central simétrica com

quatro massas iguais, toda solugdo (z,t) do sistema

(1) { R(z,t) —R(z,—t) =

é também solugdo do sistema

(S7) { Ri(z,t) = Zlf[R(z,t) —R(z, —t)} _

Demonstracio 4.6. Tome o par (z1,t1), com t; # 0, proveniente de uma configuragdo
central. Sendo (z1,t1) solugdo do sistema S|, temos as duas equagdes sendo satisfei-
tas por (z1,t1). Logo, temos R(z1,t;) = R(z1,—t1) na primeira equagdo e R(z;,t;) =
—R(z1,—t1) na segunda equagdo de S,. Portanto, R(z1,t1) =0 e R(zy,—1;) = 0. Substi-
tuindo (z1,t;) no sistema S, temos

Ri(z1,1) = %[R(thl) —R(z1,—11)] =0
(52) { Rp(Zlytl) :2% .
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Usando o resultado encontrado em Sy, segue que
Ri(z1,11) = 5-(0-0) R
(529 & 1 Ry(z1,11) =0"
p(z1,11) = 5(0+0) p(z1,t) =
satistazendo as equgoes de 5.

Portanto, (z1,t) também satisfaz o sistema S,. B

Vamos agora calcular explicitamente os polindmios R; € R;,. Para isso, vamos
substituir os polindmios (4.16) e (4.17) no sistema (S,) e usando u = 12, escreveremos
R; e R}, nas incognitas u e z. Entdo, com o auxilio do MAPLE, obtemos

R; = 47" 4+ 6uz'® — 12719 + 2uz® — 82° + 12uz® — 3628 + 6u?z’ — 30uz’ + 2477 —
2378 4+ 16127 — 28uz® — 162° + 6137 — 12uP7> — 66uz’ + 7222 — 12u?z* + 24uz* —
127% 4+ 2u* 2% + 10023 — 826223 + 30uz® + 407> — 18122 4 54uz? — 3627 — 8u* —28u> +
60u* — 4u —20
e
R, = uz'? + 472 + 31?219 — 9uz'0 + 12719 + 2uz® — 82° + 3B — 18u?2® + 27ud +
1228 — 61?7 +30uz” — 2477 +u*z8 — 5u37° — 68u?z8 + 34uz® + 8% — 181> + 84?7’ —
42uz° —242° + 317 + 6uPz* —21uzt + 1224 — 10u* 2% 4+ 300> 2 + 58u% 2> — T0uz® — 82> +
3utz? + 337 — 631’ + 15uz® + 1222+ + 24u* — 10u® — 52u% + 33u+ 4.

Reescrevendo R; e R, como polindmio de R[z|[u], tem-se

Ri(z,u) = 2(2> — 4)u* —2(z° — 372> — 5% + 922 + 14)u’ + 2377 +82° — 627 — 6% —
M2 +30)u +2(22 —1)(B37" + 28 + 620 — 1274 — 1323 =272 +2)u +4(22 - 5)(z° —
12(2+1)2
e
Ry(z,u) =1 + (25— 1023+ 322+ 24)u* + (328 — 50— 182 +3z* +302° +3322 - 10)u’ +
(3710 — 1828 — 677 — 6828 + 842> 4 67* 45873 — 637 — 52)u? + (2 — 1) (2 + 1) (2’ —
1027 +32* 4+ 3723 + 1822 = 33)u+4(z> — 1)2(22 +1)%.

O sistema §,, formado pelas equacdes R; = 0 e R, = 0, tem solucdo se exis-

tirem fatores irredutiveis em comum, ou seja, mdc(R,-,Rp) =# 1. Pelo teorema (2.1),
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isso é possivel se a resultante R(z) em u entre os dois polindmios for nula. Assim,
usando a resultante através do MAPLE, obtemos R(z) = —2621447%° 417039360 7% —
865075202%5 4 629145602%* — 60135833623

43427270656 7% — 1924399104 25! 4-9718726656 7% — 54816669696 7°°
4106663772168 —99918558265344 z*4 9523795853312 7% — 110710377676800 74
— 78600470528 2°7 + 4708800921602°° + 1811137167362 4299619319808 z>*

— 2284076924928 773 — 3318813818880 — 183731486722 4-49152833617927°°
+25253206818816 7% — 43541877227527* + 9560789876736 27
—7080798455857152 73! +3432348744941568 73> — 3554265579651072 733
+3622825283026944 734 + 277242727366656 2+ + 65796447928320 7*2
+291317686468608 z*! —240939950407680 70 — 505508763009024 3
—265795803807744 738 — 834458401112064 737 + 1693408326320128 73

— 811242429087744 735 — 842153550151680z!7 + 5159932262350848 70

— 63893433758515202%° 4 8625828787126272 7% — 5387570335973376 2%’
+7383841309458432 720 — 6947779566108672 2% + 4098364037922816 724

— 5645280902381568 723 + 3640357472698368 722 — 2267402411704320 72!
+281868137083699272 — 11334386303631367'° +8952631693148167'8
+1597467996979207'° — 2347442071142407" + 114934107340800 !4
+31345665638400z'2 = 0

Agora, escrevendo R(z) na forma fatorada, obtemos
R(z) = —262144z'2 (3 — 1)4 (22-3) (22 +1)3 (7 —612*+3367 —2407%2 +2052 3 —
121207%0 4 84002%° — 30456 228
+ 175113777 — 88548720 424104075 — 136438522 +338994 723 — 1081984 72
+ 624150672 + 642162720 +2319507 7' — 15790278 718 — 122873767!7
+ 138690970 4 1121299273 + 55894536 7% — 19889496713 + 53738964 7!2
— 128353329711 44215308710 — 172452240 2° + 160917273 28 — 42764598 77
+2176152487° — 115440795 27 4 17124210z* — 139060395 2> + 39858075 22
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+39858075) = 0.

Analisaremos as raizes reais de cada fator de R(z). Descartaremos o fator com
z>+1, pois se 72+ 1 = 0 = z = +i. Como chamamos f = z?, terfamos que /f = =i,
mas as distancias sao numeros reais positivos, logo estes caso nao € possivel para o

nosso problema. Vamos verificar as raizes de cada fator nos seguintes casos:

1. Em —262144Z'2, tem-se z = 0 como solucio de R(z). Vamos, agora substituir
z=0em Ri(z,u) =2(z* —4)u* —2(z0 — 327 — 52 + 922 + 14)u® +2(377 +82° —
67> — 67% —412° +30)u® +2(z> — 1)(3z7 + 20 +62° — 127* — 1327 — 2722 +2)u +
422 =5)( = 1)*(+1)>=0
€
Ry(z,u) =1 + (25— 1023 432> +24)u* + (3% — 55 — 182° +32* + 30> + 332> -
10)u® + (3210 — 1828 — 677 — 682° + 847> + 67* + 5823 — 63722 — 52)u® + (2° —
D(z2+1)(z7 —102° + 324+ 3723 + 1822 = 33)u+4(z* — 1) (2 + 1) =0.

Usando o MAPLE, ao substituirmos z = 0 nos polindmios acima, encontra-

mos sistema em u

(4.18)

—20 — 4u+60u? —28u® —8u* =0
4433u—52u* — 10 +24u* + > =0

Vemos que u = 1 € solug@o do sistema anterior. Por outro lado, tomamos
u =12, segue que r = 1. Vamos agora encontrar as distancias /f,vVb e Vd.
Nas equacdes (4.14) e (4.13) temos que 4b = f+ (1 —1t)?ae 4d = f+ (1 +1)%a,
como f = z> e tomamos a = 1, segue que 4b = 02 + (1 — 1)%.1 e 4d = 0> +
(141)%.1,1logo, \/f = Vb =0,vd = 1,\/a = 1, impossibilitando a formacio da

configuracdo com as quatro massas com um eixo de simetria em mj € m;.

2. No fator que tem z> — 1, a soluco é um quadrado. De fato, pois temos z = 1

como solugio de R(z), assim, vamos substituir z = 1 em R;(z,u) = 2(z> —4)u* —

2(z0 =32 =522 +922 +14)u> +2(377 +82° — 62° — 67 —412° +30)u? 4+-2(2° —
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(37" 4+ 28+ 627 —122* — 1323 =272 +2)u+4(z2 = 5)(> = 1)?(z> +1)> =0

€

Ry(z,u) = + (2% — 1023+ 32> +24)u* + (3% — 5% — 182> +37* +307° +332% —
10)u® + (321 — 182% — 627 — 682° + 842> + 62* + 582 — 6327 — 52)u? + (2 —
1)(241)(z7 = 1025 +32* + 3723 + 1822 = 33)u+4(z2 — 1)2(2 +1)3 = 0.

Com o auxilio do MAPLE, chegamos aos sistema a seguir. Portanto, temos

agora que resolver o sistema em u

{ —24u? — 32 —6u* =0

56t 36w +18ut +ud =0 4.19)

Portanto, vemos que u = 0 é solucio do sistema acima. Como u = ¢>, temos que
t = 0. Analogamente ao caso anterior, as equagdes (4.14) e (4.13) nos mostram
que 4b = f+ (1 —t)%a e 4d = f + (1 +1)%a. Como f = 7> e tomamos a = 1,
segue que 4b = 124 (1 —0)2.1 e 4d = 1> + (1 +0)%.1, logo, Vb = Vd = @ e
Vi=va=1

Assim, usamos o GeoGebra para mostrar que a Gnica forma de preservar as

distancias citadas, € um quadrado de diagonais iguais a 1.

2
ms Vd = g

RRUZ]

7
ol

1

oI%

.
y
;
Aa=1
/
7
,

\/E _ Q my
2

Figura 4.3 Configuragdo formada com z =1

3. No fator z2 — 3, temos um tridngulo equildtero como solugio. De fato, pois z =

+3 ¢ solugdo de R(z) e pelo fato de z ser uma distincia entre as massas, vamos
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admitir apenas a solucdo positivas para z. Portanto, vamos substituir z = v/3 no
sistema envolvendo R;(z,u) e R,(z,u) a fim de calcularmos o valor de u, logo,
o sistema formado por R;(z,u) =0 e R,(z,u) = 0, ao substituir z = V3, com o

auxilio de MAPLE, formamos o novo sistema

EYI BTSSP S
{ 24u” —32u° —6u* =0 4.20)

—56u* +36u3 + 18u* +uw’ =0 -

Portanto, vemos que u = 4 € solu¢do do sistema acima. Por outro lado, tomamos

U= t2, logo, t = 2.

As equacdes (4.14) e (4.13) nos mostram que 4b = f+ (1 —t)?a e 4d =
f+(1+1)?a. Como f = 7> e tomamos a = 1, segue que 4b = V34 (1-2)%.1
e 4d = \/§2+(1 —|—2)2.17 logo, Vb = Va=1le Vd = VF = /3, formando um

tridngulo equilétero de lado v/3 com m localizado no seu baricentro.

'
\Eixo de simetria

Figura 4.4 Configuracio formada com z = /3

4. No ultimo fator, de grau 37, usando o Maple, encontramos trés raizes reais, que

seus valores aproximados sdo

71 =—1,414231784, Z» = 1,046899386 e z3 = 1,714000326.

Excluimos z;, por ser negativo, e vamos substituir z = 1,046899386 ¢ z3 =

1,714000326 no sistema formado pelas equacdes R;(z,u) = 2(z> — 4)u* — 2(z8 —
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37 — 5224922+ 14)u +2(37" +8z8 — 627 — 62 — 4173 +30)u® +2(z> — 1) (377 +
P46 —1274 — 1322 =272 +2)u+4(> - 5) (> — 1)*(2+1)2 =0

€

Ry(z,u) = 1”4 (2% — 1023+ 32> +24)u* + (328 — 55 — 182 +32* +307° +332% —
10)u + (32'0 — 1828 — 627 — 6820 + 842° + 6z* 4 582° — 6372 — 52)u” + (2° —
)22 +1)(z27 —102° +32* + 3723 + 1822 = 33)u +4(z> — 1)2(2 +1)* = 0. As-
sim, usando o MAPLE, ao substituirmos Z, = 1,046899386 no sistema acima,

encontramos

—1,49055 — 12,949403u — 5,7052000u* — 31,341732u> — 34,257873u* = 0
0,80025 + 6,669674u — 60,67890u? +39,303808u> + 17,130521u* +u’ =0 °

Porém, vericamos que u = —4, 1846643 satisfaz o sistema acima, mas, como
tomamos u = %, tem-se que ¢ = \/—4, 1846643 ndo é um ndmero real. Por
este motivo, descartamos z;. Nos resta apenas verificar a existéncia de so-
lugcdes para z3 = 1,714000326. Substituindo, zz = 1,714000326 no sistema que

tem R;(z,u) = 0 e R,(z,u) = 0, encontramos um novo sistema em u

—2082,8982 — 15,00869u + 2,07077u* +7,52093u> +32,44891u> = 0
3977,3150 4 2027,8032u — 1319,8305u> +94,31682u> +7,8146u* +u®> =0

Também verificamos no MAPLE que u = 4,4721629 € solu¢do do sistema

acima. Como tomamos u = 12, entdo t = /4,47216296 =t = 2,11474891.

As equacdes (4.14) e (4.13) nos mostram que 4b = f+ (1 —t)?a e 4d =
f+(1+1)%a. Como f = 7% e tomamos a = 1, segue que 4b = 1,7140003262 +
(1—2,11474891)%.1 e 4d = 1,714000326% + (1 +2,11474891)2.1, logo, b =
1,04511556 e d = 3,15986447. Portanto, as distancias entre 0s corpos sao apro-

ximadamente
Va=1 Vb =1,02230893
VI =1,71400032 /d =1,777600764
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Assim, tendo as distancias entre os corpos fixadas, usamos o Geogebra para

construir a Unica figura que preserva as distincias fixadas anteriormente.

Eixo de simetria

_:_.______
s
[\

Figura 4.5 Configuragido formada com z = 1,7140032

Observe que este fator nos d4 uma solu¢do ndo-trivial, onde se tem uma

configuracio central planar com um tnico eixo de simetria.



CAPITULO 5

Conclusao

Na presente dissertacdo, retratamos uma técnica para resolucao de sistemas poli-
nomiais, chamada de resultante. A elegdncia matemadtica e a grandeza de sua aplicabi-
lidade foram os grandes motivadores desta pesquisa. Pelas aplicagdes atribuidas aqui
as resultantes, neste trabalho abordamos apenas a resultante de dois polindmios a uma

variavel.

O que propomos como objetivo principal nesta dissertacao era inicialmente ve-
rificar quais as condi¢des para que dois polindmios a uma varidvel tenham componen-
tes irredutiveis em comum. Mas, com o aprofundar do tema, fomos percebendo quio
grande € o poder desta ferramenta matematica chamada de resultante. Assim, percebe-
mos que tdo importante como mostrar a resultante na solucao de um sistema de duas
equacgdes polinomiais, seria também mostrar seu poder de aplicagdo. Assim, nossos

objetivos foram ampliados e saimos da abstracdo da solucao de sistemas polinomiais.

De fato, nossos objetivos foram alcancados, pois inicialmente desenvolvemos
as ferramentas necessdrias para um entendimeto satisfatério das resultantes de dois po-
lindmios a uma varidvel e em seguida mostramos a importancia da resultante no célculo
dos discriminantes algébricos e por fim, no dltimo capitulo, usamos a resultante na re-
solucdo de um sistema polinomial do qual nos possibilitou encontrar as configuragoes
centrais de quatro corpos de massas iguais, um caso especifico do problema de n corpos

da Mecancia Celeste.
A realizacdo deste trabalho foi de grande importancia, pois além de ter pro-

porcionado um contato maior com segmentos da matematica muito interessantes como

53
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Geometria Algébrica e Mecanica Celeste, mostramos, com o auxilio da resultante, que
existem exatamente trés classes de configuragdes centrais simétricas planar para 4 cor-
pos de massas iguais: um quadrado, um tridngulo equildtero com uma massa no seu
baricentro, e um quadrilatero convexo. Assim, deixando-nos estimulados a fazer futu-

ras pesquisas sobre configuracOes centrais para 5 € 6 corpos de massas iguais.
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