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RESUMO

Euclides escreveu uma obra em 13 volumes chamada de Elementos onde sistematizava todo
o conhecimento matematico do seu tempo. Nesta obra, foram apresentados os 5 postulados
da Geometria Euclidiana. Durante varios anos, o 5° Postulado foi muito questionado, desses
questionamentos descobriu-se a existéncia de varias outras Geometrias possiveis, entre elas
a Geometria Hiperbodlica. Beltrimi provou que a Geometria Hiperbdlica é consistente se a
Geometria Euclidiana ¢é consistente. Hilbert mostrou que a Geometria Euclidiana é consistente
se a Aritmética é consistente e apresentou um sistema axiomatico que preencheu as lacunas
do sistema axiomatico de Euclides. Poincaré criou um Modelo, chamado de Disco de Poincaré,
para representar o plano da Geometria Hiperbdlica. O objetivo deste trabalho é mostrar que
o Modelo de Disco de poincaré é consistente, tomando como referéncia os Axiomas de Hilbert,
substituindo apenas os Axiomas das Paralelas para "Por um ponto fora de uma reta passam

duas retas paralelas a reta dada', através de construgoes da Geometria Euclidiana.

Palavras-chaves: Poincaré, Disco de Poincaré, geometria hiperbélica, Hilbert, plano hiper-

bélico, inversao.






ABSTRACT

Euclid wrote a book in 13 volumes called Elements where systematized all the mathematical
knowledge of his time. In this work, the 5 postulates of Euclidean geometry were presented.
For several years, the 5th Postulate was frequently asked, this inquiries it was discovered
that there are several other possible geometries, including hyperbolic geometry. Beltrimi
proved that hyperbolic geometry is consistent if Euclidean geometry is consistent. Hilbert
showed that Euclidean geometry is consistent if the arithmetic is consistent and presented
an axiomatic system that capped the gaps in Euclid’s axiomatic system. Poincaré created a
model, called the Poincaré disk, to represent the plan of hyperbolic geometry. The objective of
this work is to show that the Poincaré disk model is consistent with reference Axioms Hilbert,
replacing only the Axioms of Parallel to "On a point outside a line passes through the two

parallel straight lines given", by constructions of Euclidean geometry.

Key-words: Poincaré, disc Poincaré, hyperbolic geometry, Hilbert, hyperbolic plane, inver-

sion.
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INTRODUCAO

Durante muitos séculos, achava-se que a Geometria Euclidiana era inquestionavel
e unica possivel. Esse entendimento retardou muito a descoberta da existéncia de outras
Geometrias tao consistentes quanto a Geometria Euclidiana. Porém, Euclides contribuiu
bastante ao escrever o 5° Postulado de forma complexa e de dificil compreensao, pois foi a
partir das tentativas de provar que o 5* Postulado poderia ser demonstrado através dos quatro
primeiros, que se chegou na existéncia de Geometrias tao consistentes quanto a Geometria

Euclidiana, chamadas de Geometrias Nao-Euclidianas.

A Geometria Hiperbdlica, que é uma Geometria Nao-Euclidiana, foi descobeta, quase
que simultaneamente, por Janio Bolyai, Gauss e Lobachevsky. A Geometria Hiperbdlica
também é conhecida como Geometria de Lobachevsky, pois, Lobachevsky foi o primeiro a
publicar suas descobertas, enfrentando toda resisténcia que a comunidade cientifica tinha em

aceitar a existéncia de outras geometrias.

Os matematicos Beltrami, Klein e Poincaré criram modelos para representar o plano
da Geometria Hiperbolica, porém, apresentaremos apenas o Modelo de Disco de Poincaré.
Tomaremos como referéncia os Axiomas de Hilbert, substituindo o Axioma das Paralelas por
"Por um ponto fora de uma reta, passam duas retas paralelas a reta dada', e utilizaremos
construgoes no plano Euclidiano, pois, Beltrami mostrou que a Geometria Hiperbdlica é

consistente se a Geometria FEuclidiana é consistente.

Este trabalho esta dividido em trés partes, a primeira parte, com o titulo ALGUNS
FATOS HISTORICOS DAS GEOMETRIAS, visa relatar os resultados de alguns mateméticos
que vao desde os questionamento da independéncia do 5° Postulado de Euclides, passando
pelas tentativas fracassadas de provar a dependéncia do 5° Postulado, a apresentacao do
sistema axiomatico de Hilbert, que veio preencher lacunas do sistema axiomatico de euclides,
a descoberta da existéncia da Geometria Hiperbdlica e, posteriomente, a criacdo do Modelo

de Disco de Poincaré.

A segunda parte tem o titulo INVERSAO, abordaremos o contetido de razao cruzada
e razao circular, necessarios para fazer estudos sobre a distancia de Poincaré, e Inversao
em relacao a circunferéncia, necessario para realizarmos construcoes no Modelo de Disco de

Poincaré.

A terceira e tltima parte deste trabalho tem o titulo CONSISTENCIA DO MODELO
DE DISCO DE POINCARE onde faremos todas as demonstracdes, no plano Euclidiano, da
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consisténcia do modelo de Disco de Poincaré.



Parte |

ALGUNS FATOS HISTORICO DAS
GEOMETRIAS



1 ALGUNS FATOS HISTORICOS DAS GEO-
METRIAS

Faremos aqui um breve resgate de alguns fatos da Histéria da Matematica desde a
criacdo da obra de Euclides, Elementos, até o Modelo de Disco de Poincaré para Geometria
Hiperbdlica. Nao faremos estudos aprofundados dos fatos histéricos, havendo, assim, omissoes.
O objetivo é apresentar fatos relevantes que levaram a descoberta da existéncia de outras
Geometrias, além daquela sistematizada por Euclides, a partir da obra de Euclides que
apresenta um sistema axiomatico para Geometria da época, e mostrar um novo sistema
Axiomatico apresentado por Hilbert que pdde ser utilizado, fazendo pequenas modificagoes

em axiomas ou algumas exclusoes, em diversas Geometrias.

1.1 0O 5°POSTULADO DA GEOMETRIA EUCLIDIANA

Por volta do ano 300 a.C., ao ser convidado para ser professor no Museu de Alexandria,
Euclides organizou uma obra, em 13 livros, chamada de Elementos que englobava todo o
conhecimento matematico da época. Assim, Euclides estabelecu o plano de ensino mais
duradouro que se conhece, chegando até os dias de hoje. Nos FElementos, Euclides estabelece

um sistema axiomatico com cinco nogoes comuns e cinco postulados.
NOCOES COMUNS
1. Coisas iguais a uma mesma coisa sao também iguais.
2. Se iguais sao adicionados a iguais, entao, os totais também sao iguais.
3. Se iguais sao subtraidas a iguais, entao, as diferencas também sao iguais.
4. Coisas que coincidem umas com as outras sao iguais.

5. O todo é maior que qualquer uma de suas partes.
POSTULADOS

1. Pode-se tracar uma reta ligando quaisquer dois pontos.

2. Pode-se continuar qualquer reta finita continuamente em uma reta.
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3. Pode-se tracar um circulo em qualquer centro e qualquer raio.
4. Todos os angulos retos sao iguais.

5. Se uma reta ao cortar duas outras, forma angulos internos, no mesmo lado, cuja soma é
menor do que dois angulos retos, entao as duas retas, se continuadas, encontrar-se-ao

no lado onde estao os angulos cuja soma é menor do que dois angulos retos.

Embora nunca se tenha provado sua consisténcia (nem inconsisténcia), com estas "leis",
foi construido o mais duradouro modelo para o espaco fisico, que é chamado de Geometria

Euclidiana.

O sistema axiomatico estabelecido por Euclides nao deixa clara a distin¢ido entre os
grupos, todavia, verificamos que as "Noc¢oes Comuns'sao hipoteses aceitas em todas as ciéncias

enquanto que os "Postulados'sao hipdteses exclusivas da Geometria.

Os quatro primeiros postulados sao validados de forma empirica. Porém, o 5° Postulado,
por nao ser de facil compreensao e escrito com um texto longo, foi alvo de questionamentos,
apesar da Geometria Euclidiana ter sido considerada, por varios séculos, inquestionavel e

Unica possivel.

O conjunto de axiomas necessitam ter as trés seguinte propriedades:

e Completude: Tudo que serd usado na teoria deverd esta contido nos axiomas, para

que nao haja necessidade de hipdteses implicitas.
e Consisténcia: Os Axiomas nao podem levar a duas hipdteses contraditérias.

e Independéncia: Nenhum axioma pode ser consequéncia da combinacao dos outros.

Inicialmente, muitos matematicos achavam que o 5° Postulado poderia ser demonstrado
pelos quatro primeiros, muitos até tentaram provar, mas sem sucesso, tais como Ptolomeu I,
Proclus, Nasir Eddin All Tusin, John Wallis, Girolamo Saccheri, Johann Heinrich Lambert e
Adrien Marie Legendre. Alguns deles até acharam que conseguiram, porém, apds sua morte,

verificou-se falhas nas demonstracoes.

Na tentativa de demonstrar o 5° Postulado, alguns mateméaticos chegaram a outros
postulados que se substituissem o 5° Postulado obteriam uma Geometria equivalente a
Geometria Eucidiana. Um gedmetra escocés, que traduziu os Elementos para o inglés, chamado

John Playfair (1748-1819), apresentou um Substituto do 5° Postulado que é muito conhecido:

Por um ponto fora de uma reta, incide uma unica reta paralela a reta dada.
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Por causa deste substituto o 5° Postulado também ¢é conhecido como Postulado das

Paralelas. Ha outros substitutos que sao bem conhecidos:

Uma reta que intersecta uma reta, também intersecta todas as retas paralelas a ela;

Retas paralelas sao equidistantes;

A soma dos angulos internos de um triangulo qualquer é sempre 180°;

Todo triangulo pode ser inscrito numa circunferéncia.

1.2 GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS

Na tentativa de demonstrar o 5° Postulado, muitos matematicos apresentaram caminhos
para chegar a uma nova Geometria, chamada de Nao-Euclidiana. O padre jesuita Girolamo
Saccheri foi o que chegou mais préximo de provar a existéncia de outras Geometrias além da
Euclidiana. Saccheri, para demonstrar o 5° postulado, considerou hipdteses que nao foram
trabalhadas por Euclides em Elementos, usando o método de reducao ao absurdo, método este
que consiste em provar que a negacao de determinada hipotese leva a uma contradicao para
provar a veracidade da hipdétese. Assim, ele construiu um quadrilatero ABCD, conhecido
como Quadrilatero de Saccheri, tal que os angulos da base, ZCAB e ZDBA, sao retos e
os lados CA e DB sao congruentes. O lado AB é chamado de base inferior e CD ¢ a base

superior, ver Figura 1.

Figura 1 — Quadrilatero de Saccheri

O objetivo era identificar as medidas dos dngulos ZDCA e ZCDB. Porém, Saccheri
verificou que se fossem obtusos, levavam a uma contradigdo, se fossem retos, levavam a
resultados coerentes aos da Geometria Euclidiana e se fossem agudos levavam a resultados

coerentes com todos os Postulados de Euclides, exceto o 5° Postulado.
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O suigo-alemao Johann Heinrich Lambert (1728-1777), continuou os estudos de Saccheri
e mostrou que se o quadrilatero de Saccheri tivesse trés angulos retos, o quarto angulo poderia

ser reto, agudo ou obtuso.

O alemao Johan Carl Friedrich Gauss (1777-1855), apés varios anos tentando provar o
5° postulado de Euclides, acabou se convencendo que o postulado era realmente independente.
Nestas tentativas, Gauss chegou a varios resultado de Geometria Nao-Euclidiana que nao
foram publicados, pois Gaus s6 apresentava seus trabalhos quando tinha certeza que nao

haveria questionamentos sobre os resultados.

O hungaro Farkas Wolfgang Bolyai (1775-1856) era amigo de Gauss e passou a vida
a tentar provar o 5° Postulado, enviando para Gauss as pseudoprovas que eram sempre
refutadas. O engenheiro hiingaro Janos Bolyai (1802-1860), filho de Farkas Wolfgang Bolyai,
se interessou pela prova do 5° Postulado, contrariando os conselhos do pai, que ja cansado de
produzir pseudoprovas, até lhe enviou uma carta com a seguinte mensagem, "Pelo amor de
Deus, eu lhe pego, desista!l Tema tanto isso quanto as pairdes sensuais porque isso pode lhe
tomar todo o seu tempo e privd-lo da saide, paz de espirito e felicidade na vida"(ANDRADE,
2013, Pag. 11). Porém, Janos Bolyai, enviou uma carta ao pai informando uma descoberta
que lhe deixou euférico, "tinha descoberto coisas tao maravilhosas que me supreenderam... do
nada eu criei um mundo novo e estranho."(ANDRADE, 2013, Pag. 11).

Janos Bolyai, em 1826, resolveu negar o 5° Postulado, encontrando resultados de uma
Geometria Neutra ou Absoluta, na qual a Geometria Euclidiana seria um caso particular.
A convite do autor e pai, Janos Bolyai escreveu um apéndice do livro Tentaimen, em 1832. Ao
modificar o 5° postulado de Euclides para "Um ponto fora de uma reta passam infinitas retas

paralelas a reta dada", Janos Bolyai desenvolveu os estudos de Geometria Hiperbdlica Plana.

O matematico russo Nicolai Lobachevsky (1793-1856) em 1826, numa conferéncia
no Departamento de Matematica e Fisica da Universidade de Kasan, negou o 5° Postulado
de Euclides afirmando que "Em um ponto fora de uma reta incidem duas retas que ndao
a intersectam'e submeteu um artigo, que foi rejeitado, pela Academia de Ciéncias de Sao

Petersburgo.

Em 1854, o matematico alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), em
uma conferéncia intitulada Sobre as hipoteses que estdo nos fundamentos da Geometria, propos
que a Geometria deveria estudar as variedades de dimensao n (espagos), equipados com uma
métrica para determinar a distancia entre os pontos e que a Geometria deveria estudar os
espagos que decorrem da métrica adotada, assim, a Geometria voltaria as origens (métrica)

porém, as propriedades dos espacos dependeriam da forma que seriam feitas as medic¢oes.

Os matematicos Gaus, Janos Bolyai e Lobachevsky descobriram, quase que simultane-
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amente, uma Geometria Nao-Euclidiana que, em 1871, o matematico alemao Felix Christian
Klein a chamou de Geometria Hiperbdlica. Por sua dedidacao e ter sido o primeiro a
publicar suas descobertas, a Geometria Hiperbdlica também é conhecida como Geometria de

Lobachevsky.

O matematico italiano Eugenio Beltrami (1835-1900) provou a independéncia do 5°
postulado de Euclides mostrando que a Geometria Hipebdlica é tao consistente quanto a

Geometria Euclidiana. Deste modo, nao poderia haver uma contradigao.

Em 1904, o matematico alemao David Hilbert (1862-1943) provou que se a Aritmética é
consistente, entao, a Geometria Euclidiana também é consistente. Em 1940, o 16gico Kurt Godel
mostrou que a Aritmética possui proposi¢oes indecidiveis e que uma teoria "suficientemente

forte", como a Aritmética, ndo pode provar sua prépria consisténcial.

Varios matemaéaticos continuaram os estudos de Geometrias Nao-Euclidianas, entre
eles, destacamos Henri Poincaré que criou dois modelos, no plano Euclidiano, para Geometria
Hiperbdlica chamados Semiplano de Poincaré ¢ Modelo de Disco de Poincaré ou

Disco de Poincaré, a consisténcia do ultimo é o objeto deste estudo.

1.3 0OS AXIOMAS DE HILBERT

Na obra de Euclides, ha um apelo a intuicao com hipdteses implicitas, assim, percebe-se
lacunas no sistema axiomatico de Euclides, como, por exemplo, a continuidade da reta. Em
1899, Hilbert apresentou um novo sistema axioméatico para Geometria Euclidiana, satisfazendo
as lacunas deixadas por Euclides. Hilbert considerou alguns trés termos como indefinidos
interligados por trés relacoes indefinidas e distribuiu os axiomas em grupos, sendo, assim,
possivel axiomatizar as geometrias classicas - Projetiva, Eliptica, Afim, Hiperbdlica e Euclidi-
ana - sendo necessario suprimir alguma axioma ou grupo ou fazer pequenas modificagoes em

alguns axiomas.

Termos Indefinidos

1. Ponto;
2. Reta;

3. Plano;

Relacgoes Indefinidas

1 Essas demonstraces estdo no Teorema da Incompletude de Gédel. Para aprofundamento no assunto

sugiro (FERREIRA, 2006).
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I1-
I2-

I3-

O1-

02-

03-

04-

C1-

C2-

. Incidéncia;

Estar Entre;

Congruéncia
Axiomas de Incidéncia

Para cada dois pontos distintos existe uma tnica reta que os contém;
Toda reta contém pelo menos dois pontos;

Existem pelo menos trés pontos que nao estao sobre uma mesma reta e estao sobre o

mesmo plano;
Axiomas de Ordem

Se um ponto B estd entre A e C, entao, os trés pontos pertencem a uma mesma reta e
B esta entre C' e A;

Para quaisquer dois pontos distintos A e C, existe pelo menos um ponto B pertencente
a reta AC tal que C estd entre A e B;

Se trés pontos distintos estao sobre uma mesma reta, nao mais que um ponto esta entre

os outros dois;

(Pach) Sejam A, B e C' trés pontos que nao estao sobre uma mesma reta e seja [ uma
reta do plano que nao contém algum dos trés pontos, entao, se [ interseta o segmento

AB, ela também interseta o segmento AC ou o segmento BC.
Axiomas de Congruéncia

Se A e B sao dois pontos em uma reta [ e A’ é um outro ponto de uma reta ', ndao
necessariamente distinta da anterior, entdo é possivel encontrar um ponto B’ em um

dado lado da reta I’ tal que os segmento AB e A’B’ sao congruentes;

Se um segmento A’B’ e um outro segmento A” B” sdo congruentes a um mesmo segmento

AB entao os segmentos A’B’ e A”B" sao congruentes entre si;

Sobre uma reta [, sejam AB e BC dois segmentos da mesma reta que, exceto por B
nao tem pontos em comum. Além disso, sobre uma outra ou a mesma reta [’, sejam
A’B’ e B'C" dois segmentos que, exceto por B’ ndo tém pontos em comum. Neste caso,

se ABé congruente a A’B’ e BC é congruente a B'C’, entdao, AC é congruente a A'C’;
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C4-

C5-

T1-

T2-

E1-

—
Se ZABC' é um angulo e se B'C" é uma semirreta, entao existe exatamente uma semirreta
A’B’ em cada lado de B’C" tal que ZA'B'C" é congruente a ZABC'. Além disso, cada

angulo é congruente a si mesmo;

Se para dois tridngulos AABC e AA’B'C’, AB é congruente a A’B’, AC é congruente a
A'C" e ZBAC é congruente a Z/B'A'C’, entao ZABC' é congruente a ZA'B'C" e ZACB
é congruente a ZA'C'B’.

Axiomas de Continuidade
Axioma de Arquimedes: Se AB e C'D sao segmentos, entdo existe um ntimero natural

n tal que n cépias de C'D construidas continuamente de A ao longo da semirreta ﬁ

passara além do ponto B;
Axioma da Completude da Reta (ou Axioma de Cantor): Se A,,B,,, n € N, é uma colecao
de segmentos encaixados, entao existe pelo menos um ponto P pertencente a todos os
segmentos da colecao.

Axioma da Paralelas

Em um ponto nao pertencente a uma reta incidem uma tnica reta paralela a reta dada.

A Geometria Neutra é fundamentada nos Termos Indefinidos, nos Axiomas de Incidén-

cia, de Ordem, de Congruéncia e de Continuidade e a Geometria Hiperbdlica é fudamentada

na Geometria Neutra acrescido de uma modificacdo do Axioma das Paralelas.

H1-

Axioma das Paralelas para Geometria Hiperbdlica

Em um ponto nao pertencente a um reta incidem duas retas paralelas a reta dada.
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2 INVERSAO

Neste capitulo, faremos uma introducao de Inversao em relagao a uma circunferéncia
que é requisito para introduzir o Modelo de Disco de Poincaré para Geometria Hiperbdlica,
este estudo segue de perto o trabalho de (MUNARETTO, 2010).

Temos que a Geometria Euclidiana satisfaz todos os Axiomas de Hilbert e, embora
nao definamos, os termos e as rela¢oes indefinidas por Hilbert sao bem claras na Geometria

Euclidiana. Além disso, vamos considerar como verdadeiro o Postulado 1.

Postulado 1 As afirmacoes abaizo sao verdadeiras na Geometria Fuclidiana:

1. A intersecdo entre duas retas distintas é um ponto;

2. Se uma reta tem pontos no interior de uma circunferéncia, entao a reta intersecta a

circunferéncia em dois pontos;

3. Se uma circunferéncia tem pontos interiores e exteriores a outra circunferéncia, entao,

as circunferéncias se intersectam em dois pontos.

2.1 RAZAO CRUZADA E CONJUGADOS HARMONICOS

Considere uma reta r orientada e tome dois de seus pontos distintos A e B. O segmento
de reta com origem em A e extremo em B possui sentido oposto ao segmento de reta com
origem em B e extremo em A, ou seja, 1@ = —m. Considere um ponto C' € r distinto dos
pontos A e B, tal que sua posicao relativa aos pontos A e B podera ser uma das situagoes da

Figura 2.

Figura 2 — Reta orientada

Definigao 2.1 A razdo da divisio do segmento de reta AB por C, representada por (AB,C),

¢ definida por A
C
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Observe que, quando 1@ e B? tém o mesmo sentido, a razao entre eles é positiva e
quando tém sentidos contrarios, a razao é negativa. Assim, (AB,C) > 0 se 1@ e B? tém
o mesmo sentido e (AB,C) < 0 se AC e BC tém sentidos contrarios, note que (AB,C)

independe da orientagao da reta r.

Definicao 2.2 Consideremos A, B,C' e D quatro pontos distintos incidentes numa reta

orientada r. Nesta ordem, a razdo cruzada de A, B em relagio a C, D, representada por

(A, B,C, D), éigual a razao entre (AB,C) e (AB, D).

Exemplo 2.1 Seja a reta orientada r que incide sob os pontos A, B,C e D. Considere as

AC
AC BD
(4.B,0,0)= 85 = 25 = =
BD

medidas indicadas na Figura 3 e determine:

Figura 3 — Reta orientada r que incide nos pontos A, B,C e D

(a) (A, B,C, D)

(b) (A,B,D,C)

(c) (B,A,C,D)

(d) (B,C,A,D)

(e) (A,C,B,D)

(A,B,C,D):gg.ig:
(A,B,D,C):;lg.ig:
(B,A,C,D):ig.gg:
(B’C’A’m:ﬁ'%:_i
(A,C,B,D):ég.ig:i_

(AB,C) - (BA, D)
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Observando o Exemplo 2.1, percebemos que a razao cruzada tem valores diferentes

dependendo da ordem dos pontos.

Teorema 2.1 Considere os pontos distintos A, B,C e D incidindo sobre uma reta orientada

r, ver Figura 4. Sejat € R tal quet = (A, B,C, D). Se S é o conjunto das possiveis solugoes da
1 1 t 1—t
razao cruzada com os quatro pontos, A, B,C, D, entdo S = {t, o 1—t, T 317 1 }

Assim:

~

. (A,B,C,D) = (B,A,D,C) = (C,D, A, B) = (D,C,B,A) = t
2. (A,B,D,C) = (B,A,C,D) = (C,D,B,A) = (D,C,A,B) =t~} :1

3' (A7C7B7D):(B7D’A7O): (C7A7D’B) = (D’B7C’A) :1_t

4. (A,C,D,B)—(B,D,C,A)—(C,A,B,D)—(D’B,AC)_(1_t)—1_1it
1 t—1
5. (A4,D,B,C) = (B,C,A,D) = (C,B,D,A) = (D,A,C,B) =1 - _ = ——
t—1\" t
6. (A7D7C7B):(B7C7D7A):(C7BaA7D):<D>AaB7C): (t) :m

Figura 4 — Pontos incidentes na reta orientada r

DEMONSTRACAO

Faremos a demonstracao para algumas permutagoes de (A, B, C, D), os outros casos

sao analogos.

Sendo t = (A, B,C, D), temos

BD AC AC BD _

L (BLAD.C)= 5 po="pe 4p = (AB.CD)=t
BC AD (AC BD\' o, 1
2 (B’A’C’D)_AC'BD_<BC'AD> =AB DT =t =1

AB CD
3. (A,C,B,D) = B AD Temos que CB = —B(C, pela Figura 4, AB = AC' — BC e
CD = BD — B(C, assim
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AB CD AC - BC BD - BC AC - BD AC - BC BC-BD

CB AD ~  —BC AD  —BC-AD —BC-AD —BC-AD
BC? __,,AC-BC+BD
—BC-AD AD

Pela Figura 4, AC'— BC' + BD = AD, logo
AD

( 707 ) ) t+AD t
CB AD (AB CD\! B L1
1 (CABD)="p or= (50 5p) =(ACBD) =(1-n" =
1 t—-1
5. (B,C.AD)=1~(BACD) =1~ =——

_ —1
6. (C,B,A,D)=(B,C,A D) = (tt1> _ ttl

Teorema 2.2 Considere r uma reta orientada e 0os pontos A, B,C, D, E € r, dispostos na

ordem mostrada na Figura 5. Entao

(A,C,D,E) = (A,B,D,E) - (B,C,D,E)

Figura 5 - (A,C,D,E) = (A,B,D,FE) - (B,C,D, E)
DEMONSTRACAO

AD BE BD CE AD CE _

Definicao 2.3 Consideremos os pontos A, B,C e D incidentes numa reta orientada r e
dispostos conforme mostra na Figura 6. Se (A, B,C,D) = —1, dizemos que C' e D sao

conjugados harmoénicos em relagcio a A e a B.

r

A C B D
* *+—o "

Figura 6 — C' e D sao conjugados harmoénicos em relagdo a A e B
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Se nao considerarmos a orientagao da reta r, teremos, entao, (4, B,C,D) = 1

AC  BD AC  AD
= ——. Assim, se quatro pontos, A, B,C' e D estiverem sobre uma

- . = VA ——
BC AD BC ~ BD’
reta nao orientada, dizemos que C' e D sao conjugados harmonicos em relagdo a A e B se

satisfazerem a relacao:

AC _AD
BC  BD

Definicao 2.4 Considere A, B,C' e D vértices de um quadrildtero inscrito numa circunferén-
cia a, onde o vértice A € oposto ao vértice C' e o vértice B € oposto ao vértice D, definimos a

razao circular de A e B em relagio a C e D, representamos por (A, B,C, D), como sendo

AC BD

(A,B,C,D) = BC AD

Teorema 2.3 Sejam A, B, P, e P, pontos distintos do plano Euclidiano
a) Se Pi, B, A e Py, nesta ordem, estiverem sobre uma reta orientada r, entao (A, B, Py, Py) >
1.

b) Se A,B, P, e P, sao vértices de um quadrildtero inscrito numa circunferéncia «,
onde o vértice A € oposto ao vértice Py e o vértice B é oposto ao vértice Py, entdo
(AaB7P17P2) > 1.

DEMONSTRACAO
a) Considere a Figura 7. Assim,
AP, BPg —P/A BP, P B+ BA BA+ AP, (1 n BA)

(4, B, P, Py) = BP, AP, —P,B AP, P,B AP, P, B
(1+B“‘)
AP,

BA BA
Como BA > 0,P B > 0 e AP, > 0, entao > 0 e — > 0. Logo,

BA BA hb AP
1 1 1+ 1.P
( + PlB> >1le ( APQ) > ortanto,

BA BA
<1+ ) (1+>>1<:>(A,B,P1,P2)>1

P B AP,
P, B A P, 1
——= & * e

Figura 7 — Razao cruzada de A e B em relacao a P, e P,
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Figura 8 — Arco capaz P, P,

b) A e B pertencem ao arco capaz PPy, entdo /P,AP, = /P,BP, = 0, ver Figura 8.
Vamos considerar dois casos

AP, BP, AP, BP
caso I) Temos (A, B, P, P,) = BPl : AP2 = APl : BPQ' Considere o ponto K que é
1 2 2 1

uma das intersegoes entre a circunferéncia e a mediatriz do segmento P, P,.

AP,
Se A = K, temos AP, = AP, = A—Pl = 1. Se A incide no arco K P, pela
2

comparacao de angulos?, temos AP, > AP, = A—Pl > 1. De forma semelhante,
2

> 1 se B incide no arco P, K, ver Figura 9. Assim

BP,

provamos que
1

AP, BP,
AP, BP

>1<:>(A,B,P1,P2)>].

caso II) Considere, sem perda de generalidade, que os pontos A e B incidam no arco
K P,. Assim, vamos observar dois triangulo, AAP, Py, que tem 0 = /P, AP,
e a = ZPP,A como dois de seus angulos internos, e ABP, P, que tem

0=/P,BP, e s =/P, P,B como dois de seus angulo internos, ver Figura 10.

Pela Lei dos Senos, temos:

P1P2 API
sin) - sina 4p Bp sina AP,

= = = =
Pl P2 BP1 sin « sin 6 sin 5 BP1

sinf  sinf
1 Para se aprofundar no estudo sobre Arco Capaz, leia (NETO, 2012, pag 109-118) e (WAGNER, 2007, pag
5-8)
2 Ver (ANDRADE, 2013, Pag. 40)
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Figura 10 — Tridngulos inscritos na circunferéncia sob o arco capaz P Ps

Como B é oposto a P, entdo, B é um ponto do angulo ZP; P, A, logo, pela
comparacao de angulos, /P P,B < /ZP,PA, entao, temos a > 3 = sina >

sinf = AP, > BP, = 3 Pl > 1. De forma semelhante, também provamos que
1

BP,

AP

> 1. Portanto

AP, BP,
BP, AP,

:<A,B,P1,P2)>1

2.2 PONTO INVERSO

Definicao 2.5 Dada uma circunferéncia C' de centro O e raio r, dizemos que o tnverso

do ponto P # O em relagao a C é o ponto P’ sobre a semirreta ﬁ que satisfaz a relacao
OP-OP =12
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Pela Defini¢ao 2.5 observamos que o ponto P é o inverso do ponto P’ e o inverso do
ponto P’ é o ponto P. Vamos definir uma func¢ao que associa cada ponto do plano euclidiano

a seu inverso fazendo uso da proposicao:

Proposicao 2.1 Os ponto P e P’ sdo inversos em relagdo a circunferéncia C de centro O e
raio v se, e somente se, sao conjugados harmonicos em relagcdo ao diametro AB determinado

pela intersecao da reta &)’ com a circunferéncia C.

DEMONSTRACAO

Figura 11 — Circunferéncia C de centro O e raio r

Sendo P e P’ pontos inversos em relacio a circunferéncia C' e A e B a intersecao entre

a reta PP’ e a circunferéncia C's, como mostra a Figura 11, temos:

AP AP @AO+0P A0+ OF -
BP BP  OP-0OB OB-O0OF

(O Tt o (r4OP) (r—OP) = (r + OP) - (0P 1) &

> —r.OP +r-OP—-0OP-OP=—*+7r-OP —r-OP'+OP"-OP &
2.12=2.0P"-OP & r>=0P -0OP

Assim, podemos garantir, pelo conjugado harmoénico, que para cada ponto P # O do

plano existe um tnico ponto P’ inverso a P em relagdo & circunferéncia de centro O.
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2.3 CONSTRUCAO GEOMETRICA DO PONTO INVERSO

Considerando os pontos O, P e P’ pertencentes ao plano Euclidiano, denotado por
E, onde P # O e P’ sdo inversos em relacdo a uma circunferéncia de centro O e raio r € R.
Podemos definir uma transformagao do conjunto E \ {O} nele mesmo que transforma um
ponto P € E\ {O} no seu inverso P’. Esta transformacao ¢é bijetiva e tem o nome de Inversao.

A seguir, apresentaremos trés construgoes para obter o ponto P’, inverso do ponto P.

Construgdao 1 O matemdtico soviético Aleksei Pogorelov (1919-2002) sugeriu a

seguinte construcao para encontrar o inverso do ponto P fora da circunferéncia de centro O.

1. Construa um circulo de centro O e raio qualquer. Tome um ponto P qualquer, fora do
circulo;

2. Construa a semirreta (ﬁ e o ponto médio M do segmento OP;

3. Construa um circulo com centro em M e didmetro OP. Obtenha os pontos de intersecao

A e B dos dois circulos;
4. Construa as semirretas que partem de P e passam por A e B;

5. Construa a corda que une os pontos A e B dos dois circulos. Obtenha a intersecao deste

segmento com a semirreta OP. Chame-o de P’. Veja a Figura 12.

Figura 12 — Construgao 1

C . > ? .
Para justificar esta construcao, inicialmente, vamos provar que PA e PB sao tangentes

a circunferéncia de centro O.
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Como OP ¢é o didmetro da circunferéncia de centro M e como o didmetro da circunfe-

réncia é o arco capaz do angulo reto, concluimos que
OAP = OBP =90°

o
Portanto, PA e ﬁ sao tangentes a circunferéncia de centro O. Veja Figura 13.

Figura 13 — PA e PB sdo tangentes a circunferéncia de centro O

Observando o tridngulo OBP, BP’ é a altura relativa ao lado OP. Aplicando as

relagbes métricas no tridngulo retangulo, temos

OP.-OP = OB’

Como OB é o raio r da circunferéncia de centro O chegamos a

OP-OP =1

Construcao 2 A construcao abaixo é equivalente a construcao de Pogorelov, porém, o
ponto P pertence ao interior da circunferéncia. Assim, a justificativa é a mesma da Construgao
1.

1. Construa a circunferéncia de centro O e raio qualquer. Marque um ponto P qualquer

no interior da circunferéncia de centro O;
2. Trace a semirreta Oﬁ;

3. Trace a reta t perpendicular a O? passando por P;
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4. Marque os ponto A e B, intersecao entre a reta t e a circunferéncia de centro O. Trace

uma reta tangente a circunferéncia no ponto A ou B.

5. Marque o ponto P’, intersecao entre a reta tangente e a semirreta O?

Figura 14 — Construgao 2

Construgao 3 A construcao a seguir pode ser encontrada em (MUNARETTO, 2010)

e independe da posigao relativa do ponto P # O e a circunferéncia de centro O.

1. Desenhe a circunferéncia de centro O e raio r;
2. Marque um ponto qualquer P e trace a semirreta Oﬁ;

3. Passando por O, trace a perpendicular a semirreta O? e marque os pontos A e B de

interse¢do com a circunferéncia;
4. Trace a semirreta ﬁ , € marque o ponto C, intersecdo entre a circunferéncia e B—}>7 ;
5. Trace a semirreta 1@ ;
6. Marque o ponto P’, inverso de P, que ¢é a intersecao entre ﬁ e 1@ .

Sugerimos que a construgao 3 seja feita num software de Geometria Dindmica como o Geogebra

ou Régua e Compasso.

Observando o Figura 15, ZAC'B = 90°, pois é o angulo do arco capaz AB, entao,
/ZACB = ZBOP, temos ZOBP = ZABC e, pela soma dos angulos intermos de um triangulo,
ZOPB = ZOAP', pelo caso Angulo-Angulo-Angulo, os tridngulos AACB e APOB sao
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Figura 15 — Construcao 3

semelhantes. Temos também, ZACB = ZP'OA, sao angulos reto, ZBAC = ZOAP’, angulo
comum aos tridngulos AAOP’ e AACB, e, pela soma dos angulos intermos de um tridngulo,
/ZCBA = ZAP'O, entao, os tridngulos AAOP" e AACB. Logo, os tridngulos APOB e
AAOP' também sdao semelhantes, entdo, temos a relagao:

OB

=—=>0A-0B=0P -0OPF
OF

Q| S
S B

Como OA = OB = r, entdo

OP-OP =r*

Considerando uma circunferéncia o com centro O e raio com medida r € R? e um

ponto arbitrario P, tal que OP < r. Vamos considerar um ntmero real x tal que OP = x,
2

entdo, sendo P’ o inverso de P, temos OP-OP' = r? = OP' = " Deste modo, o comprimento

do segmento O P’ é determinado por —, assim, quando P se aproxima de O, x assume valores
x 2

cada vez menores, se aproximando de zero, enquanto que — aumenta, indicando, assim, que

P’ se distancia de oo quando P se aproxima de O e quando Px se distancia de O, P’ se aproxima

de a. Posto isto, podemos tomar o limite

Entao, quando P se aproxima de O, P’ tende ao infinito. Diante do exposto, se desejarmos que
O tenha um ponto inverso, este ponto devera estar infinitamente distante da circunferéncia.
Assim, vamos postular a existéncia de um ponto que esta infinitamente distante de qualquer

ponto do plano E
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Axioma 1 Seja E o plano Fuclidiano e 2 um ponto, que chamaremos de ponto ideal, tal

que, para todo P € E, PQ = co e ) estd em qualquer reta que incide no plano E.

Axioma 2 Chamaremos de plano de inversdo, denotaremos por E,, o plano Fuclidiano

adicionado com o Ponto Ideal.

Ew =EU{Q}

Definigao 2.6 Seja o uma circunferéncia de centro O e raio r. A transformacio geométrica
em B, que associa cada ponto P # O ao seu inverso P’ em relagiao a C e € tal que O € o inverso
de Q) e Q) € o inverso de O é denominada tnversao, a serd denominada circunferéncia de

tnversao e O ¢é o centro de inversao.

Se P # O é um ponto que nao pertence a circunferéncia «, pela Defini¢ao 2.5, existe
um unico ponto P’ do plano E, que é inverso a P. Se P é um ponto da circunferéncia «,
entao, o inverso de P é o préprio P e como () é o inverso de O e O é o inverso de ) em relagao

a «, logo, a Inversao é uma aplicacao biunivoca.

2.4 CIRCUNFERENCIAS ORTOGONAIS

Definigao 2.7 Sejam C e D duas circunferéncias nao coincidentes que se interceptam em
um ponto P. Se C e D possuem retas tangentes s e t, respectivamente, em P, entdo, dizemos
que o angulo entre C' e D em P € o angulo em s e t. Desta forma, dizemos que C' e D sdo

circunferéncias ortogonais em P se s et sao perpendiculares. Ver Figura 16

Lema 2.1 Sejam « e 8 duas circunferéncias secantes nos pontos P e ). Entao, o angulo

entre a e 3 mo ponto P € igual ao angulo entre o e 5 no ponto Q).

DEMONSTRACAO

Observando a Figura 17, vamos denotar por ¢ o angulo formado por «. e 3 no ponto
P e por 7 o angulo formado por a e 5 no ponto (). As retas tangentes a « e 5 nos pontos P

e () se interceptam nos pontos R e S no interior das circunferéncias «a e 3, respectivamente.

Como as retas RP e R(@) sao tangentes a uma mesma circunferéncia e tém um ponto
em comum, entao os segmentos PR e (QR sdo congruentes. A mesma justificativa vale para

afirmar que os segmentos PS e QS sdo congruentes.
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Figura 16 — Circunferéncias ortogonais C e D

Figura 17 — Os angulos formados nos pontos P e () sao congruentes

Vamos desconsiderar as circunferéncias e observar apenas as retas. Tracemos o segmento
RS pelo caso de congruéncia de tridngulos Lado-Lado Lado, os tridngulos APRS e AQRS

sao congruentes.

Assim, os dngulos ZRPS e ZRQS sao congruentes, portanto, o = 7.

Definigao 2.8 Considere a circunferéncia o com centro O e raio r. Chamaremos de angulo

central o angulo com vértice no ponto O, ver Figura 18.
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¥

Figura 18 — Angulo central § = ZAOB

Definicao 2.9 Considere o uma circunferéncia com centro em O e raio r. Chamaremos de
angulo de segmento da circunferéncia o o angulo formado por uma reta secante e outra

reta tangente a o no ponto P.

Proposicao 2.2 Considere a circunferéncia o com centro O e raio r. A medida do angulo

de segmento ZABC' € igual a metade do angulo central ZBOC, ver Figura 19.

£ZBOC

Figura 19 — O angulo de segmento equivale a metade do angulo central, ZABC' =

A demonstragao da Proposicao 2.2 pode ser encontrada em (NETO, 2012, Pag. 114)

Lema 2.2 Sejam o uma circunferéncia de centro no ponto O e r uma reta. Entdo, r é

ortogonal a o no ponto P se e somente se r passa pelo centro O de a.. Ver Figura 20
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Figura 20 — Lema 2.2

DEMONSTRACAO

=) Para que a reta r seja ortogonal a «, entdo, a reta r é perpendicular a reta s
tangente a o no ponto P. Assim, a reta r passa no centro O de « e no ponto P, vamos supor
que r e s nao sejam perpendiculares. Assim, existe um ponto M € s tal que OM L s, por
hipotese, os segmentos OM e OP nao sio coincidentes por que OP e s nio sdo perpendiculares.
O ponto M divide a reta s em duas semirretas opostas. Vamos determinar na semirreta oposta
a que tem o ponto P o ponto P’ tal que M P = MP’. Assim, os tridngulo AOMP ¢ AOM P’

sao congruentes, caso LAL, pois OM é o lado comum aos tridngulos, OM é perpendicular a s

e MP = MP', logo, OP = OP’, ver Figura 21, o que implica em P’ € o que é absurdo, pois,
por hipétese, a reta s intercepta a circunferéncia o apenas no ponto P. Portanto, a reta r é

ortogonal a circunferéncia a.

Figura 21 — Demonstracao do Lema 2.2

<) Sejam r e s perpendiculares, entdao,vamos considerar que r nao passa pelo centro
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O de «, entao, r interseta a em dois pontos P, ().Assim, Pela Proposicao 2.2, o angulo central
ZPOQ ¢é o dobro do angulo formado pelas retas r, s no ponto P, ou seja, ZPO@) = 180°.
Assim, as semirretas O? e (ﬁ estdo na mesma reta, o que é absurdo. Logo, r passa pelo

ponto O.

Corolario 2.1 Sejam « e 8 circunferéncias ortogonais que se intersetam no ponto P, r é
uma reta tangente a o no ponto P e s é uma reta tangente a B no ponto P. Entdo, r incide

no centro de [ e s incide no centro de .

DEMONSTRACAO

A reta r é ortogonal a (3, pelo Lema 2.2, r pelo centro de 3 e assim como s é ortogonal

a a e s passa pelo centro de a.

Lema 2.3 Com centro em um ponto P fora da circunferéncia o passa uma unica circunfe-

réncia [ ortogonal d o.

DEMONSTRACAO

Considere a circunferéncia a de centro O e o ponto P fora de «, como a Figura 22.

Figura 22 — Ponto P fora da circunferéncia o com centro em O

Determine o ponto médio M do segmento OP, ver Figura 23.

Determinamos a circunferéncia v com centro em M e raio OM. Em seguida, marcamos

os pontos A, B intersecao entre o e . Ver Figura 24.

Temos que o raio OA é perpendicular a reta AP, pois, A pertence ao arco capaz do
segmento OP sobre o angulo de 90°, assim, vemos que o tridngulo AAOP é retangulo em A,
analogamente, é possivel mostrar que o tridngulo ABOP é retangulo em B. Temos ainda
que os tridngulos AOAP e AOBP sao congruentes, ver Figura 25, pois, OA = OB, OP é o
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Figura 25 — Os triangulos AOAP e AOBP sao congruentes

lado comum e ambos sao triangulos retangulos,assim, aplicando o Teorema de Pitagoras, é

possivel mostrar que AP = BP.
Assim, a circunferéncia 3 tera centro em P, raio PA e é ortogonal a circunferéncia «.
Suponhamos que hé o ponto A’, diferente dos pontos A, B, pertencente a circunfe-
réncia «, tal que a circunferéncia 3, com centro no ponto P, tenha raio A’P e ortogonal a
circunferéncia «. Entao, o tridngulo AOA’'P é retangulo. Como OP ¢é é lado comum dos

tridngulo AOA'P e AOAP, OA = OA’ e os tridngulos AOA'P e AOAP sdo retangulos,
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Figura 26 — Circunferéncia  ortogonal a circunferéncia «

aplicando o Teorema de Pitdgoras, teremos OA = OA’, que nos leva afirmar que A’ = A ou

A’ = B que é absurdo. Logo, s6 had uma circunferéncia ortogonal a o com centro no ponto P.

Teorema 2.4 Seja o uma circunferéncia de centro O e raio r. Existe O, P e P’ colineares,
entdao, P e P’ sdo inversos em rela¢io a « se, e somente se, qualquer circunferéncia que passe

por P e P’ é ortogonal a circunferéncia o.

DEMONSTRACAO

(=) Considerando que P e P’ sdo inversos em relagio a a e § uma circunferéncia com

centro O; e raio t que passa por P e P', Vamos provar que /3 é ortogonal a «.

Seja s uma reta que passa por O e é tangente a . Chamaremos de T" o ponto de

tangéncia de s em [3, como mostra a Figura 27

Sendo M o ponto médio do segmento PP’ e o tridngulo APO; P’ é isésceles, entdo,
O M & perpendicular a PP’ e os segmento PM e MP’ sao congruéntes. Diante disso, os
triangulos AOMO1 e AO; M P’ sao retangulos no vértice M. Temos, ainda, que O;T é um
segmento de reta que passa pelo centro de 3, pelo Lema 2.2, O;T é ortogonal a 3, entdo, o

triangulo AOTO; é retangulo em 7', ver Figura 28.
Consideremos m = PM = M P et = O P’ = O,T, assim,

2-m:PP’:OP’—OP:>m:OPz_OP (2.1)
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Figura 28 — As circunferéncia « e [ sdo ortogonais

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo AO; M P’, temos a seguinte relagao:

opP—-opP\> ___
O.P” = MP"” + MO, = O, P = <2> + MOy

(2.2)

P — 0P\’
MO," =0, P" - (O © )

2

Ainda temos:

OM =0OP+ PM =0OP+m
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[
Ol — OP + OP' — OP
2
——— OP+OF
OM — +2 (2.3)
Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo AOM Oy, temos
00," = O, M° + OM"
s, (OP+OP)
00," = O, + (;) (2.4)
Fazendo (2.2) em (2.4), temos:
5 ___, (OP-0P\° (OP+0PF\’
00," = O, P" — <2> + <+> N
5 ___, OP'-2.0P-OP +0P” OP'+2.0P-0OP +0OP"
0012_01]3,2:_ + n + +
4 4
00, -2 =0P-0P (2.5)
Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo AOT Oy, temos:
0T =00, -~ O, =00, —t2 = 0T = 0P - OP (2.6)

Como P e P’ sdo inversos em relagao a «, temos

OP OP =1 = OT =r

Logo, T' é um ponto da circunferéncia a. Como s é tangente a [ e é perpendicular a

reta T'Oq, entdo, 3 é ortogonal a a.

(<) Os pontos O, P e P’ sao colineares, 5 é uma circunferéncia ortogonal a « e passa
pelos pontos P e P’. Vamos provar que P, P’ sao inversos em relacao a «. Se 7' é um ponto
de intersecao entre a e 3, entao, existem as retas v tangente a «, no ponto 7', e s_Lv tangente

a (3. Pelo Lema 2.2, a reta s passa no ponto O, veja Figura 29.
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Figura 29 — As circunferéncia « e (8 sao ortogonais

Tomando M como ponto médio de PP’, temos que os tridngulos AOMO; e AO1MP
sao retangulos em M. Temos ainda que a reta v é ortogonal a (3, entdo, v incide no centro O

de (3, entao, o tridngulo AOTO; é retangulo em T'. Deste modo, é possivel provar a relagao:

OP.0OP =O0T"

Como T é um ponto da circunferéncia «, entao, r = OT = OP - OP' = o7’ = r2.

Portanto, P e P’ sao inversos em relacao a.

Corolario 2.2 Considere 3,7 circunferéncias que se intersetam nos pontos P, P'. Temos que

P, P sao inversos em relacao a circunferéncai o se, e somente se, 3,7 sdo ortogonais a c.

DEMONSTRACAO

=) Sendo [3,~ circunferéncias ortogonais a o que passam por P, entdo, pelo Teorema
2.4, B,y também passam pelo inverso de P em relacdo a a. Como a intersecdo de duas

circunferéncias tém, no maximo, dois pontos, entao, P’ é o inverso de P em relacao a «

<) Sendo P, P’ pontos inversos em relagdo a circunferéncia a e (3,7 sdo circunferéncias

que passa por P, P’ pelo Teorema 2.4, 3, sdo ortogonais a a.

Pelo Teorema 2.4, para encontrar o inverso do ponto P, em relagao a circunferéncia «
de centro O, basta construir uma circunferéncia ortogonal a o passando por P e a reta OP.
Uma das intersegoes entre a reta OP e a circunferéncia ortogonal a « é o ponto P e a outra é

o ponto P’ inverso de P em relagdo a «, ver Figura 30.
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Figura 30 — Os pontos P e P’ sdo inversos em relacao a «, conforme Teorema 2.4

2.5 INVERSAO DE RETAS E CIRCUNFERENCIAS

Dependendo da posicao relativa ao centro de inversao, a Inversao pode levar circunfe-
réncia em circunferéncia ou em reta, assim como leva reta em reta ou circunferéncia, além

disso, a Inversao ¢ uma aplicacao que conserva angulos.

Proposicao 2.3 Seja a uma circunferéncia de inversao de centro O e raio r, o inverso de
uma circunferéncia 3, ortogonal a o, é a propria circunferéncia 8 e o arco formardo por todos
0s pontos de [ no interior de o € inverso ao arco formado por todos os pontos de [ exterior a

Q.

DEMONSTRACAO

Consideremos, sem perda de generalidade, um ponto arbitrario A de S no interior de
a e oponto B € an . Como [ é ortogonal a a e A é um ponto de (3, pelo Teorema 2.4, o
inverso de A, A’, é a intersecao entre a reta OA e a circunferéncia 3, que, pela definicdo de
ponto inverso, é exterior a «, deste modo, cada ponto de 3, interior a « esta associado a um
ponto de (3, exterior a . Temos ainda que o inverso do ponto B é o préprio B, pois OB = r,

ver Figura 31.

Teorema 2.5 No plano E,, seja o uma circunferéncia de inversao de centro O

a) A inversao de uma circunferéncia  que passa por O é uma reta 5 que ndo passa por
O, ver Figura 32.

b) A inversio de uma reta s que nao passa por O é uma circunferéncia que passa por O.
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Figura 31 — As circunferéncias a e [ sdo ortogonais

Figura 32 — A reta 8’ é inversa a circunferéncia 8 em relacdo a «

c) A inversio de uma circunferéncia B que nao passa por O é uma circunferéncia B’ que

nao passa por O, ver Figura 33.

A demonstragao do Teorema 2.5 pode ser encontrado em (MUNARETTO, 2010, Pag.
24-31).

Segue de imediato que se m,n duas retas ou duas circunferéncias que passam no ponto
P # Q, entao, m',n’, inversos, respectivamente, de m,n, passam por P’, inverso do ponto
P. Se a intersecao entre a reta s e uma circunferéncia (5, que nao passa por O, nao é vazia,
entdo s’ N B # ¢. E sendo m,n duas retas, ou duas circunferéncias, ou uma reta e uma

circunferéncia, se m Nn = ¢, entdo, m' Nn’ = ¢.
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)

Figura 33 — A circunferéncia ' é inversa a circunferéncia § em relacao a a

Teorema 2.6 Sejam m,n duas retas ou duas circunferéncias ou uma reta e uma circunfe-
réncia que passam pelo ponto P # Q e m/,n', P' os inversos de m,n, P, respectivamente. O

angulo formado por m,n no ponto P € igual ao dngulo formado por m',n’ no ponto P’.

A demonstragao do Teorema 2.6 pode ser encontrado em (MUNARETTO, 2010, Pag.
31-37).
Pelo Teorema 2.6, a Inversao conserva angulo formado por retas e circunferéncias,

assim, diremos que a Inversao ¢ uma aplicacao Conforme.

Teorema 2.7 Seja o uma circunferéncia de inversao de centro O e raio v e [ uma circunfe-
réncia que ndo passa por O. Seja A o inverso de O em relagio a 5 e ' o inverso de 3 em

relacao a «. Entdo, A’, o inverso de A em relacao a «, € o centro da circunferéncia 3.

A demonstragao do Teorema 2.7 pode ser encontrada em (MUNARETTO, 2010, Pag.
37).

Corolario 2.3 Considere a circunferéncia o com centro O, e a circunferéncia 5 com centro
Op. Seja A, o inverso de O, em relagio a 3. Se o, B sao ortogonais, entdo, Og € o inverso

de A em relagio a .

DEMONSTRACAO

Pelo Teorema 2.7, o inverso de A, A’, em relacdo a « é o centro da circunferéncia [,
inversa de 8 em relagdo a a. Como [ é ortogonal a «, pela Proposicao 2.3, ' = 3, portanto,
A" = Og.
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Jules Henri Poincaré (1854-1912) era Engenheiro de Minas pela Ecole Polytechnique
(1875), trabalhou no Departamento de Minas até falecer. Foi Doutor em Ciéncias pela
Universidade de Paris (1879), onde adquiriu Cétedra, e foi professor da Universidade de
Sorbone. Ao contrario de outros famosos matematicos, Poincaré se revelou um génio na
idade adulta e foi prova viva que habilidade para os niimeros nao é um pré-requisito para ser
um grande matematico, pois, Poincaré nao tinha habilidade para calculos laboriosos mas é

considerado um universalista em Matematica.

O modelo de Poincaré para Geometria Hiperbdlica foi criado entre 1882 e 1887. Ele faz
uso da Geometria Euclidiana, mas utilizando os postulados da Geometria Hiperbdlica, assim,

se houver alguma inconsisténcia, entao, também ha inconsisténcia na Geometria Euclidiana.

Mostraremos que o Modelo de Disco Proposto por Poincaré para Geometria Hiperbolica
satisfaz os Axiomas de Hilbert mais o Axioma das Paralelas para Geometria Hiperbdlica, ver

secao 1.3, Pagina 26.

3.1 MODELO DE DISCO DE POINCARE

No Modelo de Disco, Poincaré da significado aos termos indefinidos:

e Seja C o circulo euclidiano de raio 1 e centro O e seja ¢ a sua circunferéncia. O Plano

Hiperbdlico. que chamaremos de D?, é o circulo C. excluindo-se a circunferéncia o:
) ) ) )

e Ponto ¢ um elemento de D?, sdo os pontos do plano E., que estdo no interior de ¢, ver

Figura 35;

e Reta é um conjunto obtido por intersecao de C' com a reta que incide no ponto O, ou

com uma circunferéncia ortogonal a ¢.
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Figura 35 — Ponto P pertencente ao plano hiperbélico D? e o ponto Z; nao pertence ao plano
hiperbélico D?
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Na Figura 36, o segmento Z; 75 e o arco Z3/, sao exemplos de retas no modelo de
Poincaré. Os pontos 21, Zy, Z3, Z4, nao sao elementos do plano hiperbélico, sdo chamados de

pontos ideais.
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Figura 36 — Mode do Disco de Poincaré

Considere uma reta hiperbdlica r, se r € um conjunto de pontos de uma reta euclidiana
que passa pelo centro O de ¢ ou circunferéncia euclidiana ortogonal a ¢, que denotaremos
por «,, entao diremos que «, gera a reta hiperbélica r e a intersecao entre ¢ e «,. sao dois

pontos, A e B, que serao os pontos ideais da reta hiperbdlica 7.

3.2 RELACOES NO PLANO HIPERBOLICO

Definicao 3.1 Considere r uma reta hiperbolica com pontos ideais Z1 e Zy e um ponto
A € D?, diremos que A pertence a reta hiperbdlica r, denotaremos por A € r (lé-se: A

pertence a r), se

1. r € um diametro de ¢ e A, Z1, Zy sao colineares no plano Ey, ver Figura 37.

Figura 37 — A pertence a reta hiperbdlica r que passa pelo centro de ¢
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2. r € gerada por uma circunferéncia euclidiana o, ortogonal a ¢ com centro O; e o

segmento de reta euclidiana AOy é um raio de ., ver Figura 38.

Figura 38 — A pertence a reta hiperbdlica r que é gerada pela circunferéncia ..

Sendo A € D? pertencente a uma reta hiperbdlica r também podemos dizer que r

incide em A ou r passa por A.

Definicao 3.2 Seja r uma reta hiperbolica e os pontos A, B,C € r, diremos que B estar

entre A e C, denotaremos por Ax B x C, se

1. v é um diametro da circunferéncia ¢ e B estd entre A e C no plano E,, ver Figura 39.

Figura 39 — B esta entre A e C' na reta hiperbdlica que incide no centro de .
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2. r € gerada pela circunferéncia o, com centro Oy e B € um ponto do angulo euclidiano

LAOLC, ver Figura 40.

Figura 40 — B esta entre A e C na reta hiperbdlica que nao incide no centro de ¢.

Definida a relacao "Estar Entre", podemos definir segmento de reta hiperbdlica.

Definigao 3.3 O segmento de reta hiperbolica de extremos A e B, que denotaremos por [AB],

é o conjunto formado pelos pontos A, B € D? e pelos pontos de D? que estdo entre A e B, ver

Figura 41, ou seja,
[AB] = {A, B} U{P € D*|Ax P x B}

Figura 41 — Segmento de reta hiperbdlica [AB].

Segue da Definigao 3.3 temos que [AB] = [BA]
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Definicao 3.4 Considere as retas hiperbélica distintas r = AB,s = AC.

1. Se r e s sao retas hiperbolicas geradas pelas circunferéncias ., o, respectivamente,

entdo, o angulo formado pelas retas r, s € igual ao angulo entre as circunferéncias ., a

no ponto A, ver Figura 42.

Figura 42 — Angulo formado por pelas retas r, s, geradas, respectivamente, por a;., a

2. Ser é um diametro de ¢ e s é gerada pela circunferéncia ag, o angulo formado pelas

retas hiperbélicas r, s é iqual ao angulo de segmento em o, de vértice A no plano E..?

Figura 43 — Angulo formado por pelas retas 7, s, a reta hiperbélica r é um didmetro de ¢ e s

é gerada por as.

L Ver Definicdo 2.7, Pagina 42.
2 Ver Definicao 2.9, Pagina 44.
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3. Se r,s sao diametros da circunferéncia @, entao, A = O e o angulo formado pelas retas
hiperbdlica r, s € igual ao dngulo formado formado pelas retas euclidianas AB, AC, ver
Figura 44.

-[«.}

!
!

Figura 44 — Angulo formado por pelas retas r, s, onde 7, s sdo didmetros de ¢.

O angulo formado pelas retas r, s serd denotado por ZBAC

Vale salientar que ZBAC = ZC AB e, por conveniéncia, toda notagao de angulo se
refere a angulos menores ou iguais a 180° e a partir disso, seguem as mesmas terminologias:

angulo agudos, obtusos, complementar, suplementar, reto, opostos pelo vértice, etc.

Definicao 3.5 Considere as retas hiperbolicas AB, com pontos ideais Zy, Zy, com Z, mais
prézimo do ponto B do que o ponto A, no plano Eo,, e A’B’, com pontos ideais Z}, Z}, com
Z1 mais proximo do ponto B’ do que o ponto A, no plano E.,. Diremos que [AB] e [A'B’]
sio segmentos congruentes se (A, B, 7y, 7,) = (A", B', Z}, Z}) 3, ver Figura 45.

Definicao 3.6 Considere os pontos A, B,C,D,E,F € D?, diremos que ZABC e /DEF
sao dngulos congruentes, e representamos como LABC = Z/DFEF, se suas medidas forem

1quais.

3 Ver Definicao 2.2, P4gina 31 e Definicio 2.4, P4gina 34.
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Figura 45 — Os segmentos [AB] e [A’B’] sao congruentes.

3.3 AXIOMAS DE INCIDENCIA

Vamos mostrar que o Modelo de Poincaré satisfaz os Axiomas de Incidéncia, para isso,

vamos considerar D? como o plano de incidéncia
Proposicao 3.1 O Disco de Poincaré satisfaz o Azxioma I1.

Vamos mostrar que por dois pontos do plano hiperbdlico incide uma tnica reta,
entao, considere a reta hiperbdlica AB como uma construgao no plano E.,, assim, temos que

A, B € C. Deste modo, consideremos quatro casos:

Caso 1) Considere os pontos A, B € D? tal que O, A e B sdo colineares no E,, , ver Figura 46.

- S
p b
5 *

/ A
/ 5 L
| 0 B |
TRt LT TR
\ !
\ !
\ Iy
2 ~
- -

— -

Figura 46 — Caso 3

Temos que A’, inverso de A, e B, inverso de B, sao pontos da reta AB. Entao, nao ha
circunferéncia ortogonal a ¢ que passe por A e B. Logo, a reta hiperbdlica que passa

por A e B serd a intersecdo entre a reta euclidiana AB e D2
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Figura 47 — Reta hiperbdlica que passa pelos pontos A, B e o centro O.

Como a reta euclidiana AB existe e é tinica, entdo, podemos dizer que a reta hiperbdlica
AB também existe e é tinica. De forma analoga podemos construir uma reta hiperbdlica
determinada pelo ponto O e um ponto A € D?.

Caso 2) Considere os pontos A, B € D? e a reta AB nao passa pelo centro de .

Vamos determinar A’ inverso do ponto A em relagao a ¢, ver Figura 48.
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Figura 48 — A, B € D?

Vamos tracar as mediatrizes de AB e de AA’ e marcar o ponto O intersecio das duas

mediatrizes, ver Figura 49.

O ponto O é centro da circunferéncia 3 com raio OA que passa pelos ponto A, B e A’,

ver Figura 50. Conforme o Teorema 2.4, 8 é ortogonal a .
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Figura 50 — As circunferéncia « e [ sao ortogonais

A intersecdo entre D? e circunferéncia 3 ¢ a reta hiperbélica que passa pelos pontos A e

B, ver Figura 51.
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Figura 51 — Reta hiperbéllica que passa pelos pontos A e B
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Na Geometria Fuclidiana, trés pontos distintos determinam um tnica circunferéncia,
assim, a circunferéncia que passa pelos pontos A e B é tnica, entao a reta hiperbélica
B é tnica.
E evidente que como uma tUnica reta incide sobre os pontos A e B, entao AB = BA.

No Modelo de Disco de Poincaré, é possivel determinar uma reta hiperbdlica por

pontos ideais. Assim, se A e B sao pontos ideais, entao, A, B € . Considere dois casos.

caso 1) O, A e B nao sdo colineares no E,, veja Figura 52.
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Figura 52 — A e B sao pontos ideais.

Tragando a reta a, tangente a ¢ no ponto A, e a reta b, tangente a ¢ no ponto B, vamos

encontrar o ponto C' = a N b, veja Figura 53.

Figura 53 — As retas a e b sdo tangentes a ¢ nos pontos A e B, respectivamente.

A circunferéncia de centro C e raio AC é ortogonal a ¢ e passa pelo ponto B, veja

Figura 54.
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Figura 55 — Reta hiperbdlica que tem pontos ideais A e B.

Assim, o arco AB é a reta hiperbdlica que tem como pontos ideais A e B, ver Figura 55.
Na Geometria Euclidiana, a circunferéncia de centro C' e raio AC, denotaremos por

C(C,A), é tinica, entdo, a reta hiperbélica AB também ¢ tnica.

Caso 2 O, A e B sao colineares no E,,, entao, a reta hiperbélica AB ¢é o didmetro de ¢ que

incide em A e B.

Definicao 3.7 Considere as retas hiperbolicas r, s, dizemos que r,s sao retas hiperbdlicas
coincidentes se uma incide em todos os pontos da outra, ou seja, r = s, do contrdrio,

dizemos que r, s sao retas hiperbolicas distintas, ou seja, 1 # S.

Teorema 3.1 Considere as retas hiperbolica r, s, se r incide em, ao menos, dois pontos de s,

entao, r,s sao coincidentes.

DEMONSTRACAO
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Figura 56 — Pontos ideais A e B e O, A e B sao colineares no plano E.,

Se 7, s incidem nos pontos A, B € D?, pela Proposicao 3.1, A, B determina uma tnica

reta hiperbolica, logo, r = s.

Vejamos uma Aplicacao no Disco de Poincaré que leva um ponto do Plano Hiperbdlico

a um ponto no Plano Hiperbdlico.

Definicao 3.8 Sejam r uma reta hiperbélica, A, A’ pontos de D?, diremos que A, A’ sdo

stmétricos ou reflexos a reta r se

1. r € um diametro de ¢ e A, A" sao simétricos a reta euclidiana que contém r, ver
Figura 57.

Figura 57 — A, A’ sdo pontos do D? simétricos em relacdo a reta hiperbélica r e r é um
didmetro da circunferéncia euclidiana ¢

2. r é uma reta gerada pela circunferéncia o, e A, A’ sao inversos em relacio a o, no E.
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Chamaremos r de reta hiperbélica de simétria ou reflexdo e esta aplicacio em D? de

Reflexao em relagio a uma reta.

Assim, verificamos que, no plano E., se r é um didmetro de ¢, A, A’ estdao em lados
opostos a r e se r é um arco de uma circunferéncia «,, um ponto é exterior e o outro é interior

a a,.. Em ambos os casos de r, se A é um ponto de r veremos que A’ = A.

Considerando dois pontos, A e A’, equidistantes de O, no E, a reta de reflexao que
transformar A em reflexo de A’, é a intersecao entre a mediatriz do segmento de reta euclidiana

AA e o interior de *, ver Figura 58.

Figura 58 — O é equidistante de A e A’ e a reta de reflexdo é a intersegao entre a mediatriz
do segmento AA’ e o interior de ¢

Vamos determinar a reta r que transforma o ponto A em reflexo de A’, onde A e A’

sao distintos e nao equidistantes de O.

1. a reta r é um arco da circunferéncia «, que é ortogonal a ¢. Sendo O; o centro de «,. e
como A e A’ sdo inversos em relacao a «,., entao, O pertence a reta euclidiana AA’, ver

Figura 59.

2. Pelo Teorema 2.4, Pagina 48, «, é ortogonal a circunferéncia que determina a reta
hiperbélica AA’, entdo, os pontos ideais, Z; e Z,, sdo inversos em relacdo a circunferéncia
., logo, o ponto O; também pertence a reta euclidiana Z; Z,, ou seja, O € Z;Zy N AA’,
Assim, vamos determinar os pontos ideais da reta hiperbélica AA’ e o ponto O, centro

da circunferéncia «,., ver Figura 60.

4 Consideramos que, no plano E, A, A’ sdo simétricos a reta r se r for a mediatriz do segmento AA’
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Figura 59 — Centro da circunferéncia «, pertence a reta euclidiana AA’.

Figura 60 — Centro da circunferéncia «, pertence a intersecao das retas euclidianas AA’ e
VAVAS

3. Falta saber o raio da circunferéncia «,., para isso, vamos determine o ponto P tal que a

reta euclidiana O, P seja tangente ao arco de circunferéncia 7, Zs, ver Figura 61.

Figura 61 — A reta euclidiana OP é tangente ao arco de circunferéncia Z; 7,

4. por fim, temos que «,. = C(O, P), assim, tracemos o arco que representa a reta hiperbdlica

r, ver Figura 62.

Vamos construir uma reta hiperbdlica r que reflita o ponto A no ponto O, centro de ¢.

Se A = O, entao, a reta hiperbdlica r incide em O, logo, qualquer didmetro de ¢ pode

ser a reta de reflexdo r.
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Figura 62 — r é reta de reflexdo no plano D?

Vamos considerar A # O, entdo, existe A’, inverso de A em relacao a ¢. Pelo Lema 2.3,
Pégina 46, existe uma unica circunferéncia ortogonal a ¢ com centro em A’, denotaremos por
a,., que gera uma reta hiperbélica r. Sendo ¢, a,. circunferéncias ortogonais e A, A’ inversos
em relacao a ¢, pelo Corolario 2.3, O, A sao inversos em relagdo a «,., portanto, O, A sao

simétricos em relagao a reta hiperbolica r.

Figura 63 — A é reflexo de O em relagao a reta hiperbdlica r

Proposicao 3.2 Em D?, a reflexio em relagio a uma reta leva uma reta hiperbdlica em outra

reta hiperbolica.

DEMONSTRACAO

Vamos considerar os seguintes casos:

Caso I- Sejam as retas hiperbélica r, s geradas pelas circunferéncias «,., oy, respectivamente, e

as nao passa pelo centro de «,.. Pela Proposicao 2.3, tomando «,. como circunferéncia
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Caso 11I-

Caso I1I-

de inversao, a inversa de ¢ é a propria ¢, a inversa de oy, pelo Teorema 2.5, pagina 53,
¢ uma circunferéncia ay. Pelo Teorema 2.6, pagina 54, ay é ortogonal a . Logo, ay
gera uma reta hiperbodlica s’ que é simétrica a reta hiperbdlica s em relagao a r, ver

Figura 64.

Figura 64 — s, s’ sao retas hiperbdlicas simétricas em relacdo a reta hiperbodlica r.

Considere s uma reta hiperbélica que passa pelo centro de ¢, ou seja, s ¢ um segmento
de uma reta euclidiana 74, 7 uma reta hiperbélica gerada por uma circunferéncia o, de
centro O; e 7, nao passa pelo centro de «,.. Tomando «a, como circunferéncia de inversao,
pelo Teorema 2.5, o inverso de 7, é uma circunferéncia 7y que passa pelo centro O
de «,. Entdo, o inverso do centro de ¢, O, pertence a circunferéncia 7, como «, é
ortogonal a ¢, pelo Corolario 2.3, O’, O sao inversos em relacao ¢ e, pelo Teorema 2.4,
Ty € ortogonal a ¢. Logo, Ty gera uma reta hiperbdlica s’ que é simétrica a reta s em

relacdo a reta hiperbdlica r, ver Figura 65.

Considere s, r retas hiperbdlicas geradas pelas circunferéncias as, ., respectivamente, e
a, passa pelo centro O; de a,. A reta euclidiana OO, intercepta o, no ponto O, como
a, é ortogonal a p e O, 0, O sao colineares, pelo Teorema 2.4, O’, Oy sdo inversos em
relacao a . Pelo Corolario 2.3, o inverso de O, em relagao a a,. é o ponto O, centro de
v, pelo Teorema 2.5, o inverso de g em relagdo a «,. € uma reta, ay. Assim, ay é uma
reta que passa por O, logo o didmetro de ¢ determinado pela reta euclidiana ay é uma

reta hiperbodlica simétrica a reta s em relagao a reta hiperbélica r, ver Figura 66.
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Figura 65 — s é um didmetro de ¢ e s, s’ sdo retas hiperbdlicas simétricas em relagdo a reta
hiperbdlica r.
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Figura 66 — s, s’ sao retas hiperbdlicas simétricas em relacao a reta hiperbdlica r

Caso IV- Considere r, s retas hiperbélicas tal que r é gerada pelas circunferéncia «,. e s é um
diametro de ¢ determinado pela reta 7, que passa pelo centro O; de «,.. Pelo Teorema
2.5, a inversa de 7, em relacao a «, é a propria reta 7, portanto, s é simétrica a si

propria em relagao a reta hiperbodlica r, ver Figura 67.



74 Capitulo 3. Consisténcia do Modelo de Disco de Poincaré

Figura 67 — s ¢é simétrica a si propria em relacao a reta hiperbélica r

Caso V- Considere 7, s retas hiperbodlicas distintas tal que r, s sdo didmetros de . Tomando r
como reta hiperbélica de reflexdo, no plano, assim, r divide ¢ em dois arcos simétricos
a reta euclidiana v que contém r. Entdo, vamos considerar A, B pontos ideais da reta
hiperbdlica s, se existe uma reta hiperbdlica s’, simétrica a s em relacao a r, entao,
seus pontos ideais, A’, B’ sdo simétricos, respectivamente, a A, B em relacao a r. Vamos
tragcar uma reta euclidiana ¢ perpendicular a v passando pelo ponto A e marquemos o
ponto A’ outra intersecao entre ¢, . Vamos tracar a reta euclidiana u perpendicular a
v passando por B e marquemos o ponto B’ outra intersecao entre u, ¢. Como A’, O, B’
sao colineares no E,, entdo O pertence a reta hiperbdlica s, ou seja, s’ é um didmetro

de ¢, ver Figura 68.

Figura 68 — s, s’ sdo simétricas em relacdo a r e incidem em O.
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Caso VI- Considere r, s retas hiperbolicas onde r é um diametro de ¢ e s é uma reta hiperbélica
que nao incide em O. Vamos considerar A, B pontos ideais da reta hiperbdlica s. Se
existir uma reta hiperbodlica s, simétrica a s em relacdo a r, entdao seus pontos ideais,
A’, B', sao simétricos, respectivamente, a A, B em relagdo a r. Vamos tragar uma reta
euclidiana ¢t perpendicular a r passando por A e marcarmos A’, a outra intersecao
entre t, , tracemos a reta u perpendicular a r passando por B e marcamos B’, a outra
intersecao entre u, . Como A’, B’, O nao sao colineares no E.,, entao, s’ é um arco de

circunferéncia ortogonal a ¢, ver Figura 69.

Figura 69 — s, s’ sdo simétricas em relagdo a r e nao incidem em O.

Lema 3.1 Duas retas hiperbolicas distintas se intersetam, no mdximo, em um ponto

DEMONSTRACAO

Considere r, s retas hiperbdlica, se r, s sao didmetros de ¢, entdao se intersetam no
ponto O. Se r é um didmetro de ¢ determinado por uma reta euclidiana ¢ e s é uma reta
hiperbodlica gera pela circunferéncia ay, entao, t, o se intersetam, no maximo, em dois pontos,
A, B. Como «ay é ortogonal a ¢ e O, A, B sao pontos colineares no plano E.,, pelo Teorema
2.4, A, B sao pontos inversos em relacao a ¢, logo, um deles esta no interior e o outro é

exterior a ¢, ver Figura 70.

Se r, s retas hiperbodlicas geradas pelas circunferéncias «,., ay, respectivamente, entao,
a,., g se intersetam, no maximo, em dois pontos, A, B. Como «,., a, sdo ortogonais a ¢, pelo
Corolario 2.2, A, B sao inversos em relacao a ¢, portanto, apenas um dos pontos pertence a

D?, ver Figura 71.
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Figura 70 — r passa por O e s nao passam por O e r,s se intersetam, no maximo, em um
ponto

Figura 71 — r, s ndo passam por O e 7, s se intersetam, no maximo, em um ponto no plano D?

Definicao 3.9 Chamaremos de retas hiperbdlicas concorretes duas retas hiperbolicas

distintas que se intersetam em um ponto.
Proposicao 3.3 O Modelo de Disco de Poincaré satisfaz o Axioma 12 e I3.

DEMONSTRACAO

A menos que seja necessario uma reflexao, considere uma reta hiperbdlica r que nao
passa por O. Logo, r é gerada por uma circunferéncia «, com centro O; e interseta ¢ nos
pontos Z1, Zy. A reta euclidiana OO; intercepta o arco r no ponto A. Seja Z3 a intersecao
entre ¢ e a reta euclidiana OZ;, teremos, entdo, um ponto B que é a intersecao entre o arco
r e a reta euclidiana Z30;. Assim, temos que a reta hiperbdlica r incide ao menos em dois

pontos, A, B, assim, o Disco de Poincaré satisfaz o Axioma 12, ver Figura 72.
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Figura 72 — O Modelo de Disco de Poincaré satisfaz o Axioma 2.

Para provar que o Disco de Poincaré satisfaz o Axioma I3, a menos que seja necessario
uma reflexdo, tomemos os pontos distintos O, A, B € D? nao colineares no E.,. Consideremos
que existe uma reta hiperbélica que incide em O, A, B. Assim, as retas hiperbélicas OA e
AB sao coincidentes, que é um absurdo, pois OA ¢ um didmetro de ¢ e AB ¢ um arco de
circunferéncia ortogonal a ¢, portanto, nao é possivel construir uma reta hiperbdélica que

incida em O, A, B, logo, o Disco de Poincaré satisfaz o Axioma I3, ver Figura 73.

F.]

Figura 73 — O Modelo de Disco de Poincaré satisfaz o Axioma I3.

Teorema 3.2 As afirmagoes a sequir sao verdadeiras no Modelo de Poincaré:

1. Para cada reta hiperbolica h, existe pelo menos um ponto P, tal que P ndao incide a h.
2. Para cada ponto P existe pelo menos uma reta h, tal que h nao incide sobre P.

3. Para cada ponto P existem pelo menos duas retas distintas hy e ho, tais que hy € hs

incidem sobre P.
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. Para cada ponto P, existem pontos Q) e R, tais que P, Q) e R ndo sao colineares.

DEMONSTRACAO

. Considere h uma reta hiperbdlica, suponhamos que qualquer ponto P incida em h.

Teremos, entdo, que qualquer subconjunto de D?, est4 contido na reta h, o que é contradiz

a Proposicao 3.3.

. Suponhamos que existe um ponto P € D? que ¢ incidente a qualquer reta hiperbdlica h.

Entdo, para quaisquer dois pontos A, B € D?\ {P} distintos, P € AB, pelo que A, B e
P sdo colineares. Para quaisquer trés pontos A, B,C € D?\ {P}, distintos dois a dois,
P € ABnN AC, resultado do Teorema 3.3 que AB = AC. Consequentemente A, B e C
sao colineares. Pela arbitrariedade da escolha dos pontos, concluimos que quaisquer trés
pontos do plano D? sdo colineares, o que contradiz a Proposicao 3.3. Assim, nem todo
ponto P ¢é incidente na reta hiperbélica h, para cada ponto P € D? existe pelo menos

uma reta hiperbdlica h tal que P ¢ h.

. Seja o ponto P € D? arbitrrio e seja h uma reta hiperbélica tal que h nao incide

sobre P, cuja existéncia é garantida pela Afirmacao 2. Pela Proposicao 3.3, h incide
sobre pelo menos dois pontos distintos, digamos A e B. Considere a reta hiperbdlica
AP = hy e a reta hiperbdlica BP = hy. Se hy = hy, entdo {A, B} C hy, resultando do
Teorema 3.3 que hy = h, e, consequentemente, P € h, o que é absurdo. Assim, h; e ho
sao retas distintas que incidem sobre P. Da arbitrariedade na escolha de P, conclui-se

que qualquer ponto é incidente a duas retas distintas.

. Seja o ponto P € D? arbitrario e seja h uma reta hiperbélica tal que h nao incide sobre

P, cuja existéncia é garantida pela Afirmacao 2. Pela Proposicao 3.3, h é incidente
sobre pelo menos dois pontos distintos, @ e R. Como P ¢ h, pela Proposi¢ao 3.1, h é
a Unica reta que passa por () e R, entao, os pontos P, () e R nao sao colineares. Da
arbitrariedade da escola de P, conclui-se que cada ponto P € D? existem dois pontos Q

e R tais que P, () e R nao sao colineares.

3.4 AXIOMAS DE ORDEM

Proposigao 3.4 O Modelo de Poincaré satisfaz o Azioma O1, O2 e O3

DEMONSTRACAO
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A demonstracdo que o Disco de Poincaré satisfaz os Axiomas O1 e O3 decorre da
Definicao 3.2, Pagina 60.

Vamos provar que o Disco de Poincaré satisfaz o Axioma 02, sejam os pontos A, C' € D?,
a reta hiperbolica r = AC gerada pela circunferéncia o, com centro em O, e Z;, Z, pontos de
intersecao entre «., ¢, com Z; mais proximo de C' do que A. Tragando o segmento euclidiano
CZ;, podemos determinar um ponto P que esté entre C' e Z; no E.,. A semirreta euclidiana
O? interceta o, em um ponto B, interior a . Temos, entdo, que B € D? é um ponto
pertencente a reta hiperbdlica r e, no E,,, C é um ponto do angulo ZAO; B, pela Definicao

3.2, Ax C x B, assim, o Disco de Poincaré satisfaz o Axioma O2.

Definicao 3.10 A semirreta de vértice, ou origem, A que passa por B, que denotamos por
zﬁ, ¢ o conjunto formado pelo segmento de reta [AB] e pelos pontos P € D? tais que A*x Bx P,
isto é

AB = [AB]U{P € D?|A % B+ P}

Proposicao 3.5 O Modelo de Disco de Poincaré satisfaz o Axioma Oj.

DEMONSTRACAO

Considere, a menos que seja necessario uma reflexao, os pontos distintos A, B,C €

D%\ {0}, ndo colineares dois a dois com o ponto O, no E., e ndo pertencentes a uma mesma

reta hiperbdlica e as retas hiperbdlicas r = AB,s = AC,t = BC geradas pelas circunferéncias

Q.. (g, Oy, Tespectivamente. Sem perda de generalidade, considere a Figura 74.

Tome um ponto P do segmento hiperbélico [AC], seja h uma reta hiperbdlica que incide
em P. A menos de uma reflexdo, se h for gerada por uma circunferéncia «y,, pelo Corolario
2.2, ay, passa pelo ponto P’ inverso de P em relacao a ¢. Diante do exposto, a menos que
ap, o, sejam coincidentes, ay, tem pontos no interior de «,.. Temos ainda que entre P, P’ ha
pontos dos arcos que representam os segmento hiperbdlicos [AB], [BC|, deste modo, a reta
hiperbdlica h intercetara [AB] ou [BC], ver Figura 75.
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Figura 74 — A, B, C formam segmentos hiperbélicos nao pertencentes a uma mesma reta
hiperbdlica.

Figura 75 — O Modelo de Disco de Poincaré satisfaz o Axioma O4

Definicao 3.11 Sejam os pontos A, B,C € D? ndo colineares. O conjunto
ANABC = [AB] U [BC| U [AC]

¢ designado por triangulo de vértices A, B e C ou lados [AB], [BC| e [AC]. Os angulos
/ABC, /BCA e ZCAB designam-se angulos internos do triangulo ANABC, sendo o dangulo
que se opoe, ou oposto, a um dos lados de NABC' aquele que é formado pelas semirretas que

contém os outros dois lados.

Na Figura 76, por exemplo, o dngulo oposto ao lado [AB] é ZAC B pois a semirreta

que contém o segmento de reta [AB] ndao é um de seus lados.
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Figura 76 — Triangulo AABC

Vale salientar as anotagoes [ABC|, [BAC], etc se referem ao mesmo tridngulo, cujos

vértices sao A, B e C.

Sempre que escrevermos [ABC]| ou ZABC pressupomos que A, B,C € D? sio tés

pontos nao colineares.

Decorre de imediato da Proposicao 3.5 que, no Disco de Poincaré, uma reta hiperbélica
h que nao incide em nenhum dos vértices do tridngulo AABC' interseta no maximo em dois
lados do triangulo AABC. Se a reta hiperbédlica h incide em nenhum dos vértices e nem
interseta dois lados do triangulo AABC', entao, h nao interseta em nenhum dos trés lados
do tridngulo AABC, ou seja, nao interseta o tridngulo. Consequentemente, se uma reta
hiperbdlica h que nao incide em nenhum dos vértices do triangulo AABC interseta dois lados

ou nenhum dos trés lados do triangulo AABC, ver Figura 77.

Figura 77 — Posicoes relativas entre reta hiperbdlica e tridngulo hiperbdlico

Decorre de imediato que o interior de um segmento de reta nao é um conjunto vazio.

O Teorema seguinte estabelece uma relacao entre dois pontos e uma reta no D?, dando

significado as expressoes "os pontos P e () estao do mesmo lado da reta r'"e "os pontos P e @)
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estdo em lados opostos relativamente a reta r".

Teorema 3.3 Para cada reta v do D? existem dois subconjuntos nao vazios do D?, que

denotaremos por D? e D3, tais que:

1. D*\r = D? UD2, ver Figura 78;

Figura 78 — D?\r = D? U D3

2. Dois pontos distintos A, B € D*\r pertencem ao mesmo conjunto, D3 ou D3, se e sé se

[AB] ndo interseta r, ver Figura 79;

Figura 79 - A, BeD?e C,D € D3
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3. Dois pontos, A,C € D?\r pertencem a diferentes conjuntos, um ponto pertence a D? e

o0 outro ponto pertence a D3, se e s6 se [AC| interseta r, ver Figura 80.

Figura 80 — A e C pertencem a conjuntos diferentes.

Os conjuntos D? = DIUre DZ = D2 U r serdo chamados de semiplanos, diremos
que os pontos A e B estao do mesmo lado da reta r se e s6 se acontecer o ponto 2 do
Teorema 3.3 e diremos que os pontos A e B estao em lados opostos relativamente a

reta r se e so se acontecer o ponto 3 do Teorema 3.3.

3.5 AXIOMAS DE CONGRUENCIAS

Emprega-se a palavra CONGRUENCIAS, CONGRUENTE ou CONGRUO relati-
vamente a figuras geométricas, para expressar nogoes corrigueiras de igualdade. Deste
modo, menciona-se congruéncia entre retas, ou entre angulos. Entretanto, é comum utilizar o
termo "igual'quando o rigor exige "congruente'. Assim, definiremos uma distancia no plano

hiperbélico D?. Por simplicidade, usaremos para "congruéncia'e "igual'o mesmo sinal.

3.5.1 DISTANCIA HIPERBOLICA

Uma distancia no plano D? é uma funcao d : D? x D? — R que possui as seguintes

propriedades para quaisquer pontos A, B, C' € D?:

(a) Positiva Definida: d(A, B) >0 e d(A,B) =0« A = B;
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(b) Simétrica: d(A, B) = d(B, A);

(c) Desigualdade Triangular: d(A, B) < d(A,C) +d(C, B).

Assim, iremos definir uma distancia em D? chamada de Distdncia Hiperbolica e

estabelecemos que a medida do segmento [AB] é a distdncia entre os pontos A e B.
Para seu modelo, Poincaré propos a seguinte métrica:

Sejam os pontos A, B € D? e Z, e Z, pontos ideais da reta hiperbolica AB, com Z;
mais proximo de B do que de A, no E, ver Figura 81. A distancia entre os pontos A e B,
denotado por d(A, B), é
d(A, B) = |In(A, B, Z1, Zs)|

onde In é o logaritmo natural ou neperiano e (A, B, Zy, Zs) é a razao cruzada dos pontos A e
B, se a reta hiperbélica AB for um diametro de ¢, do contrario é a razao circular, em relacao
a Z1 (S ZQ.

Figura 81 — Reta AB com pontos ideais Z; e Z

Precisamos mostrar se a fun¢ao d esta bem definida, pois foram feitas escolhas aleatéria
dos indices dos pontos ideais, afinal, estamos determinando o logaritmo de um nimero sem

saber se ele é estritamente positivo.

Como os pontos B, Z; e Zy sao distintos dois a dois, temos que a razao cruzada
(A, B, Zy, Z3) estd bem definida.

(a) Pelo Teorema 2.3,s¢ A # B a razao cruzada (A, B, Zy,Z5) > 1 = |In(A, B, Z1, Z)| > 0

Suponha que A = B, entao

A=B<& (A, B, Zl,Zg) =1 |ln(A, B, Zl,ZQ)’ =0
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(b)

Suponha A # B, temos que (A, B, Z1, Zy) = (B, A, Z1, Z5)~. Por outro lado, para todo
t >0, Int~' = —Int. Assim, d(A, B) nao depende da ordem de escolha dos pontos ideais
7y e Zsy. Entao, d(A, B) = d(B, A).

Antes de provar que a distancia de Poincaré satisfaz a desigual, vamos provar que a

Reflexdo numa reta no D? é uma isometria.

3.5.1.1 ISOMETRIA NO D?

A seguir, definiremos os requisitos necessarios para que uma aplicacdao, no D?, seja

classificada como isometria.

Definicao 3.12 Seja uma aplicacio T : D? — D?, diremos que T' € uma isometria se:

(a) T é uma fungdo biunivoca;
(b) para todo A, B € D?, d(A, B) = d(T(A),T(B));

(¢c) T é uma aplicagio conforme.

Proposicao 3.6 Considere A, A’ € D? pontos simétricos em relagio a uma reta hiper-
bolica r, para todo ponto M € r, d(A, M) = d(M,A").

DEMONSTRACAO

a) Observando a Figura 82, no D?, A é reflexo de A’ em relagao a reta r que passa por
O, M ¢é um ponto da reta r, Z, e Z, sao pontos ideais da reta AM, Zs e Z, sao
pontos ideais da reta M A’, a e 3 sdo circunferéncias que determinam as retas M A’
e AM, respectivamente, no D?, e M’ é o inverso de M em relacdo a circunferéncia

¢ que determina o plano hiperbélico D?.

No plano E, a reflexdo em relagao a reta, os pontos que estao sobre a reta de
reflexdo sao reflexos de si mesmo, ou seja, a reflexdo do ponto M é o proprio M e
o de M’ é o préprio M’. Além disso, a reflexdo em relacdo a uma reta associa uma

circunferéncia a uma circunferéncia com mesmo raio.

Temos que a circunferéncia ¢ é simétrica a si mesma em relagdo a r, pois r passa
pelo centro de ¢ dividindo-a em duas semicircunferéncias que sao simétricas em
relagdo a r. Além disso, a passa por trés pontos simétricos a trés pontos de [,
entdo, a e 8 sdo simétricos em relagdo a r. Por fim, Z,,Zy € pNpBe Z3, Zy € pNa,

entao, podemos afirmar que Z; e Zy sao simétricos, respectivamente, a Z, e Z3, em
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relacao a r. Como reflexao em relacdo a uma reta é uma isometria, entao, conserva
distancia, logo:
Az, =AZ,
AZy = A'Z3 N AZy ‘ Mz,  MZs . A'Z,
MZy=MZ, Mz, AZ, AZy MZ,
MZy = MZ,

= d(A, M) =d(M,A")

Figura 82 — Reflexao se o eixo passa por O

b) Observando a Figura 83, os pontos A e A’ sdo inversos em relagao a circunferéncia
a,., M é um ponto arbitrario de r, M’ é o inverso de M em relacdo a circunferéncia
p, o arco r divide ¢ em dois arcos, s e t, 3 e p sdo circunferéncias que determinam,
respectivamente, as retas AM e M A’, no D?, os pontos Z; e Z, sao pontos ideais

da reta hiperbolica AM e Z3 e Z, sao pontos ideais da reta hiperbdlica M A’.

Considerando «,. como a circunferéncia de inversao, temos que o inverso do ponto
M é o prério M, assim como o inverso de M’ é o proprio M’ e, por hipétese, os
pontos A e A’ sdo inversos. Como a circunferéncia p passa por A, M e M’ o seu
inverso, p/, passard pelos inversos destes pontos, A, M e M’, respectivamente. Pelo
Teorema 2.5 Alinea ¢, Pagina 53, o inve'rso de p, p/, é uma circunferéncia que
nao passa por O;. Como trés pontos determinam uma tnica circunferéncia® e a

circunferéncia (5 passa pelos pontos A’, M e M’, entao, p' = 5.

As circunferéncias ¢, 5 intersetam nos pontos Zi, Zs, pelo Corolario 7?7, Pagina 7?7,

¢, ', inversos de @, 3, intersetam nos pontos 27, Z5, inversos dos pontos Z, Zs.

= A .
°  Procurar referéncial
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Pelo Teorema 2.3, Pagina 52, t e s sao inversos, pois ¢ e «, sao ortogonais, logo,

¢ = p, e, além disso, [, p sdo inversas. Como p interseta ¢ em Z3, Z4, temos,
Zy = Zy e Zy = Zs, ver Figura 83.

Figura 83 — Reflexao se o eixo nao passa por O

Temos a seguinte relagao

O1A O

7 . o 2
O O1A =012 012y = OM = O1Z,4 B O A

O angulo ZAO,Z; é comum aos triangulos AAO1Z; e AA'O,Z,, entédo, pelo caso
Lado-Angulo-Lado, os tridngulos AAO1Z; e AA’OyZ, sdo semelhantes. Analoga-
mente, é possivel provar a semelhanca entre os tridngulos AAOZy e AA'O1Z3, en-
tre os tridngulos AMO1Z, e AMOZy4 e entre os triangulos AMO1Z5 e AMO1Zs.
Pela semelhanca entre os triangulos AMO,Z; e AMO4 Zy, temos

MZ, MO,

— Mz
_— = = MO, =
M Z4 Z401 ! MZ4

- 701 (3.1)

Pela semelhanca entre os tridngulos AAOZ; e ANA'O,Z,, temos

AZ,y 04A —— AZ

— .0, A 3.2
AZ, 7.0, Az, ! (3:2)

Das Igualdades 3.1 e 3.2, temos
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- Mz AZ, — MO, Mz AZ
MO, = e 0,A=> = : 3.3
YT Mz, Az, A MZ, AZ (3:3)
Pela semelhanga entre os triangulos AMO,Zy e AMO,Z3, temos
MzZy MO, ——— MZy
MZy, 7,0, YT Mz, TP (3:4)
Analogamente, pela semelhanca dos tridngulos AAO;Z5 e AA'O1Z3, temos
_ AZy
750, = O A 3.5
201 = 7 O (3.5)
Pelas Igaldades 3.4 e 3.5,temos
- MzZy AZy, ——_ MO, MZ; AZ,
MO, = —= - —= - O1A’' = = . 3.6
‘YT Mz, Az ! O A~ MZ, A'Z, (36)
Como O M é raio da circunferéncia «,., entao, temos
2 01M OlA/
OM™ = 0,A-01A" = =
' S 0,A  OM
Das Igualdades 3.3 e 3.6, temos
MZ, AZ, (MZs AZy\" _ M7 X7, N7, A7 57)
MZ, AZ, \MZ, A'Z, MZ, AZ, MZ; AZ, '

Pela Igualdade 3.7, temos
AZy MZy, M2y AZ,
MZ, AZ, AZ, MZ,
(A, M, Zl, ZQ) = (M, A/, Z3, Z4) = hl(A, M, Zl, ZQ) = hl(M, Al, Zg, Z4>

4

Assim, provamos que, para todo M € r, d(A, M) = d(A’, M).
Teorema 3.4 A Reflexdo em relagio a uma reta no plano D? é uma Isometria

Considere, no plano D?, a reta r e os pontos A, B, C reflexos, respectivamente, dos

pontos A’, B’, C" em relacao a reta r.
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Se a reta hiperbdlica r é um didametro de ¢, entao ja ta provado, pois a reflexdo em
relacdo a uma reta no plano E,, é uma isometria®. Entao, vamos considerar que r é

uma reta hiperbodlica gerada por uma circunferéncia a,.

Pela Defini¢do de Ponto Inverso em relagdo a uma circunferéncia (Definigao 2.5, Pagina
36) a reflexao em relagdo a uma reta hiperbdlica é uma fungao biunivoca, pois, os pontos
simétricos em relagao a reta hiperbdlica r sdo inversos em relagao a circunferéncia o,

ver Figura 84.

)
#

Figura 84 — A é reflexo de A’ e A’ é reflexo de A, a reflexdo é uma fungao biunivoca

Vamos considerar a reta hiperbodlica AB com pontos ideais Z; e Z5 e a reta hiperbdlica
A’B’ com pontos ideais Z] e Z}, temos que os pontos A, B, Z; e Zy sdo inversos aos

pontos A’, B', Z{ e Z), em relacao a circunferéncia «,., ver Figura 85.

Assim, no E.,, temos a relacao

O01A 017,
O\ Z] O A

OlA . OlA/ - 0121 . 01Z{ =

como o angulo ZAO,Z; é comum, entao os tridngulos AO1AZ; e AO,A'Z] sao seme-
lhantes. De forma analoga, podemos mostrar que os tridngulos AO;BZ; e AOB'Z]

sao semelhantes, logo,

Az, AZ
BZ, B'Z,
BZ. B'Z]
Fazendo processo idéntico, também podemos mostrar que 2 = ?, entao

AZ, BZ, A'Z, B'Z,
BZ, AZ, B'Z, AZ

= d(A,B) = d(A', B)

Portanto, no D?, a reflexdo em relacdo a uma reta conserva a distancia. Por fim, no E.,

a inversao em relacdo a uma circunferéncia é uma aplicagdo conforme, ou seja, preserva

6

Ver (FLORENCIO, 2011, Pag. 16-19)
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igu — 1 5 sao inver a
Figura 85 — os pontos A, B, Z; e Z, sao inversos aos pontos A, B', Z| e Z} em relagdo a
circunferéncia a..

o angulo formado entre retas e circunferéncias, logo, no D?, a reflexdo em relacdo a uma
reta também é uma funcdo conforme. Assim, mostramos que a reflexdo em relacao a

uma reta no plano D? é uma isometria.

Definigao 3.13 Tomemos os pontos A, A', M € D? tal que A M x A’'. Dizemos que
M ¢é ponto médio hiperbdlico de [AA'] se d(A, M) =d(M,A’).

Proposicao 3.7 Se os pontos A, A’ € D? sdo simétricos em relacdo a uma reta hiper-

bolica r, entao r interseta o segmento hiperbolico [AA’] no ponto médio de [AA'].

DEMONSTRACAO
Seja M € D? o ponto de intersegao entre r, [AA’]. Como A x M * A’, entao

d(A, A') = d(A, M)+ d(M, A

Como M € r, temos

d(A, M) =d(M,A")
Portanto,
d(A, A

d(A, M) = d(M, A) = ==

Proposicao 3.8 Se os pontos A, A’ € D? sdo simétricos em relacio a uma reta hiper-

bolica r, entdao r € perpendicular a reta hiperbolica AA’
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DEMONSTRACAO

A menos que necessite de uma reflexdo, vamos tomar A, A’ colineares com O, no
Es, entdo a reta hiperbélica AA’ é um didmetro de ¢ determinado por uma reta
euclidiana 7 e a reta hiperbdlica r é geradas por uma circunferéncia «,.. Como A, A’ sdo
inversos em relagao a r, entao, 7 incide no centro de «, portanto, 7 é ortogonal a «, e,
consequentemente, as retas hiperbolica AA’ e r sdo perpendiculares, de forma analoga
provamos que se AA’ é gerada por uma circunferéncia a e r é um didmetro de ¢ entdo

AA’ e r sdo perpendiculares, ver Figura 86.

N

WvT

Figura 86 — AA’ é uma reta hiperbdlica que passa por O e é perpendicular a 7.

Se as retas hiperbdlicas AA’, r sao didametros de ¢, pela definicdo de reflexdo em uma

reta, no E,, AA’ r sdo perpendiculares, ver Figura 87.

Figura 87 — AA’, r sao retas hiperbélicas que passam por O e sao perpendiculares.

Considerando que as retas hiperbdlicas AA’, r sdo geradas pelas circunferéncias «, «,,

respectivamente, como A, A’ sdo inversos em relacao a «, no E, e « passa por A, A’, pelo
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Teorema 2.4, «, c, sdo ortogonais, entao, as retas hiperbolica AA’, r sao perpendiculares

no D?, ver Figura 88.

i

Figura 88 — AA’, r sao retas hiperbélicas que nao passam por O e sao perpendiculares.

Definigao 3.14 Chamaremos de mediatriz no D* do segmento hiperbdlico [AB] a reta

que perpendicular a [AB] e passa pelo seu ponto médio.

Pela Definicao 3.14, a reta hiperbélica de reflexdo dos pontos A, B € D? é a mediatriz
do segmento hiperbdlico [AB] e, além disso, os extremos de um segmento hiperbdlico

sao equidistantes de qualquer ponto de sua mediatriz.

3.5.1.2 A DISTANCIA DE POINCARE SATISFAZ A DESIGUALDADE TRIANGULAR

Vamos considerar dois casos para provar que a distancia hiperbdlica satisfaz a desigual-

dade triangular.

Caso I- Considere um ponto C' tal que A x C' x B. Assim,
d<A7 B) = |ln(A7 Ba Zl; ZQ)| = ’ln[(A7 Ca Zl? ZQ)(C7 Ba Zla ZQ)” = |ln(A7 Ca Zla Z2)|+
’ln(ca Ba Zla Z2)| = d(A7 C) + d(07 B)
Caso II- Os pontos A, B e C' nao sao colineares no plano D?. A menos que seja necessario
uma reflexdo, vamos considerar C' o centro de ¢, ver Figura 89.

Temos

A7, Oz
(A7 07 ZI7Z2) - 0721 ’ AZQ
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&

Z -
-\-\'1__1—-'-'-

Figura 89 — C' é o centro da circunferéncia

Como C' é o centro da circunferéncia, entao CZ; = C'Zy = 1, assim

Az,
AZ,

A menor distancia entre o ponto A e a circunferéncia é a medida do segmento

(A7 C? Z17 ZQ) =

euclidiano AZ,, logo, AZ, < AZs. Por outro lado, a medida de AZ; é a maior

distancia entre o ponto A e a circunferéncia, logo AZ; > AZ5, assim

AZ,  AZs
AC 71, 75) = — > —
( )y Wy L1,y 2) AZQ AZG
BZ BZ,
De forma semelhante, também provamos que (C, B, Z3, Z4) = SRS 76, temos
BZs  BZs

AZ, BZ, AZs BZs
A 21, 0y) - B, Zs, Zy) = . . =(A,B,Zs, Z
( 707 1 2) (C7 y L3, 4) AZQ BZg > AZ(; BZ5 ( s 125 L5, 6)

Por fim,

d(A,C) +d(C, B) = In(A,C, Z1, 7Z) + In(C, B, Zs, Zs) —
= l’l’L[(A, C, AR ZQ) : (C, B, Zs, Z4)] > ln(A, B, Zs, Z6) = d(A, B)

Portanto, dados os pontos A, B, C' € D?

d(A, B) < d(A,C) +d(C, B)

Proposigao 3.9 Considere os pontos A, B, A', B' € D? se d(A, B) = d(A’, B') entio [AB] =
[A'B'].
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DEMONSTRACAO
Sejam Zi, Z» pontos ideais da reta hiperbdlica AB e Z], Zj pontos ideais da reta
hiperbdlica A’B’, entao

d(A,B) = d(A', B') = |In(A, B, Z1, Z,)| = |In(A', B, Z,, Z))| = In(A, B, Z, Z5) = = In(A', B, Z,, Z})

Se In(A, B, Z1,Zs) =In(A',B', 71, Z}) = (A, B, Zy,Zs) = (A", B', Z}, Z})

SeIn(A, B, Zy,Z,) = —In(A', B, Z], Z}) = In(A, B, Zy, Zy) = In(A", B', Z}, Z}) ™ =
(A,B,Zy,Zs) = (A,B', Z},Z5) " = (A, B, Zy, Zs) = (A, B', Z}, Z)

Assim, se dois segmentos hiperbélicos tem a mesma distancia hiperbdlica dizemos que

eles sdo congruentes.

3.5.2 CIRCUNFERENCIA HIPERBOLICA

Vamos contruir uma circunferéncia no Modelo de Poincaré utilizando a definicao de
circunferéncia no plano euclidiano, que é o 3° Postulado de Fuclides, apresentado com uma

linguagem moderna.

Definicao 3.15 Seja o ponto C' € D? e uma distancia hiperbdlica p, chamaremos de circun-
feréncia hiperbolica o conjunto formado por todos os pontos que estao a uma distancia p

do ponto C. Assim, C' € o centro hiperbélico e p é o raio hiperbélico.

Se o ponto P € D? pertence a circunferéncia hiperbélica av com centro hiperbélico C,

entdo, o raio hiperbdlico p = d(C, P) ou podemos dizer que o raio hiperbdlico de a é [C'P].

Vamos considerar um ponto P € D? tal que P # O. Assim, teremos uma distancia
nao-nula p = d(O, P). Tome P, tal que d(O, P) = d(O, %), ver Figura 90, assim, temos

Figura 90 — Py, P sdo equidistantes de O no D?
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PZ OW PZy OW,
10,7 = 0.7y = [ (2200 || (B0 O )|
PZ OW\ _(RZ OW
0z PW) \0Z, BW,

Como OW = 0Z = OWy = 0Zy = 1, entdo

PZ P
PW  BW,

Temos PZ =1+ OP, PW =1—OP, PyZy =1+ OPF, e P,W, =1 — OPF,, assim

1+0P 1+ O0PF,
1-0P 1-0PF,

~ (1+OP)-(1-0F) = (1+0F)-(1-0P) =

1- 0P +0OP—-0P-OP,=1-0P+ 0P, — 0P -0F, =

2:-0P=2-OFy= OP =0F,

Deste modo, no E.,, P, Py sao equidistantes de O. Pela arbitrariedade na escolha do
ponto Py, podemos concluir que, considerando uma circunferéncia euclidiana o com centro
em O e raio OP, no D?, o conjunto de pontos que estdo a uma distancia [OP] do ponto O ¢é
a circunferéncia euclidiana «, dito isso, podemos dizer que toda circunferéncia hiperbdlica

com centro em O e raio hiperbdlico p = [OP] é igual a circunferéncia euclidiana com centro

O e raio euclidiano OP, ver Figura 91.

Figura 91 — o é uma circunferéncia hiperbdlica.

Para determinar a medida euclidiana do raio da circunferéncia hiperbélica com centro

em O, entao, seja o raio

| ©
38
SIS

p=In(O,PW,Z)=e"=(0,P,W,7) =
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Como OW =0Z =1, PW =1—-0P e PZ =1+ OP, teremos

1 1+O0P e +1
p_ ) p_c =
“=1-op 1 9o

Ainda, considerando a circunferéncia hiperbdlica a com centro O e raio p, seja f
uma reta hiperbdlica arbitraria gerada pela circunferéncia oy de centro O;. A reflexao de
a em relacdo a f é uma circunferéncia o e a reflexdo do O em relacao a f é o ponto O/,
ver Figura 92. Temos que O’ é o centro hiperbdlico da circunferéncia o/, pois, a relfexao em
relacdo a uma reta no D? conserva a distancia. Logo, podemos concluir que toda circunferéncia

hiperbélica com centro distinto de O é uma circunferéncia euclidiana.

Figura 92 — a e o/ sdo simétricos em relacao a reta f.

Considerando o plano E,, temos O] inverso de O; em relagao a «, os pontos O, O] sdo
distintos, pois Oy # (2, temos E inverso de O] em relagao a oy, os pontos E, O sdo distintos,
pois O # E. Como o ¢ inverso a o em relacdo a ay, entdo, pelo Teorema 2.7, pagina 54,
o ponto E é o centro euclidiano da circunferéncia «'. Logo, podemos concluir que o centro
hiperbdlico de uma circunferéncia nao centrada em O é distinto do centro euclidiano, ver
Figura 93. Além disso, pela construcao para determinar o ponto F, podemos afirmar que os

pontos O, ', E sao colineares no plano E..
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7

Figura 93 — O centro euclidiano e o centro hiperbdlico de uma circunferéncia com centro
distinto de O nao coincidem.

3.5.2.1 CONSTRUCAO DE CIRCUNFERENCIA HIPERBOLICA

1. Considere os pontos distinto A, B € D?, vamos contruir a circunferéncia o com centro
hiperbélico A e raio p = [AB].

No plano E.,, Se A = O, entdao o = C(O, B). Se A # O, seja A’ o inverso de A em
relacdo a circunferéncia o, M o ponto médio do segmento euclidiano AA’ e circunferéncia
B = C(M,A), pelo Teorema 2.4, Pégina 48, as circunferéncias a e ¢ sdo ortogonais,
logo,  gera uma reta hiperbdlica r. Assim, seja C' o o simétrico B em relagdo a 7, no
D?, temos, entdo, d(C, A) = d(B, A), deste modo, o ponto C' pertence a circunferéncia
a. Seja s a mediatriz do segmento euclidiano BC, temos que O; € s N t, portanto,
a = C(04, B), ver Figura 94.
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Figura 94 — Circunferéncia o com centro hiperbélico A e raio hiperbélico p = [AB]

2. Vamos determinar o centro hiperbdlico O; da circunferéncia a.

Sejam os pontos distintos A, B,C € «, se d(A,0) = d(B,0) = d(C,O), entao, O, = O.
Vamos considerar que ao menos d(A, O) # d(B, O), como os pontos A, B ¢ C' nao sao
colineare”, no plano D?, entdo, as mediatrizes dos segmentos hiperbélicos [AB] e [BC],
r e s, respectivamente, sio concorrentes e incidem no ponto O;%. Como d(O;, A) =
d(Oy, B) = d(04,C), entao, O; € rNs.

Na Figura 96, os pontos A, B, C' sdo simétricos, respectivamente, a D, E, I’ em relacao

a reta r, entdo, os tridngulos AABC e ADEF sao congruentes.

" A demonstracdo de que trés pontos distintos de uma circunferéncia néo sdo colineares se encontra em
(ANDRADE, 2013, pag 64)

8 As mediatrizes dos lados de um tridngulo hiperbélico sdo concorrentes, ver demonstracio em (ANDRADE,
2013, Pag. 139-140)
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Figura 95 — r e s sao mediatrizes de [AB] e [BC], respectivamente, e O; € r Ns é o centro
da circunferéncia o

Figura 96 — os pontos A, B, C' sado simétricos, respectivamente, a D, E/, F' em relacao a reta r,
logo NANABC = ADEF

Proposicao 3.10 O Modelo de Disco de Poincaré satisfaz o Azioma C1, C2, C3 e C}

Considere as retas hiperbdlica r e s e os pontos A, Be€re A € s.

Considere uma reta t que reflete o ponto A no ponto A’ e o ponto C, simétrico a B em
relagdo a t. Temos que d(A, B) = d(A’, C), assim, seja « a circunferéncia de centro A’ e raio
[A'C] cuja intersecao com a reta s sdo dois pontos, B e Bj. Assim, [AB] = [A'B}| = [A'B)],
ver Figura 97.

Através desta contrucao, mostramos que o Modelo de Poincaré satisfaga o Axioma C1

e de forma andloga, também é possivel mostrar que este Modelo satisfaz o Axioma C2.
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Figura 97 — Demonstragao que o Modelo de Poincaré satisfaz o Axioma C1

Para provar que o Disco de Poincaré satisfaz o Axioma C3, tome z,y € Re A, B,C, A', B',C" €

D? tais que d(A, B) = d(A',B") =z e d(B,C) = d(B',(C") = y. Como d(A,C) = d(A, B) +
d(B,C)ed(A,C") =d(A', B")+d(B',C"), entao d(A,C) = d(A',C") = z+y = [AC] = [A'C']

Vamos mostrar que o Modelo de Disco de Poincaré satisfaz o Axioma C4, para isso,
considere um angulo hiperbélico ZABC' e uma semirreta hiperbolica B’C”, sem perda da ge-
neralidade, vamos considerar que as retas hiperbélicas zﬁ e BC sao geradas, respectivamente,

pelas circunferéncias a e 3.

Vamos considerar que a semirreta hiperbélica B’C” é gerada pela circunferéncia A,

—
entdo, vamos determinar uma semirreta B’A’ tal que ZA'B'C’ = 6.

Tracemos duas retas euclidianas concorrentes, a e b, no ponto B’ formando o angulo 6

e a é tangente a A\;. Se b nao incide em O, ver Figura 98

Entao, ZA'B'C’ é um angulo formado por duas circunferéncias, assim, se existir uma
circunferéncia A\, tangente a b no ponto B’ e que gera a semirreta hiperbdlica ﬁ , entao,
A2 passa pelos pontos B’ e B”, inverso a B’ em relacao a ¢, dito isso, o centro O’ de Ay
pertence a reta ¢ mediatriz do segmento B’B” e como A, é tangente a b no ponto B’, entdo,
O' pertencea reta d perpendicular a b no ponto B’. Como b ndo incide em B”, temos que
c e d sao retas concorrentes, assim, existe O’ € cNd e Ay = C (0, B'), ver Figura 99. Pela
contrucao, verificamos que a circunferéncia Ay é Uinica, entao, a semirreta hiperbodlica ﬁ

também é unica.
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[]
r I i

Figura 99 — Circunferéncia \y = C (0', B')

Analogamente podemos contruir uma semirreta do outro lado de B’ C" formando o

angulo 6, ver Figura 100.

e
Se b incide em O, entdo, b gera a semirreta hiperbolica B’ A’, neste caso, a circunferéncia
A2 nao existe, pois B’ e B” pertencem a b e, assim, nao é possivel contruir uma circunferéncia

—
tangente a b que passe por B’ e B”, portanto, a semirreta B’A’ é tinica, ver Figura 101.
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Figura 101 — O Modelo de Poincaré satisfaz o Axioma C4.

A forma de medir angulos formados por retas hiperbélicas’ ja nos garante que, no
Modelo de Poincaré, todo angulo é congruente a si mesmo. Assim, provamos que o Modelo de

Poincaré satisfaz o Axioma C4.

Proposicao 3.11 Seja a reta AB e os pontos C,D e P tais que Ax Px B e C e D estdo
em lados opostos da reta AB. Temos LAPC = ZBPD se, e somente se, os pontos C, D e P

9 Ver Definicao 3.4, Pagina 62
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sao colineares.

DEMONSTRACAO
=) Temos ZAPB = 180°, seja LZAPC = ZBPD = 0. Temos que ZBPC e 0 sao

angulos suplementares, assim como ZAPD e 0 sao suplementares, logo, /BPC = Z/BPC.

Portanto, as semirretas ﬁ e Fﬁ estao na mesma reta, ver Figura 102.

Figura 102 — Os angulos \ e [ s@o congruentes

<) Na Geometria Euclidiana, os &ngulos ZAPC' e ZBPD sao congruentes, o que é
suficiente para concluir que, na Geometria Hiperbdlica, Angulos opostos pelo vértice (OPV)1°

sao congruentes.

Definig¢ao 3.16 Considere os triangulos hiperbolicos NABC e AA'B'C" se [AB] = [A'B’],|[AC] =
[A'C"], [BC| = [B'C'] e LZABC = LAB'C'/BAC = £B'A'C" e ZACB = LA'C'B’ entdo,
dizemos que NABC e ANA'B'C’ sao triagngulos hiperbolicos congruentes, denotaremos
por NABC = ANA'B'C".

Proposicao 3.12 O Modelo de Disco de Poincaré satisfaz o Axioma C5.
Vamos admitir, sem perda de generalidade a situagao da Figura 103. Temos [AB] =

[A'B), [AC] = [A'C"] e ZBAC = /B'A'C".

10

A definigdo de angulos opostos pelo vértice para Geometria Hiperbdlica serd a mesma da Geometria
Euclidiana.
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Figura 103 — [AB] = [A'B'], [AC] = [A'C'| e LBAC = ZB'A'C'

Seja f a reta que reflete A em O e sejam By e C simétricos, respectivamente, a B e
C em relagao a f. Temos ANOB,C, = AABC, ver Figura 104.

Figura 104 — AOB,C} e AABC sao simétricos em relagao a reta f.

Seja g a reta que reflete A" em O, teremos B” simétrico a B’ e C” simétrico a C' em
relagdo a g e AOB"C" = ANA'B'C’, ver Figura 105.

Podemos definir uma reta hiperbdlica r que leva By em B”, por hipdtese, [AB] = [A’B’],
sendo A’ simétrico a O e B’ simétrico a B” em relagao a g e A simétrico a O e B simétrico
a By em relagdo a f, entdo, [AB] = [A'B’] = [OB"] = [OB,]. Como as retas hiperbdlicas
OB” e OB, sdo didmetros de ¢, logo, By, B” sao equidistantes de O no E.,. Assim, podemos
tracar uma reta hiperbodlica de reflexdo r que leva By em B” e r passa por O, entdo, O é
simétrico a si mesmo em relagao a r. Temos que £B,0C, = ZB"OC" e [OC4] = [0C"],
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Figura 105 - AOB"C" e AA’B'C" sdo simétricos em relagao a reta g.

entao, C” e ' sdo simétricos em relacdo a r, logo, AOB;C" = ANA'B'C' = NABC, entao,
LA'B'C' = £0B,C" = LABC e £0C"By = LA'C'B" = ZACB. Portanto, o Modelo de

Disco de Poincaré satisfaz o Axioma C5, ver Figura 106.

Figura 106 — O Modelo de Disco de Poincaré satisfaz o Axioma C5.

Proposicao 3.13 Todo segmento hiperbdlico possui ponto médio e ele é unico.

DEMONSTRACAO
A demonstracao da Proposicao 3.13 pode ser vista em (ANDRADE, 2013, Pag. 45-46).

Teorema 3.5 Todo segmento tem mediatriz e € unica
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DEMONSTRACAO

Pela Proposic¢ao 3.10, no Disco de Poincaré, seja um ponto E pertencente a uma
reta r, s6 é possivel tracar uma tnica semirreta, em cada lado de r, como origem em FE e
perpendicular a r. Estas semirretas estao numa mesma reta, assim, s6 é possivel tracar uma
unica reta hiperbdlica perpendicular a r incidindo no ponto E. Além disso, pela Proposicao
3.13, todo segmento hiperboélico tem um tinico ponto médio, assim, todo segmento possui uma

unica reta hiperbdlica mediatriz.

Pelo Teorema 3.5, também podemos concluir que tomando dois pontos no D?, A e A’,

existe um tnica reta hiperbdlica r que reflete A em A’.

3.6 AXIOMA DAS PARALELAS

Os Axiomas vistos até aqui sao da Geometria Neutra e, a partir deles, podemos
criar outras Geometrias adicionando mais Axiomas. Para Geometria Hiperbdlica é necessario

adicionar apenas o Axioma das Paralelas.
Proposicao 3.14 O Modelo de Disco de Poincaré satisfaz o Axioma HI.

No plano euclidiano, retas paralelas sao retas que nao tém pontos em comum, porém,

esta definicao nao é suficinte para definir retas paralelas no plano hiperbdlico.

Definicao 3.17 Seja r uma reta, Z, um dos pontos ideais de r e P € D* um ponto nao
incidente a r. Dizemos que uma reta s € paralela a r no ponto P em dire¢cao a 7 se

rNs=qo ey éum dos pontos ideais de s.

Definicao 3.18 Sejam r e s retas paralelas no ponto P em direcio a Zy, seja t uma reta
perpendicular a v e incide em P, o angulo agudo formado port e s no ponto P é chamado de

Angulo de Paralelismo de P.

Uma reta hiperbolica r possui dois pontos ideais, portanto, é possivel tracar duas retas
hiperbdlica paralelas a r que incidem em um ponto P € D? \ r em diregao a cada um dos
pontos ideais de r e o angulo de paralelismo formado por estas retas sdo congruente!!, ver
Figura 107

Existe um outro tipo de retas hiperbdlica que nao se intersetam, as retas hiperbélicas

ultra paralelas.

1 Ver (ANDRADE, 2013, Pag. 84-86)
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Figura 107 — Retas s; e s, sao paralelas a 7 no ponto P e # é a medida do Angulo de
Paralelismo de P.

Definicao 3.19 Uma reta hiperbolica v ¢ ultraparalela a reta hiperbolica s no ponto P se r

incide em P, nao interseta s e nao tem ponto ideal em comum com a reta s.

A Figura 108 ilustra um exemplo de retas ultra paralelas.

Figura 108 — Reta r ¢é ultra paralela a reta s no ponto P

Teorema 3.6 A reta r € ultraparalela a reta s se, e somente se, r e s admitem uma perpen-

dicular em comum.
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A demonstragao do Teorema 3.6 pode ser visto em (ANDRADE, 2013, Pag. 136-137),
vamos apresenta uma construgao para encontrar a perpendicular comum as retas hiperbodlicas

res.

Considere as retas ultraparalelas'? r e s, onde a circunferéncia que gera a reta r, o,
tem centro no ponto O, e a circunferéncia que gera s, a,, tem centro no ponto O,. Se «,. e
s tém mesmo raio e a reta euclidiana O, O incide no centro O de ¢, entdo, pelo Lema 2.2,
Pégina 44, o didmetro de ¢ contido na reta 0,0, é a perpendicular comum a r e a s, ver
Figura 109.

Figura 109 — Um didmetro de ¢ é perpendicular as retas s e r

Se a reta euclidiana O,0, nao incide em O, vamos considerar Z; e Z, como pontos
ideais de r e Z3 e Z4 como pontos ideais de s. Podemos tracar uma reta t que reflete o ponto

Zy em Zy e Zz em Zy e areta t serd perpendicular a r e a s.

Seja a; a circunferéncia que gera a reta t e seja O, o centro de «;. Temos que Z; e Zy
sao inversos em relagao a oy, assim como Z3 e Z4 também sao. Entao, as retas euclidianas
WLy e ZsZy incidem em Oy, ver Figura 110.

Como «y ¢é ortogonal a ¢, entdo, vamos determinar um ponto P tal que PO; é tangente

a o, ver Figura 111.

12 Admitamos que se r é ultraparalela a s, entdo, s é ultraparalela a r.
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Figura 111 — Reta t é perpendicular a r e a s

Pela contrucao, é possivel observar que se as retas r e s forem paralelas nao havera
reta perpendicular comum, outra forma de verificar isso é que o angulo de paralelismo deve

ser agudo®?.

13 Ver (ANDRADE, 2013, Pag. 91)



CONCLUSAO

Neste trabalho, vimos a descoberta da existéncia da Geometria Hiperbdlica ocorreu
a partir do questionamento da independéncia do 5° Postulado de Euclides. Embora, todos
que tentaram fracassaram, as contribui¢oes vinheram através das estratégias utilizadas por
cada um. Mesmo que o caminho adotado nao ajudasse a chegar numa nova Geometria, as

tentativas fracassadas instigaram outros matematicos a pensar em novos caminhos.

Todo esse processo mostra que a Matematica é construida de forma lenta e por varias
pessoas, apresentando resultados satisfatorios e muitos fracassos, de forma logica e com

afirmacoes possiveis de prova.

Durante varios séculos, nao se imaginava a possibilidade de tracar duas retas distintas
e paralelas a uma reta dada passando por um mesmo ponto. Muitos resultados da Geometria
Hiperbdlica foram encontrados através de processos axiomaticos e Poincaré contribuiu cons-
truindo um Modelo simples para o plano hiperbdlico cuja consisténcia esta condicionada a

consisténcia da Geometria Euclidiana.

A Geometria Hiperbdlica pode ser introduzida nas escolas, através do Modelo de Disco
de Poincaré, devido sua simplicidade e baseado na Geometria Euclidiana. Deste modo, o aluno

da Educacao Basica teria conhecimento que a Geometria Euclidiana nao ¢ a tinica possivel.
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