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RESUMO

Este trabalho tem por finalidade construir toda a base tedrica para a
compreensao e utilizagdo do Teorema de Sturm, que é uma ferramenta
muito bem fundamentada para encontrar a quantidade de raizes reais de
um polinbmio com coeficientes reais. Durante o dese nvolvimento desse
estudo procurei ilustrar com exemplos e aplicacbes de forma bem
detalhada para que alunos e professores tenham cond icGes de entender e

utilizar este belissimo algoritmo.

PALAVRA-CHAVE: Variacdo, Sturm, Sequéncias, Raizes, Polinbmios,
Discriminantes.



ABSTRACT

This study aims to build the entire theoretical bas is for the

understanding and use of the Sturm theorem, which i s a tool very well
grounded to find the number of real roots of a poly nomial with real
coefficients. During the development of this study sought to illustrate with

examples and applications in great detail so thats  tudents and teachers are
able to understand and use this beautiful algorithm

KEYWORD: Variation, Sturm sequences, roots, polynom ials, Discriminants.
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INTRODUCAO

Jacques Charles Frangois Sturm (Genebra, 29 de setembro de 1803 — Paris, 15 de
dezembro de 1855) foi um matematico francés, de origem alema. Sua familia é originaria
de Estrasburgo e emigrou por volta de 1760.

Em 1818 Sturm comeca a assistir as aulas da Academia de Genebra. Em 1819 a morte
de seu pai o forca a dar aulas para criancas de familias ricas, para sustentar sua familia. Em
1823 torna-se tutor do filho da Madame de Staél. No final do mesmo ano, Sturm permaneceria
um curto periodo em Paris, acompanhando a familia de seu tutorado. Foi entdo que decidiu,
junto com seu colega de escola Jean-Daniel Colladon, tentar a sorte em Paris, onde conseguiu
um emprego na Bulletin universel.

Em 1826 Sturm e Colladon realizaram a primeira determinacdo experimental da
velocidade do som na agua.

Em 1829 descobriu um teorema que diz respeito a determinacdo do nimero de raizes
reais de uma equacdo numérica incluidas entre limites dados, o qual levou o0 seu nome e é o
objeto de estudo deste trabalho.

No ano seguinte, Sturm acabou beneficiado com a revolugdo de 1830, visto que sua fé
protestante deixou de ser um obstaculo para conseguir emprego em colégios publicos. No final
daquele ano, foi indicado como professor de Mathématiques Spéciales docollége Rollin.

Foi escolhido para ser membro da Académie des Sciences em 1836, preenchendo a
cadeira de André-Marie Ampére. Tornou-se répétiteur em 1838, e professor da Ecole
Polytechnique em 1840. Nesse mesmo ano, apds a morte de Simeon Denis Poisson, foi indicado
como professor de mecanica classica da Faculté des Sciences de Paris.

Suas obras, Cours danalyse de I'école polytechnique (1857-1863) e Cours de
mécanique de I'école polytechnique (1861) publicadas apds sua morte, ocorrida em Paris, foram
constantemente republicadas.

Um dos mais aclamados trabalhos de Sturm, intitulado Mémoire sur la résolution des
équations numériques, publicado em 1845, descreve um algoritmo eficiente para determinar o
namero de raizes reais de uma equacdo polinomial, com coeficientes reais, em um intervalo.
Anteriormente o problema de determinar o niUmero de raizes reais de uma equacao havia sido
tratado por Descartes, Rolle, Lagrange, Fourier e Cauchy, sendo este o primeiro a dar uma
solucdo completa, embora néo efetiva.

Vamos neste trabalho tecer uma base para o entendimento do Teorema de Sturm, seguido
de sua demonstracéo e aplicagdes.

Para que precisamos saber se um polinémio possui raiz real? Esta pergunta possui varias
respostas. Por exemplo, para determinarmos o dominio de uma fungéo real de variavel real onde
haja restricdes envolvendo zeros de polinbmios ou para resolver inequac¢des polinomiais, entre
outras aplicacdes.
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Capitulo 1 — Variacdo de uma sequéncia finita de ni  meros reais

1.1  Variacdo de uma sequéncia finita de nimeros reais.

Seja dada uma sequéncia finita A = (&) = (ao, a1, @y ..., &) com n + 1 ndmeros reais
ndo todos nulos. Defina A* como a sequéncia formada retirando-se os termos nulos de A. A
variagdo da sequéncia A, Var(A) ou Var(a), € o niUmero de vezes que elementos consecutivos
tem sinais opostos, depois que quaisquer termos nulos de A forem removidos, ou seja Var(A) =
Var(A*). Também podemos dizer que Var(a) é o nimero de termos negativos da sequéncia
(ax@y+1), onde os termos a; so os termos da sequéncia A*.

Exemplo 1.1.1:
A=(2,8,-3,0,4,0,0,-2,-6) > A*=(2,8,-3,4,-2,-6) = Var(A) = 3
Exemplo 1.1.2:
B=(9,12,4,3,7,1) = Var(B) =0
Exemplo 1.1.3:
C=(,0,2,0,0,-99=>C*=(2,-99=> Var(C)=1
Exemplo 1.1.4;
D=(6,0,0,0,7,0,-8) = D*=(-6,7,-8) = Var(D) = 2

Observe que se tomarmos a sequéncia (af@;), onde a € um ndmero real ndo nulo, teremos a
mesma variacéo de sinal da sequéncia (a;).

Do exemplo 1.1.1 temos:
A=(2,8,-3,0,4,0,0,-2,-6) > A*=(2,8,-3,4,-2,-6) = Var(A) = 3
logo,
(-1)A=(-2,-8,3,0,-4,0,0, 2, 6) = (-1)[A* = (-2, -8, 3, -4, 2, 6) = Var[(-1)A] = 3
e também
3A=(-6,-24,9,0,-12,0,0, 6, 18) = 3A* = (-6, -24, 9, -12, 6, 18) = Var(3A) =3
esse fato observado nos exemplos acima pode ser provado como se segue:

Seja dada uma sequéncia finita A = (ag, as, a,, ..., a,) de nimeros reais nao todos nulos
e o OR - {0}, tomemos (a@;) = (aldy, a@,, a@y, ..., ald,). Pela definicdo Var(ald) é o nimero de
termos negativos da sequéncia (alaylal(dy.;) = (azﬁkﬁkﬂ), escrita ap0s a remocgado dos zeros,
como a é um ndmero real ndo nulo, a® > 0, que nos leva a descobrir que o nimero de sinais
negativos de (ala;) € o mesmo de (&), portanto

Var(ala) = Var(a).

Isso nos permitira supor que um determinado termo a; # 0 seja positivo, por exemplo, sem haver
alteracéo na Var(a).
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Note também que a Variagdo maxima de uma sequéncia de k + 1 termos é k.

Esta situacdo ocorre quando todos os termos sucessivos sao opostos, ou seja, a; [ai.; < 0, Vi,
com 0 < i< k. Tomemos a sequéncia A com k + 1 termos ndo nulos
A =(ag, ai, ay, ..., &),
sabemos que Var(A) é dada pela quantidade de termos negativos da sequéncia
(aold;, a;[@,, a,(@s..., ax1[@y)

gue possui k termos. Concluimos que, para uma sequéncia A com k + 1 termos nao nulos, temos
gue a variagdo maxima para a sequéncia A é dada por Vary(A) = k, que ocorre quando todos
os termos desta Ultima sequéncia sdo negativos.

1.2 Variacdo de uma sequéncia finita de polindmios em um nimero real.

Seja F = (fo, f1, ..., f), f; J R[x], uma sequéncia finita de polinémios com coeficientes
reais, e seja a um numero real. Se os numeros fi(a) ndo séo todos nulos, a variacdo da
sequéncia F em a, Var(F,a) sera definida como a variagdo de sequéncia de nimeros reais

(fo(@), fu(), ..., fu(a)).

Exemplo 1.2.1;

F=(x-2,x+x+1,2x°+3,x° - 4)

Para x = 0, a sequéncia F(0) = (fo(0), f,(0), f2(0) , 2(0)) = (-2, 1, 3, —4) — Var(F,0) = 2

Para x = 2, a sequéncia F(2) = (fo(2), f1(2), f,(2) , f2(2)) = (0, 7, 67, 4) - Var(F,2) =0

1.3  Variacdo de uma sequéncia finita de polindmios em +o e —co,

Definimos Var(F,+®) como sendo a variagdo da sequéncia dos coeficientes lideres dos
polinbmios fi(t), que vem a ser a variacdo da sequéncia (f(a)), para a > > 0, ou seja, para um
a > 0 muito grande, tdo grande quanto necessario. Definimos Var(F,-e9) como sendo a variagao
da sequéncia dos coeficientes lideres dos polindbmios f(-t), que vem a ser a variacdo da
sequéncia (fi(-a)), paraa > > 0.

Isso decorre de que o sinal de f(t) para t > > 0 depende exclusivamente do coeficiente
lider de f, possuindo o mesmo sinal, mas o sinal de f(-t) para um t > > 0 depende do coeficiente
lider de f e do seu grau, se o grau for par o sinal de f sera igual ao do coeficiente lider, se for
impar sera o oposto do sinal do coeficiente lider.

Exemplo 1.3.1:
F=(x—2,x"+x+1,-2x+3,—x"—4)
Para a > > 0, temos que:
A Var(F,a) é igual a variacdo da sequéncia (1, 1, -2, —1), entdo Var(F, +o) = 1.

A Var(F,-a) é igual a variacao da sequéncia (-1, 1, 2, -1), entdo Var(F, —w) = 2.
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Capitulo 2 — A Sequéncia de Sturm

2.1 A Sequéncia de Sylvester de dois polinémios f, g € R[x].

Sejam f e g dois polindmios de coeficientes reais, com grau(f) maior ou igual ao
grau(g). Definimos a sequéncia de Sylvester de dois polindmios f e g como a sequéncia de
polinémios (fo, 1, fo,..., f) sendo

fozf, f]_:g, f2, ...,fk
onde
fioi=—rem(fi_s, f)

onde rem(f;_4, f;) € o resto usual proveniente do algoritmo euclidiano da divisédo de f;_; por f e
fx € o ultimo termo ndo nulo encontrado pelo algoritmo dado e portanto, um maximo divisor
comumdefegqg.

Sabemos da identidade proveniente do algoritmo de Euclides que,
fi_lzfi [qi+rem(fi_1,fi) = fi_lzfi [qi—fi+1,0<i<k

Perceba que, por definicéo, f;.; € o oposto de rem(f;_4, f;), note o sinal.

2.2 A Sequéncia de Sturm de um polinémio f 0 R[X]

A sequéncia de Sturm de um polindmio f /7 R[x] é a sequéncia de Sylvester do par f, f',
onde f' é a derivada de f.

Exemplo 2.2.1:
Seja
f(x) = x> + x* — 10x + 8, entdo f'(x) = 3x°* + 2x — 10.

Dividindo f = f, por f' = f;

x> + x* — 10x +8|3x2+2x—10
s 2x2  10x x 1
X - = + — 4+ =
3 3 3 9
2
x__20x +8
3 3
X2 10
- - _ + ==
3 9




obtemos um quociente

g1 = 5 + l
'3 9
e um resto
62x 82
rem(fo, fy) = _T+?'
logo

Dividindo f; por f,
3 + 2x - 10

> . 123x 27x . 1665
-3x" + —_—+ —
31 62 1922
185x 10
31
_ 185x N 7585
31 961
2025
961
obtemos um quociente
27x . 1665
2= —— + —
62 1922

€ um resto
2025

2025
= fy=—rem(f, f,) = ——
s (f, 12 961

rem(f,, f)) = ———
(f,f) ===
Assim, a sequéncia de Sturm do polinémio f(x) = x>+ x> — 10x + 8 é:

fozf:x3+x2—10x+8

f, = f = 3x% + x — 10.

62x 82
fp= -2
9 9

_ 2025

13
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Para os proximos exemplos os calculos para a obtencao dos restos euclidianos nas
divisBes dos polindmios ficardo subentendidos.

Exemplo 2.2.2:
Seja

f=x*+4x* — 5, temos que f' = 453 + 8x.
Dividindo f = f, por f' = f; obtemos um resto

rem(fo, f1) = 2x° — 5, logo f, = — rem(fo, f1) = — 2x* + 5
Dividindo f; por f, obtemos um resto
rem(fy, f,) = 18x, logo f; = — rem(fy, f;) = — 18x

Dividindo f, por f; obtemos um resto

rem(f,, f3) = 5, logo f, = —rem(fs, f3) == 5
Assim, a sequéncia de Sturm do polindmio f = x* + 4x* - 5 é:

fo=f=x*+4x*-5

flzf’:4x3+8x

f,=-2x*+5

f3 =-18x

f4 =-5
Exemplo 2.2.3:

Seja

f=x"+4x* + 3, temos que f' = 4x° + 8x.
Dividindo f = f, por f' = f; obtemos um resto

rem(fo, f1) = 2x° + 3, logo f, = — rem(f,, f1) = — 2x° — 3
Dividindo f; por f, obtemos um resto
rem(fy, f;) = 2x, logo f; = —rem(fy, f;) = — 2x

Dividindo f, por f; obtemos um resto

rem(f,, f3) = — 3, logo f, = — rem(fs, f3) = 3

Assim, a sequéncia de Sturm do polindmio f = x* + 4x* + 3 é:



fo=f=x"+4x"+3

flzf’:4x3+8x

f,=-2x*-3

f3 =-2X

f4 =3
Exemplo 2.2.4;

Seja
f=x"=x*+2x + 2, temos quef’:4x3—2x+ 2.
Dividindo f = f, por f' = f; obtemos um resto

2 2
rem(fo, f1) = -X7+3—2X+2  logo f, = — rem(f, ) = %—3—;—2.

Dividindo f; por f, obtemos um resto
rem(f;, f,) = 50x + 50, = f3 = — rem(fy, f,) = — 50x — 50 = — 50 + 1).
Dividindo f, por f; obtemos um resto
rem(f,, f3) = 0.
Como rem(f,, f3) = 0 temos que f; = — 50[(x + 1) € um maximo divisor comum de fo, =fe f; =f.
Assim, a sequéncia de Sturm do polinémio f = x'—xP+2x + 2 6
fozf:x4—x2+2x+2

fi=f=4x-2x+2
2

f2: X_—%—Z
2 2

f3 = — 50X — 50

15
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Capitulo 3 — Teorema de Sturm

3.1 Teorema de Sturm
Teorema:

Seja f O R[X] um polindmio sem raizes repetidas, sejama,b [ RO {tx}, a<b, e
suponhamos f(a) #0, f(b) #0,sea, b IR

O numero de zeros de f no intervalo [a,b] é a difer enca
Var(F,a) — Var(F,b)

onde F é a sequéncia de Sturm de f.

Antes de provar o Teorema de Sturm, vamos fazer algumas observacoes.
3.1.1 Introducéo

Seja f O R[x], sem raizes repetidas, e seja F a sequéncia de Sturm de f. Para qualquer
a O R, se f(a) = 0 entdo f '(a) # 0, esse fato decorre de que se a é raiz simples do polinémio f
entdo f(a) = 0 e f pode ser escrito como f(x) = (x — a) [y(x), com q(a) # 0, logo pela derivada do
produto f '(x) = (x — a) Og '(x) + q(x), entdo f '(a) = (a — a)[G’(a) + q(a) = gq(a) # 0, portanto se a é
raiz simples f(a) = 0 e f '(a) # 0. Portanto, a variacdo de sequéncia de Sturm esta definida em
qualquer ponto de R. Provaremos o Teorema de Sturm estudando a funcdo

Var(F) : [a,b] - N U {0}
t - Var (F,t)

fazendo t percorrer o intervalo [a,b]. Mostraremos que quando t passar por um zero de f entdo
Var(F,t) decai de uma unidade e que somente nessa situacdo podera ocorrer uma mudancga em
Var(F,t). Disto resultara a afirmacédo do Teorema.

3.1.2 Resultados que serédo utilizados

Para fun¢@es continuas h: R - R valem os seguintes resultados, bem conhecidos, que
estdo demonstrados no apéndice deste trabalho:

Teorema da Permanéncia do Sinal:

Se h(c) #0 entdo existe f>0talque, /t [7[c — B, ¢ + ], h(t) #0 e h(t) tem o mesmo
sinal de h(c), isto &, h(c)A(t) > 0.

Teorema do Valor Intermediario:

Suponhamos a < b, se h(a)A(b) < 0 entdo existe um namero real c, com a < ¢ < b, tal
que h(c) = 0.

Toda fungéo polinomial é derivavel e sua derivada também é uma fungéo polinomial.
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3.1.3 Observagdes sobre a funcdo variacdo Var(F) : [a, b] - N O {0}

Toda funcéo polinomial ndo identicamente nula possui um ndmero finito de zeros, e
todos eles isolados. Ou seja: se ¢ € um zerode f entdo existe >0 tal que no intervalo
[c—B, c+B]céounico zero de f.

Portanto, se o valor fi(t) da fungao continua polinomial f, muda de sinal entédo t passa
por um ponto c onde f; se anula. Isto é garantido pelo Teorema do Valor Intermediario. Assim, as
possiveis descontinuidades da funcao Var(F) sé podem ocorrer nos pontos onde algum
polindmio f; da sequéncia F de Sturm de f se anula. De fato, temos:

Lema: Separat,t, OJab[, comt; <t,, nés temos Var(Ft;) # Var(F,t,), entdo existem i,
O<iskec,cOlty,t], tais que fi(c) = 0.

Se fi(ty) = 0 ou fi(t;) = 0, para algum j, ndo ha o que provar. Suponhamos entéo que
fi(ty) 2 0, Oj. Assim, as sequéncias

[1] = (fo(ts) M (t), fu(ty)E(ts), ..., fica(ty) Hh(ta)).
[2] = (fo(t2) M (t2), fi(t2)Hb(t2), ..., fioa(t) Hh(t2)).

ndo tém termos nulos. Estamos supondo Var(F,t;) # Var(F,t;). Suponhamos Var(F,t;) > Var(F,t,).
Entdo o nimero de termos negativos na sequéncia [1] € maior do que o nimero de termos
negativos na sequéncia [2]. Portanto, existe i, 0 <i <k, tal que

fia(ty) Oi(t) <0, fia(ty) i(t) > 0

Resulta que um dos polinémios f, j=i—1 ou j=i tera sinais diferentes em t; e t,,
quer dizer, fj(t;) Oj(tz) < 0. Novamente, o Teorema do valor intermediario garante a existéncia de
c, ty <c <ty tal que fi(c) = 0.

Se Var(F,t;) < Var(F,t;) o argumento € o mesmo. B

Dai segue que a funcdo Var(F) : [a,b] -~ N U {0} tem apenas um nimero finito de
descontinuidades de primeira espécie €é continua por partes, e constante nos intervalos abertos
onde é continua.

Exemplo 3.1.1:

Dado o polinémio f = f, = x> + x* —10x + 8, temos do exemplo 2.2.1 que a Sequéncia de Sturm
para f é dada por

F:(x3+x2—10x+8; 3x% + 2x — 10; %—g; 2025

9 9 961 )

Como conhecemos as raizes de f, x; = -4, x, = 1 e X3 = 2, vamos ver como se comporta o grafico
da funcao Var(F) : [-5,5] — N U {0}, cujo dominio contém as raizes de f.

Var(F,-5) =3
Var(F,-4) =2

Var(F,0) =2
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Var(F,1) =1
Var(F,2) =0
Var(F,5) =0
—o
° )
&——o )
9 ] 5 5 4 2 1 i ’ 4 ’ 6 8 9 >

3.1.4 Retomando a prova do Teorema de Sturm
Agora iremos mostrar que:

A) Se i >0, o anulamento de algum f ;num ponto ¢ 0O Ja,b[ ndo tem qualquer efeito
sobre a diferenca Var(F,a) — Var(F,b).

Depois iremos mostrar que

B) Quando i = 0, isto é, quando f o(c) = f(c) = 0, sendo ¢ [ ]a,b[, entdo a variagdo
Var(F,t) decresce exatamente uma unidade quandotp assa por c.

Provemos a afirmacéo A.

Suponhamos que fi(c) = 0, com i > 0. De acordo com a identidade proveniente do
algoritmo de Euclides temos que fi_; = q; [f; — fi.1, teremos

fia(c) = —fia(c).

N6s poderiamos ter fi_;(c) = f.i(c) = fi(c) = 0. Neste caso, como dois termos
consecutivos da sequéncia de Sturm se anulariam em c, ¢ U ]Ja,b[, entdo todos os polindbmios f;
da sequéncia de Sturm F do polindmio f também se anulariam em c. Isto € uma consequéncia
de que, parai >0,

fie =i i — fia.
Em particular, teriamos
fc)=f(c)=0

e, portanto, ¢ seria uma raiz multipla do polinémio f. Pela hipétese inicial, f ndo tem raizes
repetidas. Entdo esta possibilidade n&o ocorre.
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Temos, portanto, fi;(c) e fi.1(c) ndo nulos com sinais opostos.

Vejamos que neste caso o anulamento de fi em ¢ ndo ira causar mudanca na variagdo Var(F,t)
qguando t passa por c.

Ja sabemos que se num ponto ¢ O ]Ja,b[ temos fj(c) # 0 entdo existe um ndmero real positivo 3
suficientemente pequeno para que o sinal da fungéo fj, sgn(f), permanega constante na
vizinhanca Jc — 3, ¢ + B [ de ¢, isto é garantido pelo Teorema da permanéncia do sinal.

Tomemos B > 0 suficientemente pequeno para garantir que em [c — 3, ¢ + ] o Unico zero
possivel para f; seja ¢ (qualquer que seja j), isto € possivel pois os zeros de um polindbmio s&o
todos isolados. Sejam t, t, tais que ¢ — B < t; < c < t, < c + B, e vamos escrever as
subsequéncias.

(fi-1 (1), fi(D), fise(t))
parat =ty t=c,t=t, respectivamente.

Os nimeros reais nao nulos fi1(ty), fi.1(c) e fi1(t2) ttm o mesmo sinal, fi.1(t1), fis1(C) € firi(ta)
também sdo ndo nulos e tem o mesmo sinal, e f.;(c) e fi.1(c) ndo sdo nulos e tém sinais opostos.
Assim, vemos que as ocorréncias possiveis para os sinais nas subsequéncias (fi.1(t), fi(t), fi.1()), t
=t;,t=c, t=t,, séo as situacbes seguintes, apresentadas nas tabelas abaixo:

sgn(fi1(1) sgn(fi(t)) sgn(fi(t))
t=t > + * -
t=c > + 0 -
t=t > + * -

sgn(fis(1) sgn(fi(t)) sgn(fi(t))
t=t > - * +
t=c > - 0 +
t=t > - * +

Vemos entdo claramente que o anulamento de f, em c, i > 0, ndo ir4 provocar qualquer alteracéo
em Var(F,t) quando t percorrer o intervalo [t;, t5]. De fato, qualquer que seja o sinal que ira
substituir * nas tabelas acima, havera uma Unica mudanca de sinal nas subsequéncias.

( sgn(fia(ty)), sgn(fi(ty)) , sgn(fica(ts)) )
( sgn(fia(c)), son(fi(c)) , san(fiii(c)) )
( sgn(fia(tz)), sgn(fi(tz)) , sgn(fia(tz)) )

e disto se conclui exatamente que a variacao destas subsequéncias € a mesma.
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Repetindo, os zeros dos polindmios f; com i > 0 ndo afetam os valores da variacdo da sequéncia
de Sturm de f.

Provemos agora a afirmacéao B.

Vamos examinar o que se passa com Var (F,t) quando t passa por um zero de f, que é o caso
onde i = 0. Estamos supondo que ¢ é uma raiz simples de f.

Como ¢ é uma raiz simples do polinémio f, entéo f ’(c) # 0. Podemos supor que f’ (c) =f;(c) >0
multiplicando a sequéncia F por -1 se necessario. Assim, temos que f é estritamente crescente
na vizinhanca de c; escolhendo B > 0 suficientemente pequeno, e t;, t, tais que
c—-B<ti<c<ty<c+p,teremos f(t;) <0 e f(t;) > 0. (Fazemos a escolha de 3 de modo que nao
haja outros zeros de algum f;no intervalo Jc — 3, ¢ + B[.)

Portanto, Var(F,t) decresce exatamente uma unidade quando t passa por ¢ e ndo muda quando f
se anula. De fato, escrevendo as subsequéncias

(f®), (1), f2(0) . t=t, t=c, t=t;,

verificamos que a situagao possivel é a seguinte:

sgn(fo(t))  san(fu(t) sgn(fz(t))

t:tl > — + *
t=c -> 0 + *
t=t > + + *

Resumindo, mostramos que:

A: Se c ndo é um zero de f entdo existe B>0talqueem[c— B c+ B afungdo
Var(F) é constante.

B: Se ¢ € um zero de f entdo existe B> 0 tal que
a)em[c— B c+ B o unico zero de f é c.
b)sec— B<t;<c<t,<c+ Bentdo Var(F,t ) —Var(Ft,) =1

Assim, resulta que, fazendo t percorrer o intervalo [a,b] no sentido de a para b ,somente
quando t passar por um zero de f pode ocorrer mudanca no valor da variacdo de f em uma
unidade. Segue a afirmac&o do Teorema de Sturm.

“Dados um polindmio f sem raizes repetidas e a sequé ncia de Sturm para o
polindmio f, a diferenca Var(F, — o) — Var(F,+ o) é igual a quantidade de raizes reais de f. "

Observagdo: Suponhamos dado um polindmio qualquer f 0 R[x], e desejamos saber quantas
raizes reais distintas f possui. Determinamos a sequéncia de Sturm de f. obtendo o mdc(f,f") = d.
Se d € uma constante, entdo f ndo tem raizes multiplas. Se d € um polindmio de grau n = 1,
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~ fo. o , . .
entdo g =a € um polinbmio que s6 tem raizes simples, exatamente as mesmas de f. Podemos
entdo aplicar o Teorema de Sturm ao polinémio g. A diferenca
Var(G,-o) — Var(G,+o),

onde G é a sequencia de Sturm de g, fornece a resposta.

3.2 Exemplos de aplicagdes do Teorema De Sturm

Exemplo 3.2.1:

Dado o polinémio f = f, = x> + x* —10x + 8, temos do exemplo 2.2.1 que:
fozf:x3+x2—10x+8

f, = f = 3x* + 2x — 10.

62x 82

f= —2 22
9 9
2025

fp= 22
961

Seja F = (fo(t), f1(t), f2(t), f2(1)
Parat=-a, a >> 0, temos que a variacdo de F é a mesma da sequéncia:

2025

(-a°, +3a%, —62a/9, +
961

), onde Var(F, —»o) = 3.

Parat=a, a> >0, temos que a variacdo de F é a mesma da sequéncia:

2025 ), onde Var(F,+w) = 0.

(+a°, +3a°, +62a/9, +
961

A diferenga D = Var(F, —»o) — Var(F,+) = 3. Segue que o polindmio f possui 3 raizes reais.

Vamos construir o gréfico do polindmio f(x) = x> + x* — 10x + 8 para analisar geometricamente as
suas raizes.

*~
v
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Verificamos pela analise do grafico que este polindmio cubico realmente possui trés raizes reais
distintas, pois intercepta o eixo das abscissas em trés pontos distintos.

Exemplo 3.2.2:

Dado o polinémio

f=x"+4x* -5,

temos do exemplo 2.2.2 que:
fozf:x4+4x2—5

f,=f = 4% + 8x

f2='2X2+5
f3:—18X
f4:—5

A sequéncia dos sinais dos termos de F = (fo(x), f1(x), f2(x), f3(X), f4(X), parax =—t comt>>0¢é
(+—, — +,—)eparax=t comt>>0é(+ +,—, — —), onde Var(F,-») = 3 e Var(F,+») = 1, logo a
diferenca D = Var(F,-o) — Var(F,+x) = 2, que é o niUmero de raizes reais de f. f possui duas
raizes reais e duas complexas néo reais conjugadas.

Construindo o grafico do polinémio quartico f = x* + 4x® = 5, verificamos que este possui apenas
duas raizes reais simples.

Exemplo 3.2.3:
Dado o polinémio
f=x"+4x*+ 3,

temos do exemplo 2.2.3 que:
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fo=f=x"+4x"+3

flzf’:4x3+8x

f,=-2x*-3
f3='2X
f4=3

A sequéncia dos sinais dos termos da sequéncia F = (fo(t), fi(t), fo(t), fa(t), f4t), parat<<0é
(+—, —, +, +)eparat>>0é (+ +,— —, +), onde Var(F,-«) = 2 e Var(F,+») = 2, logo a diferenga
D = Var(F,-») — Var(F,+») = 0, que € o nimero de raizes reais de f, logo f ndo possui raiz real
sendo todas complexas nao reais.

Construindo o grafico do polindmio quartico f = x* + 4x* + 3, verificamos que este n&o possui raiz
real.

Exemplo 3.2.4:
Dado o polinémio
f=x"—x*+2x+2,
temos do exemplo 2.2.4 que:
fo=f=x'—x?+2x+2

fi=f=4x-2x+2

2
f2= X——%—Z
2 2
f3=—50x—50
f4:O

Como f, = 0, entdo um mdc(f,f) = d = f; = — 50x — 50. Obtemos g,

f

d f, 50 50 50°
gue possui as mesmas raizes de g = -50g; = x>+ x% + 2, sendo todas as raizes sem repeticéo,
logo, aplicando o Teorema de Sturm para o polinémio g:
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Go=g=x"+x"+2
glzg’:3x2+2x

gz=?—2

93=—261

As sequéncias dos sinais dos termos de G = (go(-t), gi(-t), g(-t), gs(-t)), parat>>0¢é (-, +, —, -)
e de G = (go(t), g1(t), 92(t), gs(t)), parat >> 0 é (+, +, +, —), onde Var(G,-») = 2 e Var(G,+») = 1,
logo a diferenga D = Var(G,-o) — Var(G,+») = 1, que é o numero de raizes reais de g. Logo f s6
possui uma raiz real dupla, ou seja, duas raizes reais iguais e as outras duas raizes serdo
complexas nao reais conjugadas.

Construindo o grafico do polindmio quartico f = x* — x* + 2x + 2, verificamos que este realmente
possui uma raiz real dupla.

Exemplo 3.2.5:
Dado o polinémio
f=x’—2x°+2x° - 3x + 2,
temos que:
fo=f=x" =2 +2x° —3x + 2

f,=f =5x"—6x°+4x -3

4x3  6x*  12x
- + = -

f, = 2
5 5 5
2
f3: 39x +6X—§
4
800x 800
f4: -——
169 169

Um maximo divisor comum de f e f é igual a
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800x 800
- +—

=fy=—— .
169 169

Sabemos que f possui raiz repetida que é obtida de f, = 0, logo a raiz repetida é 1,
entdo se dividirmos f por x — 1, eliminaremos esta raiz repetida e ficaremos com um polinémio
com as mesmas raizes de f, porém sem repeticdo. Obtemos este polindmio

g= L=x4+x3—x2+x—2.
x =1

Logo, aplicando o Teorema de Sturm para g
Jo=g=xX"+xX=x*+x-2
01=0 =4 +3x°—2x+1

11 7x 33
U= ————+—
16 8 16

448x 256
= +—

*7 121 11

27225
784

04 =

A sequéncia dos sinais dos termos de G = (go(-t), 91(-t), 92(-t), ga(-t), g4(-t)), para t>>0¢
(+, =+, — ) e de G = (got), 91(1), 92(t), Gs(1), parat>>0 € (+, +, +, +, -), onde Var(G,-») =3 e
Var(G,+») = 1, logo a diferenca D = Var(G,-») — Var(G,+~) = 2. Logo g possui duas raizes reais
e duas raizes complexas néo reais conjugadas.

Concluimos que f = x* — 2x> + 2x* — 3x + 2 possui duas raizes reais iguais, uma raiz real simples
e duas raizes complexas nao reais conjugadas.

Construindo o gréfico do polinémio do quinto grau f = x> — 2x° + 2x* — 3x + 2, verificamos pela
sua andlise que este realmente possui duas raizes reais iguais, uma raiz real simples e duas
raizes complexas nao reais conjugadas.
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Exemplo 3.2.6:

Determine o dominio mais amplo dentro dos reais da fungdo real de variavel real, definida por

f(x) =+/x* +4x* +3.
Descobrimos através do teorema de Sturm no exemplo 2.2.3 que o polindmio
X+ 4x% + 3

ndo possui raiz real. Como o coeficiente dominante é positivo, o sinal deste polindmio é sempre
positivo, logo este polinbmio ndo se anula nem admite valores negativos, entdo podemos afirmar
gue o dominio de f é o conjunto dos Reais.

Exemplo 3.2.7:
Verifique se a fracdo algébrica

x® +x*-10x +8
x* +4x* +3

pode ser simplificada.
Descobrimos através do teorema de Sturm no exemplo 2.2.1 que o polindmio
x>+ x> —10x + 8
s6 possui raizes reais e no exemplo 3.2.3 que o polindbmio x*+4x% + 356 possui raiz ndo real.

Concluimos facilmente que os polindmios ndo possuem raizes em comum, logo esta fracdo
algébrica nao tem fatores polinomiais em comum, logo ndo pode ser simplificada.
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Capitulo 4 — Discriminantes e Discriminadores

4.1 Discriminantes e Discriminadores para uma equacao algébrica

A determinacdo das raizes de uma equacdo algébrica € um dos problemas
fundamentais em algebra. Alias, o teorema fundamental da &algebra afirma que qualquer
polinébmio p(z) com coeficientes complexos de uma variavel e de graun 2= 1 admite
alguma raiz complexa. Como normalmente as raizes sdo dificeis de obter, é frequente utilizar
técnicas que permitam adquirir alguma informacao sobre a sua natureza, ou seja, se séo reais
ou complexas nao reais, sem as determinar. No cerne de algumas dessas técnicas surge a ideia
de discriminante.

Definicao:
O discriminante, denotado por A, do polinémio
p(x) = a—nXn + an_lxn-l + an.zx”'z +..+ag,

cujas raizes sdo Xy, Xy, ..., Xn , € dado por

n n(n-1)
A=T](x=x)=(-D 2 U(X‘_Xj)z'

1 i>i
]

Hon

I
i
I
Se A se anular, entdo o polindmio p tem no minimo uma raiz com multiplicidade maior ou igual a

dois.

Dada uma equacao algébrica com coeficientes reais, chamaremos, informalmente,
discriminadores da equacdo um conjunto de expressdes, podendo ser unitario, todas em
funcé@o dos coeficientes da equacéo, onde os sinais das mesmas determinam a quantidade de
raizes reais da equacao.

4.2 Obtencao do Discriminador para uma equacao quadratica através do Teorema
de Sturm

Dado um polinémio da forma f = ax® + bx + ¢, com coeficientes reais e a ndo nulo,
temos que a sequéncia de Sturm para o polinémio f é F = (fo, f, f,), onde:

fo=f=ax’+bx+c

fi=f=2ax+b
, onde denotamos A = b® — 4ac.

Queremos obter a sequéncia

F(X) = (fo(x), f1(x), f2(X)).

Para x =-t, com t > > 0; vem que
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(at®, -2at, 4A), ja vimos que var(f) = var(k.f) com k sendo um real ndo nulo, entdo
a

fazendo k = 1/a temos (tz, -2t, 4—A2), logo a sequéncia dos sinais dos termos é (+,—, sgn(4)).
a

A a o
Para x = t, com t > > 0; vem analogamente que (t*, 2t, F)’ logo a sequéncia dos sinais dos
a
termos é (+,+, sgn(d))

Note que o sinal do terceiro termo das duas sequéncias depende do valor de A, entao faremos
um estudo das variacdes em funcdo do sinal de A.

A) Se A > 0 entdo Var(F, —») = 2 e Var(F, ») = 0, portanto a diferenca
Var(F, —o) — Var(F, o) = 2,
logo o polindmio possui duas raizes reais distintas.
B) Se A < 0 entdo Var(F, —o) = 1 e Var(F, «) = 1, portanto a diferenca
Var(f, —e0) — Var(f, «) = 0,

logo o polinémio ndo possui raizes reais, ou seja, possui duas raizes nao reais conjugadas.
C) Se A=0entdo f, = 0, logo o MDC(fy, f;) = f;, teremos que a raiz de f;, que é x; =—2£
a

o . . b
também é raiz de f;, como a soma das raizes de fo =f = ax’+bx+céS=-——, logo
a

b b b b b b
X1+ Xp = ——
a

Logo o polindmio possui uma raiz real com multiplicidade dois, ou seja duas raizes reais iguais.
Assim, o sinal do discriminador A determina a natureza das raizes da equacéo.

Concluimos que A é um discriminador da equacao quadratica, suficiente para determinar
a quantidade de raizes reais do polindmio quadratico e € exatamente o conhecido discriminante
da equacao polinomial do segundo grau obtido pela definicdo algébrica.

4.3 Obtencéo dos Discriminadores para uma equacéao cubica através do Teorema de
Sturm

Sabemos que, para todo polindmio cubico
f(x) = ax® + bx? + cx + d,
com a, b, c e d reais e a ndo nulo, existe outro polindmio da forma
g(®) =t + pt+aq,

encontrado dividindo-o pelo coeficiente lider a e fazendo a substituicao
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X = t—E,
3

com exatamente a mesma quantidade de raizes reais de f.

Dado p(x) = ax® + bx® + c¢x + d, ent&o:

3 2
p(t—ﬁ):a t—£ +b t—£ +c(t—£] +d=
3a 3a 3a 3a

2 3 2
:a(t3 _&tZ +£t+ b J-{. b[tZ _2_bt+b_J+ C(t—ﬁj +d=

3a 9a> 27a’ a 9a’ 3a
2 3 2 3
= at® -bt? 'i'b—t+b—2+bt2 —£t+b_2+ct_E+d =
3a 27a 3a 9a 3a

2 3
at® + c—b— t+ 4b2 —E+d
3a 27a° 3a

se dividirmos por a, teremos um polindbmio com as mesmas raizes.

b
(s) e v,
3a :t3+[£_b_jt+ 4b _E+E

a a 3a 27 3a’ a’
fazendo
b? 40* bc d
STz 9 a2t
a 3a 27a° 3a° a
teremos:

g=t’+pt+q

Dado o polindmio g = x® + px + g, com p e g reais, temos que a sequéncia de Sturm do polindémio
g€ G = (9o, 91, 92, Us), onde:

gozf:x3+px+q

01=F=3"+p
2pX
_ApP 2797 . A
9= ~— 7 "7
4p 4p

Onde denotamos

A =4p® +279°
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Queremos obter
G(t) = (go(t), 91(1), 92(1), 9a(1))
parat=-a, coma>>0; vem

3 2 2pa A
-a, 3a v Ty T T o)
( 3 4p* )

cuja sequéncia dos sinais dos termos é (-, +, sgn(p), —sgn(4))
parat=a,a>>0; vem

3 2 2pa A
a, 3a~ y Ty T o h
( 3 o )

cuja sequéncia dos sinais dos termos é (+, +, —sgn(p), —sgn(4))

Observacdo: note que o sinal do terceiro termo das duas sequéncias depende de
exclusivamente de p e o sinal do quarto termo das duas sequéncias depende de exclusivamente
A. Entdo nesse caso os discriminadores da cubica sdo p e A. Para sabermos a quantidade de
raizes reais da ctbica x° + px + g = 0, devemos analisar os sinais dos discriminadores.

Se p > 0, teremos obrigatoriamente que 4p® +27¢* >0, logo A > 0, temos que:
a sequéncia dos sinais dos termos de G(+®) é (+, +, —, -), logo Var(G, +x) = 1.
a sequéncia dos sinais dos termos de G(-x) é (-, +, +, —), logo Var(G, -») = 2.

A quantidade de raizes reais de f é 1.

Sep<0e A>0, temos:
a sequéncia dos sinais dos termos de G(+») é (+, +, +, —), logo Var(G, +o) = 1.
a sequéncia dos sinais dos termos de G(-») é (—, +, —, -), logo Var(G, -») = 2.

A guantidade de raizes reais de f € 1.

Sep<0e A<0, temos:
a sequéncia dos sinais dos termos de G(+®) é (+, +, +, +), logo Var(G, +») = 0.
a sequéncia dos sinais dos termos de G(-x) é (-, +, —, +), logo Var(G, -) = 3.

A guantidade de raizes reais de f € 3.
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Sep=0eq#0, aequacdo é dada por:
x> +q=0,

onde os zeros sdo as raizes cubicas de — g, como g O R — {0} , teremos uma raiz real e duas
raizes complexas néo reais conjugadas.

Sep=0eq=0, aequacéo é dada por:

que possui a raiz real nula com multiplicidade trés.

Note que, como no caso da equacgdo polinomial de grau 2, o discriminador A coincide
com o discriminante do polindmio ctibico p(x) = x° + px + q.

Exemplo 4.3.1:
Dado o polindmio cubico
f=x>+x*—10x + 8,

ja vimos no exemplo 3.2.1 que este possui as trés raizes reais. Vamos analisar agora a
quantidade de raizes reais pelos seus discriminadores.

O primeiro passo é escrevé-lo na forma

g=t+pt+q,

. ., 1
para isso devemos fazer a mudanca de variavel x =t —3 logo

10 1s o 1. 1
f(t-3)=(t=5)"+(t-5)° =10t ~) +8,

desenvolvendo obtemos

31, 308
=tP— =t+==,
a(t) s
31 308 L 3 ~
onde temos que p=—? e q=7.8abemos que os discriminadores de g =t” + pt + g sé@o
31 3 2 313 3082
=— —elA=4p°+27q" =4(— =)’ + 27(—)" =-900.
p 3 p q° = 4( 3) (27)

Como p <0 e A <0, concluimos baseado no que foi estudado que f possui as trés raizes reais.
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4.4 Obtencao dos Discriminadores para uma equacao quartica através do Teorema
de Sturm

Utilizando o mesmo argumento que foi usado para a equagéo cubica, ao analisarmos a
guantidade de raizes reais da equacgao quartica

ax* +bx®+cx? +dx +e =0,
podemos dividir a equacédo pelo coeficiente lider e fazer a substituicéo

x=t-2,

e encontraremos a equago
t'+pt+qt+r=0,

na variavel t que possui a mesma quantidade de raizes reais que a equagao em X.

Dado o polinémio
f=x'+p+agx+r,
com p, g e r reais ndo nulos, temos que:
fozf:x4+px2+qx+r

fi=f =4x°+2px + q

- 8pr -9q° - 2p° - p’q+12qr) _ (4, - p’q+12qr
’ 4p? p’ 4p’ p’

o _ (270" —ap'of +256r" ~128p" + 144pqfr +16p'r) _ pra
a -

4
4(8pr -9q? - 2p° )2 4(n,)

Onde denotamos

A, =8pr—9q° - 2p°

A, =-27q* —4p°q® +256r° —128p’r® +144pq’r +16p‘r
Queremos obter

(fo(t), f2(1), f2(1), fa(1), fa(t)).

Parat=-a,coma>>0; vem

2 2
(a*, -4a®, -P2 —[A—zja, LT
2 4p” ) 4(n,)
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cuja sequéncia dos sinais dos termos é (+, —, —sgn(p), —sgn(As), sgn(As)).

Parat=a, coma>>0; vem

2 2
@@ 4a°, -2 [i]a, Ay
2 2
2 \4p 4(4,)

cuja sequéncia dos sinais dos termos € (+, +, —sgn(p), sgn(As), sgn(Ay)).

Note que Var(F,+») e Var(F,—») depende exclusivamente de p, Az € A4, por isso estes sdo 0s
discriminadores da quartica.

Vamos analisar a quantidade de raizes reais de um polinémio quartico em funcédo dos
sinais dos discriminadores p, Az e A,.

Como a sequéncia de Sturm (fo(t), fi(t), fo(t), fa(t), f4(t)) possui cinco termos, ja foi
provado que a variagdo maxima da sequéncia é 4, que ocorre quando todos os termos
sucessivos sao opostos, ou seja

fe(®) . fier(t) <0, Vk,com 0 <k < 3.

Para o polindbmio f = x* + px2 + gx +r, com p, q e r reais ndo nulos, possuir as quatro
raizes reais devemos ter

Var(F,—) — Var(F,+o) = 4.

Para isso é necessario que Var(F,—») = 4 e Var(F,+») = 0. Para Var(F,—») = 4, que é a variacao
maxima da sequéncia F, todos os termos sucessivos de F devem ser opostos, logo para esta
situacdo temos obrigatoriamente que

p<0,A;>0eA;>0.
Note que nesta situagdo ocorrera que Var(F,+w) = 0.

Logo a quartica f = x* + px2 + QX +r possui as quatro raizes reais, se e somente se,
p<O,A3>OeA4>O.

Para o polindmio f = x* + px2 + gx +r, com p, q e r reais ndo nulos, possuir duas raizes
reais e duas néo reais conjugadas devemos ter Var(F,—») — Var(F,+«) = 2. Para isso podemos
analisar 3 casos:

1° caso: Var(F,—») = 4, 0 que nao é possivel pois se Var(F,—») = 4 teremos p<0,A;>0e ;>0
onde ja vimos que teremos Var(F,+») = 0 e 0 polinbmio terd as quatro raizes reais.

2° caso: Var(F,—») = 3, para isso podemos ter:

21:p>0,A3 <0e A, <0, que gera Var(F,+») = 1, garantindo que a equagdo tem 2
raizes reais e duas nao reais conjugadas.

22:p<0,A;>0e A, <0, que gera Var(F,+o) = 1, garantindo também que a equagéo
tem 2 raizes reais e duas néo reais conjugadas.
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2.3:p<0,A3<0e A, <0, que gera Var(F,+»o) = 1, que também torna possivel a equacao
ter 2 raizes reais e duas nao reais conjugadas.

3° caso: Var(F,—») = 2, para isso podemos ter:

3.1L:p>0,A;<0e A, >0, que gera Var(F,+o) = 2, que torna a equagdo sem raizes
reais.

3.2.p>0,A; >0e A, >0, que gera Var(F,+o) = 2, que também torna a equacdo sem
raizes reais.

3.3: p<0,A; <0e ;> 0, que gera Var(F,+») = 2, que também torna a equagdo sem
raizes reais.

Com este estudo dos sinais de p, A; e A, podemos concluir que:
A) O polindmio f possui as quatro raizes reais se e somente sep<0,A;>0e A, > 0.

B) O polinbmio f possui duas raizes reais e duas nao reais conjugadas se e somente se
p<0,A;3>0eA;<00up<0,A3<0ep,<0.

C) Em todas as outras possibilidades de sinais para p, A; e A4, onde nenhum deles é
nulo, a equagdo ndo possuira raizes reais.

Novamente temos que o discriminador A, é o discriminante do polinémio quartico da
forma p(x) = x* + px2 + gx + r, porém observe que, diferentemente dos casos em que o grau do
polindmio é 2 ou 3, o sinal de A, , quando positivo, ndo nos permite concluir se p(x) tem quatro
raizes complexas nédo reais distintas ou quatro raizes reais distintas.

Exemplo 4.4.1:
Dados os polinbmios

f(x) = ¢+ DI +2) =x* +3x% + 2

f,() = (¢ = DIX* = 2) =x* = 3x° + 2

Perceba que os valores de g em f; e em f, sdo nulos, ou seja, g1 =g, =0, que r, =r, =2, € 0S
valores de p séo opostos p; = 3 e p, = -3, logo o valor de A4 para f; e f, sdo iguais, segue que

A, =-27q" - 4p°q’ + 256r° —128p*r® +144pg’r +16p°r
=

A, =256 [(2)° -128 [(+3)° [{2)’ +16 [(+3)* 2 =32 >0
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E facil perceber pela forma fatorada dos polinémios que f; possui quatro raizes complexas no
reais distintas e f, possui quatro raizes reais distintas, porém analisando o valor do discriminante
A4 , que é 0 mesmo para os dois polindmios, nada podemaos concluir.

Exemplo 4.4.2;
Dado o polinémio
f=x*+4x° -5,

ja vimos no exemplo 3.2.2 que este possui duas raizes reais e duas nao reais conjugadas. Agora
vamos analisar a quantidade de raizes reais pelos seus discriminadores. Sabemos que os
discriminadores de uma quartica na forma x* + px2 +gx+r sdo p, Az=8pr-— 9q2 - 2p3 e
A, = — 279" — 4p®q® + 256r° — 128p°r® + 144pg°r + 16p°r, logo para o polindmio f temos que p = 4,
gq=0er=-5, entdo:

p=4=p>0
A, =8.4.(-5)-9(0)? - 2(4)° = 288 = A; <0
A, =-27.0% - 4.43.0% +256(-5)% -128.4%(-5)% +144.4.02.(-5) +16.4* (-5) = 103680 =

A, <O.

Como p >0, A; <0 e A, <0, podemos concluir pelo estudo dos seus discriminadores que f possui
duas raizes reais e duas néo reais conjugadas.

Exemplo 4.4.3:

Dado o polindmio f = x* + 4x* + 3, ja vimos no exemplo 3.2.3 que este n&o possui raizes reais.
Agora vamos analisar a quantidade de raizes reais pelos seus discriminadores. Sabemos que
p=4,q=0er=3,logo:

p=4=p>0
A, =8.4.3-9(0)2 -2(4)° =-32=1A3<0
A, =-27.0% - 4.43.0% +256.3% -128.4%.3% +144.4.02.3 +16.4%.3 = 37632 = A, > 0.

Como p > 0, A; < 0 e A4 > 0, podemos concluir pelo estudo dos seus discriminadores que f n&o
possui raiz real.
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APENDICE

Teorema da permanéncia do sinal

Seja A um subconjunto ndo vazio de R, seja ap um ponto de A. Dizemos que a fungao
f: A - R é continua no ponto a, se f tem a seguinte propriedade.

Oe>0,30>0:acAela—ay<d=|[f(a) —f(ag)| <¢
Se BOA, B#U0 esefécontinua em todo ponto de B dizemos que f é continua em B.

Dado um polinémio P € R[x], a funcdo polinomial p : R — R associada é continua em

todo ponto xp € R.

Teorema:

Seja h: R - R uma funcdo continua. Se h(c) #0 entdo existe J >0 tal que
em[c— dc+ d tem-se h(t) 20 e h(t) tem o mesmo sinal de h(c), isto é h(t) [h(c) >0,
Vtec-9c+q

Prova.

Como h é continua em ¢ para qualquer € > 0 dado, é possivel escolher um o > 0 tal que
[x —c| <8 = |h(x) —h(c)| <e.

Ou seja:

c-0<x<c+d=-¢e+h(c)<h(x) <e+h(c)

Se h(c) >0, tome € = @ Existe 6 > 0 tal que

C-0<Xx<C+d0=> %=—% + h(c) < h(x)
logo

c—0<x<c+d=h(x)>0.

Se h(c) <0, tomes=—%. Existe 6 > 0 tal que

c—0<x<c+d= h(x) <h(c) _@:@

2 2

logo

c-0<x<c+d=h(Xx)<O.
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Teorema do valor intermediario

Seja h: R - R uma fungdo continua. Sejama,b € R a<b. Se h(a) h(b) <0 entdo

existe pelo menosumc € R a<c<Db,tal que h(c) =0.

Prova.

Suponhamos h(a) < 0, h(b) > 0. Seja

A={x¢c[ab]:h(x)<O0}

Como b € A, temos A # 0. Afirmamos que nenhum elemento de A é cota superior de A. De fato,
sejaa € A. Como h(a) <0, vemos que a # b, pois h(b) > 0. Entdo a < b. Seja € = —-h(a) > 0, como

h é continua em a, existe o > 0, bastante pequeno para que [a, a + ] U [a,b] e tal que
xela,a+d[=h(x) e]h(a)-¢, h(a) +€]
logo
xela,a+d[=>h(X)< e+h(a)=0
Ent&o todos os pontos do intervalo [a, o + 8] pertencem a
A={x¢€[ab]:h(x)<0}.

Segue que a ndo é cota superior de A, ha elementos em A superiores a a.

Seja agora ¢ = supA. Como o ponto ¢ é aderente ao conjunto A, pois para qualquer conjunto
X 0 R nédo vazio e superiormente limitado, sabemos que o nimero real supX é aderente ao
conjunto X, existe uma sucessao (x,) de pontos de A tal que lim x, = c. Entdo

h(c) = h(lim x,) = lim h(x,)
porque a fungéo h é continua. Mas como x, € A, V n, logo, h(x,) <0, ¥V n, temos
h(c) = lim h(x,) <0
Como ¢ = supA ¢ A, h(c) < 0 néo ocorre. Entdo h(c) = 0.

Para o caso em que h(a) > 0, h(b) <0 o argumento é semelhante.
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Raizes complexas conjugadas de uma equagéo polinomi  al com coeficientes reais

“Se uma equacdo polinomial de coeficientes reais adm  ite como raiz o nimero
complexondorealz=a+bi(b #0), entdo essa equacdo também admite como raiz o

namero z = a - bi, conjugado de z".
Demonstracéo:

Seja a equacdo P(X) = apX" + ana X" + anoX"2 + ... + a1X + a = 0 de coeficientes reais
gue admite a raiz z, isto é, P(z) = 0.

Provemos que z também é raiz dessa equagao, isto é, P(E) =0:

Para esta demonstracdo vamos admitir as seguintes propriedades operatérias, considerando
z, w [0 C, onde C é o conjunto dos numeros complexos.

2) kz=kz, k OR.

3)E+v_v=z+w.

Logo:

P(E) = anE(E)n + an_lE(E)nil + an_zliﬂg)niz +...+ alDT +ag =

=a, 2" +a "t +a,L"? +.L+taZ tag=

a " +a @ +a T+ +alz+a =

=a [2"+a_ [¥"'+a, , "2 +..+a [Z+a,= P(z) =0 =0

Esse teorema mostra que em uma equacédo polinomial de coeficientes reais as raizes
complexas nao reais, se existirem, aparecem sempre aos pares.

Eliminacdo do termo de grau n —1 em um polinbmiod e graun

Dado p(x) = anX" + an X" + a,X"? + ... + ap = 0, uma equagcao polinomial de grau n. Se
fizermos a substituicAox =t+a, é possivel escolher um valor para a de modo que no novo
polindbmio em t, com 0 mesmo ndmero de raizes reais que possui 0 polindbmio p em X, tenha o
coeficiente de grau n — 1 nulo. E facil constatar que o valor de a deve ser expresso por

a

a=- n-1
na,

. a,_ N .
Se substituirmos x =t -—"" na equag&o anterior obteremos
na

p(t) = ant" + bpot™ + ... + by = 0.

Demonstragéo:
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A soma das raizes de um polindémio p(x) = ax" + an_lx”'l + an_zx”'2 + ... + ag é dada de acordo com

- . a _ ~ ]
as relacdes de Girard por S = X3 + X, +...+ X, =——", onde Xy, X,, ..., X, SA0 as raizes de p. Se
a

n

substituirmos x; = t; + a, com a um ndmero real, teremos um polinémio com soma de raizes

n-1

a

n

S=X+X+. +Xp=ti+ta+t,+a+.+t,+a= -

tp+t+ ..+t +na=——"

a

n

a a
fazendot, +t, + ...+ t, = 0, teremos que na = - Jogo o =——",
a na,

n

Como p(t) = ant” + bt + bpot™ + ... + by = 0 € um polindmio com soma das raizes igual a zero,

. . b
poist; +t, + .. +t,=0entdo S’ =t +th + ..+ t, =——"=0, logo b, =0 e
a

n
p(t) = ant” + bot™ + ... + bg.
Note que o polindmio p(x) ndo possui as mesmas raizes que o polindmio p(t), porém como

a ~
xi=t ——=%, com n, a,1, a, DR -{0}, entdo se t;0 R segue que x; J R e set; 0 R segue que
na,

x; 0 R. Concluimos que a quantidade de raizes reais de p(x) € a mesma de p(t), logo sempre
poderemos fazer esta alteracao de variavel para descobrir o nimero de raizes reais da equacéo

p(x) = 0.

Mudanca do coeficiente lider de um polinbmio com co eficientes reais para a
unidade

Também sabemos que se dividirmos um polindmio por um nudmero real ndo nulo
encontraremos outro polindmio com as mesmas raizes, portanto para a andlise das raizes
podemos dividir qualquer polinémio pelo seu coeficiente lider a fim de termos um polindbmio de
coeficiente lider unitario, ou seja, um polindmio Ménico.

Todo polinbmio
P(X) = anX" + ani X"t + ap X" + ... + A,
com coeficientes reais e a, # 0, pode ser representado na sua forma fatorada por
P(X) = an.(X = X1) (X = X2)...(X = Xn)

com Xi, Xo, ..., X, SUAS raizes complexas, logo:

= (X = Xq) (X = X2)...(X = Xn)

- P(Xx)
ax) = 3

n

€ um polinbmio com as mesmas raizes Xy, X, ..., X, de p(x).
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Férmula de Bhaskara

A férmula de Bhaskara é uma férmula resolutiva para as equacfes quadraticas, ou
seja, da forma ax® + bx + ¢ = 0, com a, b e c reais e a ndo nulo. A sua demonstracdo requer
apenas conhecimentos basicos de fatoracdo. Segue sua demonstracédo:

Partindo de
ax’+bx +c=0,
vamos multiplicar ambos os membros por 4a, logo teremos:
4ax” + 4abx + 4ac = 0,

vamos completar um trindmio quadrado perfeito adicionando b> em ambos os membros, logo
teremos:

(2ax)® + 2.2ax.b + b® + 4ac = b®

(2ax + b)* = b? — 4ac

2ax =++b* - 4ac ,

onde chegamos na expressao:

_ -b++/b*-4ac
X=————
2a

que é a férmula resolutiva da equacdo quadratica chamada férmula de Bhaskara.

Formula de Cardano
A férmula de Cardano é uma férmula resolutiva para uma equacéo cubica.
Dada uma equacao geral do 3° grau, ou cubica, na forma
3 2 —
ax" +bx"+cx+d=0,

com a, b, c e d reais e a ndo nulo, podemos dividi-la pelo coeficiente lider a e fazer uma

mudanca de variavel usando x = y —3£ , obtendo a equacao
a

y’+py+q=0,

cujas raizes sao as mesmas da equacdo original adicionadas de uma constante real k :%.
Logo podemos generalizar a analise de qualquer equacao cubica escrevendo-a na forma

— px—-q=0.
Logo segue a demonstragéo:

Partindo do cubo da soma (u + v)® = u® + 3u®v + 3uv® + V°, podemos por em evidéncia 3uv e
obtermos:
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(u+ v)3 =u’+ 3uv(u +v) + Ve, logo podemos escrever esta expressao como:
(u+ v)3 —3uv(u +v) — (u3 + v3) =0

Comparando esta Ultima equacgdo com x° — px — q = 0, percebemos que X = u + v é uma raiz
desta equacdo parap=3uveq= u + v, Logo se elevarmos a primeira ao cubo e isolarmos uv®

3
obteremos u’v® =% e v® + u® = g, que nada mais é do que um problema para encontrar as
raizes de uma equacao do 2° grau, no caso u® e v?, sabendo a soma e o produto das mesmas,

3
nocasoqge % respectivamente.

A equacédo quadratica é dada por
P—qt+ — =
cujas raizes sdo dadas por:
=9, / IO i -
2 2 4 27

logo temos que:

=349, Q_
4

42 © E

Sabendo que x = u + v obtemos a famosa férmula de Cardano:

3J3+ 7 v Jg Ca
2 4 27 2 4 27
Note que esta é a férmula resolutiva para a equacgéo
x> —px—0q=0,
logo para uma equacgéao cubica completa da forma
at+bx*+cx+d=0
teremos que continuar a resolucdo para achar as suas raizes fazendo

b
=X, +—,
3a

com r, sendo as raizes da equacgao completa.
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Método resolutivo para a equagéo quartica
A forma candnica da equacao do 4° grau ou quartica é:

ax’* +bx®+cx® +dx+e=0, comaz0. (1)

- N b
Para eliminar o termo de grau 3 vamos fazer a substituicdo x =y —4—
a

4 3 2
b b b b
aly—| +b|ly-—| +cly—| +d|y—| +e=0.
[y 4a] (y 4aj [y 4a] (y 4aj

Desenvolvendo e ordenando pelas poténcias decrescentes de y obtemos:

s 302 ) bc  b® bd b’c 3% | _
ay +|c—— |y +|d—+—|y+|C—+——-———|=0
8a 2a 832 4a 16a° 256a°

Se dividirmos ambos os membros por “a” obteremos a equacéo reduzida
4 2 _
y' +py +ay+r=0 )

sendo seus coeficientes dados por

_E_sz
a 8a2

d bc b

_d_bc  b”

" a 2a%2 8a°

. _c_bd  b% _ 3p*
a 4a® 16a® 256a*

Vamos somar e subtrair 2sy’ + s° ao primeiro membro de (2), por razdes que se tornardo
evidentes mais abaixo:

Vv epyP+qy+r+2sy? +s°— 25y’ —s°=0
reordenando os termos, obtemos

y4+25y2+52+py2—25y2+qy+r—52:O
logo, teremos a equacao equivalente

' +s)’—[2s—py —qy+s°—-1=0 3
Transformando a parcela (2s — p)y2 —-qy+ s’—rem produto de fatores lineares:
(2s-p)y —ay+s’~r=(2s-p)y-y)ly-y")

em que y' e y” séo as solucbes da equacdo do segundo grau

@2s-py —qy+s’-r=0
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. q+yp? - 4(2s-p)(s? 1)
- 2(2s-p)

y

. _a-yp% - 4(2s-p)(s® 1)
2(2s-p)

y

Assim se o discriminante
q2 —4(2s — p)(s2 -nN=- 8s® + 4ps2 + 8rs —4pr + q2

for nulo, significa que s verifica a cubica:

8s® —4ps®—8rs + (4pr—q°) =0 (4)
entao
$ R— L} B— q
y=y 2(2s-p)
e

2
2 2 _ _ _ q
(2s—p)y —aqy+s"—-r=(2s p)(y —2(25—p)j

pelo que a equacéo (3) se transforma

2
(y2+5)2—[y 25-p-—t — ] =0

2\2s-p

fatorando o primeiro membro obtemos a equacao:

215+ \J2s - -4 24s- \J2S - 4 =0
[y Y 2\J2s-p Y Y P 2\/2s-p

cujas solucdes sdo as solucdes das duas equacdes polinomiais de grau 2

2 4yfos—prs-—1 =0 5)
e

2 q
—y2s-p +s+ =0 (6)
y -y P 2025-p

As solugBes da equacgéo (5) séo:
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Y2 = —lﬂs—p —%\/—ZS—NZZ—C‘

2

e as solucdes da equacéo (6) sao:

Y3 =1¢28—p +%\/—25—p— 2

2 2s-p

Y v N PV ¢
y4—2«/23 2\/23 p \/ﬁ

em que s € uma solucao da equacéo cubica auxiliar (4) que se repete
8s® - 4ps2 — 8rs + (4pr — qz) =0.

As solucBes da equacédo do 4° grau inicial (1) sao pois

szyk_£ , kE{l, 2, 3,4}
4a

Célculo do discriminante algébrico da equacéo cubic a

Seja o polindmio P(x) = x* + px + g. Considerando xi, X, € X3 suas raizes complexas, temos a
seguinte identidade:

(X = X1)(X — X2)(X — X3) = X + pX + q.
Derivando os dois lados da identidade, segue que:
(X = X1)(X = X2) + (X = X1)(X — X3) + (X = Xp) (X — X3) = 3X° + p.
Substituimos as raizes de P(x) na Ultima igualdade. Assim, obtemos:
P'(x1) = (X1 = Xz) (X1 = Xs) = 3(x0)" + p = P'(x) = (-1)Txz — X1) s — X1)
P'(X2) = (%o = X1) (%o = Xa) = 306)° + P = P'(xa) = (~1) ¢z — X1) s — Xz)
P'(Xs) = (Xs = 1) — X2) = 3(xs)” + P
Ent&o o produto P'(x;) CP’(x,) [P'(xs) € igual a
(=1)°x — X1) s — X2) X3 — X2)* = [3(xa)” + PIIB(X:)* + P 3(xa)” + p]

Porém temos que o discriminante de uma equacgéo polinomial é dado por

n n(n-1) ¢
A=T](x=%x)= (-1 2 I_l(X‘_XJ 2
121 1>
i

logo para a cubica temos que
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A = (-1)°1x — %2) s = 1) e =~ X2)°
utilizando a identidade obtida de P’(x;) [P’(x2) [P’(x3), temos que
A= [3(x))" + p] LI3(x2)” + p] 3(xa)* + P
A = 27(X1XoXs)” + 9p(X X" + X 2Xa” + Xo7X5 ) + 3p°(Xy” + Xo© + X5°) + p°

Conhecemos as Relacdes de Girard para o polinémio clbico da forma P(x) = x> + px + q :

(1) X1+X2+X3=O
2 X1X2 + X1X3 + XoX3 = P
(3 X1X2X3 = —(

Elevando as equacdes (1), (2) e (3) ao quadrado encontramos as equagdes (4), (5) e (6):

(4) X12 + X22 + X32 + 2(X1X2 + XXz + X2X3) =0

(5) X12X22 + X12X32 + X22X32 + 2(X12X2X3 + X1X22X3 + X1X2X32) = p2
2,2,2_ .2

(6) X1 X2 X3 =(

Substituindo (2) em (4):
@) X2+ X"+ X" +2p=0 = Xx° + X" +X3T = -2p

Substituindo (1) e (3) em (5):

X12Xo" + X17Xg° + Xo2Xg° + 2(X1"XoXg + X1X2 X3 + X1XoX5) = p° =
)(12)(22 + )(12)(32 + X22X32 + 2 X1XoX3 (X1 + X2 + X3) = p2 =
X% + X1 %a + X2 2%a” + 2(=0)(0) = p° =
®) X1 X" + X1°Xa” + Xp Xa® = p2

Entéo, substituindo (3), (7) e (8) em A obtemos
A= 27(x1x2x3)2 + 9p(x12x22 + X 2%g” + X22X32) + 3p2(x12 + X0+ x32) + p3
A =27(-q)” + 9p(p°) + 3p*(-2p) + p’
A=27¢° +9p°—6p° +p°
Finalmente, o discriminante algébrico para a equacao cubica é dado por

A=27q°+ 4p°
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Calculo do discriminante algébrico da equagéo quart ica

Seja o polindmio P(x) = x* + px* + gx + r. Considerando X;, X,, X3 € X, suas raizes complexas,
temos a seguinte identidade:

(X = X1)(X = X2)(X — Xg)(X — Xg) = X" + pX* + X +T.
Derivando os dois lados da identidade, segue que:

(X = Xg)(X = X2)(X = X3) + (X = X1)(X = X2)(X — Xg) + (X = X1)(X = X3)(X — X4) + (X = X2)(X = X3)(X — Xa) =
453 + 2px + Q.

Substituimos as raizes de P(x) na Gltima igualdade. Assim, obtemos:
P'(X1) = (X1 = X) (X1 = Xs) (X1 = Xa) = 4(x0)° + 2pXy + q = P'(x1) = (-1)°Mz — X2) x5 — X)X — Xs)
P'(X2) = (X2 = X1) (X2 = Xa) (X2 = Xa) = 4(xa)” + 2PXo + 4 = P'(Xo) = (1)’ — X2) s — X2) (s — %)
P'(Xs) = (X3 — X0)[Xs — X2) (Xs = Xa) = 4(xa)° + 2X5 + 4 = P'(Xs) = (—1){{Xs — X1) X — Xz) (X — Xs)

P'(X4) = (Xa — X0)[(Xa — X2) (X4 — X3) = 4(xa)* + 2pXs + @

Entdo o produto P’(x;) [P'(x2) [P'(x3) [P'(x4) € igual a
(—1)6[@(2 - xl)zf(lxs - xl)ZE(J><4 - xl)zf(lxs - X2)2 (Xa— Xz)2 (X4 — Xs)z =

[4(x1)° + 2pxy + q] ] 4(x,)° + 2pX, + q] [ 4(xs)® + 2pxs + q] L] 4(xa)° + 2pX4 + q]

Porém temos que o discriminante de uma equacgéao polinomial é dado por

n(n-1) n

A=[]0=x)= (D 7 []06=x)

logo para a quartica temos que
A= (—1)6[@(2 - xl)zf(lxs - X1)2E0><4 - xl)zf(lxs - X2)2 (Xa— X2)2 (Xa— X3)2
utilizando a identidade obtida de P’(x;) [P’(X2) [P’(x3) [P’(X4), temos que
A = [4(x2)° + 2pxs + o] [T 40¢2)° + 2px; + o] [ 4(xa)” + 2pXs + 0] L] 4(xa)” + 2pxs + ]
Efetuando o produto acima vamos obter uma expressao na forma
A=q*+c3q° + c0” + €1q + o
onde os coeficientes ¢y, €1, C, € €3 SA0 numeros reais expressos em funcado de p, X1, Xo, X3 € X4.

Para calcularmos esses coeficientes vamos precisar das Rela¢fes de Girard e outras equagdes
derivadas destas.

Conhecemos as Relagdes de Girard para o polindmio quartico da forma P(x) = x* + px2 +gx +r:

(1) X1+X2+X3+X4:O
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(2) X1Xo + X1X3 + X1Xq + XoX3 + XoXq + XagX4 = P
3) X1XoX3 + X1XoXgq + X1X3X4 + XoX3X4 = —(
(4) X1XoX3Xg =T

Elevando (1) ao quadrado obtemos
2 2 2 2 _
X"+ Xm ¥ X3+ X4+ 2(X1X2 + X1X3 + X1 Xg + XoX3 + XoX4 + X3X4) =0
) Xio+ X+ Xg X, = —-2p
Elevando (2) ao quadrado obtemos

2, 2 2, 2 2,2 2,2 2,2 2, 2 2 2 2 2
X1 X" + X1 Xg™ + X1 Xg + X2 X3m + Xo X4 + X3 Xg T+ 2(Xl XoXz + X1 XoXg + X1Xo X3 + X1Xo X4 +
2 2 2 2 2 2
+ X1 XoX3Xg + X1 X3Xg + X1 XoX3™ + X1XoX3Xg + X1X3 Xg + X1 XoX3Xg + X1 XoX4™ + X1X3X4 + X2 'X3Xg +
2 2 2
X2X3 Xa + XoX3Xs") =P =

2, 2 2, 2 2, 2 2, 2 2, 2 2, 2 2 2 2 2
X1 X~ + X1 Xg™ + X1 Xa~ + Xo Xz~ + Xp Xa~ + Xg Xg~ + 2(Xy XXz + X1 XoXa + XqXp Xz + XXp" Xg +
2 2 2 2 2 2
+ X1XpXaXq + X1 XaXg + X1XoX3~ + X1XoXgXg + X1X3 Xa + X1XpXaXsq + X1XpXg~ + X1XaXs~ + Xp XgXg +
2 2 2
XoX3 Xa + XoXaXa™ + XqXoX3Xa — X1XpXgXa) = P =

X1 7Xo" + XaXaw + X1OXa' + Xo Xa® + X Xa® + Xa X + 2[X1(X1XoX3 + X1XoX4 + X1X3X4 + XoX3Xs) +

Xo(X1XoX3 + X1XoXg4 + X1X3Xg4 + XoX3Xa) + Xa(X1XoX3 + X1X3Xg + X1X3Xg + X1XoXa) + Xa(X1XoX3 +
2

X1X3Xg + X1X3Xg + X1X2Xg) — X1XoX3Xg] =P =

XX+ XaOXah + X X+ Xo'Xgh + X Xa® + Xa'X4' + 2[(Xa+ Xz + X3 + Xg)(XaXoXz + X1XaXs +
_ 2
X1X3Xg + X1X2Xg) — X1X2X3Xg] =P =

X17X0" + X0 Xa” + X XeT + X X + %o Xa” + XaXg” + 2[(0)(=q) — 1] =p°
=

(6) X17Xg" + X17Xa® + X17Xa® + X Xa® + Xa Xa® + X3 Xg® = pz +2r

Elevando (3) ao quadrado obtemos

2, 2, 2 2, 2, 2 2, 2, 2 2, 2, 2 2,2 20 L 2 2,2
X1 Xo Xg™ + Xp X Xaw + XiXgXg + XoXp Xz~ + 2(X1 X XgXs + Xy XXz Xs + XiXp X3 Xg
2 2 20 o 2 2, 2 2
+ X1 XoXaXa™ + X1X2 XgXa™ + X1XoX3X4") = Q =

2, 2, 2 2, 2, 2 2, 2, 2 2, 2, 2
X1 X X" + X1 X Xg" + X1 X3 Xs" + Xo X Xs" + 2X1XoXaXa(X1Xa + X1X3 + X1Xg + XoX3 + XoXg +
+ XaXa) = 0 =

2,2, 2 2,2, 2 2,2,2 2,2,2 2
X1 XoXs™ + X Ko Xy + Xy KX H X KX+ 2rp = =

(7 XX Xa" + X X Xa® + Xq XaXa" + %o Xo Xa" = q2 —2rp

Elevando (4) ao quadrado obtemos

(8) x12x22x32x42 =r
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Formula de recorréncia para encontrar a soma das k-ésimas poténcias das raizes do polindmio
quartico da forma P(x) = x* + px* + gx + r. Definimos por

Sk = xlk + x2k + x3k + x4k
Sabemos que
X1+ px’ +gxg +1=0
Logo
X14+k + pX12+k + qX11+k + erk =0
Analogamente para as outras raizes temos
X24+k + p)(22+k + qX21+k + I‘X2k =0
X34+k + p)(32+k + qX31+k + rX3k =0
X44+k + pX42+k + qX41+k + rx4k =0
Entdo se
Se = X%+ X% + X350 + x,°
entdo teremos
9) Saik + PSoek + 0S1k + 1S =0
ora sabemos

_ _ _ _ 1 1 1 1 XoXaXg + XXX, + X X5X, + XoXaX -
S = (%) l+(x2) l+(x3) l+(x4) 1o -y = 4 — 4 = 727374 717374 717274 © 727374 -4
X, X, Xg X4 X X5X5X4 r

So= (X)) + (%)% +(X3)° +(x4)°=1+1+1+1=4
S1= () + (%) +(Xg) + (X)) =Xe+ Xo+ Xa + X4 =0
Sz = (x2)” + (X2)” + (xa)” + (%) = —2p
Fazendo k = -1 na equacgéo (9), teremos:
S3+pS1+0Se+rS:=0

Logo,

Sa+pE0+qu+rD_—q =0
r

Sg B —3q
Fazendo k = 0 na equacéao (9), teremos:
Sa+PpS2+0S; +1S5,=0

Logo,
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Ss+pl(-2p) +qO0 +rd =0
=
S, =2p°—4r
Fazendo k = -2 na equacao (9), teremos:
S2+pSp+0S1+1S,=0
Substituindo S, Sy, e S.; teremos:

q2
—-2p+4p—- —+r1S,=0
r

logo

r2

2
_9” _2p
s, =2 -
2 r
Fazendo k = -3 na equacéao (9), teremos:
S;+pS1+0S,+1S3=0

Substituindo S;, S.1, € S., teremos:

3
O_m.pq__ﬂ +rS53=0
r r2 r

logo

Fazendo k = 2 na equacéo (9), teremos:
Se+pSs+0S;+r1S,=0
Substituindo S,, S;, e S, teremos:
S + p(2p? — 4r) + q(=3q) + r(-2p) = 0
logo

Se = —2p3 + 6rp

Célculo do coeficiente ¢, de A = g + c3q° + c,0° + €1q + Co.
_ 2 2 2 2
Co = 16X1X2X3Xa(p + 2X1°) (P + 2X27) (P + 2X3") (P + 2X4)
Co = 16XaXoxXaXa [p* + 20:° + Xo* + X5~ + Xa2)P° + A(X12Xa" + X1°Xg" + X1Xa® + Xo X3 + X5 Xa" + X3 X )P’

+8(X1 X Xa” + X1 X Xa” + X1 Xa Xa® + Xa Xp X)P + 16(X1 X2 X3 X4 )]

Substituindo as identidades (4), (5), (6), (7) e (8) em c, vamos obter
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Co = 16M[p" + 2(-2p)p° + 4(p” + 2r)p® + 8(q” - 2rp)p + 16(r")
Finalmente obtemos a expresséo para ¢,
Co = 16Mp* — 8p?r + 8pq? + 16r7]

Célculo do coeficiente c; de A = g + c3q° + c,0° + €1q + Co.
C1 = 8xXoXalIp® + 2(x0° + Xo” + Xg))p? + A(X0 X" + X1 Xa” + Xo X )P + 8X: Xz Xa'] +

+ 8XuXoXa[p° + 2(X0” + Xo” + X)P” + A0 X"+ Xa Xa” + X XaO)P + 8% X Xa'] +

+ 8XuXaXa[p® + 2(X0” + Xa” + X )P” + A Xa” + X1 Xa” + X3 Xa )P + 8X:7Xs'Xa'] +

+ 8xXaXalIp® + 2(%2° + Xa” + Xa))p? + A(Xa X" + Xa Xa” + X3 Xa)P + 8Xp g Xa'|
Segue que:

_ 3 2 2 2 2 2 2

C1 = 8(X1XaX3 + XiXoXg + XiXaXg + XoX3Xg)P~ + 16[X1XoXa(X1™ + Xp© + X3°) + XpXoXa(Xy™ + Xo© + Xg7) +
X1X3X4(X12 +X5° + X42) + X2X3X4(X22 + X5+ X42)]p2 + 32[X1X2X3(X12X22 + X1 7X5" + X22X32) + X1X2X4(X12X22

+ Xy X" + X22X42) + X1X3X4(X12X32 + X1, + X32X42) + X2X3X4(X22X32 +Xo Xy + X32X42)]p + 64(X13X23X33 +

XX Xa® + X XaXs" + X23X33X43)
Logo,

C1 = 8(X1XaX3 + X1XoXg + X1X3Xg + X2X3X4)p3 + 16[X13X2X3 + X1Xo X3 + XiXoXs® + X1 XoXa + XiXp Xa +
X1XoXs® + X1 XaXq + X1Xa Xa + X1XaXa® + Xp XaXa + XoXa Xy + X2X3X43]p2 + 32[X13X23X3 + X1 XoX3® + XX X
+ X1 X0 Xg + X1 XX + XX Xa® + X1 X3 Xg + X1 XaXa + XaXa Xa© + Xo X3 Xa + Xo XaXs® + X2X33X43]p +
64(X13X2SX33 + X1 % X+ Xaxaxe + X23X33X43)

Vamos calcular o coeficiente de p2 em c; que é dado por

16(X1*XoXs + X1X2 X3 + XXoXa~ + X1 XoXa + X1Xo Xa + X1XoXa® + X1 XgXa + X1X3-Xa + X1XgXa~ + X2 XXq +
XoXa Xy + X2X3X43) =

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
X2 X X N X X X X X X X

= 16X XoXgX, | -+ 2+ 8 471 472 74 T 4TS T4 472 478 474

X4 X4 X4 X3 Xz X3 Xo X, Xo, X Xy X

Sabemos da equacéao (4) que X;X>X3X4 = I, logo:

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
X" XS XS X X X X X X X X X

16r| X, + -+ "1+ 7L 422 gy #7272 478 408 gy 23 408 478 T4 py X Xy~ Xg Xy
X, X3 X, X Xz X4 X X Xg  X; X, Xg

1. 1 1 1 2 1.1 1 1 2 1. 1 1 1 2 1. 1 1 1 2
16r|| —+—+—+— X" +| —F+—F+—+— X, | —F—F—+— X5 | —+—+—+— X, — (Xt X, + X5 +X,)
X1 Xp X3 X4

Fatorando e substituindo a identidade (1), X; + X, + X3 + X4 = 0, encontramos:

1 1 1 1
=16r|| —+——+——+-— (x12+x22+x32+x42)
X; X, X3 X4
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— 17| X1X2Xs * XiXpXy * XiXpXy *+ XpX5X4

(Xlz +x22 +x32 +x42)
X XoX3X4

Substituindo (3), (4) e (5), obtemos
16r(_qu(—2p)

logo o coeficiente de p2 emc; é

32pg

Agora vamos calcular o coeficiente de p em c; que é dado por

3, 3 3, 3 3, 3 3, 3 3, . 3 3, 3 3, 3 3, . 3 3, 3

32(X1 "X X3 + X1 XoX3™ + XX X3~ + X1 Xp Xg + X1 XoXg~ + XqXo Xg~ + X1 X3 Xa + X1 XgXs~ + XiXg X4 +
3, 3 3, . 3 3, 3

X2 X3 X4 + X2 XaXs™ + XoX3™X4)

Colocando x1X,X3X4 = r em evidencia, encontramos:

2,2 (2,2 2,2 2,2 (2,2 2,2 w22 (2,2 2, 2 2, 2 2, 2 2
XX | XTX3T X XgT XX XX Xo" X" | X TXgT | XX X3X Xo7X3" | XX, Xg°X
1 X2 (KX (Ko Xs KXy (X Xg (KXo Xg (K Xsg K Xg X3 X4 KXo Xz (KXo X4 X3 X4

32r
X4 X4 X, X3 X3 X3 X, X, X, X, X, X,
2, 2 2y 2 2y, 2
1.1 1 1 XX X, "X 1 1 1 1 X;"X X{"X
<7 R e T S B g e e ] PO P S S R S 1
X1 X, X3 X4 Xy X, X, X, X3 X4 Xy X3

2, 2 2, 2 2, 2 2, 2
+32r (i+i+i+i}xfx42 —&—ﬂ +32r [i+i+i+i]xzzx32—M—M
X

2, 2 2, 2 2, 2 2, 2
1 1 1 1 X, X X5 X 1 1 1 1 X3 X X3“X
+32r [_+_+_+_ X22X42—A—# +32r | —m+—+ — + — X32X42—#—&
X X

1 1 1 1
32r|| —+—+—+— (xlzxz2 +X2Xa2 + X 2%, + X252+ X, x 2 + x32x42) -
X, X Xz X4

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(xlx2 + X7 Xy F X X5+ X7 Xg F XX, F XX, XoX5T F X, Xg XX, X X, F XX, F Xg x4)J

ora de (5) temos que
X1© + Xoo + Xat + X, = -2p
entdo
x13 + x1x22 + x1x32 + x1x42 = -2pXxy
x12x2 + x23 + X2X32 + x2x42 = —2pXo
x12x3 + x22x3 + x33 + X3X42 = —2pX3

x12x4 + x22x4 + x32x4 + x43 = —2pXy
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Somando essas quatro equagdes teremos:

3 3 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
X1T F XoT F Xg” F XaT X XoT F X1 KXo + XaXzT F Xy Xz + X9XaT F XXy + XoXzT + Xo Xz + XoXa© + Xo X3 +
2 2
X3Xs” + X3 Xy

—2p(Xy + X2 + X3 + X4)
Como sabemos de (1) que X; + X, + X3 + X4 =0 e que Sz = X;° + X,° + X3° + X4° = —3q, temos que:
-39 + x1x22 + x12x2 + x1x32 + x12x3 + x1x42 + x12x4 + x2x32 + x22x3 + x2x42 + x22x3 + x3x42 + x32x4 =0
Entao,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
X1Xo" + X1 Xo + X1X3~ + X1 Xz + X1Xg + X1 Xg + XoX3™ + Xo Xz + XoXg~ + Xo X3+ X3Xg4 + X3 Xg = 3q

Substituindo a identidade acima, S; e a identidade (6), no coeficiente de p em ¢, que € dado por

1 1 1 1
32r|| —+—+—+— (xlzxz2 + X2 Xa? + X 2X 42+ X2 X% + X,7% +x32x42) -
X, X, X3 X4

2,42 2,42 2,42 2,42 2,42 2,42
(xlx2 + X" Xp X X5 X Xg XX, 7 FXTXy F XoX57 F X Xg F XX, F XK, F XgX, T+ Xg x4)]

teremos:

— —AR2
32r K—qJ(pz +2r)- Sq} = 3r {ﬂ —5q:l
r r
finalmente, o coeficiente de p em ¢, é dado por:

~32(qp’ + 5rq)

Agora vamos calcular o coeficiente independente de p, ou seja, de p0 em c; que é dado por
64(X13X23X33 + X1 7%0 XgT + Xa XX + X23X33X43)

Colocando r = x,3x,°x5°x,> em evidéncia teremos

64r3{i+i+i+iJ

Substituindo S_3, teremos: que coeficiente independente de p em c¢; que é dado por

gar3| P9 @

2

Finalmente temos que coeficiente independente de p em ¢, que é dado por

64(3par — q°)
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Temos que:

C1 = 8(X1XoX3 + X1XoXg + X1X3Xg + X2X3X4)p3 + 16[X13X2X3 + X1X2 X3 + XiXoXs® + X1 XoXa + XiXp Xa +
X1XoXs® + X1 XaXq + X1Xa Xa + X1XaXa® + X XaXa + XoXa Xg + X2X3X43]p2 + 32[X13X23X3 + X1 XoX3® + XaXo X
+ X1 X Xg + X1 XX + XX Xa® + X1 X3 Xg + X1 XaXa© + XaXa Xa© + Xo X3 Xa + Xo XaXe® + X2X33X43]p +
64(X13X23X33 + X1 %o Xa + XaXaXe + X23X33X43)

Logo
c; = 8(-q)p° + (32pa)p — 32(qp’ + 5ra)p + 64(3par — q°)
Finalmente obtemos o coeficiente s;

c.=—8p°q + 32pgr — 64q °

Célculo do coeficiente ¢, em A = g* + c3g° + ¢,0° + ¢1q + Co
Cx= 4p2ED X1Xz + X1X3 + X1Xg4 + XoX3 + XoX4 + XaXg | +
+ 8p[[]x13x2 + X1Xo" X1 Xg + XaXg + X1 X + XaXa® +Xo Xg + XoXa® + Xa X + XaXa I+

3, 3 3, 3 3, 3 3, 3 3, 3 3, 3
+ 161X X" + X17X3™ + X1 Xa™ + X2 X3™ + X Xg” + X3 Xg' |

Célculo do coeficiente de p” em c,, que é expresso por:
AX1X2 + X1Xg + X1Xq + XoX3 + XoXa + X3Xa | = 4P
Célculo do coeficiente de p em c,, que é expresso por:
8([ X1 X + XaXo® + X1 Xg + XiX3® + X1 Xg + XaXg® +Xo X + XoXa® + X3 X + XaXa |
para isso temos que
S; = x13 + x23 + x33 + x43 =-3q

logo

x14 + x1x23 + x1x33 + x1x43 =-30x;

x13x2 + x24 + x2x33 + x2x43 = -30x,

x13x3 + x23x3+ x34 + x3x43 =-3(0X3

x13x4 + x23x4 + x33x4 + x44 =-30x4
Somando as quatro identidades acima obtemos

X+ %ot Xt Xt

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
+ X1 X + X1Xo + X1 Xz + X1X3~ + X1 Xg + XqXa~ + Xo Xzt XoX3~ + X2 X4 + XoXg~ + X3°X4 + X3X4

=30(Xy + X2 + X3 + Xy)
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Como S, = 2p2 —4re S; =0, teremos que
2p2 —4r +
+ XX + XiXo" + X19X3 + XiXa- + X19Xa + XaXa® + Xo Xat XoXao + XoXa + XoX4o + X3 X + X3X4° = 0
logo

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
X1 Xp + X1Xo™ + X1 Xz + XXz~ + X1 Xg4 + X1 Xg + Xo Xzt XoX3~ + Xo Xg + XoXg~ + X3 Xz + X3Xyg

ar —2p2
Célculo do coeficiente independente de p em c,, que é expresso por:
16%:°%," + X1°Xs® + X 'Xa® + X2 °Xa® + X2 Xa® + Xg™Xg|
para isso temos que
S; = x13 + x23 + x33 + x43 =-3q
logo
xl6 + x13x23 + X13X33 + x13x43 = —3qx13
x13x23 + x26 + x23x33 + x23x43 = —3qx23
x13x33 + x23x33 + x36 + x33x43 = —3qx33
x13x43 + x23x43 + x3,3x43 + x46 = —3qx43
Somando as quatro identidades acima vamos obter
X16 + Xz6 + X36 + X46 + 2()(13)(23 + )(13)(33 + X13X43 + )(23)(33 + X23X43 + X33X43) = —3Q(X13 + Xz3 + X33 + X43)
Como Sg = -2p° + 6rp + 39° e S3 = —3(, teremos que
—2p° + 6rp + 3% + 2(x:. %" + X1 x3” + X0°%s" + %57 + X2°X4® + X3°%,%) = —3q((-30)
logo
X% + X2 %%a” + X %%,% # X2 2XaT + X Xg® + XaXg® = 3q2 + p3 - 3rp
Voltando ao célculo do c,:
Cz = 4p2ED X1Xp + X1X3 + X1Xg + XoXg + XoXg + XgXg | +
+ 8plll X1°Xs + XiXo® X1 Xg + XiX3® + X1 Xg + XaXa® +Xo Xg + XoX3® + X3 Xa + XaXa 1+
+ 161X °%," + X1°X3® + X1 Xa® + Xo X3 + X2 Xa® + Xa°X4 ]
Substituindo as identidades encontradas teremos
c; =4p“Dp]+8pQ4r —2p° ]+ 16[3q° + p°~ 3rp |
Finalmente

C, = 4p°® +48¢° — 16pr
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Célculo do c3:
C3=2p(Xy + X + X3 + Xg) + 4(X13 +30 + x5+ X43)
=
C3 = 2p[3; + 4[5,
=
c3 = 2pl(0) + 4[(-3q)
Finalmente obtemos o valor de c3
c3 = —12q

Voltaremos ao que nos interessa determinar, que é o discriminante algébrico da quartica. Ja
vimos que ele é expresso por

A=q*+csq°+c0° + g+ Co

foi calculado que

Co = 16M(p”* — 8p°r + 8pq” + 16r°)

¢, = — 8p°q + 32pqr — 64q°

Cp = 4p3 +48q2 — 16pr

c3= —12¢
Logo, substituindo ¢y, ¢4, C, € C3 em A, teremos
A =q*-12qG° + (4p° +48qg° — 16pr)G° + (- 8p°q + 32pqr — 64g°)[q + 16M(p* — 8p’r + 8pg® + 1617
Desenvolvendo

A =q* -12q(G° + 4p°q® + 489" — 16pg’r — 8p°q® + 32pq’r — 64q" + 16p*r — 144p*r* + 144pg°r + 256r°

Obtendo, finalmente, a expressao para o discriminante algébrico da quartica

A =-27q" — 4p3qg® + 256r° — 128p*r® + 144pq°r + 16p*r
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CONCLUSOES

Sei que ha muito que se desenvolver sobre o tema, isto fica para um
estudo futuro. Espero que este trabalho ajude professores e alunos a entender e
aplicar o Teorema de Sturm, que é uma ferramenta belissima para encontrar a
quantidade de raizes reais de um polinbmio de uma variavel, servindo também
aos professores para a elaboracéo de exercicios envolvendo polinémios.

Durante a elaboracéo deste trabalho demonstrei e desenvolvi exemplos
sobre o Teorema de Sturm, explicando os pré-requisitos para seu entendimento.
Introduzi a ideia de discriminadores, culminando na determinacdo dos mesmos
para as equacdes cubicas e quarticas, encontrando para estas as possibilidades
de quantidades de raizes reais em fun¢éo dos sinais dos seus discriminadores.

Fica evidente neste trabalho que os calculos para a determinacdo da
sequéncia de Sturm de um polindbmio sdo muito longos e trabalhosos,
principalmente para polinbmios de grau muito grande, logo € necesséario a
elaboracdo de um modelo matemético computacional para se obter essa
sequéncia. Com esta ferramenta poderemos rapidamente analisar a quantidade
de raizes reais de um polinbmio apenas conhecidos seus coeficientes. Esta
elaboracao fica como sugestao para um proximo trabalho.
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