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Resumo

O presente trabalho teve como objetivo principal, sistematizar uma férmula que for-
nece o numero de permutacoes cadticas de n objetos por meio do principio da inclusao
e exclusao. Para isso, sao desenvolvidas e validadas, ao longo do texto, ferramentas
basicas e avancadas da andlise combinatéria. Ha também uma secao destinada a pro-
blemas, que podem ser solucionados por meio da formula obtida e outra na qual aborda

a formula da obtencao do ntimero de permutacoes cadticas por meio de recorréncia.

Palavras-chave

Principio da inclusao e exclusao, Permutacoes Caobticas.



Abstract

This study aimed to systematize a formula that gives the number of chaotic permu-
tations of n objects by means of the principle of inclusion and exclusion. To do so,
are developed and validated, throughout the text, basic and advanced tools of com-
binatorics. There is also a section devoted to problems which can be solved by the
formula outa obtained and in which approaches the formula for obtaining the number

of chaotic permutations by means of recurrence.

Keywords

Principle of inclusion and exclusion, Chaotic Permutations.
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1 Introducao

Grandes matematicos se destacaram na ciéncia e tiveram seus nomes marcados na
Histotia da Matematica devido a resolucao de problemas considerados dificeis, ou até
mesmo sem solucao, pela sociedade. Sao muitos os casos, alguns com mais, outros com
menos repercucao, dependendo da sua importancia no campo da pesquisa cientifica ou
académica.

O conhecido como O dultimo Teorema de Fermat ¢ um bom exemplo de grande
destaque para a matematica, pois a sua solugao foi vital para o desenvolvimento da
propria matematica. Segundo Simon Singh [1] , Fermat foi um grande resolvedor de
problemas e é considerado até hoje como um génio de sua época. Diz a historia que, ao
resolver os problemas da traducao do livro Arithmetica de Diofanto, Fermat escreveu
as margens do livro que ele havia encontrado uma maneira maravilhosa de resolver o
problema, mas que a margem do livro era muito estreita para conté-la.

Durante mais de 300 anos este problema intrigou os matematicos, pois o problema
s6 foi solucionado em 1994 por Andrew Wiles. No entanto, as ferramentas utilizadas
por Andrew no final do século passado nao estavam disponiveis a Fermat em sua epoca
(século XVII) o que coloca em davida hoje se o celebre mateméatico realmente havia
encontrado uma solugao correta para o tltimo teorema de Fermat.

O que pode ser retirado de interessante desse exemplo para este trabalho, nao ¢ o
fato do altimo teorema ter sido resolvido, e sim como ele foi resolvido. Ainda de acordo
com Simon Singh [1], ndo é conhecida nenhuma aplicacdo deste teorema, no entanto
ele toma um valor importante devido as ideias e as ferramentas matemaéticas que foram
inventadas e desenvolvidas para prova-lo.

E neste sentido que este trabalho foi elaborado, dando importancia nio apenas a

validez de uma proposicao, mas, principalmente, na forma com que sao justificadas. Na
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primeira secao, serao apresentadas algumas notacoes, definicoes e ferramentas béasicas
de analise combinatoéria, tais como: operacoes entre conjuntos, principio multiplicativo,
permutagoes, combinacao e bindbmio de Newton.

Na segunda secao sao desenvolvidas duas ferramentas avancadas. Inicialmente, o
Principio de inclusao e exclusao, que é demonstrado usando as ferramentas expostas
na segao anterior e, logo em seguida, ¢ proposto o estudo das permutacoes cadticas.
Nesta secao, é determinada a formula que fornece o niimero de permutagoes cadticas de
n objetos utilizando as ferramentas béasicas da primeira secao e o principio de inducgao
e exclusao. Na terceira secao sao apresentados alguns problemas que possuem suas
solugoes simplificadas utilizando as ferramentas desenvolvidadas no trabalho.

A quarta secdo é destinada a uma outra forma de abordar as permutacoes caoti-
cas. Nesse caso, serao utilizadas funcoes de recorréncias para explicitar o niimero de
permutagoes cadticas de n objetos em funcao de n, sendo essa féormula demonstrada

utilizando o principio da inducao finita.
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2 Ferramentas Basicas

Nesta secao serao apresentadas notacoes de alguns operadores matematicos e de-
finicoes basicas da analise combinatoéria. Estas ferramentas bésicas serao necessarias
para o desenvolvimento do principio da inclusao e exclusao, juntamente com a formula
que fornece o nimero de permutacoes caoticas de n objetos, classificados neste trabalho

como ferramentas avancadas.

2.1 Operagoes entre conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, a unidgo de A e B (denotada por AU B) é o conjunto
formado pelos elementos que pertencem a A ou a B, isto é, que pertencem a pelo menos
um dos dois conjuntos.

Usando notagao matematica:
AUB ={z|r € Aoux € B}

Para o caso geral onde se tem n conjuntos A;, As, As, ..., A,, a uniao é representada
por:

UAi:{m\xeAlouxeAgou...ouxeAn}

i=1

Assim como a operacao de unido entre conjuntos, a operacao de interseccdo vale
ser destacada.

Dados dois conjuntos A e B, a interseccao de A e B (denotada por AN B) é o
conjunto formado pelos elementos que pertencem a A e a B, isto é, que pertencem aos
dois conjuntos simultaneamente.

Usando notagao matematica:

ANB={zlr € Aex € B}
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Para o caso geral onde se tem n conjuntos Ay, As, As, ..., A,, a interseccao é repre-

sentada por:

ﬂAi:{x|x€A1ex€A2e...ex€An}

=1

Seja A um subconjunto de © (conjunto finito). Chama-se de complementar de A o
conjunto de elementos que pertencem a €2 e nao ao conjunto A e denotaremos por AL

Usando notacao matematica:
A ={zlzr € Qex ¢ A}

No nosso contexto, cardinalidade significa a quantidade de elementos que o conjunto
possui. Assim o conjunto vazio possui cardinalidade zero, o conjunto unitario possui
cardinalidade 1, o conjunto A = {2,4,6,8,10}, por exemplo, possui cardinalidade 5,
j& que possui 5 elementos. A cardinalidade de um conjunto A sera representada por
n(A).

Se dois conjuntos A; e A, sdo disjuntos, entdo n(AU B) = n(A) + n(B)

Algo que, em breve, nos serd muito 1til neste trabalho é cardinalidade de um certo

conjunto. Veja a seguir, alguns exemplos.

Exemplo 2.1: Seja A um subconjunto de 2, entio a cardinalidade de A® é dada por:
n(AY) = n(Q) — n(A)

De fato, como A é um subconjunto de €2, temos que os elementos de {2 pertencem a
A ou nio. Assim, n(A) + n(A%) = n(Q). Subtraindo n(A°) dos dois lados da equacio

obtemos n(A%) = n(Q) — n(A).

Exemplo 2.2: Seja A um subconjunto de B e sabendo que suas respectivas cardinali-
dades sao 5 e 13, determinar a cardinalidade de A com relacao a B.

Como n(A) = n(Q) — n(A), temos que n(AY) =13 —5=38.
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2.2 Principio de Inducao Finita

O principio de inducao finita ¢ uma poderosa ferramenta de demonstracao formal
de propriedades (férmulas) mateméticas referentes aos niimeros naturais. O principio

de inducao diz o seguinte:

Seja P(n) uma propriedade relativa aos nimeros naturais. Suponha que:
o P(1) ¢ vdlida;
e Para todo n € N, a validez de P(n) implica a validez de P(n + 1).

Entao P(n) € vdlida para qualquer que seja o nimero natural n.

Segue abaixo, um exemplo com baixo nivel de dificuldade. No entanto, a medida
que forem apresentadas outras ferramentas e outros conceitos, veremos o poder desse
principio.

Exemplo 2.3: Verifigue que a soma dos n primeiros niumeros naturais € dada por

(n+1)n
—

Devemos mostrar a validez da identidade

1
P(n) : 1+2+3+---+n:w
1°) Para n = 1 temos que a identidade é valida, ja que

(1+1)1
2

(k+ 1)k
2

P(l)=1-=

2°) Suponhamos que P(k) =1+2+3+---+k = seja verdadeiro e demos-
tremos que a propriedade é valida para n = k+ 1. Somando k£ + 1 dos dois lados

da hipoétese de inducao, temos:
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14+243+---4+k+(k+1) = W—F(k—i—l)
(1+k)-kE 2-(k+1)
2 + 2
(k+2)-(k+1)
2
(1+ (k+D](E+1)

2

Assim, a validez de P(k) implica a validez de P(k+1). Logo, fica provado por indugao

matematica que a identidade é verdadeira.

2.3 Principio Multiplicativo

O Principio Multiplicativo, também conhecido como principio fundamental da con-
tagem, ¢ um principio combinatorio que possibilita contar quantas vezes diferentes um
acontecimento (evento) pode ocorrer. O principio diz o seguinte:

Quando um evento € composto por 2 decisoes sucessivas, de tal forma que as pos-
stbilidades da primeira decisao sao de ki maneiras e se, uma vez tomada a decisao k;
as possibilidades da sequnda etapa sao de ko, consideramos entao que o niumero total

de possibilidades de o evento ocorrer € dado pelo produto kq - ko.

Exemplo 2.4: Em um grupo de 5 alunos tem-se que escolher um lider e um vice-lider

para um debate. De quantas maneiras diferentes pode ser feita essa escolha?

Uma maneira de se resolver o problema é enumerar todos os casos e, em seguida,
conta-los. No entanto, esse processo ¢ bastante trabalhoso. Usando o principio multi-
plicativo, basta analisar quandas possibilidades de decisoes temos em cada caso.

Para escolhermos o lider do grupo temos 5 possibilidades diferentes. Apods a escolha

do lider devemos escolher o vice-lider. Essa segunda escolha pode ser feita de 4 manei-
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ras. Entao, pelo principio multiplicativo temos que ha 5 - 4 = 20 maneiras de fazer tal

escolha.

2.4 Permutacoes Simples

Fatorial é um operador matematico que simplifica o modo de escrever produtos cujos
fatores sao todos os nimeros interios positivos menores ou igual a n. Assim, a notacao
n! representa o produto n-(n—1)-(n—2)---2-1. Por exemplo, 5! =5-4-3-2-1 = 120.
Definimos 1! e 0! sendo igual a 1.

Essa notagao nos serd muito tutil, pois simplifica as formulas dos nimeros de per-

mutagoes e combinagao simples.

30!
4126!

Exemplo 2.5: Calcule o valor da expressao

Sabemos que 30! = 30-29-28-27-26!. Sendo assim, podemos simplificar a expressao

antes de calcular seu valor:

300 30-29-28-27-26!  30-29-28-27

= = 27.405.
4126! 4126! 4.3.2.1 7405

Permutagoes simples é uma ordenagao de n objetos distintos e P, representa o
niumero de permutacoes simples. Assim, dados n objetos distintos aq, as, as, -+ , a,, de
quantos modos podemos ordena-los?

Usando o principio multiplicativo temos n modos de escolher o objeto que ocupara
o primeiro lugar; n — 1 modos de escolher o objeto que ocupara o segundo lugar, n — 2
modos de escolher o objeto que ocuparé o terceiro lugar,..., 1 modo de escolher o objeto
que ocuparé o utlimo lugar.

Desse modo, podemos concluir que o nimero de modos de ordenar n objetos dis-

tintos é dado por:

16



n-n—1)-(n—2)---1=nl=P,

Exemplo 2.6: De quantas maneiras podemos ordenar as letras da palavra BRASIL?

Calcular o nimero de maneiras de ordenar as letras da palavra BRASIL é o mesmo
que calcular o nimero de maneiras de permutar as letras B,R,A,5,I,L. Assim o pro-
blema pode ser resolvido calculando P,, com n = 6, ou seja, 6! = 720 maneiras

distintas.

Exemplo 2.7: Como seria a resposta do problema anterior caso existisse a exigéncia

de que a letra que ocupe o primeiro lugar seja a letra B?

Nesse caso, ndo deveriamos permutar 6 objetos (letras) e sim cinco. A resposta

seria, P5; = 120 maneiras distintas.

Exemplo 2.8: Quantas permutacoes da palavra BRASIL existem, nas quais a letra B

nunca seja a primeira?

Vimos no exemplo anterior que existem 120 maneiras permutacoes da palavra BRA-
SIL de modo que a letra B ocupe a primeira posicao. O que queremos nesse problema
sao todos as permutacoes onde a letra B nao ocupe o primeira posicao. Assim, se
considerarmos {2 como sendo o conjunto de todas as possiveis permutacoes da palavra
BRASIL ¢ A como sendo o conjunto formado pelas permutacoes nas quais a letra B
ocupa o primeiro lugar, o que queremos é a cardinalidade do complementar de A.

Como n(A%) = n(Q)—n(A) ,n(Q) = 6! e n(A) = 5!, temos que n(A°) = 6!—5! = 600.

Portanto, podemos afirmar, que existem 60 permutagoes possiveis da palavra BRA-

SIL que nao possuem a letra B ocupando o primeiro lugar.

Outra maneira de resolver o problema seria usar diretamente o principio multiplica-

tivo. Desse modo, temos que escolher, primeiramente, o lugar para colocarmos a letra
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B. Temos ao todo seis lugares, ja que a palavra BRASIL possui seis letras. Como a
letra B nao pode ocupar a primeira posicao, ha 5 lugares que a mesma pode ocupar.
Fixada a letra B podemos colocar as outras 5 letras em qualquer uma dos cinco lugares
que restaram, o que pode ser feito de P; modos. Assim, temos que a resposta esperada

¢ dada por 5 - P, ou seja, 600 maneiras.

As duas maneiras estao corretas, mas a primeira solu¢ao utiliza uma combinacao de
ferramentas que nos poupara esforcos com trabalhosos calculos que vamos nos deparar

mais adiante.

Vejamos, agora, um ultimo exemplo desta subsecao que servird como porta de

entrada para o estudo das Permutacgoes Cadticas.

Exemplo 2.9: Uma turma de 10 amigos decide brincar de amigo oculto no final de
certo ano. Entao cada um escreveu o seu nome em um pedaco de papel e colocou-os
em uma caixa, misturando-os. Em sequida, cada um dos amigos retirou aleatoriamente
um nome da caizinha. Pergunta-se: De quantas maneiras distintas pode ter ocorrido o

sorteio?

Se o amigo oculto nao seguir nenhuma regra o sorteio pode ocorrer de Py = 10!

maneiras diferentes, ou seja, ha 3.628.800 maneiras.

No entanto, sabemos que nessa dinamica de trocas de presentes, uma pessoa nao
pode retirar o seu proprio nome. Como ficaria a solugao caso o problema nao tivesse
omitido essa regra?

Retornaremos a questao mais adiante.

18



2.5 Combinacoes Simples

Ainda na secao de ferramentas bésicas iremos definir o que ¢ uma combinacao

simples. Essa ferramenta nos serd muito ttil.

Combinagoes simples sao os subconjuntos com exatamente p elementos que se po-
dem formar com os n elementos dados, com p < n, e C? nos fornece o ntimero de tais

combinagoes.

Dado um conjunto de n elementos quantos subconjuntos de p elementos, com p < n,

podemos formar?

Pensemos, inicialmente, no caso em que vamos contar quantos subconjuntos de 2
elementos podemos formar a partir de um conjunto de n elementos, com n > 2.

Tome {ay, as, ..., a, } tal conjunto com n elementos. Assim os possiveis subconjuntos
dos quais o elemento a; pertence sao {ai, a2} , {a1,as} , {a1,a4} , ... , {a1,a,}. O
processo pode ser seguido do mesmo modo para os subconjuntos dos quais as, as , ...
, G, pertenca. Devemos apenas tomar o cuidado de nao contar um conjunto mais de
uma vez, ja que {aj,as} é o mesmo que {as, a;}.

Pensando desse modo, temos pelo Principio Multiplicativo da Contagem que ha n
maneiras de se escolher o primeiro elemento e n — 1 maneiras de se escolher o segundo
elemento. Assim teriamos n - (n — 1) maneiras possiveis de se fazer tal combinagao. No
entanto, como ja ressaltado acima, devemos nos atentar ao fato de que o que distingue
um subconjunto de outro nao é a ordem de seus elementos e sim a natureza dos mesmos.
Devemos entao retirar essas contagens que foram feitas a mais. Para isso, basta dividir
n-(n—1) por 2!, ja que 2! é o nimero de ordens diferentes que os dois elementos de
cada subconjunto podem ser escritos.

No caso geral temos,
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,0<p<n

Multiplicando o numerador e o denominador dessa expressao por (n — p)!, obtemos

uma expressao alternativa e mais pratica:

,_n-(n=1)---(n-—p+1)-(n—p)
“i= pl(n —p)!

ou ainda,

n!
p_ "
Cn—p!(n_p>!,0§p§n.

Neste trabalho, nao sera utilizado diretamente o Tridngulo de Pascal |2|, no entanto,
existe uma propriedade, conhecida como Rela¢ao de Stifel, que convém ser explorada,
pois pode proporcionar consideraveis simplificacoes adiante.

Segundo a Relagao de Stifel |2]

P ptl _ ~ptl
Cr 4+ CP =

n+1-
|
Sabemos que C? = %, entao trabalhando algebricamente, obtemos
pl(n —p)!
n! n!
CP 4 CPH = +
plin—=p)! = (p+ i n—p—11)
B nl(p+1) nl(n —p)
(p+Din—p)!  (p+D(n—p)
(n+1)!
(p+ Dln —p)!
B (n+1)!
(p+Dn+1)—(p+1)]
= O

20



2.6 Binomio de Newton

Usando combinacoes simples, Newton desenvolveu uma féormula para calcular as

poténcias de binémios [3]. Assim, o desenvolvimento de (a + b)™ é dado por:

(a+b)" = ZC’fLaib”_i paran € NeaebeR
i=0

ou seja,

(a+b)"=C%-a"+Cl-am L D' +C?.a" 202+ +CP-a" P P+ -+ C" "

Provaremos a validade do desenvolvimento atravéz do Principio de Inducao .

1°) Para n = 1, temos (a +b)' = a + b, e consequentemente a formula é valida nesse

Caso.

2°) Suponhamos que a proposi¢ao seja valida para n, vamos mostrar que a mesma é

valida para n + 1.

Temos por Hipotese de Inducao que:

P(n) . (a+b>n:Cg.an+cfll.a”—1.bl+Cg.a”—2.bQ+...+C£.an—P.bP+...+C’g.bn_

Observe que

Pn+1): (a+b)" = (a+b)"(a+b), o que por hipotese de indugio implica que
(a+b)" (a+b)=(CY-a"+CL-a™ bl 4 CE-a" P b+ -+ CI-D") - (a+D).
Pela propriedade distributiva da multiplicacao, temos

(a+ 0"t =a™™ + (CO+ CHa™b+ - - 4 (CE + CET)a" P+ 4 - 4 DL
Levando em consideragio que C? + C?*! = CPT], obtemos

P<n+1><a+b)n+1:an+1+CTIL+1_an_b_i_”__'_cgi%.an—p,bp-&-l_i__”_i_bn-i-l
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3 Ferramentas Avancadas

Na secao anterior foram introduzidos alguns conceitos importantes, tais como: uniao
e interseccao de conjuntos, combinacao simples e binémio de Newton. Nessa segao, uti-
lizaremos esses conceitos para estabelecer o nimero de elementos da uniao de conjuntos
nao necessariamente disjuntos. Em seguida, chegaremos ao estudo e anélise das Per-

mutacoes cadticas.

3.1 Principio da inclusao e exclusao

Considere dois conjuntos A; e Ay, nao disjuntos; entao, a cardinalidade de A; U A,
é dada por:

De fato, vimos anteriormente que n(A; U As) = n(A4;) + n(As), se A; e Ay forem
conjuntos disjuntos; no entanto, se A; N Ay # (), teriamos contado, nessa formula, os
elementos de n(A; N Ay) duas vezes, por isso devemos retirar essa dupla contagem.

Para isso, basta subtrairmos n(A; N As) de n(A4;) + n(A2).

Exemplo 3.10: Quantas sao as permutacoes da palavra GOIAS em que G ocupa

o primeiro lugar ou a letra O no sequndo lugar?

Primeiro vamos definir os conjuntos:

Ay conjunto das permutagoes das letras que comecam com G.

As: conjunto das permutagoes das letras nas quais O ocupa o segundo lugar.

Nosso objetivo é encontrar a cardinalidade de n(A; U Ay). Sabemos que exitem
4! maneiras de permutar a palavra GOIAS, de modo que a letra G ocupe a primeira
posicao. Assim, temos que a cardinalidade de A; é dada por 4!. Para fixar a letra O

no segundo lugar ha também 4! maneiras. Por altimo, fixando a letra G em primeiro
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lugar e a letra O em segundo lugar, resta permutarmos as outras 3 letras, o que pode
ser feita de 3! maneiras. Logo, temos que n(A;) = 4!, n(As) =4l e n(A; N Ap) = 3.

Assim, substituindo em n(A; U Ay) = n(A;) +n(As) — n(A; N As), obtemos

Portanto, ha 42 maneiras diferentes de permutar as letras da palavra GOIAS, tendo

a letra G em primeiro e a letra O em segundo lugar.

Mas, o que fariamos se tivessemos que permutar as letras da palavra GOIAS e
devessemos fixar trés letras?

Bem, seguindo a estratégia utilizada no exemplo anterior teriamos que calcular a
cardinalidade da uniao de trés conjuntos A, As e As.

Caso os conjuntos sejam disjutos, temos:

No entanto, observe que estamos somando duas vezes os elementos das interseccoes

dos conjuntos dois a dois. Assim devemos remover essas dupla contagem, ficando assim:

n(A; U Ay U Az) = n(Ay) + n(A2) + n(As) — n(A1 N Az) —n(A; N Az) —n(Az N A3).

Precisamos, agora, acrescentar n(A; N Ay N A3), pois estes nimeros foram contados
3 vezes em n(A;) +n(Az) +n(As) e em —n(A; N Ay) —n(A; N A;z) —n(As N A;z) foram

removidos 3 vezes, ou seja, eles nao foram contados.

Logo, dados trés conjuntos A;, As e A3, o nimero de elementos da sua unido,

denotado por n(A4; U Ay U Ajz) é dado por:

TL(Al U AQ U Ag) ==
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Vamos agora generalizar para o caso em que buscamos a quantidade de elementos
da uniao de n conjuntos. O Teorema 1 a seguir é conhecido como Principio da inclusao

e exclusao.

Teorema 1. Dados n conjuntos finitos A1,As,As, ... ,A,, a cardinalidade da sua

unido, denotada por n(A; U Ay U A3 U---UA,) € dado por:

(UA) Z (A) = S nAnAa)+ S a(AnANA) -
i=1 1<i<y 1<i<j<k

S o n(ANANANA) 4+ ()" (A N AN AN N4, (2)

1<i<j<k<p

Demonstragao: Devemos mostrar que um elemento z qualquer na uniao
ATUAy U A3 U ---U A, é contado uma tunica vez.

Se = pertence a m dos conjuntos A;,As,Az, ..., A,, temos que x é contado

n
o Cl vezes em E n(A
i=1

o (7 vezes em Z (A;NA;)

1<i<y

o (O3 vezes em Z n(A; N A; N Ag);

1<i<j<k
e assim sucessivamente até o tltimo termo que fornece a interseccao dos n conjuntos,
onde x é contado C7'. Assim, temos que o niumero de vezes que = é contado do lado

direito da formula (2) ¢ dado por
Cl—C2+C3 —Ch+ - (1) ICm =Y “(~1)CE,
p=1

O valor dessa expressao fica simples de ser calculado se usarmos como ferramenta
m

o desenvolvimento do Bindémio de Newton, (a + b)™ = Z CP .a?- 0" P  paraa=—1
p=0

eb=1:
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(=1+1)m=C% - (-=1)°-1m+CL - (=)t 1™ 1+ C2 - (=1)2- 1™ 24 . O™ (=1)0- 1™
de onde concluimos que
0=C% —CL+C2 —C3 +---+ (—=1)mCm.
Multiplicando os dois lados da tltima igualdade por (—1) temos que
—CO+Ch —C2+C2 +-- -+ (-1)™tCm = 0;
que pode ser escrito da forma

—CO + ) (~1)rCr =0,
p=1

ou seja,

—1+4 ) (-1)Ch =0.
p=1

Logo, fica provado que:

(—1)PCP, = 1.

p=1
Isto significa que o elemento = foi contado uma tinica vez na uniao dos conjuntos
Aq,A9,As, .. A,
Antes de passarmos para a proxima secao, vejamos mais alguns exemplos nos quais

o principio da inclusao e exclusao é bastante util.

Exemplo 3.11: Qual o nimero de permutacoes dos elementos aq,as,as, ..., a,, nas
quais a; estda em primeiro lugar, ou as estd em sequndo lugar ou az estd em lerceiro

lugar?

Consideremos os seguintes conjuntos

Aj: conjunto das permutacoes em que a; estd em primeiro lugar;
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Ag: conjunto das permutacdes em que as esta em segundo lugar;
As: conjunto das permutacdes em que ag esta em terceiro lugar;

Para solucionar o problema devemos determinar n(A; U As U Aj3).

Pelo Principio da inclusao e exclusao sabemos que
n(A; U Ay U A;) =
n(A1) +n(As) + n(As) — n(A; N Ay) — n(A; N Az) — n(As N Az) + n(A; N Ay U Ay).

Além disso, n(A;) = n(A4z) = n(A3) = (n — 1)!, jA que em cada um dos casos
fixamos um elemento e permutamos os outros n — 1.

Podemos afirmar que n(A; N As) = n(4A;1 N A;) = n(A2N A;) = (n — 2)!, ja que
fixamos em cada caso dois elementos e permutamos os outros n — 2.

Por ultimo, resta calcularmos n(A; N Ay N Ajz), ou seja, queremos o nimero de
permutagoes nas quais fixamos 3 elementos e permutamos os outros n — 3, que resulta
em (n — 3)!. Logo, o nimero que procuravamos ¢ igual a:

n(A1UAyUAs) = n(Ar) +n(A2) +n(As) —n(A1 NAy) —n(ANAs) —n(Ay N As) +
+n(A; N Ay N A3)
= n=-D+nr-D+n-1D)N-n-2)!—-n-2)—(n-2)+
+(n — 3)!
= 3-(n—1!'=3-(n—2)!+ (n—3)!
Vamos modificar um pouco o problema que acabou de ser solucionado. Este exemplo

dara suporte para compreender o que sao permutagoes cadticas, que serao definidas na

proxima subsecao.

Exemplo 3.12: Qual o nimero de permutacoes simples dos elementos ay, as, as, . .., ay,
nas quais a; nao estd em primeiro lugar, ou as nao estd em sequndo lugar ou az nao

estda em terceiro lugar?
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Considerando os conjuntos:

Aq: conjunto das permutacdes em que a; estd em primeiro lugar;

As: conjunto das permutacoes em que as estd em segundo lugar;

As: conjunto das permutacdes em que ag esta em terceiro lugar;

temos que a solucao do problema é o ntmero de elementos do complementar da
unido de A, Ay e As, ou seja, n((A1 U Ay U Ag)[:).

Seja €2 o conjunto formado por todas as permutacgoes possives de n elementos. Como

(A1 U Az U A3) é um subconjunto de 2 podemos afirmar que:
n((Al U Ag U A3)E> = n(Q) - n(A1 U A2 U Ag)

Como n(f2) = P, = n! e pelo principio da inclusdo e exclusao sabemos que

n(AyUA;UA3) =3 (n—1)!=3-(n—2)!+ (n— 3)!, concluimos que

n((A1 U Ay U Ag)ﬂ) = n(Q) — n(4, U A U Ay)

=n-B-n=1'=3-(n=2)+(n-3)!.
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3.2 Permutacoes Caobticas

Uma permutagao ¢ dita cadtica quando permutamos n objetos e nenhum deles ocupa
a posi¢ao primitiva. Assim, se representarmos por {ai,as,as,...,a,} um conjunto de
n elementos, temos uma permutacao caética quando nenhum dos a;’s se encontram
na posicao original, isto é, na i-ésima posicao. Denotaremos por D, o nimero de
permutagoes cadticas de n elementos.

Se considerarmos () : conjunto de todas as permutacoes possiveis e A; : conjunto
das permutagiao de {ai,as,as,...,a,} em que o nimero i ocupa o i-ésimo lugar, i €

{1,2,3,...,n}, temos que o nimero de permutacoes cadticas é dado por
D, =n() —n(AyUAUA3U---UA,).

Como n(2) = nl e n(A; U Ay U A3 U --- U A,) pode ser determinado usando o
principio da inclusao e exclusao, o nimero de permutagoes cadticas de n elementos fica

simples de ser calculado.

O principio de inclusao e exclusao nos diz que

n(OA) - in(Ai) - i n(A; N A;) + i n(A; N A; N Ay)

i i=1 1<i<j 1<i<j<k
= Y n(ANANANA)+ 4 (D) (A N AN Asn- N A).
1<i<j<k<p

Calculando cada parcela da soma acima, temos

n n
o 5 = E n(A;) = E (n —1)! e como existem C! termos nessa soma,
i=1 i=1

Si=n-(n—1)=n!
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n n

o S, = Z n(A;NA;) = Z (n —2)! e como existem C? termos nessa soma,

1<i<y 1<i<y
n! n!
So=C* n-2) = (n—-2) = —
2= Con =2l =55 =2 =5
o S3= Z n(A;NA;NA) = Z (n — 3)! e como existem C? termos nessa
1<i<j<k 1<i<j<k
soma,
n! n!
S3=C% (n-3)=—— - (n—-3)=—
3= Cu =3 =g (n =3 =75
n!
_n o=
S, =Cl(n n).—n!

n

Assim, n( CJ AZ-> =S — S+ S5+---+ (=1)Vg, = Z(_l)n—lsn.
=1

i=1

Substituindo os valores de S,, determinados, temos que

" n!  n! nl 1
TL(LJIAZ> = ﬂ—§+§+"'+(—1) -1

Portanto, o nimero de permutagoes caoticas é dado por:

- 42 _ .. n—1
TR T
1111 (—1)"
— M = — — R
- ”'<0! TR TR ) (3)

Assim, se temos um tunico elemento a; é claro que nao ha nenhuma permutacao.

1
D = 1! — ) =
1 1.(1 1!) 0.
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Caso tenhamos dois objetos a; e ag, had apenas uma maneira de permuta-los de modo

que nenhum deles ocupe a posi¢ao inical, que é asa;. Usando a formula (3) temos

1 1 1
_— ' _— J— — ' Pa—
Dy 2.(1 ot 2!) 2 =1

Para trés objetos ai, as e az ainda é facil de enumerar sua permutagoes cadticas. Elas
SA0: asaza; e azaias, ou seja, ha 2 modos de fazer tais permutacoes, como podemos

também verificar pelos célculos a seguir.

111 1 1y 3 3
Ds = 3‘<1 T 3!) = 3‘(21 3!) TR T

Quanto maior o ntimero de objetos a serem permutados a enumeracao de cada uma
das permutagoes vai se tornando mais complexa e trabalhosa. Por isso, quando for
necessario apenas a quantidade de permutacgoes cadticas de um conjunto de objetos, e

isso € 0 que mais ocorre, usamos a formula de D,,.
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4 Aplicacoes

Nesta se¢ao, utilizaremos as ferramentas anteriormente expostas para resolver com
facilidade problemas que envolvem a teoria de permutacoes caoticas. Alguns dos pro-
blemas que serao apresentados sao considerados classicos e bastantes conhecidos. Claro
que os problemas que serao propostos podem ser todos resolvidos sem o uso da formula
de D,,, mas caso essa opcao seja escolhida a solu¢ao dos mesmos pode se tornar nao

apenas trabalhosa, como também exaustiva.

Problema 4.14: Quantas sao as permutagoes dos inteiros 1,2,3,4,5,6,7,8 que

possuem exatamente 8 dos nimeros no seu lugar primitivo?

Se nao usassemos a formula de D,, o processo de resolucao desse problema seria,
sem divida, bastante extenso, ji que deveriam ser enumerados todos os casos e em
seguida conta-los. No entanto, associando o principio mutiplicativo com a férmula de
D,, o resultado torna-se consideravelmente mais simples.

Como 3 dos oito nimeros devem ser fixados em suas posicoes iniciais, somente

os outros cinco nimeros devem ser permutados. Usando a formula (3), temos que
11 1 1 1 1
TR TR TR TR T
de 44 maneiras. Mas, ainda nao terminamos. Quais foram os trés ntmeros fixados?

D5 = 5! = 44, ou seja, 5 nimeros podem ser permutados

Devemos ainda escolher entre os oito nimeros trés que serao fixados. Isso pode ser
feito de C3 maneiras. Entao, pelo principio multiplicativo temos que ha C3-44 = 2.464

maneiras distintas de fazer tal permutacao.

Problema 4.15: Qual o nimero de permutagoes cadticas das letras abedefghiy nas

quais as letras a,b,c,d,e ocupam, em alguma ordem, os cinco primeiros lugares?

Se as letras a, b, ¢, d, e, devem estar entre as cinco primeiros lugares, mas nao podem
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ocupar a posicao original, isto significa que as outras 5 letras f, g, h,,j, devem estar
entre as cinco ultimos lugares.

Sabendo que 5 objetos podem ser permutados de Ds = 44 maneiras, temos pelo
principio multiplicativo, que para cada permutagao caottica formada pelas cinco pri-
meiras letras h& 44 formas distintas de permutar as outras 5 letras, o que é equivalente

a 44 - 44, totalizando 1.936 formas distintas de permutar essas letras.

Problema 4.16: Quantos sao os anagramas da palavra BRASIL nas quais nenhu-

mas das letras ocupem a posi¢ao original?

O problema é bem simples de se resolver utilizando a férmula de D,, que temos

como ferramenta. Basta calcular Dg, que ¢ igual a 265 permutagoes cadticas.

Vejamos agora o altimo problema deste trabalho.

Problema 4.17: De quantas maneiras distintas pode-se colocar n cartas,em n
envelopes, enderecados a destinatdrios diferentes, de modo que nenhuma das cartas

seja colocada no envelope correto?

Segundo Garbi [6], esse problema é considerado uma pérola da combinatoria. Ele foi
inicialmente proposto Niclaus Bernoulli (1687-1759) e ficou conhecido como o problema
das cartas mal enderegadas. Mais tarde, Leonard Euler (1707-1783), como sendo o
grande resolvedor de problemas que era, se interessou pelo problema e propds uma

solucao engenhosa e surpreendente.

Esse problema abriu portas para o estudo de novos campos de pesquisa matematica.
Hoje, o problema se apresenta com um contextualizacao diferente, mas com a mesma

esséncia, sendo conhecido como O problema do amigo oculto:
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De quantas maneiras pode ocorrer um sorteio da brincadeira conhecida como amigo

oculto de modo que nenhuma pessoa retire o seu péprio nome?

Independente da forma na qual essa pequena pérola da combinatoéria aparece, ela
é apenas uma das diversas formas na qual pode ser contextualizada, como pode ser
observado em [4] e [5]. Trata-se de um problema de permutacoes cadticas que pode
ser resolvido até mesmo por alunos de Ensino Médio, ap6s o estudo do principio da
inclusao e exclusao, como foi feito nesse trabalho.

A resposta para este problema é dada por (3):

1 1 1 1 (—1)"
— = — _ - N S
D = n'(()! TR T )

Isso nos permite responder uma pergunta adicional: Qual a probabilidade de que
ninguém retire o seu préprio nome?
Considerando, P, a probabilidade de que ninguém retire seu nome na brincadeira

do amigo oculto, temos que

D,
Pn =
n!
ou seja,
1 1 1 1 (=)™
=g uta gt ot

Assim, fazendo n variar, encontramos suas respectivas probabilidades, que podem

ser observadas a seguir.
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1 0 = 0,000000
2 1/2 = 0,500000
3 1/3 ~ 0,3333333
4 3/8 = 0,3750000
3 11/30 ~ 0,3666667
6 53/144 ~ 0,3680556

9 133.496/9! ~ 0,3678919

12 176.214.708 /12! 0, 36787944

e assim, por diante.

Um fato muito curioso que pode ser observado é que para valores relativamente
baixos de n as probabilidades sao aproximadamente iguais. Por exemplo, P, =
0,36787944 enquanto que Py = 0,367879441. Isso nos induz a dizer que P, se es-
tabiliza com poucas dezenas, ou seja, P é aproximadamente igual a Pjoggoo0o. Além
disso, assim como pode ser observado em [6], esse niimero no qual P, se aproxima é o
inverso do conhecido ntimero de Euler. Logo, P, = e~! 0 que nos permite afirmar que
a probabilidade que o sorteio do amigo oculto ocorra com sucesso é de 37%, estando

ja bem perto desse valor a partir de 5 pessoas.
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5 Outra Forma de Abordar as Permutacoes Cadticas

Uma caracteristica muito interessante e valiosa da matematica é a possibilidade de
chegar a um mesmo resultado, usando diferentes caminhos. Nesta se¢ao sera aboradada
uma outra maneira de obter D,, em funcao de n. O processo que serd desenvolvido é
similar ao utilizado pelo matematico Leonard Euler, por meio dos Principios Multipli-
cativo e Aditivo.

Relembremos que nosso objetivo é encontrar o nimero de permutacoes de n objetos
de modo que nenhum deles ocupe sua posicao primitiva. Desse modo, o que queremos
é permutar n objetos ordenados, aiasas---a, de modo que nenhum deles ocupe sua
posicao inicial.

Quando n = 1, temos que nao é possivel fazer tal permutacao, pois nao existe forma
de permuté-lo. Assim, usando notacao matematica, D; = 0. Para n = 2, temos que
a unica maneira de fazer a permutacao de modo que nenhuma dos objetos ocupe a
posicao inicial é asa;. Assim, Dy = 1. Continuando o processo podemos calcular casos
particulares tais como: D3 =2, Dy =9 e Dy = 44.

No entanto, para n > 5 o processo de contagem das permutagoes torna-se traba-
lhoso, sendo preciso deduzir matematicamente qual a lei de formacao de D,,. Pelo
principio multiplicativo, temos que h4 n — 1 objetos possiveis para ocupar o primeiro
lugar de uma permutacao favoravel, pois a; nao pode ocupar sua posicao inicial. Su-
ponhamos que o primeiro objeto seja as. Assim, ha duas alternativas para continuar a
resolucao do problema. Se o objeto que ocupar a segunda posi¢ao for a; entao é preciso
rearranjar os outros n — 2 objetos. E retornamos ao problema inicial reduzido de dois
objetos, sendo possivel fazé-lo de D,,_, maneiras.

A outra alternativa é que o objeto que ocupe a segunda posicao nao seja a;. Nesse

caso, devemos permutar n — 1 objetos a direita de aq, sendo que a3 nao pode ocupar a
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terceira posicao, a4 nao pode ocupar a quarta posicao e assim por diante até o objeto
a,. Temos ainda que aq, nessa alternativa, nao pode ocupar a segunda posicao. Logo, o
que devemos fazer é desarranjar n — 1 objetos, sendo possivel fazé-lo de D,,_; maneiras.

Como as permutacoes formadas pelas regras das duas alternativas acima nao pos-
suem todos os elementos comuns, concluimos que sdo permutacoes distintas. Assim,
pelo principio aditivo, existem D,,_; + D,,_5 maneiras de permutar os n objetos com
as ocupando a primeira posicao. De fato, temos que o ha n — 1 objetos que podem

ocupar a primeira posicao, o que nos leva a concluir, pelo principio multiplicativo, que
Dn = (’I’L — 1)[Dn—1 + Dn_g}.

Chegamos entao, a uma féormula de recorréncia que possibilita encontrar o nimero
de permutacoes cadticas de n objetos; no entanto, ela nao fornece D,, em funcao s6 de
n.

Desenvolvendo essa formula de recorréncia encontramos
DTL = n-Dn—l + n-Dn—Q - -Dn—l - Dn—27

o que implica em

Dn — nDn_l = _[Dn—l + (TL — 1)Dn—2}

Assim, para qualquer n > 2, inteiro, tem-se

Dy —3Dy, = —(Dy—2Dy)
Dy— 4Dy = —(Ds—3D,)
Ds—5D, = —(Ds—3D3)
Dn - nDn,1 = _[anl + (n - 1)Dn72]

Multiplicando-se, membro a membro, essas n — 2 igualdades, obtemos
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(Dg — 3D2>(D4 — 4D3)(D5 — 5D4) ce (Dn — TLDn_1> =
(-1)”72(D2 — 2D1)(D3 — 3D2)(D4 — 3D3) s [Dn—l + (n — 1)Dn—2]

Observe que, cancelando os fatores comuns, temos

Dn - 71an1 = (-1)”72(D2 - 2D1)

Sabendo que Dy = 1, D; = 0 e que (—1)"2 = (—1)", obtemos uma forma mais
simples da equacao acima:

Dn — nDn,1 = (-1)”,

ou ainda,

Dn = nDn_l + (—1)”

Observe que:

1 ' 1 1
-3+ 1-0G-3+3)
-1 101 11
— —1)° — W= - — 4 )| 1 =51 - — 4 = _ —
Ds = 5Di+ (1) _5_4'<2! 3!+4!>} 1_5‘<2! TR 5!)

11 1 11 1 1 1
- _1)6 — - - — 4+ - _ — —6l( - — — 4+ — 4
e * )}+1_6'(2I 3@ 5!+6!>

Dy = 4Dy + (—1)* = 4[3!

2030 41 5l

Esses calculos nos induzem a afirmar que

1 1 (—=1)"

_m = - 4 ... 7
Do=nlg =g+ )

Utilizando o Principio de inducao finita, vamos demonstrar que essa féormula é

valida, nao s6 para n > 3, mas para n > 2.

1
De fato, temos que para n = 2, Dy = 2!(5) = 1. Assim, a base de inducao é

verdadeira.
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o1l —1"
Seja D, = n! (5 — 3 +---+ ( ' ) nossa Hipotese de Inducao; vamos demontrar

a validez de D, 1. De fato, como

Dy = (n+1)D, + (=1)",
entao, substituindo a Hipdtese de Inducao nessa identidade, temos

(11 (—1)"
"laTa T T

11 —1)n (=1t
= (n+1)!<+5—§+--~+(n!) +En+)1)!>'

Dn+1 = (n + 1)

Agora, ndo nos resta davida sobre a validez da férmula de D,,, para n > 2. Mas,
para termos uma férmula mais geral, vamos somar e também subtrair 1 unidade dentro
dos parénteses. Assim, ficaremos com a forma mais pratica da formula que fornece o

numero de permutacoes cadticas de n objetos, para n > 1:

1 1! (=)™
— o1
Dn—n.(l 1!—1—2! 3!4— + o )
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6 Consideracoes finais

Com esse trabalho foi possivel perceber que, na construcao do conhecimento mate-
matico, o importante nao esta restrito apenas ao resultado final que se obtém, e sim
em todo o decorrer desse processo, pois é durante esse processo que ocorre a producao
do conhecimento matematico.

Por isso, considero que este trabalho serve de suporte para estudantes, desde o
ensino médio, que estejam interessados em aprimorar e aprofundar seus conhecimentos
em andlise combinatoria. Além disso, as idéias aqui propostas, servem também como
estimulo para novos estudos relacionados ao tema, sendo possivel, por exemplo, serem
realizadas pesquisas sobre probabilidade e a relacao do problema do amigo oculto com
o conhecido nimero de Euler [4], ou até mesmo desenvolver outras formas de abordar
as permutagoes caoticas [5].

Do ponto de vista didatico, afirmo com propriedade, que é muito comum que alu-
nos do ensino médio resolvam problemas mecanicamente, utilizando ora a féormula de
permutacao, ora arranjos e ora combinagoes. Nao vejo erro em utilizar formulas, pelo
contrario devemos buscar padroes e instigar conjecturas, no entanto, se os problemas
propostos aos alunos for demasiadamente prendido ao simples calculo envolvido em
cada um dos casos, o processo de aprendizagem pode ser comprometido. Os problemas
que foram resolvidos neste trabalho, em sua maioria, sao uma composicao de todos os
casos possiveis, sendo necessario dividi-los em subproblemas.

Desse modo, enquanto professor e pesquisador, termino este trabalho acreditando
que é preciso estimular a descoberta, pois dessa forma é possivel resgatar o prazer pelo

pensar matematico que esta além do conceito matematico.
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