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RESUMO

Este trabalho pretende ensinar a construir graficos de composi¢cdes de funcbes
trigonométricas y=sen(X) e z=cos(x), com a funcdo afim w=a-x+b onde
aebeR; portanto construir graficos para c-sen(ax+b)+d ou c-cos(ax+b)+d,

identificando a ideia de movimentos dos graficos a partir das alteracdes de cada
um dos quatro parametros e para isso contara com o apoio de uma midia digital ou
um hipertexto. O trabalho se propde a durante a constru¢cao do conhecimento sobre
as variacbes de cada parametro, fazer o aluno experimentar, no hipertexto,
simulacdes em Geogebra que confirmem os conceitos abordados no capitulo. A
construcdo de graficos mais complexos se dara com o auxilio de rascunhos de
graficos parciais, para cada parametro, sempre utilizando a ordem “a”, “b”, “c” e “d”

dos parametros.

Esta abordagem pretende estabelecer um texto objetivo para a compreensao e
construcdo do conceito de variacbes de parametros nestes tipos de graficos,
auxiliada pela experimentagao feita pelo aluno durante a leitura e estudo. O texto
tem uma proposta didatica de promover reflexdes do contetdo, de uma forma
menos usual, mas com uma linguagem adequada a leitura do adolescente, com
menos formalismo mas sem abrir m&o dos corretos e necessarios conceitos fisicos
e matematicos, além de estabelecer uma relacdo entre a musica e a Matematica,
utilizando alguns recursos tecnoldgicos. Esta proposta pretende fazer o aluno
estabelecer uma conexdo de um assunto presumidamente abstrato, que é a
realidade na qual a variacdo de parametros de uma funcéo trigonométrica produza
mais que uma alteracdo grafica e visual, para a realidade na qual ela produza

alteracéo de intensidade e altura de notas musicais.

Em partes especificas deste texto aparecera, juntamente com um ndmero, O
simbolo “IJ”, ele estara indicado o numero constante do menu da pagina do HTML

— TCC de Ensino de Graficos Trigonométricos — Flavio B. Prado, na qual existira

um conteudo interativo que auxilie a compreensao.

Palavras-chave:

Graficos Trigonométricos; Sendides; Matemética e Mdsica.
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CAPITULO I - INTRODUGAO

I-1 UM BREVE HISTORICO

Sou mdusico amador e iniciei o estudo de mdusica em 1981, objetivamente
praticando violao popular. No universo escolar fui incentivado por colegas de classe
gue queriam formar um grupo de musica para disputar um festival e tive a primeira
experiéncia com a dialética musical devido a quantidade de elementos do grupo.
Em 1983 formei, junto com alguns amigos, uma banda de mdsica pop, que me
mantinha sempre atualizado e me fazia enveredar na pratica de outros
instrumentos; como por exemplo: o cavaquinho e o teclado (na época um 6rgao
eletrénico). Como na maioria das formacdes de conjuntos, a rotatividade de alguns
elementos era quase natural e a cada vez que isto acontecia alterava um pouco a
caracteristica musical do grupo. A constancia dos ensaios fortaleceu bastante
nossa qualidade musical, mas com a saida do guitarrista solo e o fato de chegar a
época do pré-vestibular, basicamente o grupo foi desfeito e minha disponibilidade
para a musica ficou bastante reduzida. Dois anos apds aventurei-me ao estudo do
violdo classico, mas como havia iniciado o trabalho como bancéario e precisava
dispor do devido tempo para meu curso universitario ndo pude dar o devido
prosseguimento a erudigcdo. No entanto a convivéncia com a musica sempre foi
marcante, sejam por pequenas apresentacdes com o violdo na faculdade, no
trabalho ou discutindo harmonia e arranjo com os amigos. Diante deste real
afastamento, até hoje me considero um estudante de musica e apesar de minha
rotina ndo permitir que haja uma regularidade neste envolvimento, estou sempre
aprendendo algo de novo em composicéo, arranjo e execucdo de melodias, além
de estar atento acompanhando as tendéncias atuais. Nos ultimos onze anos, eu
estive praticamente afastado da atividade musical e devido ao pouco tempo que
me era disponivel, sé conseguia, ainda que raramente, breves contatos com o
violdo. Este trabalho permitiu-me estudar alguns fundamentos musicais que

desconhecia e rediscutir o entendimento e percepcédo de musica pelo ser humano.
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Exerco a docéncia em mateméatica ha pouco mais de vinte anos e mesmo antes de
me formar em professor, ministrava aulas particulares de matematica, fisica e
guimica. Iniciei o magistério, ainda estudante, como professor substituto em
colégios particulares que trabalhavam com supletivo e na CEPUERJ, mesmo com
licenca provisoria, a fim de trabalhar em alguns Ginasios Publicos. Trabalhei na
rede municipal do Rio de Janeiro por mais de cinco anos, sou Professor Estadual
h& quinze anos e estou agora vinculado a Secretaria de Ciéncia e Tecnologia do
Rio de Janeiro, atuando na FAETEC, assim como também acumulo o cargo de
Professor do Ensino Basico Técnico e Tecnoldgico do MEC, atuando no CMRJ -

Colégio Militar do Rio de Janeiro ha pouco mais de quinze anos.

I-2 FUNDAMENTAGAO DA PROPOSTA

Tenho atuado nos ultimos dez anos como coordenador, inicialmente, de 9° ano do
Ensino Fundamental e posteriormente de 2° ano do Ensino Médio, no Colégio
Militar. Com o bombardeamento de novas midias e tecnologias, grande parte dos
professores tem a percepcao de que o aluno de hoje, crianca ou adolescente, tem
se tornado menos atento, mais disperso e pouco disposto a estudar alguns
contetdos. Lamentavelmente esta observacdo vem sendo ratificada anualmente,
aparentemente constata-se uma falta de motivagéo; ou mesmo, de disposi¢cao para
que os alunos lidem de forma mais tradicional com o0 estudo e isto nos leva a
imaginar que o nivel escolar e a capacidade cognitiva deles, mesmo em colégios
de exceléncia, vém diminuindo nos ultimos anos. Apesar deste fato ndo ser
necessariamente verdade, varios professores tém a impressdo de que alguns
conteudos matematicos ja ndo sado assimilados como antes. Na coordenacéo do 2°
ano do Ensino Médio deparei-me com um grande fracasso, durante dois anos
seguidos, ao tentar fazer com que o0s alunos construissem ou respondessem
perguntas sobre graficos de funcdes trigonométricas elementares, € 6bvio que
dependendo do que seja cobrado pode-se perceber mais ou quase nada desta
deficiéncia.

Analisei uma boa quantidade de livros e percebi que mesmo os melhores livros nao

detalham o ensino de construcdo de graficos, eles mostram os graficos das
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funcBes elementares e cobram como exercicios fungdes com parametros diversos.
Entendo que diante de um conteddo extenso de uma série o autor abra mao de
falar de aspectos particulares da construcdo de gréaficos; até por que, ele mesmo
pode ndo achar o item tdo importante para demandar mais algumas paginas do
livro, mas em nenhum livro que analisei, encontrei um que explicasse os quatro
parametros enunciados no resumo deste trabalho. A falta de alguma literatura mais
detalhada para que o aluno possa ler em casa, ou mesmo estudar sozinho, o
obriga a entender tudo na aula (uma utopia) ou mais tarde lembrar de cada palavra
do professor (como se houvesse gravado). Este assunto pode ser dado em dois
dias de aulas de dois blocos de quarenta e cinco minutos (quatro tempos) e assim
ele era planejado e ministrado pela equipe de professores, porém as anotacdes
dos alunos nunca eram suficientes para apoiar o estudo de casa. Era notéria a falta
de uma literatura mais detalhada e eu comecei a produzir um material auxiliar que
visava esclarecer os pontos principais, estabelecer uma forma adequada para a
percepcdo dos movimentos dos graficos, além de propor exercicios objetivos com
niveis de dificuldades gradativos para amadurecer o entendimento e a construcao.
Acredito, que devido ao empenho da equipe de professores junto a utilizacao deste
material, péde-se perceber um aumento de 40% na média da seérie, o que

aparentemente denota um aumento das notas.

Naquele momento meu o objetivo era de efetivar o ensino e ndo me coube aplicar
pré-testes. Diante da ideia de melhorar o entendimento da série sobre o topico
supracitado, ndo se poderia fazer grupos de controle para se aplicar pos-testes e
consequentemente fazer testes de hipotese para avaliar matematicamente se o
crescimento das notas foi por conta do método ou ainda se o resultado foi ou ndo
significativo. Numa andlise quantitativa simples ficamos com a impresséo de que
este resultado ndo tenha sido tdo bom, por tratar-se de um percentual baixo de
aumento, mas uma analise qualitativa nos leva a perceber que as acdes tomadas
promoveram a inclusao de um grupo maior de alunos na faixa de notas aceitaveis e
neste contexto entendemos que alcangamos nosso objetivo. Poderiamos passar a
discutir para os proximos anos os ideais deste resultado, mas a priori ja haviamos
conseguido algum sucesso sem implementar a utilizacdo da geometria dinamica,

fazendo uso do software Geogebra.

Desde o inicio do século passado a forma de ensino em matematica mudou
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inimeras vezes, ainda que de forma menos significativa que algumas disciplinas
gue demandam na sua esséncia uma dinamica periddica dos textos, sejam por
novas descobertas, atualizacdo de entendimentos histéricos ou alteracfes
geograficas. A tecnologia de ensino de matematica evoluiu e fez intervencdes
relevantes no ensino e hoje ha uma gama de recursos computacionais que podem
e devem ser levados a sala de aula para enfatizar e agilizar a compreensao de
fatos mais abstratos. Em junho de 2012 sai da coordenacdo do 2° ano e néo tive a
oportunidade de implementar a utilizacdo do Geogebra na préatica em sala de aula.
Mesmo tendo professores que ja conheciam e manejavam 0 programa, em um
sistema tradicional de ensino, é preciso que haja registro prévio do planejamento
de uso de material complementar e indicacdo de parametros e objetivos apontados
pelo coordenador para que todos os professores trabalhem igualmente na série
para que a pratica possa ser implementada como integrante da rotina; afinal
anualmente existe uma equipe de cinco ou quatro professores para onze ou doze
turmas. Diante da experiéncia na producdo de um material mais objetivo para o
ensino, resolvi descrever as acdes que foram tomadas e conecta-las aos diversos
textos produzidos para criar neste Trabalho de Conclusédo de Curso um método de
ensino mais ludico e objetivo. Diante deste desafio optei por trabalhar com
Trigonometria e a partir da sugestdo do meu orientador, comecei a pesquisar
algumas ligagbes com a musica, uma vez que “o estudo de Trigonometria esta
ligado a correlacdo entre o desenvolvimento de diferentes habilidades e o
aprendizado de matematica, sendo o estudo das funcées trigonométricas e de seus

graficos um dos aspectos de maior importancia® (PCN-BRASIL, 2004).

I-3 OBJETIVOS

Proponho esta tarefa sob a oOtica de uma linguagem mais simples, sem fugir do
rigor dos conceitos matematicos e com o apoio de graficos coloridos; onde as cores
tém a funcdo de ajudar a perceber, mais r4pido, alguns aspectos relevantes, sem a
necessidade de textos mais extensos — alias, as construcdes séo feitas para que o
aluno se convenca de que elas sdo sempre similares e repetitivas, o aluno deve

entender que ha uma infinidade de gréficos a serem feitos, mas o procedimento
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bésico é Unico; ou seja, o processo de construcdo identifica-se com uma mesma

rotina.

No cAPiTuLO Il apresento um resumo da matéria do 9° ano do Ensino
Fundamental e do primeiro bimestre do 1° ano do Ensino Médio, lembrando e
provando as fundamentacdes necessarias a obtencdo de valores para a construcao
da tabela de seno dos arcos com valores basicos, mostrando para isto a
comprovagdo de algumas identidades trigonométricas para arcos dos quatro
guadrantes. A grande maioria dos alunos chega ao Ensino Médio com a pratica de
construir graficos, apoiada na leitura de tabelas; diante disto acho importante

aproveitar este procedimento para também auxiliar as construcdes iniciais.

Nos cAprPiTuLOs Il e IV evidencio a construcdo efetiva do grafico de
f(x)=sen(X) através da marcacédo de pontos obtidos na tabela de arcos basicos

da primeira volta, caracterizo funcdo periédica e simetria axial, observo os

intervalos de crescimento, 0s zeros e os intervalos de variacdes de sinais além de

conceituar os parametros da funcdo f(x)=c-sen(ax+b)+d, identificando
f(x)=sen(X) como fungdo com pardmetros basicos, para efetivamente iniciar a
proposicdo do aprendizado de qual mudanca o grafico de f(x)=c-sen(ax+b)+d

sofre, pela alteracdo de cada um dos parametros “a”, “b”, “c” e “d”. Finalizo o
capitulo por exibir constru¢des onde héa variacdes de parametros dois a dois, trés a
trés e quatro a quatro. Paralelamente a isso, proponho ao aluno testar no HTML

indicado, as consequéncias das alteracdes de parametros.

No cCAPiTULO V evidencio a construcdo do grafico de f(x)=cos(x) e utilizo a
identidade trigonométrica cos(x)zsen(%—x) para concluir as mudancas que o

grafico f(x)=c-cos(ax+b)+dsofre, com as alteracbes de parametros ja

estudadas na Funcdo Seno. Como nos dois capitulos anteriores, proponho ao

aluno testar no HTML indicado, as consequéncias das alteracdes de parametros.

Finalmente no cAPiTULO VI inicio um estudo preliminar de caracterizacdo e
percepgao do som para abordar o fendémeno do entendimento das notas musicais e
porque elas séo representadas por ondas, fazendo o aluno experimentar o que as

alteracdes de parametros de uma sendide produzem nos sons.
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CAPITULO Il - VALORES REAIS DE SENOS, COSSENOS E TANGENTES PELAS

RELACOES TRIGONOMETRICAS E CiRCULO TRIGONOMETRICO

Ao iniciarmos este estudo devemos lembrar que apesar de estarmos levando em
consideragao os conceitos de ensino fundamental, vamos fundamentar e relembrar
todos os pré-requisitos diretos e termos igualmente dependentes.

- L O numero = ou (Pi) €, em qualquer circulo, o valor da razdo entre o
IGURA
comprimento da circunferéncia e o comprimento do didametro, € a mais
antiga constante matematica que se conhece e €& um numero

irracional aproximadamente igual a 3,141.

I11-1 O CIRCULO TRIGONOMETRICO

B Tomemos sobre um plano o0 sistema

cartesiano ortogonal.

B Consideremos um circulo ou uma FIGURA 2
circunferéncia orientada de centro na SA
origem O do sistema cartesiano, de raio G-)an:ohzi:t::f
unitario (r = 1) e cujo sentido positivo é o 2°Q 1°Q
anti-horéario. Tal circunferéncia ou circulo 1(1,0)
sdo denominados por CIRCUNFERENCIA L=
TRIGONOMETRICA ou CircuLO X
TRIGONOMETRICO. Q 4¢Q

B Consideremos também apenas arcos

orientados e com origem no ponto I=(1, 0),
que sao chamados ARCOS
TRIGONOMETRICOS. O ponto I=(1, 0) e

chamado ORIGEM DOS ARCOS.
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Os eixos X e Y do sistema cartesiano dividem o circulo ou a circunferéncia

trigonométrica em quatro partes iguais que sao chamadas de QUADRANTES.

Assim, na figura acima, 1° Q representa o primeiro quadrante, portanto 2° Q o
segundo quadrante e assim por diante. O percurso sobre um arco desde sua
origem até sua extremidade podera ser feito em dois sentidos: horario ou anti-

horério.

Arco AB orientado no sentido horario na FIGURA 3 e no sentido anti-horario na

FIGURA 4.

FIGURA 3 FIGURA 4

11-2 MEDIDAS DE ARCOS E ANGULOS

Medir um arco (ou angulo) é compara-lo com outro, unitario.

= GRAU

Um GRAU é definido como a medida do angulo central subtendido por um arco

igual a %60 da circunferéncia que contém o arco. (Indica-se 1°). Entdo podemos

dizer que uma circunferéncia (ou arco de uma volta) mede 360 °.
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= RADIANO

O RADIANO (notacdo: rad) é definido como a medida de um angulo central
subtendido por um arco cujo comprimento € igual ao raio da circunferéncia que
contém o arco. A circunferéncia toda contém 2z raios, 0 que significa que seu
comprimento € igual a 2x r, que € o comprimento dela (correspondente ao arco de

uma volta) e a medida deste arco € de 2r rad.

Quando nos referimos a uma medida de arco em RADIANO, entendemos que

estamos nos referindo a medida do angulo central compreendido pelo o arco.

Sabendo-se que a circunferéncia (ou arco de uma volta) mede 360° ou 2x rad,

estabelecemos quaisquer relacdes entre graus e radianos por proporcionalidade

utilizando uma simples regra de trés: 180° <> = com X (em graus)

X ©Y e y (em radianos).

A escolha do numero 360 para representar a quantidade de graus de uma volta,
provavelmente foi tal qual a escolha da Civilizagdo Suméria para criar e trabalhar
com o Sistema de Numeracao Sexagesimal (base sessenta), o elevado
namero de divisores de sessenta. Neste caso temos que 360 € um namero
relativamente pequeno, que tem uma quantidade de divisores, cinquenta por cento

maior que a quantidade de divisores do numero 1.000, por exemplo.

Em alguns momentos na historia da matematica o homem teve que fazer escolhas
como esta devido a auséncia de um modelo melhor e mais tarde a natureza veio a
se impor de alguma forma, propondo um modelo mais adequado através de
pequenas ou grandes descobertas e assim o homem vem aprendendo com a
natureza como medir e contar. No caso de medida de angulo e arco o homem
percebeu que o mais adequado era fazer uso do radiano devido a facilidade de
identificacdo direta com 0s numeros reais, deixando a proporcionalidade dos
“‘graus” de lado. Nao se pode negar a ferramenta didatica que se tem ao usar

“graus”, o recurso proporciona, por exemplo, uma maneira de falarmos de fragcao

usando somente uma linguagem de nimeros naturais, pois 30° corresponde a %2

da volta completa.
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@g": congruéncia - dois arcos sdo CONGRUOS oOuU FIGURA 'S

(CONGRUENTES) quando tém as mesmas extremidades.

Assim, se um arco mede Xx° a expressdo geral dos O A
arcos congruos a ele é dada por ( x + 360 K ) “em

graus”, qualquer que seja o valor inteiro de K; ou seja,

se um arco mede o rad, a expressao geral dos arcos congruos a ele € dada por

[17yall

o + 2K 7, para todo “K” inteiro. Na FIGURA 6 abaixo, exibimos arcos congruos ao

arco de 60° (% de 360°) ou de % rad (% de 2rnrad), comona FIGURA 5.

FIGURA 6

a
7 1)
ah

y ’ ’ Ky ’ y ’
60° + 360° 60° + 2 . 360° 60° - 360° 60°- 2 . 360°
ou (m/3 + 2m)rad | Jou (m/3 +2 . 2m)rad] | ou (/3 -2mrad W ou (/3 - 2 . 2m)rad

Temos que saber que convencionalmente estd estabelecido que a cada arco
tomado temos um corresponde ANGULO CENTRAL e a medida do arco equivale a

medida a que este angulo central correspondente.

Desta forma, se x for a medida do angulo central AOB: temos que m(AB) = x (a

medida do arco AB é Xx). Analogamente se Y for a medida de outro angulo central
A O'B' escrevemos m(A'B') =y (a medida do arco AB' é v).

ATENCAO: ndo confunda MEDIDA DE ARCO com COMPRIMENTO DE ARCO. Estes séo
conceitos bem diferentes. Se por exemplo vocé puder “cortar” as circunferéncias

mostradas na FIGURA 6 acima, nos pontos A e B e em seguida “desenrolar e

esticar” a linha que os une; ou seja, “alinhar” cada um dos arcos segundo um
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segmento de reta e medir (com uma régua, por exemplo) o comprimento desses

segmentos, vocé obtera como resultados os comprimentos dos dois arcos.

I1-3 SENO, COSSENO E TANGENTE.

Antes de definirmos SENO, COSSENO e TANGENTE consideremos abaixo o0s
elementos de um triangulo retdngulo com catetos de medida “a” e “b”, hipotenusa
de medida “c” e um angulo agudo identificado como “B”, oposto ao lado de medida
“b”-

FIGURA 7

4 lado opgsto a B

lado adjacente a g b

p hipotenusa
C

Inicialmente apresentaremos SENO, COSSENO e TANGENTE como razfes

trigonométricas; ou seja, relacdes entre os lados do triangulo.

@g" SENO DE UM ANGULO — é a razao entre a medida do cateto oposto a este angulo

e a medida da hipotenusa.

@g" COSSENO DE UM ANGULO — é a razao entre a medida do cateto adjacente a

este angulo e a medida da hipotenusa.

@g" TANGENTE DE UM ANGULO — € a razdo entre a medida do cateto oposto e a

medida do cateto adjacente a este angulo.

Trabalho de Conclusado de Mestrado Profissional-(IMPA e SBM) - Flavio Brito Prado  pag. 10



1H-4 OBTENDO VALORES REAIS PELAS RELAGCOES
TRIGONOMETRICAS E CIRCULO TRIGONOMETRICO.

Consideremos primeiramente um triangulo retangulo isésceles com catetos de

medida “a”.

FIGURA 8 Devido a sua definicdo FIGURA 9

podemos facilmente

determinar os seus angulos 459
d (pois a soma de angulos a\/i
internos de triangulo é 180°) d
e com o simples auxilio do
n Teorema de  Pitagoras 45° 2 [

calcular sua hipotenusa.
d?2=a2+a?=2a?

d=+/2a2 =a/2

Consideremos agora um triangulo equilatero com lado de medida “a”.

FIGura 10 Quando tragamos uma FIGURA 11

altura  neste  triangulo,

podemos facilmente
a a identificar dois triangulos a 300[30° a
retangulos congruentes:
pela congruéncia de seus 60° 60°
a correspondentes angulos da a (11 a
base e pela altura como
lado comum. ’- /2 /2
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Conforme podemos observar nos dois triangulos, os angulos da base s&o: 60° (pois
partimos um triangulo equilatero) e 90° (por construgdo da altura), concluimos que
0 outro angulo é de 30° e como a altura € lado comum, temos pelo caso ALA

(dngulo lado angulo), que os triangulos sdo congruentes; portanto a base mede

% e podemos facilmente calcular a medida da altura “h” pelo Teorema de

Pitdgoras.
2 2 2 .2 2
a a 4a” —a 3a
h%{-} =a? = h®=a’?——= =
2 4 4 4
| 3a° a3
e desta forma podemos concluir: h=,[—— :T
4

Pela andlise feita nos modelos da FIGURA 10 e FIGURA 11 e pelas
justificativas acima podemos concluir que TODA ALTURA NO TRIANGULO EQUILATERO E

TAMBEM MEDIANA E BISSETRIZ.

Sendo assim, pelas definicbes da PAGINA 10, calculamos seno, cosseno e

tangente para 30°, 45° e 60°.

a aJ§/
a 1_1 av3 1 43
sen30°)=/42=%x=-== oy=_ /2 _GNI - _
n30%) 2 23 2 sen(60 : S 5T
aJ§/ a
a3 _1_+3 o o a_1_1
30°)=—~L£ =""xZ= cos(60°)=L<£="x_==
cos{ a 2 a2 (60 a 2 a 2
. %% a2 _1 43 a3, a3 2
tan(30°)= £ =X —==—== tan(60°)=—22 =22« 2= /3
J§/ 2 aJ/3 V3 3 a, > %3
a _1 J2_42 a
sen(45°)=—==——x—==—=c0s(45° tg(45°)=—=
) e T2 e T e ) 9(45°)=7
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Vale lembrar que nos nos utilizamos da definicAo usual de seno, cosseno e
tangente para angulos agudos no triangulo retangulo e este conceito leva em
consideracdo a definicdo de hipotenusa, cateto oposto e cateto adjacente a
angulos agudos. Como estes angulos agudos estdo num triangulo retangulo

verificamos facilmente que eles sdo complementares.

Portanto se a E B SAO ANGULOS FIGURA 12

AGUDOS DE UM TRIANGULO
RETANGULO, ENTAO a+B=90° E

NATURALMENTE sen(o)=cos(B), pois

o cateto adjacente de o € oposto de
B e vice-versa. Desta forma
podemos observar que O SENO DE

UM ANGULO E IGUAL AO COSSENO DO

ANGULO COMPLEMENTAR A ELE. Além

disso, A TANGENTE DE UM ANGULO E
IGUAL AO INVERSO DA TANGENTE DO

ANGULO COMPLEMENTAR A ELE.

Exprimimos essas relacdes da seguinte forma:

- CAdi)
o) |-G
1
cos(x)= ser(90° - x) tg(x)= m

Vamos verificar posteriormente se estes conceitos sao validos para angulos nao

agudos.
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As relacdes seno, cosseno e FIGURA 13
tangente sdo associadas unicamente
ao angulo, independentemente do
triangulo em que eles se encontram.
Se considerarmos como exemplo
dois triangulos retangulos
semelhantes sobrepostos, como

mostra a FIGURA 13 ao lado e

chamarmos a razdo de semelhanca

de “k”, teremos: \ a'
a'=k.a b'=k.b e c'=k.c
Nos dois triangulos temos: ser(oc)zg assim como ser(oc):%zi;—z:% e de forma

analoga, podemos mostrar o mesmo para as relacdes cosseno e tangente.

Com os métodos dos quais dispomos até agora, ndo nos € possivel calcular o
valor de qualquer uma das trés relacfes trigonomeétricas principais para angulos
maiores que 90°. Para isso, precisamos de um método mais genérico, capaz de

englobar mais casos.

FIGURA 14

Desta forma vamos utilizar o circulo AV

trigonométrico, tal qual como foi o

definido e conforme apresentado na 2° quadrante

1° quadrante
FIGURA 14 ao lado. Usando o

seno(a.) -
o I=(1, 0) X

0 COSSCI)O(U.) 0°= 360°

circulo para calcular o seno e o

180°

cosseno de angulos do primeiro

guadrante, construimos uma medida 3° quadrante | 4° quadrante
de angulo o a partir do ponto 1=(1, 0)

definido como 0°.

270°
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Desta forma estendemos nossas defini¢des.

@g‘.’SENo DE UM ARCO IP — é a ordenada do ponto P.

@g‘.‘COSSENO DE UM ARCO IP — é a abscissa do ponto P.

Naturalmente estas definicbes englobam as anteriores, pois construimos um

triangulo retangulo em que um dos angulos

. FIGURA 15
agudos tem exatamente a medida o e onde o
raio € a hipotenusa de medida 1. AY

Repare na FIGURA 15, que o ponto P do

90°

circulo que evidencia o arco IP de medida a,
tem coordenadas X € Yo tais que:
Xp equivale a medida do cateto adjacente a a.

Yo equivale a medida do cateto oposto a a.

1=(1,0) x
>
0°= 360°

Podemos observar assim que as projecdes no

eixo vertical tem a medida do seno e as projecdes no eixo horizontal tem a medida

& = ﬁ =
1 1

a posicdo de cada ponto na circunferéncia é dada @ por:

P=(Xq, ¥o)=(cos(e) ser(a))

Entretanto, ndo nos interessa a limitacdo dessas relacdes a angulos sé do 1° ou

do cosseno do angulo central, pois serl(a): Yo € que cos(a)= Xy, assim

mesmo 2° quadrante, nem tampouco o0 uso da unidade grau para a medida dos
angulos, pois como ja dissemos € de uma praticidade menor além disso a unidade
radiano foi concebida com base em medida de comprimento e com nds queremos
definir SENO e COSSENO como fungdes cujos dominios sejam 0S maiores possiveis

dentro do conjunto de numeros reais torna-se mais adequada. Sabemos entao que:

® arcos distintos com mesmas extremidades, diferem por um namero de voltas;
® arcos que possuem uma extremidade no ponto 1=(1, 0) e outra extremidade abaixo
da origem dos eixos, tém seno com sinal negativo e aqueles que tiverem a outra

extremidade acima da origem dos eixos terdo seno com sinal positivo.

Trabalho de Conclusao de Mestrado Profissional-(IMPA e SBM) - Flavio Brito Prado  pag. 15



I11-4.1 CONCLUINDO 0 CALCULO DE SENO PARA ANGuLOS DE 0° E 90°.

FIGURA 16

y y

Agoo A( 0,1)
2°Q 1°Q °Q 1°Q

0°=360° (1,0)
180° =1 >x &(-1,0) =1
X

aQ 4Q 3*Q 4#Q

G (0.=1)

Pelas definicbes da pagina anterior temos que a posicdo de cada ponto na

circunferéncia é dada por P :(Xo, yo):(cos(oc) Ser(a)), desta forma a posigéo de

0° é dada por (cos(0°), sen(0°))=(1,0 ) e desta forma ser(o"j -0e cos(0°) =1.

A posicdo de 90° é dada por (cos(90°).ser(90°)) (0,1) e desta forma

ser(goo)zl e 005(90(’):0, assim como a posicdo de 180° é dada por

(cos(180°), sen180°))=(-1,0 ) e desta forma ser(lSOOJ:—l e 005[180"):0

além da posicéo de 270° ser dada por (cos(90°),ser(90°)) (O,—l) e desta forma

ser(270°) =-1le 005(270°j =0

Devido as relacdes expostas ha PAGINA 13, podemos obter também tangente
destes arcos do 1° quadrante, compondo assim uma tabela para os ARCOS ou

ANGULOS NOTAVEIS do 1° quadrante:
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TABELA DE ARCOS NOTAVEIS DO 1° QUADRANTE
Angulos |0° ou 0 rad | 30° ou Vg rad 45° ou ", rad 60° ou "y rad 90° ou ", rad
seno 0 \/5/ \/5/ 1
% 2 2
c0osseno 1 \/54 \/54 }é 0
tangente 0 }/ 15 1 J3 X—X—X—X

Devido a simetria e a facilidade de identificarmos congruéncia de triangulos no

circulo trigonométrico podemos obter 0s senos, CoSsenos e possiveis tangentes

dos ANGULOS NOTAVEIS da primeira volta, estendendo nossa tabela a todos os

ARCOS OU ANGULOS NOTAVEIS DA 12 VOLTA.

FIGURA 17

90°

150°

180°

210°

b

270°

LEGENDA IMPORTANTE:

A partir de agora, quando no texto aparecer, juntamente com um numero, este

simbolo “J”, ele estara indicando o numero constante do menu da pagina do

HTML — TCC de Ensino de Gréficos Trigonométricos — Flavio B. Prado, na qual

existird um conteudo interativo que auxilie a compreensao.
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11-4.2 Verificando se sen(x):cos(90°—xj e cos(x)=sen(90°—xjséo

Validos para Angulos nao Agudos.

FIGURA 18 . o FIGURA 19
Seja 0<B<90
/

e a=B+90°

podemos B

\ verificar \
\ 90°%°-a facilmente que \ —B 1
-B=90°-a e

desta forma

R

concluimos:

ser(a)=ser‘([3+90°)=cos(—B)=cos(90°—ocj, uma conclusdo imediata de
congruéncia de triangulo pelo caso ALA [90° hipotenusa (raio), ], assim como
podemos calcular ser(90° —a):cos(goo —(90° —ocD:COS(oc). As mesmas

consideracdes feitas para angulos do terceiro e quarto quadrantes terdo

comprovacdes igualmente simples pela congruéncia de triangulos.

FIGURA 20

—
~

3° Quadrante / \ 4° Quadrante

R
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FIGURA 21

Neste modelo de apresentacao

aproveitamos para verificar que como

obtemos seno e cosseno pelas

projecOes ortogonais e orientagdo dos §

eixos, percebemos uma  facil y o

conclusdo para uma relagdo entre -

senos e cossenos de angulos .

simétricos. P L
sen-a)=-sen(a)

além de

cos(—a)=cos(a)

Nos referimos a ARGUMENTO DE UMA FUNCAO TRIGONOMETRICA, quando falamos de
um angulo, um arco ou ainda uma outra funcdo que gere valores reais que estédo
no dominio da FUNCAO TRIGONOMETRICA. O argumento € a expressao entre
parénteses nas fungdes trigonométricas, no caso da fungdo seno temos:
sen("argumento”). Sabemos que existe um sistema mais adequado para medida
de angulos do que “graus”. Como ja dissemos, a medida em graus leva em

consideracdo a proporcionalidade entre o angulo e a volta completa de 360°.

11-5 0 DOMINIO DA FUNGAO SENO.

FIGURA 22 No CircuLO TRIGONOMETRICO, cujo raio é igual
A a 1, o comprimento do arco de 180° é &; neste
caso sabemos também que:

Comprimento de Arco = Medida em Radiano.
Sendo assim, se x €R, definimos o seno de

1(1,0)
180° um numero real “x” como o seno do arco de “x”

radianos.
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Tomando por referéncia o CIRCULO ou a CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA,
apresentada no inicio do capitulo, consideremos a relacéo direta entre angulo em
grau e radiano, a partir do ponto I=(1, 0) podemos relacionar qualquer angulo a

nameros reais identificando angulos com sua medida em radiano.

ExXEmMPLO 2.01 FIGURA 23
N

sen(l) € o seno do arcode 1 rad FIGURA 23

gue tem valor aproximado de 0,841.

1 rad
EXEMPLO 2.02 FIGURA 24
A
sen(4) é o seno do arco de 4 rad FIGURA 24
gue tem valor aproximado de —0,756. 4 rad
/4 S

Sendo assim entendemos sen(x) como uma funcdo real de variavel real e
verificamos que o conceito adequado para valores de argumento de funcdes
trigonométricas € o que entende angulo por sua medida em radiano, pois como ja
dissemos, a construcao do conceito de radiano foi a partir da ideia de comprimento
de arco e todo comprimento € um valor real positivo. NO CIRCULO TRIGONOMETRICO

temos estabelecidas todas as medidas reais.
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CAPITULO Il - FuNgAo SENO.

111-1 DESCRIGAO

Definimos a funcdo seno como a relagéo que associa a cada x real, o seno de (x),

denotado por: f(X) =sen(X)

I. A funcao esté definida para todos os valores reais de X.

Il. Faz corresponder a cada numero real “x” o seno de “x” conforme definido no

capitulo anterior.

I11-1.1 CONSTRUINDO O GRAFICO DA FUNCAO SENO.

X o | % | YA T T | s | %%
seno de (x) 0 % \/Eé ﬁé 1 ﬁé \/Eé %

seno de (X) 0 —}é _\/EA _\/54 _1 _\/54 _\/EA _}é

Para podermos trabalhar melhor no sistema cartesiano vamos considerar o valor

aproximado com trés casas decimais para:

V2 =1414, \/EA =0,707, J3=1732 ¢ \EA —0,866.

Trabalho de Conclusado de Mestrado Profissional-(IMPA e SBM) - Flavio Brito Prado  pag. 21




Assim podemos marcar os pontos e ter uma ideia do tragado da fungao seno.

FIGURA 25

/6 %3 =2 2273 52/6 § Ta/6 4x73 32 5273 11x/6 2x

s ®

Como f(X)=sen(X) € uma funcdo e associa a cada “x” real um unico y= f(X)

também real, esta definida para todo numero real, além de ser uma curva suave,

podemos tracar seu grafico.

EsBoCcO DO GRAFICO DA FUNCAO SENO EM UM PERIODO.

FIGURA 26
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@g" FUNCAO PERIODICA — f(X) € dita uma fung&o periddica com periodo p quando

f(x+p)= f(X) paratodo “x” de seu dominio.

FIGURA 27

Pela definicAho de FUNCAO PERIODICA acima, a funcdo Zig-zag exibida na
FIGURA 27 ¢é periddica de periodo 2, mas também podemos dizer que €

periodica de periodo 4, 6, 8,... ; enfim é periddica de periodo “2p”, para todo “p

natural ndo nulo. Desta forma convenciona-se que o periodo p da funcdo € o

menor valor positivo para o qual isto aconteca.

I11-1.2 CARACTERISTICAS FUNDAMENTAIS.

= O grafico da funcdo Seno é uma curva chamada Senoide. Os valores da imagem
da funcao variam de —1 a 1; ou seja, tem valor minimo —1 e maximo 1.

= A Funcao Seno é uma funcao impar, f(-X)=—f(X); ou seja sen(x)=-sen(x),
como podemos identificar na comprovagdo da PAGINA 19, devido a projecédo
ortogonal no eixo vertical do CIRCULO TRIGONOMETRICO.

" No estudo do CiRCULO TRIGONOMETRICO, N0 CAPITULO |1, verificamos que arcos,
ou angulos congruentes; tem as mesmas extremidades, o que implica mesmas
projecdes. Sendo assim constatamos que senos de arcos “a + 2k 7", onde k é

inteiro e o € um real qualquer, tem exatamente o mesmo valor e Isto é
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caracteristica de PERIODICIDADE; portanto f(X) =sen(X) é dita uma funcéo periddica

de periodo 2 e para todo valor real o, temos que:
.. =sena—4n)=sen(o—2n)=sena)=sena+2n)=... =sen(o + 2kr) =...

O significado de PERIODICIDADE é que parte do grafico se repete apds determinada
distancia (PERiODO), que neste caso é 2neacadaa e € R,tal quepf=a+2Kn ,

para qualquer valor inteiro de K, temos que sen(B)=sen(a).

Com este entendimento podemos estender nosso grafico para todos os reais.

GRAFICO DE T (X)=SEN(X).

FIGURA 28

Il (] 'l ! Il 1 Il Il Il Il L Il 1 1 Il ] ") Il
T ' T T T T T T T T T T . 2 T T T T T V T

m3 =6 =6 =3 x2 23 5x/6 x Tx'6 4x3 322 523 116/ 2x 13x6 73 5x2 8x3 17x6 3x N\ 1%/6

- *

-1+ A 4

Observamos que f(X)=sen(x) é crescente no primeiro e no Ultimo um quarto do

seu periodo e é decrescente no segundo e terceiro quarto do periodo.

Observamos ainda que f(X)=sen(X) é positiva na primeira metade do periodo,
sendo portanto negativa na segunda metade. A funcdo é nula para os valores 0, ©
e 2n no periodo [O,Zn ]

Podemos resumir que para o tracado do grafico em um periodo da funcdao sen(x)

temos que:

Iniciar o periodo em O e terminar em 2, facilita a identificacéo do periodo;

a imagem de “0” é “0”; ou seja, zero € “um zero” da fungao, portanto o ponto (0,0 )

esta no gréfico;
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o ponto de méaximo em [0, 2r ] é (% ,1) % do periodo;

0 ponto central do periodo é “um zero” da fung&o, portanto o ponto (n,O ) esta no

gréfico;
o ponto de minimo em [0, 2n ] é (3% ,—1) % do periodo;

a imagem de “2n” é “0”; ou seja, 2n € “um zero” da fungdo, portanto o ponto

(27,0 ) esta no grafico no fim do periodo.
-1

@g": SIMETRIA AXIAL - E a simetria relativa a uma reta, também chamada de reflexao.

FIGURA 29

ExempLO 3.01 — Podemos exibir, abaixo,
trés tipos de simetrias axiais feitas com
recortes da FIGURA 29. Sejam simetrias

relativas ao eixo horizontal ou vertical.

FiGura 30
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FIGURA 31

ExEmMPLO 3.02 — Simetrias relativas aos

eixos “X” e “Y”.

Dizemos que PARAMETRO € um elemento importante que devemos levar em
conta, para avaliar uma situacdo ou compreender um fenémeno em detalhe. E uma
denominacéo, caracteristica, op¢cdo ou valor que alguém acrescenta ou altera, ao
executar um célculo, a fim de modifica-lo ou ajusta-lo. Em uma expressao, equacao
ou funcdo é letra distinta da variavel, cujo valor numérico pode ser fixado

arbitrariamente.

I11-2 ALTERAGAO DE PARAMETRO.

Para pensarmos em qual tipo de modificacdo o gréafico sofre com a alteracdo de
algum parametro, devemos nos fazer a seguinte pergunta: se nés tivéssemos que
ensinar ou programar uma maquina de fazer graficos, a qual nés deveriamos
passa-la sobre cada elemento do dominio, para que ela calculasse e marcasse 0s
pontos num sistema cartesiano, como ndés ensinariamos ou fariamos a

programacao desta maquina?

Vem-nos a cabeca que: 0 que a maquina esté lendo € o argumento da funcéo e
pelo que ja estudamos da funcédo seno, se a maquina fizer a leitura de um periodo
completo desde o “0” (zero) até “2n”, ela devera exibir uma curva sinuosa como a
da FIGURA 26. Se existe algo que pode modificar o calculo dos senos na leitura
dos argumentos, sdo o0s parametros dentro do argumento, assim como 0S
parametros fora do argumento podem modificar os valores dos senos esperados

para argumentos conhecidos.
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FIGURA 32

Como perceberiamos ter passado a maquina por um periodo da funcéo?

FIGURA 33 FIGURA 34

Observamos que os valores calculados no argumento, ndo sdo os mesmos lidos

por “X”.

As expressOes que estdo no argumento e fora dele, sdo caracterizadas pela

Funcdo Afim g(X)=ax+b, desta forma podemos dizer que estamos estudando

uma composicao da Funcdo Seno, com a Fungéo Afim:
fog(® = f(g(X) =sen(g(x) =sen(ax+Db).
Assim como temos h(X) =cx+d para: ho f(X)=h(f(X))=c f(X)+d=csen(X)+d.
Na forma mais geral estudaremos a composi¢cées como:
ho fog(¥) =h(f(g(®)))=c f(g(x))+d=csen(@(x)+d=c sen(ax+b)+d.

Devemos estudar entdo quais transformacdes o grafico de f(X)=sen(x), sofre,

pela alteracdo dos parametros nestas composicoes .
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I11-2.1 ALTERACAO DE PARAMETRO NO ARGUMENTO.

O parametro “a” de f1(x) =sen(ax).

E necessario ressaltar que a analise a seguir, é feita para a = 0, pois do contrario a

funcado seria uma fungéo constante fl(x) =sen(0x) =sen(0)=0.

A primeira coisa que devemos calcular numa fungdo seno com alteragdo de
parametros é o seu periodo, pois sabemos exatamente qual o comportamento da

funcdo f(X) =sen(x), em um periodo, de acordo com a variacdo de seu argumento.

Quando o valor do argumento for:

“0” (valor inicial no periodo), a imagem sera “0”;

“A ” (% do pel’l'OdO), a imagem Seré u1u;

m (% do periodo), a imagem seréa “0”;

« 3% § (% do periodo), a imagem sera “—17;

“2n” (valor final no periodo), a imagem sera “0”.

Na funcéo fl(x) =sen(ax), vemos que para o argumento “ax” variar de 0 a 2r, basta

(13 1]

que “x” varie de 0 a 2% (se a>0) ou que “x” varie de 2n/ a0 (se a<0), desta

a
forma podemos concluir que no argumento da funcdo tera passado, calculado,

percorrido ou contado todos os nimeros de um periodo completo.

Devemos lembrar também que quando o sinal do parametro “a” for negativo, basta
pensarmos que estamos construindo o gréfico, fazendo uma leitura do argumento
no sentido negativo (simetria relativa ao eixo Y), como o sinal ndo altera a

velocidade com que a funcdo completa o periodo, vemos que o periodo p da
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funcéo fl(x)zsen(ax) € calculado como p=%| , até porque periodo é uma
distancia e portanto deve ser um valor positivo.

Desta forma identificamos que quanto maior o valor do médulo de “a” mais rapido a

funcdo completara seu periodo, o que implica diretamente no fato de que a funcao

tenha um periodo menor; portanto quanto menor for o valor do modulo de “a” maior

serd o periodo. Como “@” € um PARAMETRO MULTIPLICADOR, observamos que as
variacbes da funcdo se dardo de forma proporcional as variacbes da funcao

f(x) =sen(X) que tem periodo 2x; ou seja, as variagcdes no periodo da funcédo de
argumento “ax” s&o as mesmas da fungéo original levando em conta as fragdes: O,

%, % % e 1 do periodo. Desta forma se o valor do argumento “ax” for:

“0”, aimagem sera “07;

% do periodo = *“ %|a| ", a imagem sera “17;
% do periodo = “ %a| ”, a imagem sera “07%;
% ” do periodo = “ 3%|a| ”, a imagem sera “-17;

O valor do fim do periodo = “ 2%4 ”, a imagem sera “0”.

EXEmMPLO 3.03

f(X) =sen(5x). Temos que pzz% , portanto construimos a tabela dos dados de

um periodo usando os valores das fracdes utilizadas na construcdo quando o

periodo era 2r, além das imagens ja conhecidas dos arcos notaveis da 12 volta:

() 0 | Mo | % | Mo | %%

seno de (5x) 0 1 0 -1 0
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Marcando os pontos.

FIGURA 35
LT L]

Esbocando o Gréfico de f(X) =sen(5x).

FIGURA 36

Em relacao ao grafico de f(xX)=sen(x) tivemos uma contracdo do periodo, que era

27 e passou a ser 2% :

FIGURA 37

Sx)=sen(x)

ExXeEmPLO 3.04

112710 s 13210 =5 32 x5 17210 x5 19210

f(x) :ser(gj. Temos que p=6m, assim também construimos a tabela dos dados

de um periodo utilizando os valores proporcionais correspondentes ao periodo 2n e

as imagens da tabela de senos dos arcos notaveis da 12 volta:

Trabalho de Conclusado de Mestrado Profissional-(IMPA e SBM) - Flavio Brito Prado

pag. 30



() 0 |31 | 3 | 9 | 6r

seno de (%) 0 1 0 -1 0

Esbocando o Grafico de f(X) =sen(%).

FIGURA 38

De acordo com o modulo do parametro “a” a funcao fl(x)=sen(ax) exibe um

periodo maior ou menor, observamos que o tragado da funcéo alonga ou encolhe o

formato que delineia o gréafico da funcédo em seu periodo.

A alteracdo provocada pela mudanca deste parametro, portanto, é uma
DEFORMAGAO, ajustando o desenho da curva em um periodo mais curto ou mais
longo. Este movimento de estender ou retrair o periodo € causado pela alteracdo

de um PARAMETRO MULTIPLICADOR No argumento.

Em relacao ao grafico de f(X)=sen(x) tivemos uma expansédo do periodo, que era

27 e passou a ser 6m.

FIGURA 39

s armsen( 2

- \/x
e

-2

O parametro “b” de fz(x) =sen(x+b).
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Para pensarmos no que ocorre quando alteramos o parametro “b”, basta refletirmos
sobre o que sabemos a respeito do tracado do grafico de f(X)=sen(x).

Conhecemos valores chaves no dominio e suas respectivas imagens, como por

exemplo a tabela apresentada na PAGINA 21.

Ao iniciarmos nossa andlise devemos constatar primeiramente que o valor do
parametro “a” € 1 o que implica que o grafico tem o periodo 2w, mas por outro lado
quando variamos sequencialmente “x” de acordo com a tabela, ndo obtemos no
argumento os valores sequenciais da tabela. Ndo teriamos dificuldade alguma em
tracar o gréfico se os valores sequenciais do argumento fossem os mesmos da
tabela, neste caso devemos evidenciar no eixo “X” os valores do dominio que

facam com que os valores do argumento coincidam com os da tabela. Portanto

gueremos:
T T

X +b=0=x =-b, x +b===x_ ==-b, X +b=n = x =n-b,

1 1 2 2 2 2 3

X +b=% = X :ﬁ_b e X +b=2n = x_=2n-b.

4 2 4 2 5 5

Estabelecendo assim um novo grupo de valores do dominio, dos quais

conhecemos a sequéncia de imagens.

ExXempPLO 3.05

3 )
f(x)=ser{x+7nj. Temos que p=2n, observe que nas tabelas e no texto até

agora apresentado, ndo h& indicacdo do célculo de sen(3%), nés nao

conhecemos este valor e tdo pouco necessitamos dele. A facilidade deste método
estd no fato de podermos escolher os elementos do dominio, dos quais
conhecamos as imagens. Assim para construimos facilmente a tabela dos dados
de um periodo utilizando as imagens da tabela de senos dos arcos notaveis da 12
volta, devemos recalcular os valores de “x” que produzam no argumento os valores

dos arcos notaveis.
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3 3 . , .
Facamos x+7=0 = x:—7 e como o periodo é 2, calculamos mais quatro

elementos da P.A. cujo primeiro termo é —? e a razao g (% do periodo).

(x)

seno de(x+3%) 0 1 0 -1 0

Esbocando o Grafico de f(X) =sen(x+3%).

FIGURA 40

A

I u t + t + + t t t t t + w— t + t + t + t t t t t +—F t
7—31'?—5! 14-2x/7-37/14 —x/7 —=/14 ®14 «7 Iwl4 2x7 S5x/14 w7 w2 AxINw14 Sx/7 11x/14 6x/7 13x/14 = 15x/14 8x/7 17x/14 9=/7 19x/1410=/7 3x2¢112/723%/141]

Observe que continuamos a fazer o mesmo tracado para a funcado seno, apenas

agora iniciando pelo ponto (— 37% ,0 ) no lugar de iniciar em (0,0 ) mas com o

mesmo periodo 2r distribuido a partir de — 3% .

FIGURA 41

Sx)=sen(x)

t U t t t t t
22 -32/7-52/14-227-3%/14 27 —=x'14

-1

t t + + + t t . t + t + N + t t t t +— + + + t t /.‘ +
®14 ®7 314 227 Sx14 3x7 22 4x7\9%14 S5x7 11214 627 13214 = ‘152714 827 172/14 927 192141027 322,112/7232/14 122725214 132/727x/147 2z 202/14]

fx)=sen(
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ExeEmMPLO 3.06

f(x) :ser(x—%j. Temos que p=2n, entdo vamos construir a tabela dos dados

de um periodo utilizando a técnica do exemplo anterior além de recalcular os

valores de “x” que produzam no argumento os valores dos arcos notaveis.

2n 2n . . ,
Facamos x—gzo = x:? e como o periodo € 2xn, calculamos mais quatro

) L , 2m . T
elementos da P.A. cujo primeiro termo é = e arazdo —.

(X) 2% 97‘510 7% 19%0 12%

seno de (X—Z%) 0 1 0 -1 0

N

Esbocando o Grafico de f(X) =sen( —2%).

FIGURA 42

4

- : ; : : : : ! . ! -
TSN\ 322 85 1710 =5 1910 22 21w10 11x5 232710 41225

W10 &5 9210 11=10 65 13210

Assim como no grafico do ExEmpPLO 3.05, anterior a este, podemos verificar que

estamos fazendo o mesmo tracado para a funcdo seno, mas desta vez iniciando

pelo ponto (27V ,O), no lugar de iniciar em (0,0), ainda que com o0 mesmo

periodo 2x, S6 que agora, distribuido a partir de 2% )
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FIGURA 43

3 flx)=sen(x)

~

LT

fiX)=sen(x - —)

t y t y y + t + t + t y t + t y t g + t t e +
=10 ] 3210 22/5 2 3’5 T10 45 o210 x 110 625 13210 To's 32 8u's 172/10 ] 192710 2 2Ix10 115 2310 1245 =2

Observamos que a alteragdo do parametro “b” em fz(x)zser(x+b), arrasta o

grafico de f(X) :ser(x), de forma que no lugar de iniciar o tracado padrdo de um
periodo no ponto( 0,0 ), inicia no ponto (—b,0); ou seja, produz um movimento

se TRANSLAGCAO HORIZONTAL no grafico, este movimento € referente a alteracéo

de um PARAMETRO ADITIVO no argumento.

m-3
111-2.2 ALTERAGCAO DE PARAMETRO FORA DO ARGUMENTO.
@g": ONDA - E qualquer perturbacéo FIcURA 44
ke Crista
(pulso) que se propaga em um meio. A \
, . /
E caracterizada por uma curva de /i \
formato sinuoso. A Ondulatéria, que é Am/pflitude
a parte da Fisica que estuda as l/ Periodo i
ondas, classifica-as como: mecanicas | + . s y /
- -97/10 —4x/S -7%/10 -3x/5 -2%/S /»‘ -
(que sao todas as ondas que precisam S \ /
_ _ Nivel de Equilibrio /
de um meio material para se ] '
Amplitude /
propagar) e eletromagnéticas (que sao //
as que ndo precisam de um meio Vale\gy_l,r-"//

material para se propagar).

Os principais elementos de uma onda estdo na FIGURA 44 acima,

posteriormente abordaremos melhor este assunto aprendendo sobre o SOM.

Trabalho de Conclusao de Mestrado Profissional-(IMPA e SBM) - Flavio Brito Prado  pag. 35


http://www.infoescola.com/fisica/ondas-eletromagneticas/

@g‘f AMPLITUDE DE ONDA — E a distancia do nivel de equilibrio a crista ou ao vale de
uma onda, quanto maior a amplitude maior é a quantidade de energia transportada.

O parametro “c” de f3(x) =c sen(x).

As andlises estdo feitas para valores de ¢ # 0, pois do contrario estariamos com

gréaficos de uma fungéo constante f (x)=0 sen(x)=0.

Para raciocinarmos sobre qual o tipo de modificagcdo, uma alteracdo no parametro

c’, causa em f3(x) =C ser(x), basta verificarmos que como os pontos dos graficos

[{pgt

séo do tipo (x, f3(x)) e que como “c” € um PARAMETRO MULTIPLICADOR €

multiplicar4 os valores das ordenadas, a alteracdo sera na amplitude alcancada

pelas ondas.

Sabemos que as imagens de f(x)=sen(x) variam de “-1” a “1”; ou seja,

-1< ser(x)s1, entdo podemos concluir que as imagens de f3(x) =C Ser(x) variam

de “—¢” a “c”; pois —c <c sen(x)<c, portanto a amplitude da onda, sera alterada da

medida “1” para a medida de “|c| .

ExEmMPLO 3.07

f(x) =3senx). Temos que p=2m, portanto construimos facilmente a tabela dos

dados de um periodo, utilizando os valores da funcdo de periodo 2n e dos triplos

dos valores das imagens da tabela de senos dos arcos notaveis da 12 volta:

(X) 0 | % | | 3] 2

3 seno de (x) 0 3 0 -3 0
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FIGURA 45

+2z -3z2 -4 -2 o2

A mudanca provocada pela alteracdo deste parametro € uma DEFORMACAO:
alongamento ou encolhimento da amplitude da curva no seu periodo. Este
movimento de estender ou retrair a amplitude da curva é causado pela alteracéo de

um PARAMETRO MULTIPLICADOR fora do argumento.

FIGURA 46

Fix)=sen(x)

-2x 322 - =2 x 322 2z 522 3

EXEMPLO 3.08
£ = se;(x)

. Temos que p=2m, entdo construimos a tabela dos dados de um

periodo, utilizando os valores da funcao de periodo 2n e das metades dos valores
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das imagens da tabela de senos dos arcos notaveis da 12 volta:

(%) o | % | x |3 | 2n
%seno de (x) 0 % 0 _}é 0

Esbocando o Grafico de f(x) :%r(x).

FIGURA 47

O movimento ou alteracao sofrida foi a de contracdo da AMPLITUDE pois ¢ < 1.

FIGURA 48

fx)=sen(x)

05+

05+

o - 4
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O parametro “d” de f4(x)= sen(x)+d.

Para raciocinarmos sobre qual o tipo de mudanga a alteracdo de parametro “d”,

causa em f4(x) =sen(x)+d,iniciaremos pensando exatamente como fizemos com o

[{ PRt

parametro “c”’. Nos nos utilizaremos do fato de que os pontos dos graficos séo do

tipo (X, f4(x)) e como “d” é um PARAMETRO ADITIVO a alteracdo se dard no
deslocamento que os pontos (x, f(x) ) de f(x)=sen(x), sofrerdo pela mudanga
de coordenadas, pois (X, f4(x)):(x, f(x)+d), gque € uma TRANSLAGCAO

VERTICAL.

EXEmMPLO 3.09

f(x) =sen(x)—3. Temos que p=2m, entdo construimos a tabela dos dados de um
periodo, utilizando os mesmos valores do dominio da funcédo f(X) =ser(x) gue tem

periodo 2 e a subtracdo de trés unidades dos valores das imagens da tabela de
senos dos arcos notaveis da 12 volta, caracterizando uma TRANSLACAO VERTICAL

de “~3” no gréafico de f(X) =sen(x).

(X) 0 % n 3% 21

senode (x) —3 -3 -2 -3 -4 -3

Esbogando o Gréfico de f(x)=sen(x)-3.

FIGURA 49
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A mudanga provocada, portanto, pela alteracdo do parametro “d” em

f,(9=ser(x)+d, € uma TRANSLAGAO, deslocando os pontos (x, f(x) ) do gréfico

f(X) =ser(x), para cima ou para baixo de acordo com o sinal positivo ou negativo,

respectivamente de “d”.

Este movimento de TRANSLACAO VERTICAL é causado pela alteracdo de um

PARAMETRO ADITIVO fora do argumento.

FIGurA 50

fix)=sen(x) -3

-5

I11-2.3 FUNGCOES cOM UM PARAMETRO MULTIPLICADOR NEGATIVO.

ExempPLO 3.10

f(X) =sen(-x) . Temos que p=27%_:q=2n :

A partir de agora, usaremos a notagao flsx(x) :ser(— x)( sobescrito) para indicar
alteragdes no 1° parametro, “lI” no 2° parametro e etc. (“sx” sobrescrito) para

indicar que trata-se de uma simetria do grafico de f (X) em relagcdo ao eixo “X’
|

(f (¥ é um rascunho necessario quando o parametro “a” é diferente de 1 e -1,
|

nestes dois casos, especificamente, nds nao precisamos fazé-lo).
Como seno é funcdo impar sen(-a)=-sen(a) temos que f(X)=sen(=x) =-sen(x),
neste caso podemos evitar fazer um rascunho parcial do gréafico, simplesmente

construindo a tabela dos dados de um periodo utilizando os valores conhecidos da
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funcdo de periodo 27 e os valores simétricos das imagens da tabela de senos dos

arcos notaveis da 12 volta.

(%) o | % | n |3 | 2

seno de (—x) 0 -1 0 1 0

Esbocando o Grafico de f(X) =sen(-x).

FIGURA 51

t
-2 22 = 3x2 2z

Verificamos facilmente que o gréfico de f™(x) =sen(-x) é simétrico do grafico de

fl(x) = ser(x), em relacdo ao eixo das abscissas.

FIGURA 52

il SfIx)=sen(x)

fix)=sen(-x)

EXEMPLO 3.11-Sendo-1<a<0
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X
f(x) =ser(— EJ Temos que p _2m 47, assim produzimos 0 RASCUNHO 1 para

-
fl(x) :ser{gj.

(x) 0 T 2n 3n 4n
X 0 1 0 -1 0
seno de (/2)
FIGURA 53

T

t a t ¥
: | 3\/x
=14

Devido ao mesmo motivo citado nos dois exemplos anteriores, basta procedermos

com uma simetria em relagéo ao eixo “X”.

Esbocando o Grafico de f(X) =sen(— %)

FIGURA 54

1+
) /,\
+
x 2z
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Verificamos assim que o gréfico do exemplo 2.11 da pégina anterior, sofreu uma

expansao de periodo e uma simetria com relagao ao eixo “X”, quando comparamos

com f(x) =sen(x).

fx)=sen(x)

FIGURA 55

fix)=sen( —% )

-1

ExEmMPLO 3.12 - Sendo a < —1.

f(x) =sen(-3x). Temos que p:ﬂ:@, assim produzimos o RASCUNHO 1 para

f () =sen3x).

-3 3

2

Q o | % | M| |

seno de (3x) 0 1 0 -1 0
FIGURA 56

=2

Trabalho de Conclusado de Mestrado Profissional-(IMPA e SBM) - Flavio Brito Prado

pag. 43



Devido ao fato de seno ser uma funcdo impar, temos que:
flsx(x) =sen(- 3x):—ser(3x), desta forma basta procedermos com uma simetria em

relagao ao eixo “X”.

Esbocando o Gréfico de f(X) =sen(-3x).

FIGURA 57

Verificamos assim que o gréfico acima, sofreu uma contracdo de periodo e uma

simetria com relagdo ao eixo “X”, quando comparamos com f(X) :ser(x).

FIGURA 58

f(x)=sen(x)

f(x)=sen(-3x)

EXEMPLO 3.13 —-Sendo ¢ < 0.
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f(x)=—25er(x). Temos que p=2xm, assim produzimos 0 RASCUNHO 1 para

f (9 =2sen(x).

(%) 0 | % | x |3 | 2n

2 seno de (x) 0 2 0 -2 0

FIGURA 59

Pelo motivo citado no exemplo anterior, basta procedermos com uma simetria em

relacdo ao eixo “X”.

Esbocando o Gréfico de f(X) =-2 sen(x).

FIGURA 60
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CAPITULO IV - METODO DE CONSTRUGAO DE GRAFICOS DE SENO.

Para podermos tracar graficos de funcdes trigonométricas f(X)=c ser(ax+b)+d,
com quaisquer parametros (a ,b,c,d ) reais, necessitamos entender e praticar as

articulacdes entre as variacdes simultaneas de parametros.

Conhecemos bem o grafico com os parametros (1 ,0,1,0 ); ou seja, com a=1,

b=0, c=1 e d=0, que é o gréafico da fungéo f(x)=sen(x).

A estes parametros iniciais chamaremos de PARAMETROS COM VALORES BASICOS e
como estes sdo 0s valores com os quais sabemos fazer o grafico de f(X) :sen(x),

iniciaremos sempre a partir deles.

No CAPiTuLO IIl (anterior) entendemos como cada um destes parametros,
individualmente, altera o nosso grafico com PARAMETROS COM VALORES BASICOS,
assim como percebemos as alteracdes devidas a variacdo de sinal de PARAMETROS
MULTIPLICADORES. Agora vamos estudar como fazer outros graficos de funcdes

trigonométricas f(X) :cser(ax+b)+d, com a variacdo de mais de um parametro

simultaneamente.

Lembramos que existe uma estratégia neste método que deve ser sempre mantida:
construiremos rascunhos de gréaficos parciais, referente a cada parametro de valor
distinto dos basicos, para expressar a alteracdo causada no gréafico pedido, a partir
do gréfico de f(X) :ser(x), sempre seguindo a ordem alfabética dos parametros;
ou seja, iniciamos sempre pelo parametro “a”, fazendo um grafico de rascunho para
cada parametro com valor distinto do parametro basico e terminamos no parametro

“d”, sendo ele ou ndo, de valor diferente do basico .

Se algum ou alguns dos valores destes parametros ja forem iguais aos valores

basicos, ndo teremos que fazer os rascunhos de gréficos parciais.
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IV-1 FUNGOES COM DOIS PARAMETROS NAO BASICOS.

EXEMPLO 4.01 — Com valores dos parametros: 0 <a<1leb>0.

3
f(x) =se X2 Temos que p:ﬁ=8n, assim produzimos 0 RASCUNHO 1 para
4 2 }/
4
(3 =sen¥s).
() 0 2n An 6 8n
1 -1
seno de %) 0 0 0

FIGURA 61

1/\ | ]
2= 4x -] 8
-1

Para a alteragdo do parametro “b” devemos verificar para quais argumentos as

X 3
respostas de 0, 2%, 4n, 6 € 8t sdo as mesmas da funcao fl(x). Se Z+?n=0

X 3n .
temos 2 = Y e X=-6m, assim basta calcularmos os outros quatro elementos da

P.A. de temo inicial —6n e razdo 2n (que é % do periodo) .
. X 3n
Esbocando o Gréfico de f(X) = sen(ZJr?j .

FIGURA 62

T i

&Y
L
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Sabemos que iniciamos o grafico de um periodo de f(x) =sen(x), no ponto (0,0 ),
X
da mesma forma que iniciamos o de fl(x) :ser(zj. No grafico da pagina anterior

observamos na FIGURA 62 que o tracado de um periodo iniciou-se em (—67:,0 );

ou seja, houve uma TRANSLACAO HORIZONTAL de —6m.

Portanto seja f(x):ser(ax+b), qgquando procedemos 0 RASCUNHO e fazemos

ax+b=0, obtendo ax=-b e x=—%, observamos que o tracado de um periodo
do grafico se inicia em (—%,0) no lugar de iniciar em (0,0); portanto

verificamos que temos uma TRANSLAGCAO HORIZONTAL de —%.

37/
. ~ - 12n
Neste exemplo tivemos uma TRANSLACAO HORIZONTAL de 2__ =—-067.

% 2

-6

FIGURA 63

/’_\ﬂxﬁsen(% + 37“) Ax)=sen(x)

EXEMPLO 4.02 — Com valores dos parametros: a<-1e c<0.
2 . .
f(x)=-3 ser(— 2x). Temos que p:ﬁ:n' assim produzimos 0 RASCUNHO 1 para

f(9= sen(2x).

(x) 0 % % 3n 4 T

seno de (2x) 0 1 0 -1 0
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FIGURA 64

-n'4 =4

—la b

Produzimos 0 RASCUNHO 2 para flsx(x) =sen(—2x), com simetria ao eixo “X”.

FIGURA 65

t + t r u +
-4 =4 22 34 2 Swid 2 Taid 2% L)

=]

—

=14

FIGURA 66

Ainda produzimos 0 RASCUNHO 3 para f (X) =3 sen(-2x).

-svn &J h\yl’ SH -H\yﬂ “ M x\/ \—/ \/ v
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Esbocando o Grafico de f(X)=-3 ser(— ZX) novamente simetria ao eixo “X".

AWAWAR

=3z -11zd4 -522 -92d -2z -Txd -322 -5xd -x 324 22 24

_—m— e e _—
zd 22 324 x Swd 322 Tvd 2z Sxd 522 11zd 3= 1324 722 1524 4=z 1724 922 1524
ol

EXEMPLO 4.03 — Com valores dos parametros: a>1ed<0.

FIGURA 67

f(x):ser(4x)—1. Temos que p=27fc=g, assim produzimos 0 RASCUNHO 1 para

f(9 = sen(4x).

) o | T | Y| | %

seno de (4x) 0 1 0 -1 0

FIGURA 68

Esbocando o Grafico de f(x)=ser(4x)—1 temos uma TRANSLACAO VERTICAL de

“~1” no gréfico de f (x) = sen(4x).
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FIGURA 69

EXEMPLO 4.04 — Com valores dos parametros: -1 <a<0ec>0.

4 X
f(X)=§SG"(—§j- Temos que p= 2m =10z, assim produzimos 0 RASCUNHO 1

X
para f|(X) = ser{gj :

(x) 0 | 5%, | 5z |157/ | 10z
seno de (%) 0 1 0 -1 0
FIGURA 70

1
V%\‘ ' _1‘-""-
ﬂ 522 5z 1522 102
=1

H X H H H “\/”
Produzimos 0 RASCUNHO 2 para fISX(x) :ser{— Ej com simetria ao eixo “X”.

FIGURA 71

i ; i
52 522 5z 1532 O —
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4
Esbocando o Gréfico de f(X) :gser{— gj

FIGURA 72

; -
- - ;
) 522 sz 1522 0r
_4
3

EXEMPLO 4.05 - Com valores dos parametros: ¢ >0e b <0.

f(x):ZSer(x—gJ. Temos que p=2m, assim devemos produzir 0 RASCUNHO 1

T
para f”(x):ser(x—gj, recalculando os valores do “x” que produzam no

argumento a sequéncia de valores de arcos notaveis, construindo a tabela para um

p T T , . .
periodo. Facamos x—g:O = ng e como o periodo é 2n, calculamos mais

guatro elementos da P.A. cujo primeiro termo é 755 e a razao “2. Temos uma

TRANSLACAO HORIZONTAL de % .

(x) % | o | % |1 Mo| 1%

seno de (x—%) 0 1 0 -1 0

FIGURA 73

+ t t v + t
8w 9x/5 2z 11ws 1225 1305
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Esbocando o Gréfico de f(X)=2 ser(x—gj .

FIGURA 74

VANYA YA

+

=6%'5

A)
- -5 -3n5 -225 -5 x 2%5 335 4x5 x 6x5 x5 85 935 2z \115 1205 1335 1405 3z 16:5 1725 1825 1985 4z l:5 22%5 2335 2435

N

Como os parametros de dentro do argumento promovem TRANSLACAO HORIZONTAL

e alteracdo no PERIODO, podemos calcular que sendo -1< ser(x)gl, temos
—|e|<|c|senx)<|e] e —|c[+d<|c|senx)+d<|c[+d, portanto a distancia

lc|+d—(~|c|+d)=2lc| é o dobro da AMPLITUDE.

Concluimos assim que a AMPLITUDE da onda do grafico de seno independe de

outro parametro, dependendo exclusivamente do médulo de “c
-7

EXEMPLO 4.06 — Com valores dos parametros: b>0e d < 0.

T .
f(x):ser(x+gj—2. Temos que p=2m e como no exemplo anterior temos que
recalcular os valores do dominio que tenham as imagens conhecidas. Devemos

. T T T
produzir 0 RASCUNHO 1 para f”(x) :ser(x+gj,fazendo X+E=O = X s e como

0 periodo é 2x, calculamos mais quatro elementos da P.A. cujo primeiro termo é

—% e arazao % . Temos uma TRANSLACAO HORIZONTAL de —%.

) Tl T | 5% | 4r | 1

seno de (x+“6) 0 1 0 -1 0
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FIGURA 75

|
t i t t t t t t t t t
-3 -6 n/6 =3 2 223 S5a/6 % T=/6 4x3 322 5273 112/6

-1+

Esbocando o Gréfico de f(X) =ser{x+%}—2 temos uma TRANSLACAO VERTICAL

de “—2” no grafico de f”(x) = ser(x +gj

FIGURA 76

EXEMPLO 4.07 — Com valores dos parametros: c<0ed > 0.

f(x) =—4 sen(x)+1. Temos que p=2x, assim devemos produzir o0 RASCUNHO 1 para

f (9 =4sen(x).

(%) o | % | n |3 | 2

4 seno de (x) 0 4 0 -4 0
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FIGURA 77

/

/ } ' } \ } { } v } § t ! ;
2= =3n72 - -=2 =2 b 322 2x 5x/2 3= T2 4n 2 5% 1122 67
=]'<=
2
Ak
a4

Produzimos 0 RASCUNHO 2 para f”?X(x) =4 ser(x), com simetria ao eixo “X".

FIGURA 78

‘[ /-\‘ { /\‘ {
2 x 3x2 2z Sa2 3x a2 4n Sn2 5

¥
x

2+

3+

Esbocando o Gréfico de f(X) :—4$er(x)+1 temos uma TRANSLAGCAO VERTICAL de

“+1” no gréfico de f”?X(x) =-4senx).
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FIGURA 79

3a/2 2z S5=/2 Ix =2 4z 92 5x

IV-2 FUNCOES COM TRES PARAMETROS NAO BASICOS.

EXEMPLO 4.08 — Com valores dos parametros: a<-1,b<0ec<0.

f(X) =—§ser(—6x—gj.

- R 2n w :
| — Verificando o pardmetro “a” - p =m :E’ assim fagcamos 0 RASCUNHO 1 para

f (9 =sen(6x).

® 0 M| % | Y| %

seno de (6x) 0 1 0 -1 0
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FiGura 80

t 1 t 1
=12 w6 w4 =3
| v

Produzimos 0 RASCUNHO 2 para flsx(x) =sen(-6x), com simetria ao eixo “X’.

t 1 t ¥
5»/12 =2 Tw/12 2x/3

FIGURA 81
1+ /\ /\
[ t + 1 t T t ] t 1]
-n/6 -a12 w12 o6 =4 =3 S5»/12 x2 Ta/12 ZZi
-1+
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Il — Verificando o parametro “b” — devemos saber para quais argumentos as

respostas sdo as mesmas de: 0, %2% % e %

7T T T .
Se —6X—§ =0 temos —6X= § e X= _E , assim basta calcularmos os outros

quatro elementos da P.A. de termo inicial _%8 e razao %2. Temos uma

TRANSLACAO HORIZONTAL de _%8'

_T T i 11z 5n

() e | M6 4s | s | ¥
T

seno de (— 6x—§j 0 -1 0 1 0

Fazemos 0 RASCUNHO 3 para f”(x) =ser(— 6X—gj.

FIGURA 82

. 4 . 4 s ' ' n s s s . " 3 3 : f ' L L n . . N
t + + t t t t ——+ t t t t t t ——t t t t t t t t t + +
®6 5824 w4 Ta24)%3 38 Sn1211n24 m2 13m247w12 Su/8 |2m3 17024 34 19824 526 Tw8 11n1223n24| 3 2522413012 SwB) Ta'6 29%24 Sm/4

+ + + + + +
6 =8 -212 42-1\ ®24 %12 =B

[l — Verificando o parametro “c” — sabemos que —-1< ser(—Bx—gjgl; portanto

2 2 T _ 2
temos que ——< —sen —6x—— [<—.
3 3 8) 3
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2
Fazemos 0 RASCUNHO 4 para fm(x) :5 ser(— GX—gJ.

FIGURA 83

-8 -2/12 -xEd\

-0.6667

t t t t t t t t t t +——t t t t t t t +——+ t t t t t t t } t t
x24 w12 w8 n6 5224 4 Ta24Yx3 w8 Sv1211n24 2 13224 T2/12 Sn8 \2:! 17224 32/4 19224 506 Ta/B 112/12232724) = 2522413212 9w/8f Tni6 29224 524

Finalmente procedemos com uma simetria em relagdo ao eixo “X” e procedemos

2
com o gréafico de f(X) =—§ ser(— 6X—§J.

0.6667 —

/

FIGURA 84

¥

y t t t
@6 -z8 -x12 -224

-0.6667 +

. s 4 4 4 " n s . f 4 4 " " 4 s s 4 4 | L L " 3 " ; 4 . L 4
t t t y y t ——+ t 1 t t t t } t t 1 1 + t t ——t t t t t t 1
224 212 =8 \x6 5224 x4 Ta24 23 a8 52/1211x24\22 13224 T2 Sx/8f 2273 17224 3z 1%24‘5:6 Tx/8 112/1223224 = 2522413/12 9x/8 |7x/6 29224 Sx/4

EXEMPLO 4.09 — Com valores dos parametros: -1 <a<0,b>0ed>0.

4 =
f(X):Ser(—g—7j+3.
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2
| — Verificando o parametro “a” - p= T
%
5

f(9= sen(4%).
» NEAEAREAEY

seno de (4%) 0 1 0 -1 0

5n .
=?, assim facamos 0 RASCUNHO 1 para

FIGURA 85

Produzimos 0 RASCUNHO 2 para flsx(x) :sen(— 4%) com simetria ao eixo “X".

FIGURA 86

-1+

Il — Verificando o parametro “b” — devemos saber para quais argumentos as
5 -0 S5n/ Sn/ 15¢ Sm
respostas sdo as mesmas de: 0, é A é e A

4x = 4 T 5n )
Se _€_$:O temos —-—X=— e X:_E’ assim basta calcularmos os

7

outros quatro elementos da P.A. de termo inicial —5%8 e razao 5“8 . Temos uma
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TRANSLACAO HORIZONTAL de _5%8'

AR

95%6

6571

28

seno de (— 6X—g) 0 -1 0

4x 1

Fazemos 0 RASCUNHO 3 para f“(x) = ser(—?—7

FIGURA 87

} + + et
=25/5€=5/14=15%/56=5028-50/36

. s " s s ' L L L s . s s L s ' s : s L L s . M L L
t t + + + + t t t +—— + t + t t $ + + + t t $ L + +
5x/56 5228 15236 Su/14 2525615228 S5n8  Sw7 45256 25028 55¢/56 15214 652/56 Sn/d T5n/56 10w7 B5w/3645w2895w5625x/14 1508 550/281152/56 152/7 1252/5¢65n281352/36 Sw2

[l — Verificando o parametro “d” — temos uma TRANSLACAO VERTICAL de “+3” no

- _ 4 =
grafico de f”(x) = ser(— ?—7j

4x
Esbocando o Gréfico de f(X) :ser{—g—fj+3.

7

FIGURA 88

x

t t u u + u t t t t t t t t t t t t t + t + —t t t + t t t t t t t t + + + y u + +
=252/ =45%/5=52/T =57/ =1 52/ =25/t =52/ 1=1 525522 =556 5%/56 52281 52/5€52/1425x/515228 5x/8  52/T 45%'5252/2 55%/5 152/1.65%/56 524 752/5€10n/-852/54522:952/525x/141 52/§55221 1 5a/51 527 1252/2652713 52/5¢5221452/2 7502155256
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EXEMPLO 4.10 — Com valores dos parametros: 0<a<1,c>0ed>0.

f(x) :Qser( %j+2.
5 4
[13 ” 2n

e R 8n :

| — Verificando o parametro “a” - p =37 =?, assim fagamos 0 RASCUNHO 1 para
%

(9= senl3%/).

(x) 0 | 2mg | 4ng | 2n | 81

seno de (—Xx) 0 1 0 -1 0

FIGURA 89

[l — Verificando o parametro “c” — sabemos que -1< ser(%stl; portanto temos

que —gsgser(ﬁjsg

5 8) 5
6 3X
Fazemos 0 RASCUNHO 2 para fm(x) :gse ryk
FIGURA 90
—-;x —1:1\'3 =223 E:(:‘J 41‘} Ztr 8",: 3 10x3 4;\
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lll — Verificando o parametro “d” — temos uma TRANSLAGCAO VERTICAL de “+2” no

- 6 3X
grafico de fm(x) =z ser{gj :

6 3
Esbocando o Gréfico de f(X) :gser{ ZXJ+2.

FIGURA 91

EXEMPLO 4.11 — Com valores dos parametros: b<0,c>0ed > 0.
5 T
f(xX) :Ese X—g +4. Como a =1, temos que p=2x.
| — Verificando o parametro “b” - devemos conhecer os argumentos cujas imagens
5 ‘0 T 3n
séo as mesmas de: 0, A m, 25 e 2n.

T T .
Se X_§ =0 temos X :g, assim basta calcularmos os outros quatro elementos da

A inici a ) TRANSLACAO HORIZONTAL
P.A. de temo inicial “3 e razao 752 Temos uma de

.

) | e | T | Y | T

T
seno de ( X—gj 0 1 0 -1 0

Fazemos 0 RASCUNHO 1 para f“(x) = ser( x—gj.
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FIGURA 92

t
~5n'6

Il — Verificando o parametro “c” — sabemos que —1< ser{ x—gj <1; portanto temos

que —2<2serl x-T|<2.
272 3)7 2

Fazemos 0 RASCUNHO 2 para fm(x) :gser{ x—gj.

FIGURA 93

3 322 423 -T26 -z Su6 223 =2 23 =6 =6 =3 w2 203 Sw6 =z Tw6 433 32 523 1126 2z 13w6 723 S=2 8=3 176 3z 19w6 103 Tx2 |
-05+

[ll — Verificando o parametro “d” — temos uma TRANSLAGCAO VERTICAL de “+4” no

. 5 T
grafico de f“l(x) _Eser( x—gj.

Esbocando o Gréfico de f(X) :gser( x—§j+4.
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FIGURA 94

=13%6 -2z -1136 -523 -332 ~423 -T*'6 -z -x6 -223 22 -=x3 -=6 6 =3 =22 23 526 = 726 4x3 322 523 1Ix6 2x 1326 723 522 83 1726 3z 1926 1023 7x%

IV-3 FUNCOES COM QUATRO PARAMETROS NAO BASICOS.

Considero que, para que um estudante tenha um bom preparo e uma boa visao de
construcdo de graficos de funcdes trigonométricas compostas com a Funcdo Afim,
ele deva entender bem qual transformacéo o grafico de f(X) =sen(X) sofre quando
alteramos cada um dos quatro parametros basicos. Devemos lembrar que existem

grupos de parametros que provocam alteracdes significativas nos graficos das

funcdes trigonométricas, independente de seus valores absolutos.

a<-1 Fl<a<O0l0<ax<1 =1 a>1 5 opgdes
b<O0 b=0 b>0 3 opcoes
c<O0 c>0 c=1 3 opgoes
d<o0 d=0 d>0 3 opcoes.

Esperar que todo estudante construa as diversas combinacfes de classes de
parametros, perece pouco razoavel uma vez que existe uma quantidade de 135
gréficos com todas estas combinacdes. Devido a esta multiplicidade de
combinacbes de parametros e ao detalhamento deste texto com respeito a

construcdo de graficos com um, dois e trés parametros ndo basicos, ndo se faz
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necessaria a existéncia de tantos exemplos de fun¢gbes com quatro parametros nao

basicos.

Posteriormente no capitulo de Funcdo Cosseno retomaremos a constru¢do de
graficos com quatro parametros ndo basicos. Desta forma vamos ver em um unico
exemplo a construcdo de um grafico que utilize um grupo de parametros que

enfoque as analises essenciais.

EXEMPLO 4.12 — Com valores dos parametros: a<0,b>0,c<0ed>0.
f(x)=—§se —ﬁ+ﬁ +1.
2 3 6

2%

Rz

o R 3n )
| — Verificando o parametro “a” — =5 assim fagamos 0 RASCUNHO 1 para

(%) =senl4%4).
- BEAEARAEL

seno de (4%) 0 1 0 = 0

FIGURA 95

.
\

K

-3x 4\ w8 38 Jx-.l\ /
\_ “ \J 4
- -
= -101

Produzimos 0 RASCUNHO 2 para flsx(x) =sen(— 4%) com simetria ao eixo “X”.
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FIGURA 96

Il — Verificando o parametro “b” — devemos conhecer os argumentos cujas imagens
5 -0 3n/ 3n/ 9n 3
sdo as mesmas de: 0, é 4 é e A

4x Tr 4 7T Nk )
Se ——+—=0temos ——Xx=—— ¢ X=E, assim basta calcularmos os outros

3 6 3 6
guatro elementos da P.A. de temo inicial 7% e razao 3“8. Temos uma

TRANSLACAO HORIZONTAL de 7%.

(x) 7% 5% 13% o 19%

seno de (— 4% + 7%) 0 -1 0 1 0

4x 7
Fazemos 0 RASCUNHO 3 para f”(x) = ser{—?+gj.

FIGURA 97

1 t + 1 t Ly 1 t 1 t t t t t + Ly
=8 =4 3a8 =2 Sn'8 3nd Tx/8y ] el Sn/4 11x8 32 13278 Tx4 15%8 2z 1728 Sn/d 19278
\
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[ll — Verificando o parametro “c” — sabemos que —-1< ser(—%+7—6ﬂsl; portanto

temos que —gﬁ gser(—ﬁ+ﬁjs§.

3 6) 2
3 4x Tn
Fazemos 0 RASCUNHO 4 para f (X)= —sen ——+—|.
i 2 3 6
FIGURA 98
157 - \ / -
\\
05+ \
10+
/1.5--

. 3 a4x = . . .
Produzimos 0 RASCUNHO 5 para f”?X(x) =——sen —-—+— |, com simetria ao eixo

“X”
FIGURA 99
i
\ \\
104 \\
05
. \\ ; ! | ' | N : i i i i - . : - - . -
-=/8 '8, =4 38 =2 Su8 34 T8 z S8 Sn/4 1128 3x2 1328 T4 158 2z 1728 Sud 1928
=0.5
1.0
\\
ol
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IV — Verificando o parametro “d” — temos uma TRANSLAGCAO VERTICAL de “+1” no

grafico de flﬁx(x) =— g ser(— ax + Ej :

3 4x 7
Esbocando o Gréfico de f(X)=- Eser{— X +—nj+1.

035

3 6

Ficura 100

=8

-035
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CAPITULO V - FUNGAO COSSENO E METODO DE CONSTRUGAO DE GRAFICOS.

V-1 IDENTIFICANDO PARAMETROS DA FUNGAO COSSENO

Conforme nossa demonstracdo da PAGINA 27 e PAGINA 28, temos que

cos(x):ser(%—x); portanto cos(ax+b):sen(%—(ax+b))=ser(—ax+7t2—b) e

como o parametro “a” altera periodo na fungao seno alterara também o periodo na
funcdo cosseno, de onde podemos concluir que o periodo na fungcdo cosseno

também é calculado como p = 275|a| :

Observamos que se x=0 temos cos(O):l, verificando que f(X)=cos(X) inicia o
periodo no ponto (0,1) e como O parametro “b” promove uma TRANSLACAO

HORIZONTAL na  funcéo seno, devemos entender que em

cos(ax+b):sen(—ax+%—b), para obtermos sen(—ax+7/2—b):l, devemos ter
_ b= —ax— —_b/. 1

que ax+Tf2 b—Tf2 = ax=b e x= A, portanto o periodo de

f(X) =cos(ax+b), se inicia em —% e desta forma o grafico sofre uma TRANSLACAO

HORIZONTAL de —%, tal qual o grafico da Funcéo Seno.

Assim como —1< sen(%—x)ﬁl implica em —|c| Sc-sen(%—x)s|c|e sabemos que
independente do sinal de ¢ a desigualdade é a mesma; temos como consequéncia

—|C|+d£c-ser(%—x)+d£|c|+d e concluimos —|c|[+d<—c-cos(x)+d<|c|+d.

Ja sabemos do estudo da funcdo seno que o parametro “c” determina a amplitude

do gréfico; portanto na funcdo f(X) :Ccos(ax+b)+d a amplitude também é
calculada como |c| além de que o parametro “d” é responsavel pela TRANSLACAO

VERTICAL, onde podemos resumir que o grafico sofre uma TRANSLACAO VERTICAL de
“d”'
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Diante destas conclusbes percebemos que o0s movimentos causados pelas
alteracdes de parametros nos graficos de seno e cosseno sdo praticamente 0s
mesmos e podemos levar em consideracdo todo o estudo ja feito no método de

construcao de graficos do CAPITULO Il ecAPIiTULO III.

Embora aparentemente o método seja o mesmo, existem algumas sutilezas que
devem ser observadas a fim de incidirmos em erros banais. Apos observarmos as
caracteristicas da Funcdo Cosseno, tornaremos a abordar os pontos criticos de
distincdo entre o método de construcdo de graficos da Funcdo Seno e Funcgéo

Cosseno.

V-1.1 CONSTRUINDO 0 GRAFICO DA FUNCAO COSSENO.

Como f(x)=cos(x)=sen(%—x)=ser(—x+%). Temos que p=2%_]1=2n .

Ja fizemos no ExXEMPLO 2.10, o gréafico de flsx(x):sen(—x) que € simétrico do

grafico de f (X)=sen(X) em relagdo ao eixo “X”, conforme FIGURA 51 da
|

PAGINA 41.

Devemos construir a tabela dos dados de um periodo recalculando os valores de

“x” que produzam no argumento os valores dos arcos notaveis.

T T . P .
Facamos E—X=O = X=E e como o periodo é 2m, calculamos mais quatro

elementos da P.A. cujo primeiro termo é % e a razao g
3 5
(x) ol on | 3| 2n | 5T
seno de (% - x) 0 -1 0 1 0

Esbocando um periodo do Gréfico de f(X) :sen(%—x).
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FiGura 101

s

Como sabemos que o periodo da funcéo cosseno € 2xn, desejamos tal qual como
na fungao seno, iniciar o periodo em “0” (zero) e pela observagao da PAGINA 70,
de que o periodo inicia no ponto (0,1), podemos eliminar a parte do grafico que

excede a um periodo e completarmos a parte que falta.

EsB0oCO DO GRAFICO DA FUNCAO COSSENO EM UM PERIODO.

FIGURA 102

=2 x w2 2z

-1

V-1.2 CARACTERISTICAS FUNDAMENTAIS.

® O gréfico da funcdo Cosseno € também uma Sendide. Os valores da imagem da

funcdo variam de —1 a 1; portanto tem valor minimo —1 e maximo 1.
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A Funcao Cosseno € uma funcéo par, f(-x)= f(X); ou seja cos(-X) =cos(x), como
podemos identificar na comprovacdo da PAGINA 19, devido a projecdo ortogonal
no eixo horizontal do CIRCULO TRIGONOMETRICO.

Pela analise feita para funcéo seno no CAPiTULO IlI, também podemos garantir

a PerIODICIDADE de f(X) =cos(X), que é dita uma funcéo periddica de periodo 2n e

para todo valor real o, temos que:
.. =cos(a.—41)=cos(a — 2rt) = cos(a) = cos(a + 27) = ... = cos(a + 2kn) = ...

Desta forma a cada a. e B € R, tal que p = a + 2K © , para qualquer valor inteiro de

K, temos que cos(B)=cos(a).

Com este entendimento podemos estender nosso grafico para todos os reais.

GRAFIcO DE T (x)=cos(x).

FIGURA 103

} + w +
\-x/ﬂz x:\:/hz ) sz\h/
-1+

Observamos que f(X) =cos(X) é decrescente na primeira metade do seu periodo e
€ crescente na segunda metade.

Vemos ainda que f(x)=cos(X) é positiva no primeiro e Ultimo um quarto do

periodo, sendo portanto negativa no segundo e terceiro quarto do periodo. A

funcao é nula para os valores % e 3% no periodo [0, 2x ].

Podemos resumir que para o tracado do grafico em um periodo de f(X) =cos(X):

Iniciar em 0 e terminar em 27, também facilita a identificacdo do periodo;
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a imagem de “0” é “1”; portanto o ponto (0,1) esta no grafico e este € um dos

pontos de maximo em [0, 2 |;

a imagem de A ” & “0”; ou seja, A ” & “um zero” da fungao e o ponto (T/ ,0 )
esta no gréfico;
0 ponto central do periodo € um ponto de minimo da funcdo, portanto o ponto

(m,-1) esta no gréfico;

. “31-[ »ooL wAn. . “37-5 w oz o« ” ~
a imagem de A é “0"; ou seja, /2 é “um zero” da fungédo e o ponto

(31:2 0 ) esta no gréfico;

a imagem de “27” € “1”; portanto o ponto (27:,1) esta no grafico e este é um dos

pontos de maximo em [0, 2x ].
m-9

No entanto devido a caracteristica, vista na PAGINA 73, de que a Fungéo
Cosseno € uma funcéo par, devemos ressaltar que havera diferenca na construcao
de alguns graficos, pois ndo existirA mais a simetria relativa ao eixo “X” como

movimento causado pelo fato do parametro “a” ser negativo.

EXEMPLO 5.01 — Com valores dos parametros: a<0,b<0,c<0ed>0.

X mw) 5
>

f(x):—cos[—?—z +

2
| — Verificando o parametro “a” — p= ‘

f(9= cos(— 7%)
(X) 0 371714 3% 971714 6%

cosseno de (_ 7%) 1 0 -1 0 1

s 6r .
== assim facamos 0 RASCUNHO 1 para
4

3
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FIGURA 104

e ¥ LY F
-3x/7 -3n/14 3n/14 In/7 Sn/14 6x/7 15x/14 /7 In2 12x/7

-1+

Como a Funcao Cosseno € par ndo tivemos que fazer o grafico de fl(x) :cos(7%)
para depois fazer simetria em relagdo ao eixo “X”, pois f(X) = cos(— 7%): 003(7%).

Il — Verificando o parametro “b” — devemos conhecer os argumentos cujas imagens
5 -0 3m 3n/ 9m on
séo as mesmas de: 0, 14 A 44 e A

X = X = 3n .
Se ———-—=0 temos ——=— e X=——, assim basta calcularmos os outros
3 4 3 4 28

.. _37[ ~ 37.: P
quatro elementos da P.A. de temo inicial 48 e razéo 44 (que é %do

periodo). Temos uma TRANSLACAO HORIZONTAL de —3%8.

() 3% | Wag | og | B%g | 37,

_1x/ _

cosseno de ( 3 %) 1 0 -1 0 1
X =

Fazemos 0 RASCUNHO 2 para f”(x) = cos[— ?—Zj.
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FIGURA 105

BVANYA

1 y
7 1 1
-Ox/28 -3x/14 -3228 3(’8 3114 91"8 3:('7 15x28 9x/14  3z/4 6x/7 ""1’8 15314 33178 %7 391‘8 32 45228 12277 511’8

[l — Verificando o parametro “c” — sabemos que -1< cos(—%—gjsl; portanto

temos que —13—cos(—2—E <1.
3 4

7X
Produzimos 0o RASCUNHO 3 f”?X(x) =—cos(—?—§j, com simetria ao eixo “X” do
X © X =
réfico da funcéao f X) =CcoS| — — —— —f X)=1-cos| ————|.
g gao f (9= ( 3 4} = ( 3 4}
FIGURA 106

NEVANYANYE

Ly t t
=3x7 -9%28 -3x'14 -3228 3:"8 311.4 on28 31" 15*23 91]4 :M 61"’ "128 15114 33x28 01’ 39:"8 312 45:’8 1":" 51:’3 2"114 5":28 1

Iy ~ ITOR L] ~ 1 5 ”
IV — Verificando o parametro “d” — temos uma TRANSLACAO VERTICAL de +E no

gréfico de f SX(X) =— cos(— LA —Ej .
I 3 4
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.
Esbocando o Gréfico de f(X) =- cos(— ?X - %) +g .

FIGurA 107

05+

-15228 -327 -9x28 -Ild4 -32728 328 wld w28 T 15228 9wld Ind 67 2Tw28 15014 33028 9T w28 32 45028 1207 51a28 2Twld STw28 1527

EXEMPLO 5.02 — Com valores dos parametros: a>0,b<0,c<0ed>0.

f(X) :—Zcos(———j——.

[{peei)

2 .
| — Verificando o parametro “a” — p= 7“ =8m, assim facamos 0 RASCUNHO 1 para
4

fI X = cos(%).

(x) 0 2n 4n 67 8n
cosseno de (— %) L 0 -1 0 1
FIGURA 108

Il — Verificando o parametro “b” — devemos conhecer os argumentos cujas imagens
sdo as mesmas de: 0, 2n, 4, 67 e 8m.
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X 7

Se ———=0 temos X_T e X
4 3 4 3

4n )
:?, assim basta calcularmos os outros quatro

elementos da P.A. de temo inicial 4% e razdo 2m. Temos uma TRANSLAGAO

HORIZONTAL de 44.

(x)

s

10%

16%

22%

28%

X/ _m

cosseno de % é) 1 0 -1 0 1
X =«

Fazemos 0 RASCUNHO 2 para f”(x) =cos(z—§j :

FIGURA 109

1023

g ~ 13 ” X
[l — Verificando o parametro “c” — sabemos que —1< cos(z —gj <1, portanto temos

que —ZSZCOS(E—EJSZ.
4 3

Facamos 0 RASCUNHO 3 para f (X)=2 cos(% —gj

FIGURA 110
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. X . : .
Produzimos o RASCUNHO 4 f”?X(x):—Zcos[Z—gj com simetria ao eixo “X” do

‘g ~ X
gréfico da funcéo f”l(x) =2 COS[Z - gj .

FIGURA 111

= o A “ ”» ~ 13 5 ”
IV — Verificando o parametro “d” — temos uma TRANSLACAO VERTICAL de 3 no

" X9 ——2c0d X_T
grafico de fIII X = 2COS(4 3).

X 5
Esbocando o Gréfico de f(X)=-2 COS[Z —gj —-—.

FIGURA 112

EXEMPLO 5.03 — Com valores dos parametros: a>0,b>0,c<0ed>0.

4 X 2m) 7
f(X)=——=cos| —+— [+—.
3 2 5) 4
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2 :
| — Verificando o parametro “a” — p= 771 =4n, assim facamos 0 RASCUNHO 1 para
2

fI X = cos%).

(x) 0 T 2n 3n 47
cosseno de %) 1 0 -1 0 1
FIGURA 113

Il — Verificando o parametro “b” — devemos conhecer os argumentos cujas imagens
sdo as mesmas de: 0, &, 2n, 31 e 4nx.

W

X 27n X 271 47 .
Se —+—=0 temos —=—— e xXx=-——, assim basta calcularmos o0s outros

5

guatro elementos da P.A. de temo inicial —4% e razdo n (que é %do periodo).

Temos uma TRANSLAGCAO HORIZONTAL de —4%.

X/ .21
cosseno de (/2+ A) 1 0 -1 0 1

X 2
Fazemos 0 RASCUNHO 2 para f”(x) 2003(5 +€nj

FIGURA 114

+ + + + + + +
-4w's -3x/5 -2%/3 /5 L] 12%/5 13x/5 14x5 Iz 1625
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lll — Verificando o parametro “c” — sabemos que -1< (:os(2 +2€J<1 portanto

4 4 X m) 4
temos que ——<— co§ ——— [<— .
3 4 3) 3

Facamos 0 RASCUNHO 3 para f (x) _g cos[Z —gj

FIGURA 115

11x'5 1205 1335 14w's 3 16%'5 17w'5

4 X
Produzimos 0 RASCUNHO 4 f||S|X(X)_ 3 cos(z—gj com simetria ao eixo “X” do

gréfico da funcdo f (x) ﬂ coS 5—5
4 3
FIGURA 116

1333 1

0667+

0333+

] =3x/3 =2%'5 ] w3 2n/5 3x/5 w3 x [ ] T'5 w3 - 5] =
=0333 4,
/

0667+

J-l_m 4
-1333

. g ~ [TPR L ~ “ 7 ”
IV — Verificando o parametro “d” — temos uma TRANSLACAO VERTICAL de +Z no

SX(x) = ;' cos(é—ﬁj

gréfico de fIII 173

Trabalho de Conclusado de Mestrado Profissional-(IMPA e SBM) - Flavio Brito Prado  pag. 81



4 X 2 7
Esbocando o Gréafico de f(X) =——cos| — L S .
3 2 5) 4

FIGURA 117

EXEMPLO 5.04 — Com valores dos parametros: a<0,b>0,c>0ed>0.

f(x)=§cos —B+n +£.
5 2 6

. . 4n :
| — Verificando o parametro “a” — = assim fagamos 0 RASCUNHO 1 para

f(9= cos(— 7%)
®) o\ V| | |

cosseno de (— 7%) 1 0 -1 0 1

2
-7

FIGURA 118

Trabalho de Conclusado de Mestrado Profissional-(IMPA e SBM) - Flavio Brito Prado  pag. 82



Il — Verificando o parametro “b” — devemos conhecer 0s argumentos cujas imagens
5 -0/ 2n/ 3= 4
sdo as mesmas de: 0, A , A A e A
7X 7X 27 .
Se ——+n=0 temos —? =—mT e X =7, assim basta calcularmos os outros

e 27[ ~ T 7 ,
guatro elementos da P.A. de temo inicial S erazéo A (que é %do periodo).

Temos uma TRANSLAGAO HORIZONTAL de 2%.

0 AN AN AN AN

cosseno de (— 7X2 + n) 1 0 -1 0 1

X
Fazemos 0 RASCUNHO 2 para f”(x) = cos(— > + 7.

FIGURA 119

t 3 ¥ y + + +
=2a/7 -7 a7 2a/7 327 4277 327 6a/7 | 87 o7

e A 7X
[l — Verificando o parametro “c” — sabemos que -1< cos(—7+nj£1; portanto

temos que —§£§cos —2+n £§.
5 5 2 5

Facamos 0 RASCUNHO 3 para fm(x) = g cos(— 7—2X + nj
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FIGurA 120

£ A 13 ”» ~ “ 1)7
IV — Verificando o parametro “d” — temos uma TRANSLACAO VERTICAL de +€ no

gréfico de f (X)=§COS(—B+7IJ.
i 5 2

3 X 1
Esbocando o Grafico de f(X) = : cos(— > + nj + e

FIGURA 121

0333+

-0.500 +

Com estes quatro exemplos que envolvem quatro parametros pretende-se reforcar

a analise para construcao de graficos de c-sen(ax+b)+d ou c-cos(ax+b)+d,

pois estas analises sdo bem similares e os pontos de divergéncia foram
enfatizados. Diante de todas as informacfes apresentadas € esperado que neste

momento o aluno consiga construir sem dificuldades qualquer gréfico deste tipo.

o -10
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CAPITULO VI - PERCEPCA0 HUMANA E MECANICA DO Som.

Existe mais de uma maneira de estudarmos cientificamente um fendmeno sonoro.
As abordagens que podemos fazer sobre este assunto estdo interligadas, mas
cada uma enfoca um aspecto especifico distinto. A ACUSTICA FisICA estuda a
materialidade do fenémeno sonoro, enquanto a PSICOACUSTICA trata da
percepcdo do som pelos nossos sentidos e estas duas disciplinas sdo as mais
relevantes para este estudo.

Conforme abordado no cAapiTuLO Ill, a Ondulatéria € a parte da Fisica que
estuda os fendmenos que se apresentam em formas de ondas. Existem dois tipos
basicos de fenbmenos que se comportam dessa maneira: ondas mecanicas, que
atuam no nivel das moléculas, cujo fato perceptivo associado é o som e ondas
eletromagnéticas, causadas pelo movimento de particulas subatémicas, cujos fatos
perceptivos associados séo, principalmente, a luz e as cores. Neste capitulo, nos
interessa entender o fendbmeno fisico Som e como ele é percebido pelos aparelhos

eletrénicos e pelo ser humano.

Ondas Eletromagnéticas no nivel subatémico e Ondas Mecanicas no nivel molecular

FIGURA 122
T

elxe mma
Linhas do
campo magnético
\

Estrela de Neutrons
4 rotagdo

.
Foixes de "“A
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ESPECTROS ELETROMAGNETICOS

FIGURA 124

ONDAS MECANICAS

FIGURA 125
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VI-1 O QUE E O SOM

@g" Som - O som é a propagacado de FIGURA 126

O meio material onde o som se propaga pode ser:
uma frente de compressao

mecanica ou ONDA MECANICA;

7

esta onda € longitudinal e se

propaga de forma circuncéntrica * Liquido

apenas em meios materiais

(sdlidos, liquidos ou gases). Nao é

possivel perceber o som, se nao * Gasoso

existir um meio material entre o

corpo gue vibra e 0 n0sso ouvido.
Todo som é gerado pela vibracdo de um corpo que exerce pressdo em algum meio
e propaga-se por esse meio em forma de ondas.

A energia de uma onda sonora é a FiGura 127

medida da quantidade de som nela

presente.
O som € um fenémeno fisico e, quando

ele acontece, ocorre a transformacéao

da energia em um determinado meio.

:

Essa energia transmitida como onda sonora leva a informacdo de diferentes
frequéncias; ou seja, 0 som pode ser descrito através de ondas sonoras, que Sao
ondas de deslocamento, densidade e pressao propagando-se por um meio
material, isso quer dizer que apds a passagem de uma onda sonora por um meio
material, a posicdo de suas particulas, bem como a pressdo e a densidade,
retornardo aos seus valores originais (anteriores a passagem da onda). Tais
deslocamentos e variacdes de pressédo e densidade, ainda que muito pequenos,

dao origem ao transporte de energia que caracteriza uma onda sonora.

-11
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VI-1.1 Trés Caracteristicas Fundamentais no Som.

FIGURA 128

140 J =7
3 Tyg Descolagem de um aviso
120! {jiar da dor

A INTENSIDADE € a propriedade que 0 SOM tem de  uwopmmsnco 119

o e
80}

ser mais forte ou mais fraco (a Intensidade consiste no % &
Trénsito intenso 7()‘ 2 A
grau de forca com que se apresenta o som e depende 0 - ‘..M
50‘ fis Sala de estar
da amplitude das ondas geradas pelas vibragoes). @3“% ° Al soicece

Conversagio normal 30| bs
Quarto de dormir
5

1
g
# Parque

O Limiar da audicdo
(dB)

|
10
|

FIGURA 129

A ALTURA consiste na maior ou menor
elevacdo do som e depende do maior ou
menor numero de vibragbes executadas num
tempo dado; é a propriedade que o0 som tem

de ser mais grave ou mais agudo.

O TIMBRE € a qualidade, a personalidade e a FIGURA 130

cor’” do som, pois permite reconhecer sua saeste /L N\_/N\_/N\_/\_3

origem. Quando ouvirmos um mesmo som

| —— flauta / vl N4 N f_ )\ 8

produzido por vozes ou instrumentos diferentes, (
€ por meio do timbre que reconhecemos esta ou '

aquela voz, ou ainda qual o instrumento que 0 fal = = vore AL A AT

produziu.

Temos entdo que o som é medido fisicamente por trés grandezas: a Intensidade
gue se refere a amplitude das oscilacdes da presséao do ar, a Frequéncia que € o
namero de vezes que a oscilagdo ocorre por unidade de tempo e o Timbre que é
relativo a presenca de harmonicos no som e é gerado por objetos ou instrumentos

distintos.
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VI-2 PERCEPGAO DO SOM

De forma mais comum, devido a propagacao no ar, a maioria dos sons chega aos
nossos ouvidos, onde hd uma estrutura que recebe essas vibracoes, interpreta-as

e envia-as ao cérebro, gerando a nossa percepgéo do som.

Esquema representando a audicdo humana.

FIGURA 131
Estimulo Resposta
ONDAS TIMPANO | COCLEA CELULAS ESPECTRO DE POTENCIAL DE ACAO
SONORAS RECEPTORAS FREQUENCIAS DA DO NERVO

DE SOM RESPOSTA DA AUDICAO

Nossos ouvidos sdo dotados de configuragdes anatdmicas que permitem receber a

informacéo e identificar a sua direcao.

O entendimento do comportamento do som passa pelo estudo do comportamento
das ondas e de como nosso organismo as recebe. As particulas presentes no
meio, onde uma onda se propaga, hdo acompanham o movimento da onda, elas
apenas vibram localmente e transmitem as vibragfes as particulas vizinhas pelo
contato. Pelas descri¢cdes, percebemos que a vibracdo é o fato caracteristico que
promove o som. Por VIBRACAO entende-se 0 movimento de um ponto que oscila em
torno de outro ponto ou linha de referéncia. A ciéncia pode hoje apontar certas
caracteristicas fisicas de um som musical que o distingue de sons que sao apenas

ruidos.
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Usando instrumentos que transcrevem ondas sonoras em imagens ( como por

exemplo o “osciloscopio” exibido na
FIGURA 132 e FIGURA 133), os
cientistas aprenderam que a
maioria dos sons musicais formam
estruturas definidas por ondas e
descritas por fungcdes matematicas
(chamadas de “fungdo seno” ou
de

“ler” a

“sendide”), por meio um

osciloscopio, podemos
matematica que héa por tras da uma
musica ou qualquer tipo de som,
além disso podemos verificar que
cada instrumento produz uma
modalidade matematica diferente,
ou seja, cada tipo de instrumento
musical tem uma espécie de
"assinatura”. Essa assinatura é um
conjunto de caracteristicas sonoras
associadas que tém uma descricao
matematica extremamente precisa,

embora possam parecer subjetivas.

FIGURA 132

0
[
0

qIr e
a

FIGurA 133

Desta forma, compreendemos que o som é uma perturbacdo que se propaga em

um meio, com propriedades elédsticas e na forma de uma onda. Essa onda

mecanica é entendida na fisica como uma soma de fun¢Bes periddicas e essa

soma de funcdes € também uma funcdo, que em cada periodo, tem uma forma (ou

desenho) chamada de Onda, a qual esta fortemente ligada ao Timbre da fonte

sonora.

A AMPLITUDE fornece, basicamente, a energia na qual o som esta sendo ouvido; ou

seja, a intensidade do som que ouvimos € uma funcéo crescente da sua amplitude,

melhor ainda, fisicamente € proporcional ao quadrado da sua amplitude.
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Por fim a FREQUENCIA, que € medida em hertz (Hz), diz quantos periodos estdo

compreendidos em um segundo de som. A frequéncia identifica a nota musical

associada ao som. Os musicos denominam as notas (ou suas frequéncias

associadas) também de “altura”. Enquanto que a “altura” é medida em hertz (Hz),

a intensidade, que é o volume de som, é medida
em Decibéis (dB). Um som é relativamente AGUDO
se sua frequéncia é alta e é dito Grave se sua

frequéncia é baixa.

D HARMONICOS — s&0 0s sons produzidos por um

corpo a partir de um estimulo e devido a suas
caracteristicas fisicas, consistem em uma
frequéncia principal e seus multiplos inteiros. (o
dobro, o triplo, etc). O TIMBRE € a variacdo da
intensidade que cada um dos multiplos da
frequéncia natural tem. Estes multiplos somados,
produzem a forma caracteristica do som de um

instrumento musical, por exemplo.

A mesma nota emitida por uma trompa soa diferente
guando produzida por um violino. Isto acontece
porque, embora a frequéncia fundamental dos sons
seja a mesma em ambos os instrumentos, a
excitacdo das frequéncias harmonicas € diferente.
No violino, uma extensa gama de harmodnicos
comparece junto a fundamental e do conjunto
desses sons resulta o timbre do instrumento. Os
sons naturais sdo, na sua maior parte, combinacdes
de sinais, mas um som puro monotonico €

representado por uma SENOIDE pura.

FIGURA 134

-12

FIGURA 135

Flauta

Yiolino

Os sons audiveis pelo ouvido humano, embora estes limites ndo sejam absolutos,

tém uma frequéncia entre 20 Hz e 20.000 Hz. O limite maior normalmente decresce
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com a idade, acima e abaixo desta faixa estdo ultrassom e infrassom,
respectivamente. Outras espécies tém diferentes niveis de audi¢do. Por exemplo,

0s caes conseguem perceber vibracdes mais altas que 20.000 Hz.

Para a aplicacdo que vamos fazer neste trabalho, vamos considerar a percepcéo
do som em isolamento, mas devemos saber que, em situacfes reais, as ondas
sonoras interagem com outras ondas sonoras, com objetos e com mudancas no
meio. Essas intera¢cdes sonoras, alteram frequéncias e amplitudes produzindo, em
alguns casos, sons distintos dos que foram emitidos pela fonte sonora. Embora
existam inUmeros fatores que interfiram na propagacédo do som, como por exemplo:
a densidade do meio material, a sobreposi¢cdo de ondas, a refracdo, a difracédo, a
absorcdo do som pelos materiais, as ondas estacionarias e a Interferéncia por
obstaculos, nesta abordagem n&o nos interessa calcular volume de som, nivel de
pressdo sonora, ou qualquer quantidade ligada a disperséo; o conhecimento destas
componentes sO € necessario para situarmos as variaveis fisicas e relacionarmos
com nossos graficos de som. Precisamos conhecer a terminologia correta para
guando necessitarmos falar do objeto fisico, possamos fazé-lo com propriedade,
sem que nos falte a nomenclatura correta ou tenhamos que denominar o que ja é
conhecido ou foi batizado.

De forma resumida o som é resultado da percepc¢ao de disturbios das moléculas de
um meio num certo espaco de tempo. Esses distlrbios séo relacionados com uma
onda de presséo que se propaga pelo meio. As ondas de pressao que caracterizam
0 som nds chamamos de ONDAS SONORAS e sao do tipo longitudinal que se

propagam por uma serie de compressdes/descompressoes.

ViI-2.1 Introducao a Psicoacustica

A Psicoacustica é o estudo de como o ser humano percebe o fenbmeno sonoro.
Nosso interesse neste ponto € somente para entender qual € nossa resposta
subjetiva ao som, dependendo de sua altura, volume, duracdo, timbre e
posicionamento de fonte emissora. Os itens de estudo da Psicoacustica ndo séo
independentes, hd uma correlacdo clara entre eles. Temos, por exemplo, que a

nossa sensacao de altura depende do tempo, e nossa percepc¢ao de volume varia
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conforme a frequéncia e o timbre. Deve-se saber que: a maior parte dos resultados
no estudo da Psicoacustica foram obtidos experimentalmente.

Tais resultados séo inferidos de testes em situaces cuidadosamente preparadas,
com um grupo de ouvintes, cujas respostas aos estimulos sonoros sao
monitoradas e analisadas. Estes experimentos sdo geralmente baseados em
comparacao de dois sons diferentes, por meio de uma escala subjetiva de valores.
Os ouvintes sé@o questionados, sobre o que ouviram, em termos de: "mais alto" ou
"mais grave" e etc. Muitas das descobertas da PsicoacuUstica ainda residem no
plano experimental, pois razdes fisicas ou anatbmicas sobre a sua causa ainda ndo
sdo conhecidas. No entanto os dados apresentados pela Psicoacustica sdo muito
importantes para o entendimento da relagdo entre a percep¢do humana e o
ambiente sonoro que a envolve.

Como um sinal percebido por um dos sentidos, 0 som € usado por muitas espécies
para detectar o perigo, orientacdo, caca e comunicacao. A atmosfera da Terra, a
agua e virtualmente todos os fenémenos fisicos, como o fogo, a chuva, o vento, as
ondas ou os terremotos produzem sons Unicos, muitas espécies, Como 0S sapos,
0S passaros, mamiferos terrestres e aquaticos foram, também, desenvolvendo
O0rgados especiais para produzir som, em algumas espécies, essa evolucao é

percebida na fala e no canto.

Quando falamos, produzimos diferentes sons. Estes sons s&o conduzidos pelo ar e
a informacao serd captada pelo pavilhdo auditivo.

FIGURA 136

conduto
auditivo externo

P /~ membrana caixa do
do timpano timpano '\

tuba
auditiva
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Sem entrarmos em muitos detalhes, devemos entender que na céclea, a vibragédo
da onda sonora faz com que se movimentem os liquidos existentes na sua
estrutura. Essa movimentacdo faz com que as células do ouvido interno se
despolarizem e estimulem o nervo auditivo; esta informagéo é transmitida pelas
vias auditivas até o cérebro, que a processa de maneira a torna-la tal qual nés a

escutamos ou a entendemos.

A forma mais simples de onda sonora € aquela descrita por fun¢des harmdénicas do
tipo senoidal, que sao dotadas de uma caracteristica periodica; isto €, repetem-se
num certo intervalo de tempo. Sabe-se, também, que todo e qualquer fenbmeno
ondulatério longitudinal, seja ele periddico ou ndo, pode ser decomposto em um

nuamero de unidades deste tipo.

Tomando-se uma onda periddica senoidal como modelo, podemos mapear alguns
dos parametros apresentados anteriormente com qualidades sensoriais humanas.

= A amplitude de uma onda FIGURA 137
de presséo correlaciona-
se diretamente com a ‘ ’
nossa percepcdo de ~ ~n NN N | WALIAWANA

intensidades sonoras; por |~ VA /r

exemplo, sons mais | .

intensos serdo resultado
de uma maior amplitude de variagdo da pressao do meio; ou seja, de um

deslocamento maior das moléculas.
FIGURA 138

= A frequéncia, por consequéncia, 0 periodo € 0 |ag
comprimento de onda, relaciona-se com a

percepcdo de alturas; ou seja, 0 quao grave ou U \/ \/ \/ t(s)

agudo um som €. Certos valores de frequéncias

sdo convencionalmente equivalentes as notas  awe)
musicais ocidentais, por exemplo 440 Hz é a

nota L&, usada para a afinacéo de instrumentos.

1s/10 Ciclos !
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Em ondas sonoras mais complexas, a correlacdo entre frequéncia e altura € mais
problematica. Podemos verificar questbes mais complexas relativas a correlacao
dos parametros fisicos com as qualidades subjetivas que sdo percebidas pelo

ouvido no estudo da Psicoacustica.

VI-3 ENTENDENDO A MUSICA

Os sons que escutamos em cada instrumento sdo denominados notas musicais.
Para uma melhor e correta compreenséo de todos 0s objetos musicais que vamos
denominar e por necessidade do uso de linguagem adequada, seria necessario
gue o estudante soubesse e entendesse, por exemplo, o que significa ESCALA
MusicAL, Tom, SEMITOM e etc. Devido ao fato de que este texto ndo € proposto
como um trabalho de musica, mas sim uma aplicacdo de matematica em mdusica,
seremos mais objetivos com as denominacées e vamos considerar a maioria dos

conceitos basicos de musica como conhecidos.

Todo instrumento musical é classificado como sendo de CORDAS, SOPRO o0u

PERCUSSAO. Em qualquer destas classes o0 processo sonoro se da pela vibragao.

FIGURA 139

Percussao

FIGURA 140

Quando batemos em um anteparo ou
numa membrana esticada, como é o
caso do tambor, atabaque, surdo,
pandeiro entre outros, produzimos

uma vibracao originada pelo choque.
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Membranas pouco ou muito esticadas

FIGURA 141

produzem frequéncias distintas, por
isso o0 simples fato de encostarmos
algum objeto ou mesmo a apoiarmos
a mao, enquanto batemos, altera a
frequéncia emitida. Cada tipo de
instrumento emite seu som
impregnado de componentes que

identificara seu Timbre.

SOPRO

FIGURA 143

Trombone

e da gaita entre outros. De acordo com o
comprimento e largura do recipiente, além do
formato para a saida do ar, por exemplo,
podemos emitir frequéncias distintas. Estes
instrumentos funcionam por liberar a passagem
de ar em comprimentos distintos em relacdo a
entrada do ar, ou por liberar o ar através de
estruturas distintas preparadas para vibrar.

FIGURA 142

it

Quando sopramos por um tubo
)\ de Vara ) cilindrico ou qualquer recipiente
‘ parcialmente fechado, também
produzimos vibracbes de acordo
com a forma interna do recipiente,
como é o caso do saxofone, da
flauta , da clarineta , do trombone

FIGURA 144
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FIGURA 145

CORDAS

FIGURA 146

Quando esticamos uma corda e a

atingimos com algo, fazemos com

Contrabaixo

gue ela vibre emitindo um som.

Cordas mais esticadas ou menos
' esticadas, assim como
' \ pressionadas em partes distintas de
' .
violino  Viola D'arco Yioloncelo seu Comprlmento’ prOduzem sons

diferentes. Neste caso como nos anteriores, 0S FIGURA 147
sons distintos sao as diferentes frequéncias que
obtemos quando manipulamos o instrumento.
Tocar um instrumento musical é entender como
manipula-lo a fim de emitir uma ou um conjunto
de notas musicais. Estas notas musicais quando
estdo dispostas de uma maneira adequada e
num determinado padrdo, nés identificamos

como musica, que € na verdade uma sequéncia

de frequéncias obtidas por vibracao.

Vale lembrar que esta ideia de pressionar cordas em fragcdes do seu comprimento

foi de Pitagoras, por volta do século VI A.C.

Foi ele que realizou a descoberta que em muito contribuiu para a evolucdo da

musica. Pitagoras inventou um instrumento que chamou de MONOCORDIO, que era
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composto por uma corda, tal qual como FIGURA 148
em uma harpa, esticada entre dois
cavaletes. Com 0 MONOCORDIO, FIGURA

148, Pitdgoras realizou a experiéncia

de pressionar a corda em diferentes

pontos, para ouvir sons distintos.

N&o s6é na época, como durante muito tempo, foram usadas relacdes aritméticas,
estabelecendo distancias por fragcdes do comprimento da corda para se identificar o
local onde se deveria pressionar a corda a fim de se emitir notas musicais distintas,

com essas raz0es eram estabelecidas as frequéncias das notas.

FIGURA 149

I 2 3 4 - 6 1 8 9 10 11 12

s e e e e e e,

nota hisica

1:2 = oitava

1:3 = oitava + quinta

1:4 = duas oitavas

2:3 = quinta

3:4 = quarta

Uma oitava é o intervalo entre uma nota musical e outra com a metade ou o dobro
de sua frequéncia. O nome de oitava tem a ver com a sequéncia das oito notas da
escala maior: do, ré, mi, fa, sol, 14, si e do, a que se chama igualmente "uma
oitava". Diz-se que o segundo doé, o ultimo grau da escala, esta "uma oitava acima”

do primeiro.

FIGUrRA 150
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E claro que ndo existem apenas sete tipos de sons diferentes, porém existem,
somente, sete notas musicais. As escalas musicais sdo, a rigor, a divisdo da
sequéncia de notas contidas dentro de uma oitava. Assim como na ciéncia, na
musica também ocorreram transformacdes e ao longo dos anos, estudiosos
musicais buscaram desenvolver novas teorias, procurando uma aproximagao mais

precisa entre 0s sons e a matematica.

FIGURA 151
o o a - o
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A escala, no passado, era baseada em relagbes inteiras de frequéncias. Hoje em

dia a escala é feita baseada em intervalos logaritmicos.

Uma oitava possui 12 semitons e uma nota uma oitava acima de outra tem
exatamente o dobro da frequéncia da primeira onde existe uma relacdo de 1:2

entre suas frequéncias; portanto a relacédo entre duas frequéncias separadas por

um semitom é igual a 1: 2%2.

Hoje basicamente todo o ocidente usa a Escala Temperada, pois as variacoes de
frequéncias dos semitons foram estabelecidas por uma forma muito mais precisa.
Em sistemas que nao utilizam o temperamento igual, tal como a escala pitagérica

ou a série harmdnica, a oitava ndo é dividida realmente em 12 semitons iguais.
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Devemos lembrar também que mesmo no sistema de temperamento igual os
semitons de uma mesma escala podem ter relagbes intervalares ligeiramente
diferentes entre si, por conta de arredondamentos feitos em nameros irracionais

obtidos por radiciacéo, afinal trata-se de raiz de indice 12.

VI-3.1 Examinando as Frequéncias das Notas Musicais

Sabemos que, fisicamente, 0 som é uma onda (ou conjunto de ondas) que se
propaga no ar com certa frequéncia. Nota musical é o termo empregado para
designar o elemento minimo de um som e é formado por um Unico modo de
vibracdo do ar. Sendo assim cada nota, num intervalo de um segundo, esta
associada a uma frequéncia, cuja unidade é o hertz (simbolo (Hz), corresponde ao
namero de oscilacdes, ciclos, voltas, etc; por segundo).

Esta frequéncia é o que descrevera, em termos fisicos, se a nota € mais grave ou
mais aguda. Desde Helmholtz (1821-1894), cientista que estudou, pela primeira
vez, as frequéncias das notas sdo conhecidas pelos musicos.

Os valores utilizados atualmente na Escala Temperada para o periodo de 1

segundo séo:

Nota |Frequéncia (Hz) Nota |Frequéncia (Hz)] Nota |[Frequéncia (Hz)
doé 261,62 mi 329,63 sol #-lab 415,31
dé#-réb 277,18 fa 349,23 la 440,00
ré 293,66 fa# - solb 369,99 & #-sib 466,16
ré#-mib 311,13 sol 391,99 Si 493,88

Mais propriamente usamos valores inteiros para as frequéncias; portanto para a
nota do temos a frequéncia 262 Hz, ou seja 262 oscilacbes no periodo de um
segundo. Como estas notas tém frequéncias altas; portanto uma grande
guantidade de oscilagbes por periodo, s6 conseguimos observa-las nos seus
aspectos mais relevantes se olharmos com uma lupa e para isso vamos

desconsiderar a proporgao entre amplitude e o periodo.
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EXIBIMOS ABAIXO 10 DO GRAFICO DA NOTA DO EM UM SEGUNDO -

FREQUENCIA 262 Hz.

FIGURA 152

o1 j0.02 0.0 0.04 .05 05 0.07 0908 0.09

A nota base utilizada pelos musicos para afinacéo de instrumentos é a nota la com
440 Hz e em diferentes oitavas tera as frequéncias mais altas: 880 Hz, 1760 Hz e
etc., ou as mais baixas: 220 Hz, 110 Hz, e assim por diante.

Como pudemos concluir desde a PAGINA 100, as frequéncias das notas formam
uma progressao geomeétrica cuja razdo € um numero irracional. Com nos
utilizarmos numeros inteiros para representar estas frequéncias, temos que
considerar as devidas aproximacdes e isto gera pequenas diferengcas reais na
progressao.

Portanto podemos refazer as contas descritas na pagina anterior e conferir a
frequéncia do do # (dO SUSTENIDO) ou ré b (ré BEMOL) nesta escala. Como a razéo
entre as frequéncias de mesmas notas em uma oitava € “2” e sao doze semitons,

calculamos a razdo da progressdo pensando numa uma interpolagdo geométrica.
¥W2-1059.. e desta forma a frequéncia € computada como

262 x 1059=277,458 que com a devida aproximacgéao temos 277 Hz.

Trabalho de Conclusado de Mestrado Profissional-(IMPA e SBM) - Flavio Brito Prado  pag. 101




EXIBIMOS ABAIXO 7 4 DO GRAFICO DA NOTA DO # OU RE b EM UM SEGUNDO —
FREQUENCIA 277 Hz.

FIGURA 153

Seguindo este mesmo raciocinio e considerando a memoria do calculo anterior,

podemos ratificar o valor da nota ré como 277,458 x1,059 = 293,828 que

aproximamos para 294.

EXIBIMOS ABAIXO 74 DO GRAFICO DA NOTA RE EM UM SEGUNDO —
FREQUENCIA 294 Hz.

FIGURA 154
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EXIBIMOS ABAIXO 10 DO GRAFICO DA NOTA RE # OU MI b EM UM SEGUNDO —

FREQUENCIA 311 Hz.

EXIBIMOS ABAIXO 10 DO GRAFICO DA NOTA MI EM UM SEGUNDO —

FREQUENCIA 330 Hz.
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EXIBIMOS ABAIXO 10 DO GRAFICO DA NOTA FA EM UM SEGUNDO —

FREQUENCIA 349 Hz.

EXIBIMOS ABAIXO 10 DO GRAFICO DA NOTA FA # OU SOL b EM UM SEGUNDO —

FREQUENCIA 370 Hz.

it
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EXIBIMOS ABAIXO 10 DO GRAFICO DA NOTA SOL EM UM SEGUNDO —

FREQUENCIA 392 Hz.

FIGURA 159

| ] |

EXIBIMOS ABAIXO 10 DO GRAFICO DA NOTA SOL # OU LA b EM UM SEGUNDO —

FREQUENCIA 415 Hz.

FIGURA 160

| |

1

Trabalho de Conclusado de Mestrado Profissional-(IMPA e SBM) - Flavio Brito Prado  pag. 105




EXIBIMOS ABAIXO 10 DO GRAFICO DA NOTA LA EM UM SEGUNDO —

FREQUENCIA 440 Hz.

FIGURA 161

HH”“ F"H

EXIBIMOS ABAIXO 10 DO GRAFICO DA NOTA LA # OU SI' b EM UM SEGUNDO —

FREQUENCIA 466 Hz.

FIGURA 162

(R
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EXIBIMOS ABAIXO 10 DO GRAFICO DA NOTA SI EM UM SEGUNDO -

FREQUENCIA 494 Hz.

FIGURA 163
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FINALMENTE TEMOS DO GRAFICO DA NOTA DO EM UM SEGUNDO —

10
FREQUENCIA 524 Hz.

FIGURA 164
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VI-3.2 Somando Ondas

Apbs conhecermos a escala temperada, percebermos como o mundo entende as
frequéncias das notas musicais e depois de aprendermos o que sao HARMONICOS,
estamos prontos para manipular frequéncias, observar seus gréaficos e analisar as
interferéncias e alteracdes provenientes da manipulacao.

Aprendemos que se temos a seguinte onda representada pela funcao
R =A cos(wt), sabemos que:

= “A” & a amplitude da onda e indica sua intensidade;

= fisicamente periodo e frequéncia sdo inversamente proporcionais € como Vimos
, 27[ -~ [ ” 4
nos capitulos de Seno e Cosseno p=—, desta forma o parametro “w” é a
w

frequéncia da onda e seu valor identifica a nota musical que esta sendo tocada em
um instrumento.
= como informacgao adicional, mas nao primordial nesta abordagem, ainda temos que

“A” informa a energia da onda, que é proporcional a “A?’.

O contexto musical mostra-se 6timo para se explorar as propriedades

trigonométricas das funcdes seno e cosseno.

Como vimos no item VI-2 PERCEPGCAO DO SOM, neste capitulo, o0 som pode
ser representado pela soma de diversas ondas individuais. Cada tipo de
composicdo € percebida de forma distinta e o que diferencia um instrumento de
outro sdo as amplitudes e a duracdo de cada um dos harménicos presentes no

som resultante.

Em se tratando de notas musicais, que sao representadas por sendide, sabemos
gue o grafico exibe uma curva periédica e podemos concluir a prova de um
fendbmeno fisico: A SOMA DE DIVERSAS NOTAS, OU ONDAS, TAMBEM SERA REPRESENTADA
POR UM GRAFICO DE UMA CURVA PERIODICA. Naturalmente este contexto s6 é valido se
as curvas tém periodos com medidas comensuraveis; ou seja, todas as curvas tém
periodos de medidas racionais ou todas as curvas tém periodos cujas medidas sao

multiplas de um mesmo irracional.
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O caso racional pode ser identificado logicamente com as curvas que representam
notas musicais, pois escolhemos numeros inteiros ndo nulos como frequéncias. O
caso de multiplos de um mesmo irracional pode ser identificado com a soma de
funcdes Seno ou Cosseno, compostas com funcbes Afins que tém coeficientes
racionais, isto determinara periodos multiplos de w; ou seja, multiplos de um

mesmo irracional.

A prova deste fendbmeno esta diretamente ligada a uma propriedade trigopnométrica:
A SOMA DE FUNCOES PERIODICAS COM PERIODOS DE MEDIDAS COMENSURAVEIS, TAMBEM E

UMA FUNCAO PERIODICA.

Iniciaremos a comprovacao deste teorema demonstrando o fato para a soma de

duas funcdes periddicas e esta prova se dara em duas etapas.

PRIMEIRAMENTE PROVAREMOS PARA A SOMA DE DUAS FUNGCOES PERIODICAS

RACIONAIS.
Seja por exemplo a seguinte soma: W(X) = f(X)+g(X) onde f(X) tem periodo r, _Pu
a;
e g(x) tem periodo r, _P2 Naturalmente temos que p,eq € Z, além de que
dz

mdc{p, q;} =1 ou melhor (p;,q,) =1 para i=1 e i=2.

Podemos concluir, pela definicdo de funcéo periddica, que para todo ze Z, temos

f(x+z-&J: f(x) e g(x+z~&J:g(x).
q q

1 2
Seja M=mmc{p,,p,} ou melhor [p,,p,]=M, entdo sabemos que p,/M e p,/M,
assim como podemos dizer que existem h;e h,eZ tais que h;-p,=M e
h,-p, =M.

Seja também N=mdc{q,,q,} ou melhor (ql, q2)=N, entdo sabemos que N/q, e
N/q,, assim como podemos dizer que existem k, e k, eZ tais que k,-N=q, e

k, -N=aq,.
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Com estas informacdes podemos afirmar que o periodo de w(x) é % :

Confirmamos isto como:

W(X+%)=f(x+%)+g(x+%):f x+271 +9 x+2227p2 =
k, K,

f[x+h1'k1-&J+g(x+h2-kz-Z—ZJ: f(x)+g(x)=w(x), pois h,-k,e h,-k,eZ, M é

1 2

mmc{p,,p,} e % € 0 menor valor racional para o qual é possivel a prova acima.

PROVAREMOS AGORA PARA A SOMA DE DUAS FUNCOES PERIODICAS DE

PERIODOS MULTIPLOS DE UM MESMO IRRACIONAL.

Sejam por exemplo e R-Q e a soma wW(X)= f(X)+9(X) onde f(X) tem periodo

r.-¢ e g(x) tem periodo r,-¢, sendo que rlz& er, _P2

1 2

com p,eq € Z, além de

que (p;,,0;)=1 para i=1 e i=2, tal qual como definido anteriormente.

Podemos concluir, pela definicdo de funcao periddica, que para todo ze Z, temos

f(x+z-&-cp]: f(x) e g(x+z-p—2-cpj:g(x).

1 2

Seja M= [pl, pz], pela demonstracdo anterior existem h, e h, €Z tais que h,-p,=M
e h,-p, =M.
Seja também (ql, q2)=N, entdo podemos dizer que existem k, e Kk, eZ tais que

k;-N=q,e k,-N=q,.

. . . M e
Desta forma podemos afirmar que o periodo de w(x) é N-q) e podemos verificar isto

por: W(X+%-(pj: f(x+%-(pj+g[x+%-cpj:f X+M-(p +0 X+hZ;p2-(p =

%/ Q/
K, K,
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f(x+hl-kl-%-(pJ+g(x+h2-k zz (pj—f() +g(x)=w(x), pois h,-k,e h,k,eZ,

1 2

M é mmc{p,,p,} e % € 0 menor valor racional para o qual € possivel esta prova.

Como o resultado vale para a soma de duas funcfes, valera para trés, quatro e
assim sucessivamente, basta procedermos com a soma para cada dupla onde o

conjunto das funcBes somadas, tenham periodos com medidas comensuraveis.

Vejamos o exemplo a seguir sobre a soma de trés ondas caracterizadas por

funcdes trigonométricas:

Considere abaixo os seguintes graficos das funcdes que representam ondas:

N sen(3t) ’ p=ﬁ;
2 3

FIGURA 165

1\/ N7 AP A F A A

Y:35en(5t) ’ ng
2 5

FIGURA 166

VALVAANA A AANAN
AVRTRTATRAVATRY
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5sen(2t) 2n )
=), p:—:n’

2 2

e Z

FIGURA 167

t t t
-2z3 -3 %3

Como [2,2,1]=2 e (3,5,1)=1 temos portanto o gréafico da soma das fungdes
S__ se;(St)+55e2n(2t)+3sen(5t)

gue tem p=§n=2n.

FIGURA 168

401+
354

30+

t t t t t
x 43 5273 2x 723 83 3= 1023
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VI-3.3 Visualizando Acordes

Consideremos primeiramente o acorde de D6 maior, composto pela sequéncia de

notas do, mi e sol com frequéncias 262 Hz, 330 Hz e 392 Hz respectivamente.

Devido aos valores altos das frequéncias vamos desconsiderar a proporc¢éao real

entre as escalas dos eixos X e Y e tal qual anteriormente vamos exibir % do

grafico de f(X)=sen(2t-262x) +sen(2t-330%) +sen(2r-392X) em um segundo.

FIGURA 169

H I - ¢ ! " ; } ;
U U D\'P‘v ) \T \/ 0.0 U OU O.U 0.06! v 007 0.08 0.09 10

A primeira funcédo da soma tem periodo p= 2n = , & segunda tem periodo
2n-262 262
2n 1 . 2n 1
p= = e a terceira tem p= = . Pelo teorema provado
2n-330 330 2n-392 392

anteriormente temos [1,1,1]=1 e (262,330,392)=2; portanto o grafico da soma das

~ ] 1 ; : :
funcdes tem periodo p =§ como estamos mostrando até a medida 0,10 no eixo X

estamos exibindo }é do periodo.
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Consideremos agora o acorde de Fa maior, composto pela sequéncia de notas fa,

la e d6 com frequéncias 349 Hz, 440 Hz e 524 Hz respectivamente.

Também como anteriormente, devido aos valores altos das frequéncias vamos

desconsiderar a proporcéo real entre as escalas dos eixos X e Y e vamos exibir
%O do grafico de f(X)=sen(2r-349x)+sen(2t-440X) +sen(2t-524x) em um

segundo.

FIGURA 170

A primeira funcao da soma tem periodo p= 2n = , @ segunda tem periodo
2n-349 349
2n 1 . 2n 1
p= = e a terceira tem p= = . Pelo teorema provado
2n-440 440 2n-524 524

anteriormente temos [1,1,1]:1 e (349,440,524)=1; portanto o grafico da soma das

~ ] 1 ] . :
funcdes tem periodo p :1:1 como estamos mostrando até a medida 0,10 no eixo

X estamos exibindo %O do periodo.
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Consideremos por fim o acorde de Sol maior, composto pela sequéncia de notas

sol, si e ré com frequéncias 392 Hz, 494 Hz e 588 Hz respectivamente.

Da mesma forma, devido aos valores altos das frequéncias vamos desconsiderar a

proporgao real entre as escalas dos eixos X e Y e vamos exibir % do grafico de

f(X) =sen(2r-392x) +sen(2t-494 x) + sen(2t-588x) em um segundo.

FIGURA 171

A primeira funcdo da soma tem periodo p= 2n = , & segunda tem periodo
2n-392 392
2n 1 : 2n 1
p= = e a terceira tem p= = . Pelo teorema provado
2n-494 494 2n-588 588

anteriormente temos [1,1,1]=1 e (392,494,588)=2; portanto o grafico da soma das

~ . 1 , : .
funcdes tem periodo p ZE como estamos mostrando até a medida 0,10 no eixo X

estamos exibindo % do periodo.

A partir de agora, nosso experimento consiste em manipular os parametros

amplitude e frequéncia em graficos de sons, identificando as consequéncias com o
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gue foi estudado, fazendo uso dos programas Wave Player e Audacity.

WAVE PLAYER
E um programa que reproduz
arquivos “.wav”’, mas que teve a
rotina, em Visual Basic, alterada
nao sO para produzir sons a partir
de digitagcbes de amplitudes e
frequéncias de uma nota musical
uma soma de até trés
De

das

até

senoides. acordo com a

digitagao amplitudes e

frequéncias o programa exibe o

grafico da funcdo e toca o
resultado da soma das sendides
desde um Unico som (monoténico)

até um acorde. Para cada conjunto
harmonico distinto.

AUDACITY
E um Programa de gravagio
e edicdo de &audio, que

permite a manipulacdo de

FIGURA 172
P — x
E— |
Arguivo ‘
Tocar Paiar
pos.inic. Ll

posfinal 4 |

Criat onds
fity= ’1T sm(lpi.lW t)+,T gen(zpi_lﬁ )+ '1Tseu(2pi.|W t)

D). Waveform picture

|
|

de amplitudes e frequéncias produz-se um

parametros de reproducao.
Pode-se alterar amplitude,
frequéncia e velocidade de
reproducao causando

alteracbes significativas na

FIGURA 173
role Faxas Gerar Efeitos Analisar  Ajuda
T =2 alE L3 1)
n) o) m) w)w) @) IZE oo}
Ples| k|| 4) w| 6 2¢ 12 0 f. 36 26 412 0
¥ Y o) %@ oo O £ L AL
»|—8 N e | 4) [Ato-falantes (Reaitek High De ~ | S Mirofone (Reaitek Hgh Defin. ~ |2 (Estéreo) Canas
1.'0 46 1IJ) ZI.D JI.O 4:0 5.,0 6:0 7.‘”

O

programa também exibe o

percepcao sonora.

44100

Taxa ¢o Projeto (H2)

w
Inicio da sele¢30: ® Fim ©) Tamanho Posi¢3o de udio:
SnapTo! |00 h 00 m00.0005s~ [00h00m00.000s~ [00h00m00.000s~

JEsp2c0 em disco suficiente para gravar 174 hores € 4 minutos,

Taxa atual 44100

graficos dos sons.
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