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Resumo

Neste trabalho o objetivo principal esta focado em aplicar a teoria de Taylor relativa
a aproximagoes polinomiais aplicadas a fungao trigonométrica definida por f : [0, 5] —
R, onde f(z) = sen(x). Para alcangar esse objetivo, foram desenvolvidas oito se¢oes,
nas quais inicialmente é apresentada uma reflexao sobre a necessidade e a problemética
de obtér-se os valores desta relacao a medida em que varia-se a medida do angulo .
Posteriormente é apresentado e tratado um problema envolvendo o movimento de um
péndulo, o qual utiliza a aproximagao sen(z) ~ x onde x pertence o um certo intervalo.
Nas se¢Oes que seguem é apresentada uma revisao bibliografica das Teorias do Calculo
Diferencial e Integral, assim como da Teoria de Taylor relacionada a aproximacao de
fungoes através de polindmios. Posteriormente utilizou-se estas teorias para analisar e
determinar polinémios que aproximam a func¢ao sen(x) em uma vizinhanga do ponto
r = 0, assim como estimar o erro gerado ao utilizar-se estas aproximacoes. Nesse
momento também foi analisado o erro ocorrido devido a aproximacao utilizada no
problema do péndulo. Por fim é apresentada uma sugestao de atividade pratica a ser
realizada em sala de aula utilizando as teorias aqui tratadas, assim como o estudo do

problema de transferéncia de calor em uma barra através da teoria de Fourier.

Palavras-chave

Aproximagoes Polinomiais, Fungoes Trigonométricas, Polinémio de Taylor



Abstract

In this work the main goal is focused on applying the theory of Taylor polynomial
approximations applied on the trigonometric function defined by f : [0, 5] — R, where
f(z) = sin(x). To achieve this goal, eight sections were developed, in which initially a
reflection on the problem and the need to obtain the values in this respect in that it is
wide angle measure x is presented. Is presented and subsequently treated a problem
involving the movement of a pendulum, which uses the approximation sin(z) ~ =z
where x belongs to a certain range. In the sections that follow a literature review of
the theories of differential and integral calculus is presented, and the related theory
of Taylor approximation of functions by polynomials. Later we used these theories
to analyze and determine polynomials approximating the function f(z) = sin(z) in
a neighborhood of the point x = 0, and estimate the error when we applied these
approaches. At this time the error occurred due to the approach used in the pendulum
problem was also analyzed. Finally a hint of practice to be held in the classroom using
the theories treated here as well as the study of the problem of heat transfer in a bar

through the theory of Fourier activity is presented.

Keywords

Polynomial approximations, Trigonometric Functions, Taylor Polynomial
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1 Introducao

Desde o surgimento da teoria das relagoes trigonométricas no triangulo retangulo, mui-
tos matemaéticos dedicaram seus estudos para determinar o valor de sen(6), na medida
em que varia-se este angulo 6.

Com o intuito de determinar tais valores, foram desenvolvidos vérios estudos e cons-
truidas teorias, das quais grande parte é baseada em construgoes geométricas bastante
elaboradas e que apresentam tratamentos algébricos com alto grau de complexidade.

Na medida em que estes estudos avancaram foi possivel determinar o valor das
relagoes trigonométricas para os ditos angulos notaveis, assim como construir tabelas
que apresentam valores aproximados para os demais angulos.

Ao trabalhar as teorias tanto das relagoes trigonométricas no triangulo retangulo
quanto no circulo trigonométrico é muito comum os alunos questionarem seus profes-
sores de matematica e disciplinas afins qual a origem desses valores.

Dessa forma este trabalho foi desenvolvido com o principal objetivo de apresentar
a teoria de Taylor com o intuito de aproximar a funcao f : [0, g] — R, definida por
f(z) = sen(z), através de um polinémio.

Na primeira segao seré apresentada uma reflexao sobre a necessidade e problematica
relacionada a obtengao dos valores da relagao sen(z), conforme varia-se a medida do
angulo x.

Essa reflexao, além de discutir alguns dos conceitos fundamentais do trabalho para
obter-se o valor da relagao sen(z), também trata da importante relagao entre os ngulos
que possuem o mesmo valor para essa relagao.

A caracteristica de existirem angulos distintos, que apresentam o mesmo valor para
a relagao sen(z), possibilita a introducao da teoria de redugao ao primeiro quadrante,
diminuindo significativamente o trabalho para a determinagao dos valores dessa relacao.

Como fonte de inspiracao, na segunda secao, serd apresentado um problema re-
lacionado ao comportamento de um péndulo simples. Esse problema é amplamente
abordado na disciplina de fisica, assim como nos varios ramos das engenharias.

Em sua abordagem, o problema do péndulo, apresenta uma aproximagao muito
utilizada, a qual considera que sen(x) ~ z. Tal abordagem é muito aplicada sem
que sejam feitas as devidas consideracoes sobre o erro ocasionado ao utilizar-se essa
aproximacao.

Durante o curso de graduagao muitos estudantes de matemaética questionam sobre

a real importancia de estudar as teorias do Célculo Diferencial e Integral, visto que de
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forma errénea, os mesmos pensam que dessas pouco ou quase nada sera aplicado em
sala de aula.

Na terceira se¢ao serao apresentados os fundamentos de Calculo Diferencial e Inte-
gral, os quais servirao de suporte tedrico, tanto para o desenvolvimento da teoria de
Taylor relacionada a aproximagoes polinomiais de fungoes reais, quanto para a aplica-
¢ao dessa teoria na determinagdo de polindomios que aproximam a fungdo sen(x) em
uma vizinhanga do ponto = = 0.

Tomando como base a teoria de Taylor torna-se possivel a tarefa de desenvolver
polinémios que aproximam a fungao f(z) = sen(x) em uma vizinhanga do ponto z = 0,
assim como estimar o erro ocasionado ao utilizar-se tais polindmios.

Neste ponto concretiza-se o objetivo de desenvolver uma atividade prética aplicavel
em sala de aula, na qual o professor podera aplicar seus conhecimentos universitarios
na area do Célculo Diferencial e Integral.

Por sua vez o aluno terd a seu alcance a possibilidade de conhecer um polindémio
capaz de aproximar os valores da funcao sen(x) para todo valor x € [0, g] e conse-
quentemente para todo x € R, bastando apenas aplicar a teoria de reducao ao primeiro
quadrante.

Essa atividade é baseada em calcular os valores da relagao sen(x) para todo angulo
inteiro x, avaliado em graus no primeiro quadrante (intervalo de 0° a 90°) através da
conversao de tais angulos para radianos, utilizando-se o Polinomio de Taylor de grau
6 em uma vizinhanca do ponto x = 0.

Por fim, na oitava secao, sera abordada a problematica de como determinar uma
equacao que avalie a transferéncia de calor em uma barra.

Esse problema foi analisado devido ao mesmo apresentar em sua solucao a relagao
sen(x), assim como ser uma 6tima oportunidade para ingressar-se no estudo das séries
de Fourier.

Os topicos desenvolvidos neste trabalho irao propiciar aos professores de matematica
o aprofundamento de seus conhecimentos tanto acerca do Calculo Diferencial e Integral
quanto da Teoria de Taylor para aproximacoes polinomiais de fungoes reais.

Quanto aos estudantes espera-se que este trabalho sirva para mostrar uma forma
de obter-se as aproximagoes da rela¢do sen(x), que sdo apresentadas em livros e por

suas calculadoras.
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2 Fundamentos da Trigonometria

Nesta secao seré abordada a problematica e a importancia de se obter o valor numérico
da relag@o trigonométrica sen(z) quando varia-se o valor do angulo z. Para maiores
detalhes veja [1].

Considerando que a teoria das relagdes trigonométricas tanto no triangulo retangulo
quanto no circulo trigonométrico sao amplamente conhecidas, a seguir serao apresen-
tados alguns resultados que sao de suma importancia para o desenvolvimento deste
trabalho.

O resultado mais importante que seré tratado é a redugao ao primeiro quadrante,
visto que o mesmo possibilita saber-se o valor da relagao seno para qualquer valor de

angulo x > 7, desde que seja feita uma relagdo com um angulo do primeiro quadrante.

B

Figura 1: Triangulo Retangulo.

Partindo da relagao trigonométrica seno no triangulo retangulo, tem-se que sen(x)
é a razao entre o cateto oposto ao dngulo x e a hipotenusa deste tridngulo. Desta forma
considerando a Figura 1 , tem-se que:
_ Cateto Oposto ¢

— = 1
sen(z) Hipotenusa a (1)

Da relagao (1) surgiu o problema de determinar-se o valor numérico da relagao
sen(z), conforme varia-se a medida do dngulo z. Com o desenvolvimento da matemaética
e o avanc¢o nos estudos relacionados a este problema foi possivel chegar-se a alguns
valores, para os angulos denominados angulos notéveis.

Com o objetivo de obter-se o valor numérico da relagao seno para angulos fora
da Tabela 1, alguns matematicos utilizam de construcoes geométricas e manipulagoes

algébricas elaboradas.
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Medida do Angulo | Medidado Angulo | Valor do | Valor do | Valor da
em Radianos em Graus Seno Cosseno | Tangente
0 rad 0° 0 1 0
7/6 rad 300 1/2 V32 V3/3
7/4 rad 459 V2/2 V2/2 1
7/3 rad 60° V3/2 1/2 V3
7/2 rad 90° 1 0 A
7 rad 180° 0 -1 0
37/2 rad 270° -1 0 A
27 rad 360" 0 1 0

Tabela 1: Tabela com os valores notéveis das fungdes seno, cosseno e tangente na

circunferéncia trigonométrica.

Um exemplo de construcao geométrica pode ser observado na Figura 2, a qual apre-
senta os triangulos AACD e ABCD, os quais foram criados respeitando as relagoes
trigonométricas no triangulo retangulo, assim como os valores apresentados na Tabela

1.

Figura 2: Triagulo Retangulo AAC'D com Angulo DAC = 15°.

Essa figura foi elaborada com o objetivo de determinar o valor da relacao sen({5) =
sen(15°). Para tanto deve-se observar que o triangulo AABD ¢é isésceles com base AD,

assim tem-se que os segmentos AB = BD = 2.
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Dessa forma tem-se que o segmento AC' = 2++/3. Aplicando o teorema de Pitagoras

ao triangulo retangulo AAC D, pode-se obter a seguinte relacao:

AD’ = AC” + CD" <= AD = \/8 + 4V/3. (2)

Aplicando a igualdade (2), juntamente com a relagdo seno ao triangulo retangulo
— 1 V8443
AACD, tem-se que sen(DAC) = sen(15°) = = s \/—
8+4v/3 8+4V3

Infelizmente esses tipos de construcoes nao sao usuais, pois além de apresentarem

alto grau de complexidade em sua formulacao, as mesmas também apresentam valores
que necessitam ser tratados algebricamente para serem utilizados ou assumir aproxi-
magoes que apresentam erros em relagao ao valor real, assim como divisoes utilizando
radicais.

Mesmo sabendo-se os valores da relagao seno conforme a Tabela 1, o problema
de determinar o valor desta relacao para os demais angulos persiste. Esse problema
agrava-se ainda mais na medida em que define-se o circulo trigonométrico e torna-
se desejavel obter esses valores para todo angulo a € R e nao mais somente aqueles

compreendidos no intervalo [0, 7/2].

v

B=,1) ~ 4

P = (x,y) = (cos(a), sen(a))

Sentido Positve 2 g
anti-horario

sen(a)

S A=(10 o 14=(L0)

Sentido Negativo
horario

1 B'=(0-1) £

Figura 3: Circulo Trigonométrico.

Tomando como base a posicao do ponto P na Figura 3, é possivel obter-se as

seguintes relagoes:

sen(a) = ordenadade P =y (3)
cos(a) = abscissade P =z (4)
tan(a) = % para a # 0 (5)
tan(0) = 0 (6)
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Somente apds perceber-se que existe uma forte relagao do valor do seno para deter-
minados angulos esta tarefa torna-se menos problemética. A relagao entre esses angulos
¢ denominada redugao ao primeiro quadrante, a qual garante que para qualquer angulo

a ¢ [0, 7] existe um tinico angulo 0 < 0 < 7 tal que:

T
e para o = 2km + 0, onde k € Z e — < 0 < 7, tem-se que a encontra-se no 2°

quadrante e sua redugao ao 1° quadrante é dada por sen(«) = sen(mw — 0);

)

3
e para @ = 2kwm + 6, onde k € Zenm < < —, tem-se que « encontra-se no 3°

quadrante e sua reducdo ao 1° quadrante é dada por sen(a) = —sen(f — 7);

3
e para o = 2km+ 0, onde k € Z e g < 0 < 2m, tem-se que « encontra-se no 4°

quadrante e sua reducdo ao 1° quadrante é dada por sen(a) = —sen(2m — 6).

Eiio das Tangentes

. +3
Eixo dos Senos ;

Eixo dos Cossenos

Figura 4: Circulo Trigonométrico para Redugao ao 1° Quadrante.

Observando as Figuras 3 e 4 e analisando a teoria de reducao ao primeiro qua-
drante, pode-se perceber que existe uma repeticao do valor da relacao seno conforme
o ponto P com coordenadas P = (z,y) = (cos(a),sen(a)) desloca-se sobre o circulo

trigonométrico.
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Nesse ponto tem-se um avanco significativo, visto que deixa-se de procurar os valores
da funcao seno para todos os valores reais e retorna-se ao problema de determinar
somente os valores compreendidos no intervalo [0, 7).

Fica ainda mais claro este avanco quando é definida a fun¢ao seno como uma fungao
real e analisa-se seu grafico com a propriedade de seus valores se repetirem, isto é,
seu comportamento repete-se em ciclos onde a variavel independente afasta-se a uma
distancia igual a 2.

Definindo a fun¢ao f : R — R, dada por f(x) = sen(z) e variando o valor do
angulo x no circulo trigonométrico, através da teoria de redugao ao primeiro quadrante

pode-se obter o valor desta funcao para os angulos notaveis 0 < x < 27, conforme a

Tabela 2.

sen (0) =sen (2r) =0 | sen(3) =1 sen (m) =0 sen () = -1
sen (§) = 3 sen (5) = ¢ | sen () = —3 | sen (§) =¥
sen (§) = [ sen (%) = ¢ | sen (%) = —F | sen () = =
sen (§) =¥ sen () =5 | sen () = =9 | sen (5§F) = —3

x < 2.

Observando as repeticoes dos valores vistos na Tabela 2, é possivel obter-se um

esbogo do gréfico de f(z) = sen(z) conforme apresentado na Figura 5.

Figura 5: Grafico da Fungao Seno Relacionada ao Circulo Trigonométrico.
No esbogo do grafico da fungao f(x) = sen(z), apresentado na Figura 5, tem-se que
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os segmentos com cores iguais representam a mesma medida. A altura de cada ponto é
igual ao valor da relagao sen(x), obtidos na Tabela 2, conforme a variavel independente
x desloca-se sobre o semi-eixo das ordenadas.

Nas se¢oes que seguem serd apresentada a teoria de Taylor para aproximagoes
polinomiais, a qual seré utilizada com o intuito de obter-se uma estimativa para os

valores da relagdo sen(z), para todo z € [0, 27].
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3 Problema do Péndulo

Nesta secao sera apresentado o problema do Péndulo. Esse caso além de ser muito
abordado na disciplina de Fisica no ensino médio, também possui aplicagao em intime-
ros problemas relacionados as diversas engenharias. Para maiores detalhes veja [10] ou
[12].

Supondo inicialmente que exista um corpo possuindo massa m que esteja suspenso
por um fio com massa desprezivel e comprimento [, entao este corpo ird se movimentar
sobre um circulo de raio [ e sob a acao das forgas peso (P = mg) e tensao (T).

A Figura 6 representa a construcao do problema acima citado considerando que

esse tenha sido parado em um determinado momento do tempo.

y

m

Figura 6: Péndulo Simples.

Os estudos da modelagem matematica através de sistemas dindmicos, baseiam-se
em compreender a evolugao de um fenémeno fisico utilizando um sistema de equagoes
diferenciais. Essas equagoes diferenciais devem caracterizar seu comportamento ao
longo do tempo.

Observando as caracteristicas do problema a ser estudado, pode-se elencar quais sao
os fatores fisicos que influenciam seu comportamento. Posteriormente, deve-se aplicar
as leis fisicas que o regem, a fim de obter-se um conjunto de equagoes que sejam capazes
de representar, com precisao, as variagoes que irao ocorrer no decorrer do tempo.

Usualmente os problemas envolvendo um péndulo simples sao analisados como
sendo um oscilador harmoénico simples, os quais geram um modelo matematico para
sistemas relacionados ao movimento de uma particula exposta a uma forca de atra-
¢ao com magnitude proporcional a distancia desta particula em relagao a origem do

sistema.
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Para facilitar a dedugao das equagoes a seguir, serd adotada a seguinte notagao
relacionada a funcgoes que possuem derivadas de primeira e segunda ordem na variavel

t. Assim, considerando uma fungao ¥ (t), tem-se que:

2

d , . d " .
TV =¥(1) = = —u(t) =¥ (t) = ¢

Sendo m a massa da particula e a sua aceleragao, pela segunda Lei de Newton,
tem-se que F' = m.a. Por outro lado, como a particula serda exposta a uma forga
(Gravidade e Tensao) de atragao proporcional a distancia dessa particula em relagao a
sua posigao inicial (repouso), tem-se que F' = —k.z, uma vez que a forga sera contraria
ao sentido do deslocamento x e k > 0 é a constante de proporcionalidade da for¢ca em
relacao ao deslocamento.

De acordo com os estudos da fisica, relacionados ao movimento instantaneo de uma

particula, tem-se que a = . Assim igualando as duas equagoes da forca, obtém-se que:
mi + kx = 0. (7)

Decompondo a aceleracao da particula em seus componentes radial e tangencial é

possivel chegar-se a um esquema de movimento conforme a Figura 7.

T (Férga de Tracdo do Fio)
[

: m (Massa do Corpo)

m
F; g

E.

P (For¢a Peso do Corpo)

Figura 7: Péndulo Simples com Decomposicao de Forgas.

Seguindo a ilustragao da Figura 7 e em conformidade com a equagao (7) é possivel
relacionar o angulo de desvio (avaliado em radianos), medido a partir da posigao vertical

de equilibrio e em conformidade com a segunda Lei de Newton, tem-se que:
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F,=mij=mg—T - cos(f) (8)
F, =mi = —T -sen(0) 9)

Com o intuito de determinar uma equacao para o angulo de desvio serao tratadas
as equagoes (8) e (9). Multiplicando a igualdade (8) por sen(f) e igualdade (9) por

cos(f). Dessa forma reorganizando os termos obtém-se que:
mg - sen(f) —mg - sen(f) = —T - cos(f) - sen () (10)

mi - cos(f) = =T - sen(f) - cos(h) (11)

Igualando as equagoes (10) e (11) em fungao do termo —T - sen() - cos(f), tem-se
que:

my - sen(f) — mg - sen(f) = mi - cos(0) (12)

Considerando-se que m # 0, pode-se dividir a equag@o (12) por m e reorganizar

seus termos obtendo assim:

Z - cos(f) — - sen(d) = —g - sen(h) (13)

Das relagoes trigonométricas no tridangulo retangulo e das suposicoes feitas para a

construcao da Figura 7, pode-se facilmente obter:

x = {-sen(d) 14)
y ={-cos(0)

Aplicando a teoria da regra da cadeia e derivando as equagoes do sistema (14), em

relacao a variavel 6 obtem-se que:

i =0 cos(f) = i=1 (—sen(e) - (6)2 + cos(6) - (9’)) (15)

i= 0 (~sen(@) ) = = ¢ (~cos9) (O —sen(@)- @) (16)

Substituindo as equagdes (15) e (16) em (13), obtem-se:
l- (—sen(@) - (6)% + cos(6) - (0 > -cos(0) — ¢ - (— cos(6) - (6)% — sen(d) - (9)> :
sen(f) = —g - sen(f) =

0. (—sen(e) - cos(8) - (6)2 + cos(d) - sen(8) - (6)% + cos®(8) - (6) + sen?(6) - (9’)) -
—g-sen(f) = (- (cos*(0) + sen*(0)) - () = —g -sen(h) = (- 6 = —g.sen(0)
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Sabendo que ¢ # 0, visto que do contrario o problema do péndulo nao faria sentido,

é possivel reescrever a tultima igualdade da seguinte forma:

0+ %.sen(@) =0. (17)

Para concluir a deducao da relacao desejada, ¢ muito comum em varios ramos
da ciéncia considerar que havera apenas uma pequena variacao no deslocamento do
corpo em relagdo a posicao inicial (vertical). Desta forma torna-se usual considerar
que sen(f) ~ 0, fazendo com que a equagao da oscilagdo harménica em questao seja
reduzida a seguinte igualdade:

é+%0:0 (18)

Dessa forma assumindo uma aproximacao, ao considerar-se que em pequenos des-
vios em relac¢@o a posigao inicial tem-se que sen(f) = 0, faz-se necessério avaliar uma
estimativa para o erro que ocorrera ao utilizar-se tal aproximagcao.

Assumindo a aproximacao dada, a solugao dessa equacao diferencial resume-se a
uma equagao na qual tem-se unica e exclusivamente uma relagao entre a funcao e sua
segunda derivada, desde que admita-se que a aproximagao utilizada possua um grau
aceitavel de precisao. A solugdo da equagao (18) sera da forma 6(t) = cos ((1/9) t) ou
0(t) = sen ((1/9) ).

Através de uma combinagao linear é possivel obter-se a seguinte resposta para o

problema inicial do péndulo:

wesm(([))enm(()). o

onde as constantes A e B sao determinadas conforme o conhecimento dos valores da
posicao inicial e da velocidade inicial do péndulo.

Conforme foi visto nessa secao, determinar os valores da funcao seno é muito im-
portante para intimeros problemas, inclusive a solugao dos problemas relacionados a
utilizacao de péndulos.

Nas secoes que seguem seré apresentada a teoria de Taylor, tanto para a deter-
minacao de aproximagoes para os valores da relagdo sen(x) quanto apresentar uma

estimativa para o erro envolvido.
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4 Fundamentos do Calculo

Nesta segao serao apresentados alguns resultados relativos ao Calculo Diferencial e
Integral que serdo necessarios para a aplica¢do da teoria de Taylor a fungao sen(x).

Para maiores detalhes veja [4].

Definigao 4.1 (Ponto de Acumulagao). Seja a € X C R, diz-se que a é um ponto de
acumulagao do conjunto X se, e somente se, toda vizinhan¢a V de a contém algum

ponto de X diferente do proprio ponto a.

Definig¢ao 4.2 (Limite de uma Fung¢ao em um Ponto a). Dada uma fungio f: I — R.
Diz-se que [ possui limite L € R em um ponto a € I' C I se, e somente se, para todo
numero real € > 0 que seja dado, existir um numero real 6 > 0 tal que para todo x € I
tem-se que:

0<|lz—all <d=|f(x) - L] <e (20)

onde I' € o conjunto de pontos de acumulacao de 1.
Tal niumero L, quando existir € unico e apresentado através da notagao:

lim f(z) =L

T—ra

Observagao: Anotagao ||p|| indica o valor absoluto de p, isto é, ||p|]| = p, se p >0

e llpll = —p, se p <0.

Definigao 4.3 (Continuidade de uma Func¢do em um Ponto a). Dada uma fungao
f I — R. Diz-se que f é continua em um ponto a € I se, e somente se, para todo
numero real € > 0 que seja dado, pode-se obter um niumero real 6 > 0 tal que x € I e
|z —al| <& implica que:

1/ () = fa)] <e (21)

Definigao 4.4 (Continuidade de uma Funcao). Dada uma fung¢ao f : I — R. Diz-se
que f € continua em todo seu dominio ou simplesmente continua se, e somente se, para

todo ponto a € I, tem-se que f € continua em a.
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Proposigao 4.1. Seja f: I — R uma func¢ao definida no intervalo I C R. Entdo f é

continua em um ponto a € I se, e somente se:

lim f(z) = f(a). (22)

T—a

Demonstra¢cao. Supondo inicialmente f : I — R seja uma fungao continua em um

ponto a € I, pela Definicao 4.3 tem-se que:
Ve>0,30>0; |lx—a| <d=|f(z) — fla)]] <e

Como a € I, tem-se que a fungao f esté definida neste ponto e portanto faz sentido
considerar que L = f(a). Assim para todo x # a a condi¢ao acima pode ser reescrita

CcOomao:
Ve>0,30>0; 0<|lz—al| <d=||f(x) - L| <e

Em conformidade com a Defini¢ao 4.2, tem-se que:

lim f(z) = L = f(a).

T—ra

Reciprocamente supondo f : I — R seja uma funcao definida em um ponto a € [

e que a mesma possua a seguinte propriedade:

lim f(z) = f(a)

Tr—a
Desta forma pela Definigao 4.2 e considerando L = f(a), tem-se que:
Ve>0,30>0;, 0<|z—al <d=|f(x) = L| <e,
ou equivalentemente,

Ve>0,30>0; 0<||z—al <d=|f(z)— fla)] <e.

Como f esta definida em a € I, tem-se que se x = a entao ||z —all =0 < J e

|f(z) — f(a)] = 0 < e. Dessa forma a condigao acima pode ser reescrita como:
Ve>0,30>0; [|z—a|| <d=|f(z)— fla)] <e

Em conformidade com a Defini¢ao 4.3 | tem-se que a funcao f é continua no ponto

T = a. O
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A seguinte proposicao relaciona o valor numérico da relagao seno de um arco com a
medida desse arco. Essa proposicao seré utilizada tanto na demonstragao da continui-
dade da funcao seno, quanto na demonstracao da Proposi¢ao do Limite Fundamental

do Calculo.
Proposicao 4.2. Para todo x € R, tem-se |[sen(z)|| < ||z||.

Demonstracao. Considerando o circulo trigonométrico, para um angulo 0 < x < g,
pode-se obter os pontos 0 = (0,0), A = (cos(x),sen(z)), C = (1,0), D = (cos(x), —sen(zx))
e E = (cos(x),0).

Ainda neste circulo trigonométrico deve-se marcar o ponto B = (1, tan(z)), o qual
é a intersecao da reta que passa pelos pontos O e A com a reta tangente ao circulo no
ponto C'.

A Figura 8 foi elaborada com o intuito de ilustrar essa construcao. Sendo que na

mesma o angulo x é dado em radianos.

B=(L.tg(x))

A=(cos(x).sen(x))

® C=(1,00 *
o] E={cos(x).0)

/m(cos(x):-sm(x))

Figura 8: Circulo Trigonométrico para Comparacao entre sen(x) e x.

Supondo inicialmente que 0 < x < g, conforme a construcao da Figura 8, pode-se
obter duas desigualdades.

A primeira desigualdade obtida refere-se a relagao entre o valor do seno de um arco e
a medida do proprio arco. Analizando a Figura 8 pode-se perceber que o comprimento
do segmente de reta AD é menor ou igual que o comprimento do arco AAD, visto que a

reta é a menor distancia entre dois pontos. Assim:

AD < AD. (23)



Por outro lado através da comparagao entre as areas dos tridngulos AOAFE e

AOBC, juntamente como a area do setor circular OKC, pode-se obter que:
Area (AOAE) < Area (OKC) < Area (AOBC) +—=

sen(z) - cos(x)
2

tan(z) _ sen(z)
2 2 - cos(z)

<x
2

0
Como 0 < z < — = 0 < sen(z) < 1, tem-se que a relagdo acima pode ser
multiplicada por 2 e dividida por sen(z), implicando em:

T 1

cos(x) <

sen(z) ~ cos(z) (24)

Esta segunda desigualdade sera utilizada na demonstracao da Proposigao 4.7.
Retornando a demonstragao desta Proposigao, da desigualdade (23), pode-se facil-

mente obter que:

AD < AD <= 2.sen(x) < 2.2 < ||sen(z)|| < ||z]|,
s
< =

para todo 0 < zx

7
Por outro lado, supondo que z > 5 tem-se que:

sen(2)ll <1< 5 <@ < all

Logo a desigualdade é vélida para todo x > 0. Por fim supondo que x < 0, tem-se
que —z > 0. Como a fun¢ao sen(x) possui a propriedade de que sen(z) = —sen(—zx),

pode-se obter que:
[sen(z)|| = || = sen(=2)|| < [| = «l| = [l]],

para todo x < 0.

Portanto a desigualdade ¢ valida para todo ntimero real x e tem-se que:
[sen(z)[| < [|=|- (25)
m

Proposicao 4.3. O limite da funcao f : I — R, com 0 € I e definida por f(x) = sen(x)

existe no ponto x =0 e 0 mesmo € dado por:

lim f(z) = lim sen(z) = 0. (26)

z—0 z—0
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Demonstracao. Considerando a Defini¢ao 4.2 aplicada ao ponto a = 0 e L = 0, basta
mostrar que para todo ntmero real € > 0 que seja dado, existe um ntmero real § > 0

tal que para todo x € I tem-se que:

O<|lz—=0|l <éd=|lf(z) = 0] < e <=

0 < ||z]| < 0 = ||sen(x)| <e.

Pela Proposigao 4.2, tem-se que |[sen(z)|| < ||z||, assim para todo € > 0 que seja

dado, basta tomar § = € e tem-se que:
0 < ||z]] <0 = [lsen(x)|| < ||z|]| < d =e.
Portanto a func¢do f(z) = sen(z) possui limite em z =0 e

glclir(l) flz) = 91613(1) sen(x) = 0.

]

Teorema 4.1 (Teorema do Confronto). Sejam f, g e h trés fungoes, definidas um uma

vizinhanc¢a do ponto x = p. Supondo que exista r > 0 tal que

f(x) < g(x) < h(z),

para 0 < |z — p| < r. Nestas condigdes, se

lim f(z) = L = lim h(x),

entao

lim g(z) = L.

T—p

A demonstragao deste teorema sera omitida. Para uma demonstracao formal desse
teorema, veja [4] pagina 98.
Proposicao 4.4. Seja f: I — R definida por f(x) = cos(z), onde 0 € I, entao:
lim f(x) = lim cos(z) = 1. (27)
z—0

x—0
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Demonstragao. Considerando uma vizinhanga do ponto x = 0, tem-se cos(z) > 0,

desta forma:

|cos(z) —1|| = ||cos(z) — cos?*(x) — sen?(z)||

IA

| cos(x) — cos®(x)|| + ||sen*(z)||
< cos(x) - ||1 — cos(z)]| + ||sen(z)]|?.

Reescrevendo esta desigualdade obten-se que:
| cos(z) — 1| — cos(x)||1 — cos()|| < [|sen(z)|* =

(1= cos(@)) - || cos(z) — 1| < [|sen(z)||* =
(1= cos()) - [[1 — cos()|| < [[sen(x)[|* =
11— cos(x)|]* < [[sen(x)]]*.

Assim ¢ possivel aplicar o Teorema 4.1 & desigualdade 0 < || cos(z) — 1]|*> <

|sen(z)||?, isto é:

0 =1im0 < lim || cos(x) — 1||* < lim |[sen(z)||* = 0.
z—0 z—0 z—0
Desta forma lir% || cos(x) — 1]|* = 0 e consequentemente:
T—

llg(l) cos(z) = 1.

Proposicao 4.5. A func¢ao seno € continua em todo seu dominio.

Demonstracao. Esta demonstracao serd baseada na Defini¢oes 4.3 e 4.4, assim como a
Proposicao 4.2.

Assim serd mostrado que para todo a no dominio da funcao e para todo nimero
real € > 0 que seja dado, existe um namero real 9 > 0 tal que para todo x no dominio
de f tem-se que ||z —a|| < 6 = ||f(x) — f(a)]| <e.

Das identidades trigonométricas, tem-se que:

sen(a) — sen(z) = sen (“ - x) o8 (a ; ”’) . (28)

Como ||cos(z)|| < 1, para todo x € R, aplicando as propriedades do modulo e a

Proposicao 4.2, pode-se facilmente obter:
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r—a
2

Jsen(z) — sen(a)]| = <

o (25) o (252) < o (25

Desta forma para todo € > 0 que seja dado, tomando § = 2.€ tem-se que:

N T —a T —a )
se 5

> |27 ¢
Portanto pela Definicao 4.3, a funcao f é continua no ponto a. Como esse ponto a

|z —al| < 6 = ||sen(z) — sen(a)|| <

<

¢ um qualquer no dominio de f, tem-se que a funcao é continua em todos os seu pontos

e consequentemente em todo seu dominio. O
Proposigao 4.6. A func¢do cosseno € continua em todo seu dominio.

Observagao: Argumentos anélogos aos apresentados na demostracaor da Propo-

sicao 4.5, garantem tal resultado.

Definigao 4.5 (Derivada de uma Fun¢ao em um Ponto a). Dada uma fungao f: 1 —

R. Diz-se que f é derivdvel em um ponto a € I se, e somente se existir o limite
x)— f(a

S~ fla)
z—a T —qQ

Caso este limite exista, a funcao € dita derivdvel em a e sua derivada € indicada
por:

x)— f(a
)t 18 = 1)

Tr—a Tr — Qa

(29)

Definig¢ao 4.6 (Derivada de uma Fungao em um Intervalo). Dada uma funcgao f: 1 —
R. Diz-se que f é derivavel em um intervalo Iy C I se, e somente se a fun¢ao f for

deriwdvel em todo ponto x € I.

-

sen(x
( ), onde x €

Proposicao 4.7 (Limite Fundamental do Calculo). O limite 1irr[1]
z— T

dado em radianos, existe e € iqual a 1.

Demonstragao. Esta demonstragao sera realizada baseada nas propriedades de limites,
assim como uma particao do dominio para z > 0 e x < 0.

Como o limite sera calculado para x — 0, pode-se inicialmente supor que 0 < x < E,
assim conforme a anélise da Figura 8 realizada na demonstracao da Proposicao 4.2,

pode-se considerar a desigualdade (24) que garante que:

x 1 sen(x) 1
sen(x) < cos(x) — cos(z) x cos(x)’

cos(z) <

Por hipotese esta sendo suposto que x > 0, pode-se utilizar a notagao de limite
lateral & direita. Esta notacao é indicada por x — 0T e representa uma aproximacao

do ponto x = 0 para valores z > 0.
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Aplicando as propriedades do confronto, juntamente com a do limite do quociente

na desigualdade acima, pode-se obter que:

lim cos(z) < lim sen(z) < 1< lim sen(z)

o0+ a0t T z—0+ cos(x) a0t T

<1,

sen(x)

Desta forma pelo Teorema 4.1, tem-se que lim =1, para todo = > 0.

z—07F T
Para finalizar essa demonstracao, é necessario mostrar que este limite também existe
quando x < 0. Seguindo a mesma linha de raciocinio aplicada na parte inicial, pode-se

considerar que —3 < x < 0 e adotar a notagao x — 0.

Como para —5 <z < 0= 0< —x < § e sen(—r) = —sen(x), tem-se que:
fim SO gy, ) g, son(me) e, sonly)
z—0— T z—0— —X z—0— —X y—0t Yy

Portanto, tanto para x > 0, quanto para = < 0, tem-se que o limite existe e é igual

a 1, isto é:

sen(x) _1

lim

x—0 €T

]

Proposicao 4.8. A funcao f: R — R, definida por f(x) = sen(z) € derivdvel em todo
seu dominio e sua deridade € dada por:

f(z) = %sen(:v) = cos(x),

para todo x pertencente ao seu dominio.

Demonstragao. De acordo com a Definigao 4.6, para a fungao f ser derivavel em todo
seu dominio, é necessario mostrar que para todo a € R, tem-se que a funcao f é
derivavel em a.

Assim conforme a Definicao 4.5, basta mostrar que para todo a € R o seguinte

f/(a) — lim f(ZE) B f(a)

Tr—a Tr — Qa

limite existe:

(30)

Para tanto, este limite seréd tratado utilizando-se identidades trigonométricas e pro-
priedades de limites conhecidas. Assim considerando um numero real a qualquer,

tem-se que:
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fla) = lim f(z) = f(a) — im sen(x) — sen(a) ~ lim sen(a + Azx) — sen(a) _
T—a Tr—a T—a T —a Az—0 Ax
. sen(a) - cos(Ax) + cos(a) - sen(Ax) — sen(a)

= lim =
Az—0 Ax

— lim cos(a) - sen(Ax) ©lim sen(a) - cos(Ax) — sen(a) _
Ax—0 Ax Az—0 Ax

— lim cos(a) - lim sen(Ax) + lim sen(a) - [cos(Ax) — 1] _
Az—0 Az—0  Ax Az—0 Ax

. sen(a) - [cos(Ax) — 1] [cos(Ax) + 1]

= . 1 l . =

cos(a) - 1+ A2 50 Ax [cos(Ax) + 1]

_ . sen(a) - [cos®(Azx) —1]

= cos(a)+ lim_ A(:U) [(EOS(AJJ() - h] B
. sen(a) - [—sen?(Az

= cos(a)+ Aligo Az -Jcos(Ax) +1]

B . sen(Ax) sen(Az) _
= cos(a)—f-Al;IEO sen(a) N [cos(Az) +1])
_ : . sen(Az) sen(Az)
= cosle) = lim sena) - lim — o= lim A 1]

0
= cos(a) —sen(a) - 1- 5= cos(a).
Portanto o limite existe, fazendo com que a proposicao seja verdadeira. Assim a

fungao f(x) = sen(x) é derivavel em todo intervalo I € R. O
Proposicao 4.9. A funcao f: R — R, definida por f(x) = cos(x) é derivdvel em todo
seu dominio e sua derivada € dada por:

f(z) = T cos(z) = —sen(z),

para todo x pertencente ao seu dominio.

Observagao: Argumentos analogos aos apresentados na demostragaor da Propo-

sicao 4.8, garantem tal resultado.

Definigao 4.7 (Derivada de Ordem Superior). Dada uma funcao f: I — R derivdvel
em um intervalo I, C I, define-se a funcio f'(z) = fY(z) : I, = R denominada
fungao derivada primeira de f.
Caso exista um intervalo Iy C I, no qual a fungao [ seja derivdvel, define-se
a funcio derivada de sequnda ordem da funcdo f, indicada por f"(z) = f@(z) =
%f’(x) : [y, = R. Nesse caso diz-se que f € duas vezes derivdvel no intervalo Is.
Sequindo recursivamente este procedimento e supondo que a func¢ao f seja n vezes

deriwdvel em um intervalo I, C I, define-se a derwada de ordem n da fungao f,
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d
indicada por f(z) = d—f("_l)(x) : I, — R. Neste caso diz-se que f € n vezes
x

derivdvel no intervalo I,,.

Proposicao 4.10. A fungio f : R — R, definida por f(x) = sen(x) é infinitamente
derivdvel em todo seu dominio e sua derivada de ordem n em wum ponto x de seu

dominio € dada por:

FO) (z) = sen(x) ou (31)
FERHD (2) = cos(z) ou (32)
fEHD () = —sen(x) ou (33)
FUN @) = —cos(), (34)

onde n € um numero natural e pode ser escrito de forma unica por n = 4k + i, para
algjum k € N ei € {0,1,2,3}.

Demonstrag¢ao. Conforme o principio Euclidiano da divisao, tem-se que para todo nu-
mero n € N, é possivel determinar de forma tnica os nimeros k,7 € N, onde 0 <¢ < 3
tais que n = 4.k 4 7, para todo n € N.

Assim para demonstrar essa Proposicao basta mostrar que a mesma é valida para
todo k € N e para todo i € {0,1,2,3}.

Dessa forma aplicando o principio da inducao finita para k = 0 nas igualdades
(31),(32), (33) e (34) juntamente com as Proposi¢oes (4.8) e (4.9) , tem-se que:

fi@) = fOx) = sen(x),

fHED () = fO(2) = £f(x) = L(sen(z)) = cos(x),
FER2) () = f@(z) = %fm () = % (cos(z)) = —sen(x),
FUE (1) = fO)(z) = %f@)(gj) — %(—Sen(x)) = —%(sen(m)) = —cos(x).

Logo tem-se que a Proposigao é valida para k£ = 0.

Dando continuidade & demonstracao, pelo principio da inducao finita, deve-se supor
que a Proposi¢ao é verdadeira para todo 0 < k < (t — 1), e mostrar que a mesma
também ¢é valida para k =t > 1. Para tanto, segue a seguinte analise:

Para k =t > 1 as igualdades (31),(32), (33) e (34) juntamente com as Proposigoes

(4.8) e (4.9), assim como a hipotese de indugao , tem-se que:
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Oz) = fUI(@) = LfUU9(@) = L(—cos(z)) = sen(),

1 da

FUED () = (g = L (sen(z)) = cos(),

FUED(z) = L) = 4 (cos(x)) = —sen(r),

FO(r) = Lpun(g) = 4 (_gen(z)) = —cos(z).

Assim tem-se que a Proposicdo também é vélida para & = ¢t > 1. Portanto a

Proposicao ¢ valida para todo n € N. O

Teorema 4.2. Seja f : [ — R uma fun¢ao continua no intervalo aberto I. Se a fun¢ao
f possui um ponto de mdzximo (reciprocamente minimo) local em um ponto c € I e é

derivdvel em c, entdo f'(c) = 0.

Demonstracao. Esta demonstracao seré realizada supondo que a funcao f possui um
maximo local no ponto ¢ € I, para o caso em que f possui um ponto de minimo neste
ponto, a demonstragao é analoga e sera omitida.

Pela hipotese do Teorema, tem-se que a fungao f é derivavel no ponto ¢, assim
f(z) — f(c)

r —C

existem os limites laterais de quando x tende para ¢ e 0s mesmos sao

iguais, isto é:

f’(m):limM: lim M: lim f(f’”)—f(c).

T—C Tr—cC T—c™ Tr —cC T—ct Tr —cC

(35)

Como ¢ é um ponto de maximo local, a funcao f atinge um valor de méximo local
em c. Assim existe um intervalo aberto (a,b) C I, tal que ¢ € (a,b) e f(c) > f(z),

para todo x € (a,b). Dessa forma f(z) — f(c) <0, para todo x € (a,b) .
f(x) = £(0
T —c
pelo Teorema do Confronto, para todo z € (a,b) o limite lateral direito desta fracao é

Como para todo x > ¢, tem-se que x — ¢ > 0, assim < 0. Assim,

limitado superiormete pelo 0, isto é:

i 1) = 1)

T—ct r —cC

<0. (36)
f(x) = fle)

r—c
Assim, pelo Teorema do Confronto, para todo = € (a, b) o limite lateral esquerdo dessa

> 0.

Por outro lado para todo z < ¢, tem-se que z — ¢ < 0, assim

fracao ¢ limitado inferiormente pelo 0, isto é:

i @) = 1)

r—c xr —C

> 0. (37)
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Pela igualdade (35), os limites laterais esquerdo e direito sao iguais. Assim compa-
rando as desigualdades (36 ) e (37 ), tem-se que:
L 1) = (o)

Tr—cC Tr — C

f'(c) = = 0.

]

Teorema 4.3 (Teorema de Weierstrass). Seja f uma fungdo continua no intervalo
fechado [a,b], entdo ezistirao xy e xo em [a,b] tais que f(x1) < f(x) < f(xa) para todo

x em [a,b].

A demonstracao deste teorema seré omitida. Para uma demonstracao formal desse

teorema, veja [4] pagina 513.

Teorema 4.4 (Teorema de Rolle). Seja f: I — R uma func¢dao continua no intervalo
fechado [a,b] C I e derivdvel no intervalo aberto (a,b) C I. Se f(a) = f(b) entao existe

pelo menos um nimero ¢ € (a,b), tal que:

f'le)=0. (38)

Demonstracao. Esta demonstragao sera realizada em duas etapas. Primeiramente su-
pondo que a fungao dada é constante, isto é f(x) = k para algum k € R, tem-se que
f'(x) = 0, para todo x € [a,b]. Assim basta tomar um ponto qualquer ¢ € (a,b) e
tem-se que f'(c) = 0.

Posteriormente supondo que a fungao seja tal que f(z) # f(a), para algum z €
(a,b). Neste caso, ou f(z) > f(a) ou f(z) < f(a). Como f(a) = f(b), pelo Teorema
4.3, tem-se que a fungdo assumird um valor maximo ou minimo em algum c € (a, b).

Dessa forma a fungao possui um ponto de maximo ou minimo local em c¢. Portanto

pelo Teorema 4.2, como f é derivavel em (a,b), tem-se que f’(c) = 0. O]

Observacgao: Para aplicacao do Teorema de Rolle, tem-se de observar se a condi¢ao
inicial da fungao ser derivavel no intervalo aberto (a, b) é plenamente satisfeita.

Por exemplo a funcio definida por f : [0,1] — R, onde f(z) = 2+ /z — Va3 &
derivavel no intervalo aberto (0,1) e sua fun¢ao derivada é dada por: f'(0,1) — R,

onde f'(z) = ﬁ - %5
Essa funcao além de ser derivavel em (0, 1), possui f(0) = f(1) = 2, assim pode-se
aplicar o Teorema de Rolle e obter que existe um ¢ € (0, 1), tal que f’(c) = 0. Pode-se

facilmente obter que se ¢ = % € (0,1), entao f’ (%) =0.
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Por outro lado, considerando a funcao definida por f : [0,4] — R , onde f(z) =
{/(x — 2)2, tem-se que a mesma ¢é derivavel no intervalo aberto (0,2) U (2,4) C (0,4) e
que sua funcao além de ser derivavel em (0,2) U (2,4), possui f(0) = f(4) = V/4, mas

nao pode-se aplicar o Teorema de Rolle, pois nao existe f'(2).

Teorema 4.5 (Teorema de L’Hospital). Sejam f e g duas fungées derivdveis nos
intervalos abertos (a —r,a) e (a,a+1), para algum nimero real v > 0 e com ¢'(x) # 0
para todo x tal que 0 < |x — a| < r. Nestas condigdes, se

lim f(z) = lim g(z) =0

T—a r—a

/
e se lim f/ (z) existir (finito ou infinito), entao lim /()
z—a (1) z—a g(x)

- f@) )
2 @) T ()

existird e

A demonstragao deste teorema serd omitida. Para uma demonstracao formal desse

teorema, veja [4] pagina 244.

Teorema 4.6 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f : I — R uma funcao conti-

nua no intervalo I. Entao
/ F(t)dt = F(z) — Fla),

onde F € uma primitiva de f, isto é, F'(x) = f(x), para todo z € I.

A demonstracao deste teorema seré omitida. Para uma demonstracao formal desse

teorema, veja [9] pagina 132.
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5 Resultados Relacionados a Teoria do Polindmios de

Taylor

Nesta se¢ao sera definida a base da teoria de Taylor relativa a aproximacao de fungoes
reais através de polinémios, assim como uma estimativa de erro ao utilizar-se essas

aproximagoes. Para maiores detalhes veja [4], [6] e [9].

5.1 Polinémio de Taylor

Definigao 5.1 (Polindmios de Taylor). Seja f: I — R uma fun¢ao definida no inter-
valo aberto I C R e n vezes derivdvel em um ponto a € I. Define-se o Polinémio de

Taylor de ordem n da funcao f no ponto x = a das sequintes formas:

n

Pra(®) =Y _ci(z —a), (39)
i=0
Pra(t) =co+ci(r —a) + (v —a)’ +c3(x —a)* + ...+ cp(r —a), (40)
onde os coeficientes ¢;, com i € {0,1,2,3,...,n} sdo tais que as derivadas de ordem
k <n do polinomio p,.(x) estimadas no ponto x = a coincidem com as derivadas de

mesma ordem da funcao f também estimadas no ponto xr = a.

Deve-se observar que nessa defini¢ao, assim como no restante da teoria de Taylor
que sera apresentada, os indices n e a representam respectivamente o grau e o ponto
em que foram definidos esse polindémio.

Para determinar os coeficientes do Polinomio de Taylor de uma funcao dada é
necessario construir uma argumentacao valida baseada nas n derivadas da funcao f

estimadas no ponto z = a.
Proposicao 5.1. Seja f : I — R uma funcao definida no intervalo aberto I C R e

n vezes derivdvel em um ponto a € I e seja p,q(x) = Zcz(x —a)" o Polinémio de
i=0

Taylor de grau n desta func¢do no ponto x = a. Cada um dos n coeficientes desse

polindomio sao completamente determinados através da equagao:

(k)
Ck = / k'(a)’ para k < n. (41)

onde f*)(a) representa a k-ésima derivada da fungio f estimada no ponto x = a.
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Demonstragcao. A seguir serda demonstrado, através do método de indugao finita, que
a proposicao acima é verdadeira. Para tanto segue a seguinte anéalise.

Por defini¢ao tem-se que a derivada de ordem k£ = 0 de uma fungao resulta na
prépria funcdo, isto ¢, fO(z) = f(z), logo f(a) = f(a).

Por outro lado a derivada de ordem k = 0 do Polinémio de Taylor desta fungao

também sera igual ao proprio polindmio, logo:
pg%@) =Pna(r) =co+c1(x —a)+ co(r — a)2 + c3(x — a)3 + ... ez —a).
Avaliando este polindmio no ponto x = a, obtem-se o seguinte resultado:
Pih(a) = praa) = co+ci(a —a) + ea(a —a)’ +es(a —a)* + ...+ en(a — )" = .

Conforme a definicao do Polinémio de Taylor faz-se necessario impor que a derivada
de ordem k£ = 0 tanto da fun¢@o quanto do polinémio avaliados no ponto z = a tém
de ser iguais, assim é necessério ter-se que f(©(a) = pg()l(a), isto & f(a) = ¢y. Desta
forma:

O(q)  £O(q
o = fla) = fO(a) = T = T

Portanto a proposicao é verdadeira para k = 0.

Dando continuidade a esta demonstracao deve-se supor como hipétese de inducgao
que a proposigao é verdadeira para todo 0 < k < (n — 1), isto é:

f™(a)
R

Cr —

para todo 0 < k < (n—1).

Desta forma, para concluir esta demonstracao, basta somente provar que a referida
proposicao ainda é valida para k = n. Para tanto segue a seguinte analise.

Como o Polinémio de Taylor, relativo a funcao f, é definido de forma geral por
Pna(®) = co + c1(z —a) + cor — a)® + c3(x — a)® + ... + cu(x — a)", tem-se que a
n-ésima derivada sera igual a p,%(x) = ¢,.n!, visto que todos os termos com indice
0 <i < (n—1) sao anulados devido a apresentarem grau menor ou igual a (n — 1).

Por fim avaliando a n-ésima derivada do polinomio no ponto x = a e igualando
com a n-ésima derivada da funcao f também avaliada no ponto x = a, sera obtido o
seguinte resultado:

1(a)

P (a) = cp.n! = f™(a) & ¢, = '
n!

Concluindo assim a demonstracao e provando que a proposicao acima é verdadeira.
m
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Através da Proposicao 5.1, é possivel fazer uma releitura da Defini¢ao 5.1 da seguinte

forma:

Definig¢ao 5.2 (Polinomio de Taylor com Coeficientes Determinados). Seja f : I — R
uma func¢ao definida no intervalo aberto I C R e n wvezes derivdvel em um ponto a € I.
Define-se o Polinémio de Taylor de ordem n da funcao f no ponto a das sequintes

formas:

" 40)(g .
pua() =3 T 0y (42

2

Pna(x) = f(a) + f'(a)(z —a) +

(x —a)". (43)

Definigao 5.3 (Fungao Resto de Taylor). Seja f : I — R uma func¢ao definida no
intervalo aberto I C R e n vezes deriwvdvel em um ponto a € I. Define-se a fungao
Resto de Taylor de grau n como sendo 1,4 : I — R, determinada através da diferenca
entre a fungao e seu Polinomio de Taylor, isto é, rqo(x) = f(2) —pna(x), onde p,o(z)

€ o Polinomio de Taylor de grau n da funcao f conforme as Definicoes 5.1 e 5.2.

E vélido ressaltar que devido a forma como foi definida a funcio r,, : I — R, tal
que 7,4(2) = f(z) — pna(x), tem-se que a mesma ¢ a diferenca entre duas fungoes n
vezes derivaveis, o que implica que a func¢ao r,, , denominada como Resto de Taylor de
grau n também seja uma funcao n vezes derivavel.

Também cabe uma observacao baseada na imposi¢ao da Defini¢cao 5.1 que obriga
que o Polinomio de Taylor da funcao f seja tal que as derivadas de ordem 0 < k < n
do polinémio p,, ,(z) estimadas no ponto =z = a coincidam com as derivadas de mesma

ordem da funcao f também estimadas no ponto x = a. Assim:

rnﬂl(a’) = rfn,a(a) = T:"Z,a(a) = r;’ita(a) = Tn%()z(a) == 7nnT,Loz(a) - O (44)

Proposigao 5.2. Seja r : I — R uma fun¢ao definida no intervalo aberto I C R en
vezes derivdvel em um ponto a € I. Se rk) (a) = 0 para todo 0 < k < n entdo tem-se

que:

lim &) (45)

T—a (;1;’ — a)”
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Demonstragao. Inicialmente sera suposto que r : I — R seja uma funcao definida no
intervalo aberto I C R e n vezes derivavel em um ponto a € I, com r*) (x) = 0 para
todo 0 < k < n, assim basta mostrar que }:121 % =0

Conforme a suposigao inicial, tem-se que r ¢ uma funcao n vezes derivavel em um
ponto x = a, logo a mesma possui todas das derivadas de ordem 0 (propria fungao) até
n neste ponto e consequentemente todas estas derivadas de ordem menor ou iguais a
n sao continuas no ponto x = a. Desta forma, tem-se que:

lim +® (z) = r®(a) =0,

r—a
para todo 0 < k < n.
Por outro lado, considerando a funcéo g : I — R tal que g(z) = (x — a)", tem-se
que g ¢ uma funcao polinomial de grau n centrada em x = a, logo a mesma é continua
em xr = a e n vezes derivavel neste ponto, sendo estas derivadas continuas em x = a.

Derivando sucessivamente a funcao g, obtem-se que a sua derivada de ordem k é

dada por:
(k) — n! n—k
9" () —m(ﬂf—a) )
para todo 0 < k < n.
Desta forma lim ¢ (z) = lim ———— (2 — a)" ¥ = 0, para todo 0 < k < n.
r—a r—a (n — ]{})'

Portanto pode-se aplicar n vezes o Teorema 4.5 para calcular o limite do quociente

dado, obtendo-se assim:

/ ! ’ ’ (n)
lim —T(x) " i , r'(z) L T , () =
z—a (x —a)” T—a ﬁ(m — )1 i5a ﬁ(‘r — q)m-m)
z—a ! n! n!
Como era de interesse provar. O

Definigao 5.4 (Fungoes Iguais até Ordem n). Sejam f, g : R — R duas fungoes, diz-se
que f e g sao iguais até ordem n mo ponto r = a se, e somente se:

o 1) — g(@)

= 0.
T—a ({1} — a)”

Teorema 5.1 (Polindmios Iguais de Ordem n em a). Sejam p e q dois polinémios de
grau no mdzximo igual a n em (r — a) e a um nimero real qualquer. Se as fungoes

polinomiais p,q : R — R sdo iguais até a ordem n em a, entao p = q.
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Demonstragcao. Conforme as hipéteses do Teorema, os polinémios p e ¢ sao iguais até
a ordem n em x = a, assim pela Defini¢ao 5.4, tem-se que:

i P@) — (@)

=0.
T—a (,j[,‘ — a)n

Denotando o polindémio diferenga entre p e g por r, tem-se que r(z) = p(x) — q(x),

para todo x € R, logo:
- r(z)
lim

SRAC/R—)
T—a ([[; — a)n

Reescrevendo a igualdade acima, pode-se obter que:

lim _r@) = lim M(m —a)" " =0, (46)
z=a (x —a)f  z—a|(z—a)?
para todo 0 < k < n.
Por outro lado, observando o polindémio r em sua forma geral, pode-se perceber
que: 7(x) =ro+ri(z—a)+r(r—a)+r3(x—a)’ +- -+, (v —a)" = Z re(z — a)k,

k=0
para todo 0 < k < n, uma vez que p e ¢ sdo dois polinémios em (x — a).

Deve-se entao mostrar que todos os coeficientes do polindmio r sao nulos, isto é,
tem-se de mostrar que: r, = 0, para todo 0 < k < n. Para tanto serd analisada a
igualdade (46) variando o valor de k de 0 a n.

Seguindo o principio da indugao finita sera analisado inicialmente o caso em que
kE=0.

Para k = 0, a igualdade (46) juntamente com a forma geral do polindémio 7 resultam

em:
r(z) -
0 = lim ——— = limr(z) = lim Z r.(x — a)* | = ro. De onde conclui-se que
T—a (,j(,’ — a)o r—a r—a 0
To = 0.
Conforme mostrado acima tem-se que 7o = 0. Neste ponto pode-se supor por

inducao que r, = 0, para todo 0 < k < n — 1, assim basta mostrar que r,, = 0.

Pela igualdade (46), assim como a hipotese de inducao tem-se que:

n

r(x .

0 = lim _re) = lim E r.(x —a)*™ | =r,. De onde conclui-se que r,, = 0.

T—a (;U — a)” T—a .
=n

Portanto tem-se que todos os coeficientes do polinémio r(x) sao nulos e consequen-

temente p = q. ]

Teorema 5.2 (Teorema de Taylor). Seja f: I — R uma funcao definida no intervalo

aberto I C R e n wvezes derivdvel em um ponto a € I. Entdo a funcao Resto de Taylor
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Tna @ I — R definida por ry, o(x) = f(2) —pna(x), onde p,o(z) é o Polinomio de Taylor

da funcao f, ou equivalentemente:

f(z) = f(a) + f'(a)(x —a) + w(]? —a)?+...+

2!
€ tal que satisfaz lim ma—(x) =0
T—a ({L’ — a)n

Reciprocamente, dado wm polinémio p de grau no mdzimo igual a n tal que a fungao
r(x

definida por r(z) = f(x) — p(z) satisfaz lim ( ))
x—a (T —

o Polinomio de Taylor de ordem n da funcao f no ponto x = a.

— = 0, entao este polinémio p(x) é

Demonstracao. Inicialmente para demonstrar a primeira parte do teorema deve-se su-
por que f : I — R seja uma funcao definida no intervalo aberto I C R e n vezes
derivavel em um ponto a € I e mostrar que a funcao Resto de Taylor r,, : I — R
definida por 7, 4(z) = f(x) — pna(z), onde p,.(z) & o Polinomio de Taylor da fungao

f ¢ tal que lim rna—(x) =0.
T—a (:L‘ — a)”

Pelas Defini¢oes 5.1 e 5.3 do Polinomio de Taylor e da funcao Resto de Taylor
definida como a diferenca de uma funcao f e um polindémio, os quais sao n-vezes
derivaveis no ponto x = a e com suas derivadas iguais neste ponto, isto é, f(’“)(a) =
pgfzt(a), para todo 0 < k < n.

Desta forma tem-se que rgle(a) =0, para todo 0 < k£ < n. Assim pode-se aplicar a
Proposicao 5.2 e obter que:

lim "e()_
T—a (33 — a)”
Para demonstrar a reciproca, deve-se considerar que p seja um polindmio qualquer

de grau < n, tal que a fungdo diferenca definida por r(z) = f(z) — p(z) satisfaz

r(z)

lim = 0. Assim basta mostrar que para todo x € R tem-se que p(x) = p,o(x),
z—a (1’ — a)n ’
onde p, () é o Polindmio de Taylor de grau n centrado em = = a da fungdo f.

Conforme hipdtese, tem-se que:

lim r(z) = lim @) = pl) =0. (47)

T—a T—a (gj — a)”
Aplicando a Proposicao 5.2 ao Resto de Taylor, tem-se que:

0 = tim el _ jypy F@) Pral@) (48)

T—a ([[; — a)n z—a (x' — a)”
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Como os polindmios p e p,, sdo definidos em (x — a) e possuem grau no maximo
igual a n, pelo Teorema 5.1 , basta provar que os mesmos sao iguais até a ordem n em

T = a, isto é, mostrar que:
lim p(:E) - pn,a(m)
T—a ([L’ — a,)n

~0. (49)

Com efeito somando e subtraindo a parcela f(z) na parte esquerda da igualdade

acima e manipulando algebricamente, tem-se que:

i PE@) = Pra(@) [ (2) = paale)  fle) —p(2)] _
z—a (g; — a)” T—a (QJ — a)” (:L‘ — a)"

i @) = al@) L f(@) = pla)
T—a (1’ — a)” T—a (a: — a)” '

Substituindo as igualdades obtidas nas equagoes (47) e (48) na igualdade acima,

tem-se que:
) = paale) _ f@) —paale) @ pl@)
T—a (Qj — a)n T—a (1‘ — CL)” T—a (I‘ — a)n

Portanto os polinoémios p e p,, sao iguais até a ordem n e consequentemente p =
Pn,a, 15t0 € 0 polinémio p é o proprio Polindmio de Taylor de grau n da funcao f. Como

era de interesse provar. O

5.2 Estimativa para a Funcao Resto de Taylor

Conforme a Defini¢ao 5.3, tem-se que a fungao Resto de Taylor é determinada por
Tna(z) = f(x) — pna(x), por outro lado o Teorema 5.2 torna possivel estimar o limite
da funcao Resto de Taylor quando x tende para a. Porém o mesmo nao possibilita a
determinagdo do valor numérico de r, ,(x) para uma funcao f de ordem n, estimado
no ponto x = a.

A seguir seré apresentado um resultado que utiliza hipoteses mais fortes do que as
utilizadas no Teorema de Taylor 5.2. Esse novo resultado, juntamente com o Teorema
do Valor Médio ¢ de grande valia quando deseja-se obter estimativas para o valor de
().

O Teorema 5.3 que sera visto a seguir apresenta uma forma explicita para a fungao

Resto de Taylor e garante estimar este resto para todo ponto b pertencente ao dominio
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da fungado, desde que a funcao seja n + 1 vezes derivavel no intervalo aberto (a,b) e

que as funcgoes derivadas de ordem menor ou igual a n sejam continuas no intervalo

fechado [a, b].

Teorema 5.3 (Formula de Taylor com Resto de Lagrange). Seja f : [a,b] — R uma
fungao real, (n+1) vezes derivavel no intervalo aberto (a,b), com suas fungdes derivada
f@ :la,b] = R continuas no intervalo fechado [a,b], para todo 0 < i < n, entdo ewiste

um ¢ € (a,b) tal que:

f"(a)

n!

f"(a) 2
5 (b—a)*+...+

fb) = f(a) + f'(a)(b—a) + (b—a)" +rna(b),  (50)

M(b— a)(”“).

onde Tna(b) = CE

(51)

Demonstragao. Definindo a fungao auxiliar g : [a,b] — R, com lei de formagcao dada

por:

(n+1)!

n k) (o
g<x>=f<b>—<2f kf)w—x)’“)— Moy,

onde a constante M ¢é escolhida de forma que g(a) = 0.

Pela hipotese do Teorema, tem-se que a funcao f é continua no intervalo fechado
[a,b] e (n+ 1) vezes derivavel no intervalo aberto (a,b), logo a func¢ao g sera continua
em [a, b] e derivavel em (a,b).

Analisando o valor da fungdo g nos extremos deste dominio, tem-se que g(a) =
g(b) = 0, visto que a constante M seréa escolhida de forma que g(a) = 0 e calculando
g(b), pode-se facilmente obter que g(b) = 0.

Por outro lado aplicando as regras do produto e da cadeia para derivagao, chega-se

a derivada da fungao g no intervalo (a,b), a qual é dada por:
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ox) = 1) - () - (Z [o) (b—x>k) - ot —
Jo) = a) = Sy (E - o)t — S ) 4 H(b ) —
= —f'(z) + g (J;(k_)<f)>, - oyt = I ]: @) _ g;)k) + =) =
= —f'(x) + ,; (J:’i(f;! (b—2)") - (g / (k;l!)(x) (b as)k> - %(b — )
(5 ) (23 ) 0

Fazendo a substituicao j = £ — 1 no primeiro somatoério, e reorganizando o segundo

tem-se que:

LG (g ol e
g = 0y - L e

M
' - I W ay (b — )™,
7 1 )

n!
Jj=1

Desta forma, como ambos os somatoérios sao iguais, tem-se que a derivada da fungao

g(x) é dada por:
f(n—i—l) (LU)

M
/ . _ n _ n
Aplicando o Teorema de Rolle & fungao g(x), tem-se que existe um ¢ € (a,b), tal

que ¢'(c) = 0. Assim, substituindo ¢ na igualdade acima, tem-se que:

fr+(0) Fr+(0)
ol n!

(b—c)" = M(b —o)".

0=g(c)= (b—c)“r%(b_c)n — nl

Como b # ¢, a dltima equacao determina que o valor de M seja da forma M =

f+1(¢). Substituindo este valor em g(x) e calculando g(a) chega-se a:

") (g (n+1)
o=g<a>:f<b>—(2fk(><b—a>’f)——f ©)p—ayr+1 =
k=0 )

(n+1)!

") (g (n+1)
£(b) = (Z @ a>k> 0 e,

Pt (n+1)!
Ou equivalentemente: f(b) = f(a) + f'(a)(b—a) + %M)(b —a)?+.. .+ f(Z)Ll(CL) (b

a)" + 1,4(b), onde 7, 4(b) = Jz;%l)l()c')(b _ a)(n—i—l).
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Definicao 5.5 (Resto de Lagrange para a Formula de Taylor). A equagdo (51) descrita

por:

e (e) et
Tna(b) = m(b —q)™tY

que encontra-se apresentada no Teorema 5.3 é denominada forma de Lagrange para o
Resto de Taylor.

I

Cabe também ressaltar que além da forma de Lagrange para o Resto de Taylor
existem outras formas, tais como a forma de Cauchy e a forma integral do resto, as
quais nao serao discutidas neste trabalho, visto que as mesmas nao serao necessarias
na determinacao dos resultados aqui desejados.

Conforme foi visto o Polindmio de Taylor e o Resto de Lagrange sao duas fer-
ramentas matematicas consistentes, as quais serao utilizadas para a resolucao tanto
do problema inicial de determinar os valores da fun¢ao seno, assim como apresentar
uma analise da consisténcia na resolucao do problema do péndulo ao considerar-se que
sen(f) =~ 0.

Observacao: Ao tratar-se de fungoes que sejam infinitamente derivaveis pode-se
expandir o Polinomio de Taylor, de forma que a ordem do mesmo seja tao grande
quando necessario. Desta forma é possivel representar estas fungoes através da Série

de Taylor.

Definigao 5.6 (Série de Taylor). Seja f : I — R uma fungao definida no intervalo I C
R e infinitamente derivdvel em um ponto a € I. Define-se a série infinita denominada

Série de Taylor da funcao f no ponto a da sequinte forma:

©_ £i)(q
Sp(x) = Z fZ,—!()(x —a)’. (52)

Cabe ressaltar que a Série de Taylor definida no ponto a = 0 restringe-se a seguinte

relacao:

> £() )
510 = 32100,

, i!
=0
a qual também é conhecida como Série de Maclaurin.
(b —a)" !
(n—1)!
tende a 0 quando n tende para o infinito, para qualquer que seja o intervalo dado.

Em particular, para a funcdo f(x) = sen(x), tem-se que ||r,. | <
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Assim pode-se representar a func¢ao sen(z) como sendo a sua propria Série de Taylor.

Dessa forma em uma vizinhanga de z = 0, a mesma pode ser expressa por:

R e A (O I e S G VT any
sen(x)—ST—; ] x—zmx%ﬂ.

/)
Jj=0
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6 Determinando as Aproximacoes

Nesta segao sera utilizada a teoria de Taylor vista na se¢ao 5, com o objetivo de
encontrar um polindémio que determine um valor aproximado da fun¢éo sen(z) para x €
[0, /2], assim como determinar uma estimativa do erro gerado por esta aproximacao.
Para maiores detalhes veja [4].

Além da aproximacao polinomial, também sera de interesse desta secao analisar o

erro ao aproximar-se sen(x) & x, utilizada na resolu¢ao do problema do péndulo.

6.1 Polinémio de Taylor da Funcao Seno

A seguir seré apresentada a dedugao do Polinémio de Taylor para a fungao f : R —
R, definida por f(x) = sen(x), restrita a uma vizinhanga do ponto x = 0.
Considerando a funcdo f(z) = sen(z), através da teoria de derivagao, pode-se

facilmente obter que:

FO@) =sen(z) = fO@) = fO) = f(@),  VneN,
FO(@) =cos(@) = fOx) = fO) = ... = fE@), VneN,
fO(x) = —sen(z) = fO@) = f00() = f(2), VneN,
FO() = —cos(@) = fO(@) = fO0(z) = (@), VneN.

Assim para todo n € N, tem-se que a func¢do f(x) = sen(x) é infinitamente derivavel
em todo seu dominio, visto que a deducgao acima foi realizada com base em um valor
qualquer de .

Como os Polindmios de Taylor aqui construidos serao em torno do ponto z = 0,
pelas defini¢oes da segdo (5), deve-se obter as derivadas desta funcdo avaliadas em
x = 0. Assim substituindo z = 0 nas derivadas obtidas acima, tem-se que:

FU(0) = sen(0) = 0, fU*D(0) = cos(0) =1, fU42(0) = —sen(0) = 0,

fUn+3)(0) = —cos(0) = -1, Vn € N,

Conforme as igualdades acima, pode-se perceber que todas as derivadas de ordem
impar da funcdo f(x) = sen(z) avaliadas em x = 0 se anulam. Por outro lado as

derivadas de ordem par avaliadas no mesmo ponto resultam em —1 e 1.
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Dessa forma pode-se generalizar o resultado das derivadas desta fungao em z = 0

através das seguintes relagoes:

fEM(0) =0, (53)

FED0) = (=)™, (54)

para todo n € N.
Aplicando as relagoes (53) e (7?7 ) na Defini¢ao 5.2 do Polinémio de Taylor, pode-se
perceber que os polinomios de grau n = 2j + 1 (impar) e n + 1 = 2j + 2 (par), para

todo 7 € N estimados em uma vizinhanca préxima ao ponto x = 0 sao iguais, visto

que:
FER0) oo
P2j+2,0(T) = P2jr1,0(T) + o 2j 2 ()77 = pajrr0(),
(23+2) () , (23+2) ()
pois f,—()(a:)zj+2 =0, devido a —() =
(25 +2)! (25 +2)!

Dessa forma os Polinomios de Taylor de graus n = 2j+1en+1 = 25+ 2 avaliados

em uma vizinhanca do ponto a = 0, podem ser expressos por:

paaa(e) = payeaole) = 3 e, )

para todo j € N.

Logo pode-se adequar o Pélinomio de Taylor para a func¢do f(z) = sen(x), estimada
em uma vizinhanga proxima de zy = 0 e adotando uma expansao com n = 25 + 1 ou
n=2j+2com j,n e N.

Variando o valor de j na equagao(55), pode-se facilmente obter que para algum

€ (0,z) C[0,%], com i € {1,2,3}:

3
cos(cy).x
pLO(ZL‘) = pg,o(l‘) =zxe 7"270(1') = —%7
z? cos(cy).x?
(z) (x) i + L () cos(cs).a”
x) = Xr) = - ernr rT) = ————
Fookty = peo 6 120 '°° 5040

A Figura 9 foi elaborada com o intuito de ilustrar as aproximacoes polinomiais de
Taylor. Na mesma foram plotados os graficos da fungao f(x) = sen(x), assim como dos

Polinémios de Taylor de Grau 2, 4 e 6, definidos em uma vizinhanca do ponto a = 0.
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£(x) = sen(x)

| 3
Pa,o(X) % Pao(x) =x iy

B | B pmmmmmm o e e e e e e e b e
|
|
\

o H
s

Figura 9: Grafico da fungdo f(x) = sen(x) e dos Polinomios de Taylor ps g, pso € pso

dessa func¢ao, avaliados para todo = € [0, 7].

Como para todo ¢ € (0,z) C [0, 5], tem-se que || cos(c)|| < 1, entdo o valor estimado
para o erro da aproximacao polinomial, paji20(z) ~ sen(z) estara limitado da seguinte

forma: 2j+3 2j+3
j j
jricos(c).w x

IB1 = Iryza(o)l = | (-9 2] < 2

Logo ¢é possivel aproximar os valores da funcao f(r) = sen(x) para z € [0, ] através

do Polinémio de Taylor de grau n = 25 + 2, conforme a dedugao acima e obter-se que:

k

J
(=1)
P2j+1,0(T) = Pajr2,0( Z 2% - 11 (),
k=0

para todo 7 € N. Sendo que essse apresentard um erro estimado em:

-, cos(c).zHt3

E =1, = (=)=

para algum c € (0,7) C [0, §].

6.2 Analise do erro no problema do Péndulo

Na resolugao do problema do péndulo, tratado na segao (3), para otimizar os célculos,
foi utilizada uma aproximagao muito comum aos varios ramos da engenharia, a qual

considera que sen(z) ~ .
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Conforme visto na se¢ao (5), esta pratica baseia-se em considerar a fungao f : R —
R, definida por f(z) = sen(z) como sendo aproximadamente o Polinomio de Taylor de
grau 2 em uma vizinhanca do ponto x = 0.

Tomando j = 0 e adequando a equagao (55), tem-se que o Polinomio de Taylor de

ordem 2 em uma vizinhanca do ponto x = 0 ¢ da forma p, o(z) = = e que seu resto na

3
forma de Lagrange é expresso por rqo(z) = —m, para algum c € (—||z|, ||z])-

Conforme o Teorema de Taylor 5.3, tem-se que f(x) = pyq() +7nq(z), assim para
cada x, existe um ¢ € (—||z|, ||z||), tal que a funcdo f(z) = sen(x) pode ser escrita
através da seguinte igualdade:
cos(c).x3
6

Logo, ao considerar-se que sen(z) = x, esta sendo inserido no problema um erro

sen(z) = pao(z) + rop(z) =2 —

relativo a diferenga entre o valor real da fungao e a aproximacao utilizada. O valor

desse erro aumenta conforme o ponto x afasta-se de 0 e o mesmo é dado por:

3
cos(c).x
E=ryo(z) = _—<6) ,

para algum c¢ € (—|[z], lz).

Portanto a aproximacao utilizada no problema ira gerar uma diferenca entre os va-
lores determinados pela equagao (19) em relagao aos que realmente ocorreram durante
o deslocamento do péndulo.

Na literatura, relativa ao estudo do comportamento desse tipo de péndulo, muitos
autores defendem uma tolerancia maxima de 10° = {Trad para a variagao do angulo
de movimentagcao.

Assim, considerando que a variacao desse angulo respeite a limitagao dada por

|z]| < {5, o erro ocasionado pela aproximagao utilizada sera limitado da seguinte

forma: ;
cos(c).x3 x3 () 3
E|l = = |- <= < |28 = _
181 = Iraalo)l = | -2 <[] < | “EL] - 22
3
Como 51992 ~ 0,000886 < 0,001 = 1073, tem-se que o erro gerado pela aproxi-

magcao utilizada, considerando-se uma variagao méaxima de 10° = {grad serd inferior a
1073,

Portanto a aproximagao utilizada pode ser aplicada, desde que seja feita uma anéalise
muito aprimorada quanto a tolerancia do movimento do péndulo que sera aceita, assim

como o limite dos erros que serao gerados.
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7 Aplicacao das Aproximacoes Polinomiais

Nesta secao seré apresentada uma sugestao de atividade que pode ser realizada em sala
de aula a fim de aplicar as teorias apresentadas nas se¢oes anteriores. Para maiores
detalhes veja [2] e [4].

Essa atividade foi elaborada partindo de uma aproximagao da funcao f(z) = sen(x),
a qual ird utilizar o Polinémio de Taylor de ordem 6 definido em uma vizinhanga do
ponto a = 0, para valores de x € [O, g} .

Conforme foi visto na se¢ao 6, o Polindmio de Taylor de ordem 6 é dado por:

ZES ;p5
ps0(z) = peo(x) = — N 4 20"
6 obt; ; ~ cos(c).x”
onde seu resto na forma de Lagrange é obtido através da relacdo rgo(x) = i

para algum c € (0,z) C [0, §].

Essa aproximacao foi escolhida, visto que no intervalo dado a mesma apresentara
um erro limitado podendo o mesmo ser mensurado, uma vez que para todo ¢ € (0, 7),
tem-se que —1 < — cos(c) < 0.

Logo o valor estimado para o erro da aproximacao polinomial utilizada estara con-
£40° =510 27 ~ 0,00468 tem-se que || E| < 0,00468, de

onde ¢é possivel estimar que os valores obtidos dessa forma apresentarao uma precisao

preendido entre — 27 e 0. Como

de pelo menos duas casas decimais.

7.1 Atividade Pratica Relacionada a Funcao Seno e sua Apro-

ximagao Polinomial

Esta atividade foi elaborada para ser desenvolvida em uma turma do primeiro ano do
ensino médio. Durante a mesma serd apresentado um método simples e eficaz para
determinar uma aproximagcao do valor numérico da fungao f(x) = sen(z).

Inicia—se a atividade apresentando um polinémio supostamente magico P(x) = z —
%3 + 155, 0 qual possui o poder de calcular o valor aproximado da fungao f(r) = sen(x)
para qualquer angulo 0 <z < 7.

Como esse polinémio possibilita uma aproximacao da referida funcao para qualquer

angulo 0 < x < 7, tem-se na verdade a possibilidade de obter-se o valor aproximado
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do seno de qualquer angulo, basta utilizar-se esta teoria juntamente com a técnica da
redugao ao primeiro quadrante.

Apo6s iniciada a aula, apresenta-se aos alunos o polinémio P(x) = x — % + %,
explicando aos mesmos que essa expressao algébrica sera utilizada para obtermos o
valor aproximado da funcgao seno.

Para facilitar e organizar os célculos sera utilizada a seguinte tabela, juntamente

com o algoritmo descrito na segao 7.2.

Grau(f) | Radianos(z) | z | 2% | £ | 2® | £

7.2 Algoritmo para a Determinacao da Aproximacao Polino-

mial da Fungao Seno

A seguir sera apresentado um algoritmo (descrigao) elaborado com o intuito de nortear
a atividade a ser desenvolvida em sala de aula.

1) Escolha um angulo 0° < # < 90° e escreva na tabela, na coluna dos Graus.

2) Transforme este angulo de Graus para Radianos, denote-o como z e escreva na
tabela, na coluna dos Radianos. Utilizar uma aproximagao (arredondamento) de trés
casas decimais.

3) Escreva o valor de x obtido no item 2) na tabela, na coluna z. Mantenha a
mesma aproximagcao (arredondamento) de trés casas decimais.

4) Calcule, utilizando sua calculadora, o valor de x® partindo do valor encontrado no
item 3) e escreva na tabela, na coluna z®. Utilizar uma aproximacao (arredondamento)
de trés casas decimais.

5) Calcule, utilizando sua calculadora, o valor de z° partindo do valor encontrado
nos itens 3)e 4) e escreva na tabela, na coluna z°. Utilizar uma aproximagao (arredon-
damento) de trés casas decimais.

6) Calcule, utilizando sua calculadora, o valor de % partindo do valor encontrado no
item 4) e escreva na tabela, na coluna %. Utilizar uma aproximacao (arredondamento)

de trés casas decimais.
5
X

120
Utilizar uma aproximagao (arredondamento)

7) Calcule, utilizando sua calculadora, o valor de 5= partindo do valor encontrado no

)
i

item 4) e escreva na tabela, na coluna {5;.
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de trés casas decimais.
8) Calcule, utilizando sua calculadora, o valor de P(z) = = — % + % partindo
dos valores encontrados nos itens 3), 6) e 7) e escreva na tabela, na coluna P(z) =

3 5 1 . ~ N . .
r — % + 5. Utilizar uma aproximagao (arredondamento) de trés casas decimais.

120°

Deve-se observar que o professor ao utilizar esta aproximagao polinomial da fungao
seno, deve frizar aos alunos que este céalculo ird resultar em um valor préoximo ao
valor real, mas que o mesmo apresenta uma pequena diferenca em relacao ao valor
real,visto que trata-se de uma aproximagcao polinomial e que foram realizados intimeros

arredondamentos durante o processo, gerando assim uma diferenca.

7.3 Exemplo Pratico Relacionado a Fungao Seno

Solicite a um aluno que escolha um angulo 0° < 6 < 90°. Supondo sem perda de
generalidade que o mesmo escolha o angulo # = 38°. Preencha a tabela conforme

abaixo:

Grau (0) | Radianos(z) | z | %3 | 2

38°

Oxm
180° *

Converta o angulo dado para radianos utilizando a seguinte expressao: r =
Assim como 6 = 38° e utilizando m = 3, 142, tem-se que:

_38°><7T

T 1800

~ 0,663311111 ~ 0, 663.

Preencha a tabela conforme abaixo:

Grau (0) | Radianos(x) | z | 23

mﬁo
8
W
]
ot
ie)
—~
o
Il
)
|
8
+
9k
S

120

38° 0,663

A partir deste ponto pode-se solicitar que seja preenchido o restante da tabela,
desde que observado que todas as aproximagoes (arredondamentos) deverao ser feitas
com trés casas decimais.

Apoés os alunos completarem o preenchimento da tabela dada, espera-se que os

mesmos obtenham o seguinte resultado:
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Grau (0)

Radianos(x)

T

x3

z3 5
6 X

25

120

38°

0,663

0,663

0,291

0,049 | 0,122

0,001

0,615

Vale ressaltar que utilizando um computador ou uma calculadora cientifica, pode-se

encontrar o valor sen(38°) ~ 0,615661475, mostrando assim que o método utilizado foi

eficiente na aproximacao obtida.

7.4 Exercicio Proposto para Assimilacao da Atividade Relaci-

onada & Funcao Seno

Solicitar aos alunos que elaborem uma tabela completa com todos os angulos inteiros

0° < 6 < 90°, utilizando a tabela abaixo como modelo:

Grau (0)

Radianos(x)

f(x) = sen(x)

00

10

20

30

89°

90°

Observando que a tltima coluna sera obtida utilizando-se uma calculadora cientifica

ou mesmo um computador que possibilite obter-se os valores aproximados da funcao

Seno.
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Resultado esperado para a tabela a ser elaborada pelos alunos com 0° < 6 < 30°.

Grau Radianos(0) x z3 z® P(z) =o — % + 1'“"250 f(x) = sen(x)
0° 0,000 0,000 | 0,000 | 0,000 0,000 0,000
1° 0,017 0,017 | 0,000 | 0,000 0,017 0,017
20 0,035 0,035 | 0,000 | 0,000 0,035 0,035
3° 0,052 0,052 | 0,000 | 0,000 0,052 0,052
4° 0,070 0,070 | 0,000 | 0,000 0,070 0,070
5° 0,087 0,087 | 0,001 | 0,000 0,087 0,087
6° 0,105 0,105 | 0,001 | 0,000 0,105 0,105
7° 0,122 0,122 | 0,002 | 0,000 0,122 0,122
8° 0,140 0,140 | 0,003 | 0,000 0,139 0,139
9° 0,157 0,157 | 0,004 | 0,000 0,156 0,156
10° 0,175 0,175 | 0,005 | 0,000 0,174 0,174
11° 0,192 0,192 | 0,007 | 0,000 0,191 0,191
12° 0,209 0,209 0,009 0,000 0,208 0,208
13° 0,227 0,227 | 0,012 | 0,001 0,225 0,225
14° 0,244 0,244 | 0,015 | 0,001 0,242 0,242
15° 0,262 0,262 | 0,018 | 0,001 0,259 0,259
16° 0,279 0,279 | 0,022 | 0,002 0,276 0,276
17° 0,297 0,297 | 0,026 | 0,002 0,292 0,292
18° 0,314 0,314 | 0,031 | 0,003 0,309 0,309
19° 0,332 0,332 | 0,036 | 0,004 0,326 0,326
20° 0,349 0,349 | 0,043 | 0,005 0,342 0,342
21° 0,367 0,367 | 0,049 | 0,007 0,358 0,358
22° 0,384 0,384 | 0,057 | 0,008 0,375 0,375
23° 0,401 0,401 | 0,065 | 0,010 0,391 0,391
24° 0,419 0,419 | 0,073 | 0,013 0,407 0,407
25° 0,436 0,436 | 0,083 | 0,016 0,423 0,423
26° 0,454 0,454 | 0,093 | 0,019 0,438 0,438
27° 0,471 0,471 | 0,105 | 0,023 0,454 0,454
28° 0,489 0,489 | 0,117 | 0,028 0,469 0,469
29° 0,506 0,506 | 0,130 | 0,033 0,485 0,485
30° 0,524 0,524 | 0,144 | 0,039 0,500 0,500

Tabela 3: Tabela da aproximacao de sen(f), para 0° < 6 < 30°.

A Tabela 3 apresenta os resultados esperados ao aproximar-se a relagao sen(x)

através do Polinomio de Taylor de ordem 6, em uma vizinhanca do ponto a = 0, isto

, . 3 5
¢, considerar sen(z) ~ x — % + &

6 " 120°
Considerando que o angulo 6 seja inteiro e calculado em graus, tem-se que para
a Tabela 3, 0° < 6 < 30°. Fazendo a transformagao desses angulos de graus para

radianos, obtém-se que x = 1807"ad assim 0 <oz < %

Por outro lado, o erro de cada relacao sen x) ~ T — %3 + 1’%, gerado por esta
estimativa estara vinculado a um valor ¢ € (0, ¥), sendo o mesmo dado por ||E(z)|| =
|76.0(2)] = COZOZOI Dessa forma || E(z)|| < ||E (%)H = 5040 67 ~ 0,00000214 < 1075.

Portanto para a Tabela 3, tem-se que ||E(z)]| < 1
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Resultado esperado para a tabela a ser elaborada pelos alunos com 31° < 6 < 60°.

Grau Radianos(0) x z3 x® P(z) =z — % + 1’3—250 f(x) = sen(x)
31° 0,541 0,541 | 0,158 | 0,046 0,515 0,515
320 0,559 0,559 | 0,174 | 0,054 0,530 0,530
33° 0,576 0,576 | 0,191 | 0,063 0,545 0,545
34° 0,593 0,593 | 0,209 | 0,074 0,559 0,559
35° 0,611 0,611 | 0,228 | 0,085 0,574 0,574
36° 0,628 0,628 | 0,248 | 0,098 0,588 0,588
37° 0,646 0,646 | 0,269 | 0,112 0,602 0,602
38° 0,663 0,663 | 0,292 | 0,128 0,616 0,616
39° 0,681 0,681 | 0,315 | 0,146 0,629 0,629
40° 0,698 0,698 | 0,340 | 0,166 0,643 0,643
41° 0,716 0,716 | 0,366 | 0,188 0,656 0,656
42° 0,733 0,733 | 0,394 | 0,212 0,669 0,669
43° 0,750 0,750 | 0,423 | 0,238 0,682 0,682
44° 0,768 0,768 | 0,453 | 0,267 0,695 0,695
45° 0,785 0,785 | 0,484 | 0,299 0,707 0,707
46° 0,803 0,803 | 0,517 | 0,334 0,719 0,719
47° 0,820 0,820 | 0,552 | 0,371 0,731 0,731
48° 0,838 0,838 | 0,588 | 0,413 0,743 0,743
49° 0,855 0,855 | 0,625 | 0,457 0,755 0,755
50° 0,873 0,873 | 0,665 | 0,506 0,766 0,766
51° 0,890 0,890 | 0,705 | 0,559 0,777 0,777
52° 0,908 0,908 | 0,748 | 0,616 0,788 0,788
53° 0,925 0,950 | 0,792 | 0,677 0,799 0,799
54° 0,942 0,942 | 0,837 | 0,744 0,809 0,809
55° 0,960 0,960 | 0,885 | 0,815 0,819 0,819
56° 0,977 0,977 | 0,934 | 0,892 0,829 0,829
57° 0,995 0,995 | 0,985 | 0,974 0,839 0,839
58° 1,012 1,012 | 1,037 | 1,063 0,848 0,848
59° 1,030 1,030 | 1,092 | 1,158 0,857 0,857
60° 1,047 1,047 | 1,148 | 1,259 0,866 0,866

Tabela 4: Tabela da aproximacao de sen(f), para 31° < 6 < 60°.

A Tabela 4 apresenta os resultados esperados ao utilizar-se a aproximacao sen(x) ~

I‘3 x5
r— 7% + 120"

Considerando que o angulo 6 seja inteiro e calculado em graus, tem-se que para
a Tabela 4, 30° < 6 < 60°. Fazendo a transformagéo desses angulos de graus para

radianos, obtém-se que x = 180md assim § <x < %

Por outro lado, o erro de cada relagao Sen(:v) — %3 + 1’”750, gerado por esta
estimativa estara vinculado a um valor ¢ € (0, §), sendo o mesmo dado por ||E(z)|| =
|76.0(x)| = “’;;40‘* Dessa forma || E(z)[| < ||E (Z)|| = sk =~ 0,000274012 < 1072,

Portanto para a Tabela 4, tem-se que ||E(z)| < 1073.
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Resultado esperado para a tabela a ser elaborada pelos alunos com 61° < 6 < 90°.

Grau Radianos(0) x z3 x® P(z) =z — % + 1’3—250 f(x) = sen(x)
61° 1,065 1,065 | 1,207 | 1,368 0,875 0,875
62° 1,082 1,082 | 1,267 | 1,484 0,883 0,883
63° 1,100 1,100 | 1,329 | 1,607 0,891 0,891
64° 1,117 1,117 | 1,394 | 1,739 0,899 0,899
65° 1,134 1,134 | 1,460 | 1,879 0,907 0,906
66° 1,152 1,152 | 1,528 | 2,028 0,914 0,914
67° 1,169 1,169 | 1,599 | 2,187 0,921 0,921
68° 1,187 1,187 | 1,672 2,355 0,928 0,927
69° 1,204 1,204 1,747 | 2,533 0,934 0,934
70° 1,222 1,222 | 1,824 | 2,722 0,940 0,940
71° 1,239 1,239 | 1,903 | 2,922 0,946 0,946
72° 1,257 1,257 | 1,984 | 3,134 0,952 0,951
73° 1,274 1,274 | 2,068 | 3,357 0,957 0,956
74° 1,292 1,202 | 2,154 | 3,594 0,962 0,961
75° 1,309 1,309 | 2,243 | 3,843 0,967 0,966
76° 1,326 1,326 | 2,334 | 4,106 0,972 0,970
77° 1,344 1,344 | 2,427 | 4,384 0,976 0,974
78° 1,361 1,361 | 2,523 | 4,676 0,980 0,978
79° 1,379 1,379 | 2,621 | 4,983 0,983 0,982
80° 1,396 1,396 | 2,722 | 5,307 0,987 0,985
81° 1,414 1,414 | 2,825 | 5,647 0,990 0,988
82° 1,431 1,431 | 2,931 | 6,004 0,993 0,990
83° 1,449 1,449 | 3,040 | 6,379 0,995 0,993
84° 1,466 1,466 | 3,151 6,773 0,997 0,995
85° 1,484 1,484 | 3,265 7,186 0,999 0,996
86° 1,501 1,501 | 3,382 | 7,619 1,001 0,998
87° 1,518 1,518 | 3,501 | 8,072 1,002 0,999
88° 1,536 1,536 | 3,623 | 8,547 1,003 0,999
89° 1,553 1,553 | 3,748 | 9,044 1,004 1,000
90° 1,571 1,571 | 3,876 | 9,563 1,005 1,000

Tabela 5: Tabela da aproximacao de sen(f), para 61° < 6 < 90°.

A Tabela 5 apresenta os resultados esperados ao utilizar-se a aproximacao sen(z) ~
3 5
r— %+ 15
Considerando que o angulo 6 seja inteiro e calculado em graus, tem-se que para
a Tabela 5, 60° < 6 < 90°. Fazendo a transformagéo desses angulos de graus para

radianos, obtém-se que x = 180md assim § <x < 3

Por outro lado, o erro de cada relagao Sen(:v) 5+ 1’”750, gerado por esta

estimativa estaré vinculado a um valor ¢ € (0, §), sendo o mesmo dado por ||E(z)|| =

),
Ireo(x)]| = “292" Dessa forma [|E(x)|| < ||E (3)|| = s5hgr ~ 0,004681754 < 1072,

5040
Portanto para a Tabela 5, tem-se que ||E(z)| < 1072
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8 A Equacao do Calor

Nessa se¢ao seré estudado o problema da equacao da transferéncia de calor ao longo
de uma barra. Esse estudo tem como objetivo introduzir a importancia do estudo das

séries de Fourier. Para maiores detalhes veja [11].

Considerando os estudos matematicos, relacionados aos fenémenos fisicos que sao
tratados através das teorias do Calculo Diferencial e Integral, desde o século XVIII o
problema da condugao de calor em uma barra, vem sendo estudado.

Utilizando as teorias do Calculo Diferencial e Integral, veremos como chegar a
conclusao de que a temperatura ao longo de uma barra em um ponto = e no instante
t ¢ uma fun¢ao de duas variaveis u(z,t), a qual possui derivadas parciais nas variaveis
x e t, satisfazendo a equacao diferencial parcial:

ou 0%u

E(x’ t) = kW@’ t), (56)

onde k£ é uma constante real relacionada ao tipo de material que compoe a barra.

A seguir seré utilizado o método de Fourier para a obtencao de uma funcao de duas
variaveis que satisfaga simultaneamente a Equacao (56), assim como certas condi¢oes
de valor inicial.

O método de resolugao de Fourier que serd utilizado consiste em duas fases. Na
primeira etapa procura-se obter, através da separacao das variaveis, um problema de
autovalor, para as equacao diferenciais ordinérias relacionadas as equacoes diferenciais
parciais relativas ao problema.

Partindo da familia de solugoes encontradas na primeira etapa, inicia-se a segunda
etapa a qual ¢ basicamente a composi¢ao de uma solucao para o problema inicial através
de uma série cujos termos sao produtos das solugoes da etapa anterior por coeficientes
adequados.

Para tornar possivel o estudo em questao, sera necessario realizar algumas consi-
deragoes. Seréd considerado que o problema trata de uma barra cujo material, com o
qual tenha sido feita, seja um condutor uniforme de calor, isto é, a temperatura flui de
forma igual, em todos pontos dessa barra.

Apos fazer as consideragoes relativas ao material com que foi feita essa barra, tam-
bém é necessario determinar o formato da mesma. Quanto a forma da barra sera
considerado que esta possui comprimento L e que ao longo de seu comprimento todas

as secgoOes transversais possuem a mesma forma e consequentemente a mesma area A.
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Por fim a tltima consideracao é a de que essa barra possui um isolamento térmico
em toda sua area lateral ao longo de seu comprimento, evitando assim a transferéncia

de calor com o ambiente, a nao ser em suas extremidades.

Material Isolante

S

Figura 10: Barra com Seccao Transversal.

Com as restricoes feitas acima o estudo deste problema torna-se unidimensional,
visto que a uniformidade do material, o isolamento térmico e as sec¢oes transversais
implicam que a transferéncia do calor pela barra ocorra somente no sentido longitudinal

do comprimento.

Figura 11: Barra nos Eixos Coordenados.

A lei fisica que rege a conducao de calor é basicamente baseada nas observagoes
experimentais de Jean-Baptiste Biot (1774-1862), porém na grande maioria das vezes é
creditada a Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), o qual foi o primeiro a utilizé-la

de forma explicita.
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Conhecida como Lei do Resfriamento de Fourier, essa lei afirma que o calor trocado
através de conducao, em uma determinada direcao, é proporcional a area da secgao

normal (ortogonal) a dire¢@o e ao gradiente da temperatura relacionados a esta diregao.

Seccdo Transversal - S,

Seccdo Transversal - 51/7

Figura 12: Barra com Secgoes Transversais S; e Ss.

Em outras palavras, essa lei garante que considerando duas secc¢oes transversais
S1 e Sy de uma barra, normais ao sentido do deslocamento desejado, possuindo areas
iguais a A, mantidas respectivamente as temperaturas constantes T e T e estando
uma da outra a uma distancia d, entao haverd uma transferéncia de calor da placa
(secgdo) mais quente para a mais fria.

A cada unidade de tempo a quantidade de calor transferido entre as secgoes respeita
a seguinte equacao:

Q:hm%—ﬂ|

na qual () representa a quantidade de calor transferido e k é um niimero real relacionado

, (57)

a condutividade térmica do material entre as secgoes.

Supondo que a barra seja colocada em um eixo coordenado, conforme a Figura 11,
o comprimento longitudinal varia juntamente com a coordenada z. Assim é possivel
representar por u(x,t) a temperatura da barra em um ponto de abcissa x, no instante
de tempo t.

Tomando como base a representacao da Figura 12 e considerando que as placas S}
e Sy estao ortogonalmente posicionadas respectivamente sobre os pontos de abcissa x
e x + d, faz sentido discutir-se sobre a transferéncia de calor de uma placa para outra,
desde que observados alguns detalhes.

Como as temperaturas das placas nao sao constantes, isto é, variam com o tempo,

63



nao é possivel aplicar diretamente a Lei de Fourier. Para adequar essa teoria ao pro-
blema em questao, faz-se necessério introduzir uma nova grandeza, a qual sera deno-
minada de fluxo de calor através de uma placa na posi¢ao = e no instante de tempo t.
Esta grandeza sera representada por ¢(z,t).

Fixando o tempo na equagao (57), torna-se possivel considerar que as temperaturas
nas placas S e Sy sao dadas por 17 = u(x,t) e Ty = u(z +d, t), respectivamente. Logo

essa equagao pode ser expressa por:

kAlu(z +d,t) — u(z,t)|

@= d

(58)

Definindo o fluxo de calor na direcao positiva do eixo coordenado x e tomando o
limite quando d tende a zero, na equagao (58), obtém-se que:
kAlu(x +d,t) — u(x, t)] ou

q(z,t) = lljgr{l) ¥ =—k.A. %(x,t)‘ : (59)

Para facilitar o entendimento dos calculos, que serao desenvolvidos a seguir, serao
ou 0%u ou

utilizadas as seguintes notagoes: — = u,, — = Uy, € — = u;. Dessa forma a
' ~ Ox Ox? ot
igualdade (59) pode ser reescrita por:

q(z,t) = —k.Aug(x,t). (60)

O modulo apresentado na equacgao (59) foi substituido pelo sinal de menos na equa-
¢ao (60), visto que se a variavel temperatura u cresce, quando ocorre um deslocamento
x da esquerda para a direita, tem-se que u, > 0, porém o fluxo de calor fluira da direita
para a esquerda (sentido contrario do deslocamento x), fazendo com que o ¢(x,t) seja
negativo.

Analogamente pode-se observar que se u decresce, quando ocorre um deslocamento
r da esquerda para a direita, tem-se que u, < 0, porem o fluxo de calor fluird da
esquerda para a direita (mesmo sentido do deslocamento x), fazendo com que o ¢(z,t)
seja positivo.

Para analisar a quantidade de calor ¢ que passa por um elemento dessa barra, deve-
se fazer algumas suposicoes. Supondo que o elemento esteja em uma seccao localizada
entre as posigoes g e (zo + €) e que o tempo ira variar de ty até (to + ¢), utilizando o

fluxo de calor ¢(z,t), juntamente com a igualdade (60), obtém-se que:

to+¢ to+¢ to+¢
¢ = / o0, )t — / o(zote, )t = kA / (s (20 + €. £) — (w0, 1) dt. (61)

to to to
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Pelo Teorema Fundamental do Céalculo, tem-se que a equagao (61) pode ser reescrita

to+¢ prote
q= / / k. Ay, (z, t)dzdt.
to xo

Conforme os estudos relacionados a transferéncia de calor em uma substancia, tem-

por:

(62)

se que a constante, denominada calor especifico ¢, é a quantidade de calor necessaria
para aumentar em um grau Celsius a temperatura dessa substancia. Assim, consi-
derando uma substancia com densidade p, area A e constante de calor especifico c,

pode-se obtér que:

tot+¢ prote
q—/ / c.p. Az, t)dt. (63)
Igualando as equagoes (62) e (63), obtém-se:
to+¢ pxote to+¢ prote
/ / k. Ay, (x,t)dodt :/ / c.p. Az, t)dt. (64)
to o) to o

Analisando a igualdade (64) e observando que a mesma ¢ vélida para todo ¢y > 0,

0 <z <L, p»>0ee>0, obtém-se que k.u,,(x,t) = c.p.uy(x,t). Fazendo K = —,
c.
tem-se que: P

up(z,t) = Kz (x,t). (65)

A constante K = % é denominada Difusibilidade Térmica. Cada substancia possui
uma difusibilidade térmica propria. A seguir sera apresentada a Tabela 6, na qual sao

relacionadas algumas substéncias com suas respectivas difusibilidades térmicas (K).

Material | K(cm?/s) Material K(ecm?/s)
Prata 1,71 Ferro Fundido 0,12
Cobre 1,14 Argila 0,0038

Aluminio 0,86 Agua 0,00144

Tabela 6: Tabela com a Difusibilidade Térmica (K) de Algumas Substéancias.

A equagao (65) ¢ denominada Equacao do calor, sendo a mesma a lei que rege a
variagdo de temperatura u(z,t) em uma barra, conforme as hipoteses feitas para a
obtencao da Figura 10.

Neste ponto deve-se observar que para obter a Equacao do Calor foi feita a hipotese

de que a temperatura ¢ uma funcdo de duas variaveis denotada por u(z,t), para a qual
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as derivadas parciais de até segunda ordem existem e sao continuas em uma regiao do
plano (z,t) comt>0e0<x < L.

Analisando a equacao diferencial parcial (65), pode-se verificar que a mesma apre-
senta inimeras solugoes. Para chegar-se a real solugao da mesma é necessario analisar
o problema, a fim de obter-se valores que possam determinar as ditas condicoes de
fronteira.

Para determinar os valores de fronteira desta equacao, deve-se inicialmente conside-
rar que no tempo inicial de medigao das temperaturas, cada placa da barra em estudo
possui uma temperatura inicial constante para todos os seus pontos.

Assim, a temperatura nos pontos de cada placa no instante ¢ = 0 pode ser ex-
pressa como uma funcao unidimensional que ird4 depender tinica e exclusivamente de

sua posicao na barra. Dessa forma pode-se considerar que:

u(z,0) = f(x),

onde f : [0, L] — R é uma fungao real que a cada ponto x em que se localiza a secgao
transversal sera relacionada a temperatra desta placa no instante ¢ = 0.

Além de analisar a temperatura das segoes transversais no instante ¢t = 0, deve-se
também analisar a situacao das extremidades desta placa. Explorando exaustivamente

todas as possibilidades, pode-se perceber que existiram exatamente 4 casos a saber:
e 1% Possibilidade : As temperaturas das extremidades sao mantidas constantes.

e 2¢ Possibilidade : As extremidades estao termicamente isoladas, isto ¢, os fluxos

de calor através de £ = 0 e x = L sdo nulos.

e 3% Possibilidade : Existe transferéncia de calor entre as extremidades e o meio

ambiente, o qual estd a uma temperatura constante wuy.
e 4% Possibilidade : Ocorre uma combinacao de duas das possibilidades anteriores.

Devido a esse problema ser meramente ilustrativo, a seguir sera tratado apenas o
caso relatado na 1% possibilidade.

Supondo que as extremidades da barra sejam mantidas constantes com 7T}, sendo a
temperatura na extremidade em que x = 0 e T3, sendo a temperatura na extremidade

em que x = L. Dessa forma, tem-se que:

w(0,t) =T1 e wu(L,t)="Ts. (66)

66



Poderia também ser considerado que se conhece a variacao da temperatura nas
extremidades, isto é, existem as fungoes T7(t) e To(t) para t > 0, as quais estimam as

temperaturas nas extremidades da barra em z = 0 e x = L, respectivamente.

8.1 Formulacao Matematica do Problema

Considerando as hipoteses do problema da conducao de calor sobre uma barra, que
foram feitas na se¢ao (8), assim como o caso retratado na primeira possibilidade de
valores de contorno, a seguir sera formulado matematicamente este problema.

Seja R = {(x,t) € R} 0 <x < Let >0}, aregido do plano (z,t) que representa o
a variacao das posicoes das secgOes transversais internas da barra, juntamente com a
variacao do tempo imediatamente apos o inicio da medicao.

Por outro lado, seja R = {(z,t) € R%0<z < Let >0} J{(z,t) ER} ;2 =0et >
0} U{(z,t) eREz=Let>0}U{(z,t) e RE0<x < Let=0} Istoé R éa unido
do conjunto R com sua fronteira, a qual é formada pelo segmento {0 < x < L, t = 0},
juntamente com as semi-retas {x = 0,t > 0} e {x = L,t > 0}.

Assim, o problema em questao baseia-se em determinar uma funcao real de duas

variaveis u(z,t) definida no conjunto R, a qual satisfaz a equagao (65 ), isto é:
u = Ky, em R, (67)
respeitando a condicao inicial
u(z,0) = f(z), 0<az<L, (68)

onde f : [0, L] — R & uma fungao real que satisfaz as condigdes de fronteira.
Supondo inicialmente que as temperaturas nas extremidades sao mantidas constan-

tes e iguais a zero, tem-se que:
u(0,t) = u(L,t) = 0. (69)

Problemas descritos através de equagoes do tipo (67)e (69) s@o costumeiramente
denominados Problemas de Valores Iniciais e de Fronteira e sao representados pelo

sistema de equagoes:
up = Koy, em R,
(70)
u(0,t) = u(L,t) = 0.
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Neste momento seréd inserido o método de Fourier (Separacao de Varidveis) para
determinar a solucao u do problema 70 , o qual inicialmente ira supor que ela pode ser
decomposta como um produto de duas outras fungoes. Isto é, existem duas fungoes

F(x) e G(t), para as quais tem-se que:
u(z,t) = F(x).G(t). (71)

Substituindo a equagao (71) na equagao (67), obtem-se que F'(z).G'(t) = K.F"(X).G(t).
Supondo que as fungoes F' e G sao tais que F(z) # 0, para todo 0 < z < L e G(t) # 0,
para todo t > 0 e sabendo que K # 0, pode-se obter que:

G'(t) _ F'(z)
KGW) ~ Flo) (72)

Analisando a igualdade (72), pode-se verificar que seu lado esquerdo dado por

G'(t) F"(x)

independe da varidvel x, assim como o lado direito dado por

independe

K.G(t) F(z)
da variavel t. Logo, ambos os lados podem ser reescritos e obter-se:
G'(t) F'(z)
= — = 73
kGt 7 ¢ F) ” (73)

onde ¢ é um parametro que independe das variaveis x e t.

Assim a segunda igualdade, em (73), pode ser reescrita da seguinte forma F”(x) —
0.F(z) =0, a qual é uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem.

Conforme as hipoteses feitas para a obtencao da equagao (72), tem-se que G(t) # 0,
para todo t > 0. Assim, como imposto pela igualdade (71), tem-se que u(x,t) =
F(z).G(t) de onde conclui-se que se 0 = u(0,t) = F(0).(t) entdo F'(0) = 0. Analoga-
mente obtém-se que F(L) = 0.

Portanto a fungao I’ deve satisfazer a seguinte equacao diferencial ordinaria com

valor inicial dada por:

F'(x) —o0.F(z) =0 (74)

Em posse do sistema (74), deve-se avaliar para quais valores de 0 0o mesmo possui
solugao e quais sao as mesmas.
Para ¢ > 0, o polindomio caracteristico da equagao(74) possui duas raizes reais

distintas (1/o) e (—y/0). Dessa forma a solugao geral dessa equagao é da forma:
F(z) = ¢.eVT 4 ¢y Vo)
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Porém para que os valores iniciais F'(0) = F(L) = 0, dados no sistema (74), sejam
satisfeitos é necessario ter-se ¢; = ¢o = 0 fazendo assim com que a funcao F' seja
identicamente nula. O que nao interessa para este estudo.

Dando continuidade, supondo o = 0, a equagao diferencial do sistema (74) se reduz

a F"(z) = 0, logo sua solucao geral serda um polinomio de grau 1, isto é:
F(z) = 1z + co.

Analisando os valores iniciais dados no sistema, tem-se que para F' satisfazer os
mesmos é necessario ter-se ¢; = ¢ = 0, fazendo assim com que a funcao F seja
identicamente nula. O que também nao interessa para este estudo.

Por fim, supondo que o < 0, pode-se considerar que o = —\?, para algum \ €
R, onde A > 0. Assim o polinémio caracteristico da equagao(74) possui duas raizes
complexas conjugadas (iA) e (—i\). Dessa forma a solugao geral dessa equagao é da
forma:

F(x) = ¢1.cos(A.z) 4 co.sen(A.z).

Impondo que os valores iniciais F'(0) = F(L) = 0, dados no sistema (74), sejam
satisfeitos é necessario ter-se ¢; = 0 e cy.sen(A.L) = 0.

De co.sen(A.L) = 0, tem-se que ¢o = 0 ou sen(A.L) = 0. Como ¢z = 0 nao ¢é
interessante, pois implicaria em F' ser identicamente nula, deve-se determinar os valores
de A para os quais sen(A.L) = 0.

Da trigonometria tem-se que a relagdo sen(x) anula-se somente quando x = n.m,

para todo n € Z. Assim o parametro A pode ser reescrito da seguinte forma:

, nm?
—0 = >\ =

n L2'

(75)

Os valores expressos na forma da equagao (75) sdo denominados autovalores do
problema determinado pelo sistema (74). Por outro lado as fungoes expressas na forma
da equagao (76) sao denominadas autofung¢oes do problema determinado pelo sistema
(74).

(76)

F,(z) = sen (nzm)

Neste momento deve-se redirecionar a atengao para analisar a primeira igualdade

apresentada, em (73), a qual pode ser reescrita da seguinte forma:

G'(t) — 0. K.G(t) = 0. (77)
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Devido a equagao (77) representar uma equacao diferencial ordinaria homogénea

de grau 1, tem-se que sua solucao geral é descrita por:
G(t) = c.e” ™. (78)

Substituindo a igualdade (75) na equagao (78) e tomando ¢ = 1, tem-se que a

solugao geral da equagao diferencial (77) é dada por:

—n2. 7r2Kt)

Gu(t) = 7710 (79)

Dessa forma, substituindo as igualdades (76) e(79), na equagao (71), tem-se que
para todo n € N* a solucao do problema de valores iniciais e de fronteira definidos pelo

sistema (70) ¢ da forma:

2 2

wn(,1) = Fo(2).Gn(t) = ) gon ("7 (80)

Estas fungoes denotadas por u,(x,t) sao solugoes da equagao diferencial definida
pelo sistema (70). Porém para que as mesmas também sejam solugao do problema
definido pela equagao diferencial (67).

Analisando a equagao diferencial (67), pode-se facilmente perceber que a mesma é

linear, isto é, para todo conjunto de solugoes u,(x,t), tem-se que a combinagao linear,

0 22 Kt
t) = chun(x t) ch =gt .sen <n7£x> , (81)
n=1

onde n € N* e ¢, sdo constantes reais, também seré solugao do sistema (67).

Dessa forma a func¢ao definida em (81) sera solugdo do sistema de equagoes (70).
Para que a mesma também seja solu¢ao do problema definido pelas equagoes (67),(68)

e (69) é necessario que a funcao f satisfaca o problema inicial dado em (69), isto é:

> n.w.x
f(z) = u(z, Zc U nz:lc sen  — (82)

onde n € N* e ¢, sao constantes reais que dependem da funcao f.
Neste ponto torna-se interessante refletir sobre quais tipos de func¢oes podem ser
escritas conforme a equagao (82) e quais caracteristicas essas devem possuir.
Conforme foi observado no inicio deste trabalho, o estudo deste problema tem a
intencao de despertar o interesse a investigacao das teorias relacionadas a Anélise de

Fourier.
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Observagao: A seguir serao apresentados alguns resultados relacionados a essa
teoria, os quais servirao de fonte norteadora para um eventual aprofundamento nessa
area do conhecimento.

Esses resultados sao relacionados as teorias da Série de Fourier e da Anélise de
Fourier, as quais tem o objetivo principal de criar mecanismos matematicos que possi-
bilitem analisar quais os tipos de funcoes f : R — R podem ser expressas da seguinte

forma:

f(x) = %ao + i (an. cos (n;x) + by.sen (n;x)) : (83)

Dentre os resultados, foram escolhidos a definicao da Série de Fourier e um Teorema
que garante a convergéncia dessa série para a propria funcao. O teorema apresentado
a seguir, pode ser utilizado para obter aproximacoes de func¢oes que sejam continuas
e de classe C?, diferentemente das aproximacoes de Taylor que necessitam de funcoes

n + 1 vezes derivaveis.

Definigao 8.1 (Série de Fourier). Dada uma funcao integravel f : [—m, 7] — R, define-

se sua Série de Fourier através da expressao dada por:

EO + ; p,. cos(n.x) + by.sen(n.z)|, (84)

onde o0s coeficientes a, e b, siao os coeficientes de Fourier de f, obtidos através das

= %/_ﬂ f(z)dx, (85)

sequintes expressoes:

1 vy
a, = —/ f(z).cos(n.x)dx, n>1, (86)
L
1 s
b, = —/ f(z).sen(n.x)dz, n>1. (87)
7T —TT
Teorema 8.1. Seja f : [—m, 7] — R uma fungao continua, de classe C? por partes

e tal que f(—m) = f(m), entdo para todo x € [—m, 7| sua Série de Fourier converge
uniformemente para a propria fungao, isto é:
oo

+ Y [an.cos(n.x) + by.sen(n.x)], (88)
1

n=

%
2

onde a, e b, sao os coeficientes de Fourier de f.
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Observacao: Entende-se como funcoes de classe C? aquelas que possuem, pelo
menos, as fungoes derivadas de até segunda ordem continuas.

Neste momento encerra-se esta introducao a teoria relacionada ao estudo das Séries
de Fourier e da Analise de Fourier.

Conforme visto, essas teorias apresentam uma forma de aproximar-se uma fungao
através da soma de parcelas que envolvem as relagoes trigonométricas seno e cosseno,
assim como coeficientes determinados através da integragao do produto da funcao em
questao, juntamente com uma dessas relagoes trigonométricas.

Essa aproximacao pode parecer muito mais complexa do que a apresentada na secao
(5), porém a mesma exige apenas que a func¢ao seja periddica, integravel e absoluta-
mente integravel, enquanto que a teoria de Taylor exige que a mesma seja (n+ 1) vezes
derivavel e que suas derivadas sejam continuas em um intervalo.

Assim espera-se que este apresentacao mostre que além da teoria de Taylor, existem
outras formas de aproximar-se fungoes, despertando assim o interesse em aprofundar-se

também no estudo desta teoria.
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9 Consideracoes Finais

Conforme visto no desenvolvimento deste trabalho, determinar os valores da funcao
sen(x) para valores reais desse angulo é muito importante, porém nem um pouco facil.

Tentar determinar tais valores através de construcoes geométricas ou tratamentos
algébricos, que utilizam as identidades trigonométricas comumente conhecidas, é uma
tarefa nao s6 drdua como também bastante dificil.

Na medida em que sao aprimorados os conhecimentos do Calculo Diferencial e
Integral, assim como suas aplicagoes, torna-se possivel ter acesso a teoria de Taylor
para aproximagoes polinomiais de funcoes reais.

O Polinémio de Taylor, juntamente com seu resto na forma de Lagrange, apresenta-
se como uma ferramenta consistente para determinar aproximacoes dos valores da
funcao sen(x) para todo x € [O, g] , assim como estimar o erro cometido ao utilizar-se
esta aproximacao.

Porém, a utilizagao dessa teoria nao se restringe apenas a determinagao da aproxi-
magao da fungdo f(z) = sen(x), mas sim para toda fun¢ao que seja continua em um
intervalo fechado [a, b] e (n + 1) vezes derivavel em no intervalo aberto (a, b).

Através do conhecimento da teoria de Taylor, os professores de matemética podem
elaborar atividades em sala de aula que possibilitem a seus alunos aprimorar seus
conhecimentos matematicos relacionados a funcoes tradicionalmente tratadas de forma
superficial.

Por exemplo a fungao exponencial f(x) = e® é igual a sua série de Taylor e pode ser
aproximada através de seu Polinomio de Taylor de grau n em uma vizinhanca préxima

n
n 1'2 .1'3 "

ao pontoa::(),oqualédadoporpmo(x):Z%:1+$+E—I—E+---+m.
Ao obter o Polinémio de Taylor de uma fur?g:go, um estudante tem a oportunidade de
determinar valores aproximados para fun¢oes que normalmente teriam de ser calculadas
através de calculadoras cientificas, ou mesmo utilizando valores tabelados, sem que
saibam sua origem.
Por fim, o aprofundamento na teoria de aproximagoes podem culminar no interesse
de estudar-se a teoria das Séries de Fourier uma vez que estas, diferentemente dos

Polinémios de Taylor, exigem apenas que a fungao seja no minimo duas vezes derivéavel.
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