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Resumo

O conjunto dos ntimeros complexos surgiu da necessidade da expansao
do conjunto dos niimeros reais visando a resolucao de equagoes algébricas.
O fato se deu na Europa no século dezesseis. Grandes matematicos italianos
como Scipione, Tartaglia, Cardano e Bombelli contribuiram para isto. Este
foi o passo inicial que hoje nos permite conhecer as raizes quadradas de um
nimero negativo.

Um conjunto numérico nao precisa ter necessariamente elementos asso-
ciados & numeracao, medicao ou a contagem. O conjunto das partes de um
conjunto de objetos, munido das operacgoes uniao e interseg¢ao, pode ser um
conjunto numérico mesmo que seus elementos nao sejam ntimeros. O corpo
nao ordenado dos nimeros complexos é um conjunto numeérico (onde os nui-
meros sao pares ordenados) e pode ser representado por outras estruturas
isomorfas a este conjunto como as matrizes quadradas de ordem dois ou
como classes de restos de polinémios.

Certas fungoes complexas colaboram para um melhor entendimento das
transformacoes geométricas. A transformacao de Mobius é um bom exem-
plo de funcao complexa que aplicada sobre uma curva pode gerar os efeitos
de rotagao, translacio, dilatagao ( ou contragio) e inversao.

Palavras-chave: Numeros Complexos, Equacoes Algébricas, Transforma-
coes de Mobius.



Abstract

The set of complex numbers arose from the necessity of expanding the
set of real numbers with the aim of solving algebraic equations. That has
happened in Europe in the sixteenth century. Great Italian mathematicians
as Scipione , Tartaglia, Cardano and Bombelli, contributed. This was the
initial step that now allows us to know the square root of a negative number.

A set numeric need not necessarily associated elements numbering, me-
asuring or a count. O set of parts, a set of objects, provided the operations
union and intersection, can be a set number even if its elements are not
numbers. The body unordered of the complex numbers is a set of numbers
(where the numbers are ordered pairs ) and can be represented by other
structures, isomorphs to this set as the square matrices as two or classes of
residual polynomial.

Certain complex functions contribute for a better understanding of ge-
ometric transformations. The transformation of Mobius is a good example
of complex function,applied on a curve that can generate the effects of ro-
tation, translation, dilation (or contraction) and inversion.

Keywords: Complex Numbers, Algebraic Equations,Transformations Mdbius
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1 Introducao

No contato diario com alunos de Ensino Médio muitas vezes notamos
uma estranheza quando abordamos o tema Nimeros Complexos. A utiliza-
¢ao de expressoes como solugao nao-real ou imaginaria para uma equagao
que durante quase toda a formacao colegial do aluno nao tinha solucao, deve
vir acompanhada do convencimento de que estes sao termos técnicos, para
nao lancar diuvidas em relagao a existéncia e autenticidade destes nimeros.
Este trabalho tem o propésito de contribuir com o entendimento deste to-
pico, apresentando os complexos, realmente como conjunto numeérico.

No capitulo 2, contaremos um pouco da histéria dos niimeros comple-
x0s, lembrando que a necessidade de buscar uma extensao para o conjuntos
dos nimeros reais, foi devido & busca de solucoes para equacoes de terceiro
grau e nao para as equacoes do segundo grau, como geralmente é abordado.
Mostraremos como se deu o surgimento da representag¢ao v/—1 por volta do
século XV I, na Europa , especialmente na Italia, com a grande contribuigao
dos matematicos Scipione, Cardano, Tartaglia e Bombelli.

No capitulo 3, apresentaremos as cinco condi¢oes para uma estrutura
algébrica ser definida como conjunto numeérico. Mostramos que o conjunto
dos niimeros complexos formam um corpo, onde esta imerso o conjunto dos
nimeros reais, chegando entao a conclusao de que todo numero real é tam-
bém um niimero complexo.

Talvez a baixa aceitacao por parte de alguns alunos dos complexos como
numeros, resida no fato destes elementos nao estarem associados a conta-
gem. Com o intuito de diminiur essa possivel rejeigcao, ainda no capitulo 3,
representaremos o conjunto dos ntiimeros complexos como matrizes de or-
dem dois e como classes de restos de polindmios. Em seguida apresentare-
mos as operacoes na forma algébrica, trigonométrica e a forma exponencial
de um niimero complexo, pouco utilizada na educacao basica.

Ainda capitulo 3, definiremos o que é uma funcao complexa e apresen-
taremos a Trasformacao de Mobius, uma funcao complexa que gera trans-
formacgoes geométricas, com uma atengao especial para a inversao.
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2 As Equacoes do Terceiro Grau

Historicamente, o surgimento de um novo conjunto numérico deve-se
a necessidade da extensao de outro conjunto ja existente, uma vez que o
desenvolvimento da ciéncia e do pensamento humano exigem novos conhe-
cimentos. E comum que pessoas associem a origem dos niimeros complexos
a resolugcao de equagoes do segundo grau que nao possuiam raizes reais.
Porém a verdadeira origem dos complexos estd diretamente ligada as re-
solucoes das equacoes ciibicas. O contexto desta origem se da na Italia
renascentista no século XVI, tendo como segundo plano, uma histéria de
disputas e intrigas intelectuais envolvendo matematicos como Scipione, Fi-
ori, Tartaglia e Cardano e, posteriormente com as observacoes e notacoes
criadas por Bombelli.

Um dos primeiros livros relevantes de algebra do século XV foi o “Summa
de arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionalita” (1494) de Luca
Pacioli. Em sua obra, Pacioli afirmava que a solugao de uma equacao ciibica
era tao impossivel quanto o problema da quadratura do circulo, proposto
pelos antigos gedmetras gregos. Ao mesmo tempo que tal afirmacao afastou
grandes estudiosos na busca pelas solugoes das cubicas, estimulava outros.

O Precursor na resolugao de uma ciibica foi Scipione Del Ferro (1465-
1526), no ano de 1505, quando resolveu o caso restrito da equagio > +pr = ¢,
com p e ¢q positivos, guardando a solugao para si e divulgando-a apenas para
um grupo restrito de alunos, entre eles Anténio Maria Fiore. De acordo
com [5], tal pratica era comum aos matematicos da época, pois os mesmos
tinham o habito de propor questoes inéditas aos colegas, em forma de de-
safios, buscando o reconhecimento da superioridade intelectual.

Em 1535, Nicolo de Bréscia (1499-1557), professor de matematica, mais
conhecido por Tartaglia (“o gago” devido a uma limitacdo na fala), encon-
trou um método de resolucao para a equacao do tipo 2>+pz? = ¢, mantendo-o
em segredo. Tartaglia sabia que Fiore tinha sido aluno de Scipione, ji fa-
lecido, e também era sabedor da solucao da cubica desenvolvida por seu
mestre. Marcou-se entao um duelo entre os dois, onde cada um deveria
resolver problemas associados as respectivas equagoes que o outro domi-
nava. Tartaglia saiu vencedor, pois temendo pela derrota, empenhou-se na
resolucao da equacao do adversario obtendo sucesso dez dias antes do con-
fronto, enquanto Fiore nao conseguiu resolver os problemas propostos por
Tartaglia que envolviam as equacoes do tipo 23 + p2? = ¢, especialidade de
seu adversario.

Tartaglia, dedicando-se ao estudo das ciibicas, descobriu uma solugao
geral para equacoes do tipo z° £ pr = ¢, mantendo-a mais uma vez em se-
gredo, afirmando que num momento oportuno publicaria suas realizagoes
no campo da algebra. Sua fama correu toda a Italia chegando ao conheci-
mento de Girolamo Cardano (1501-1576), um genial e arrogante professor
de matematica e praticante de medicina em Milao. Cardano estava escre-
vendo o seu Ars Magna e desejava enriquecer o seu trabalho com as tao
desejadas solugoes de cubicas.
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Em 1539, ap6s muita insisténcia e um juramento de nao revela-las, e
escrevé-las apenas em cédigo, Cardano conseguiu de Tartaglia a revelagao
de seu segredo, sob a forma de um poema de vinte e cinco versos [6], dos

quais os nove primeiros diziam respeito 4 equacao 23 + pr = q.

Porém, para desespero de Tartaglia, que tinha a esperanca de dar ao
mundo um trabalho imortal, Cardano quebrou sua promessa e, em 1545,
publicou no Ars Magna a solucao de Tartaglia para equacoes ctibicas. Uti-
lizando termos algébricos atuais, podemos reescrever como se segue o de-
senv01v1mento e a regra para a resolucao de uma equagao ciibica reduzida
ao tipo 2 + pr = ¢, apresentada por Cardano ficando assim conhecida como
férmula Cardano-Tartaglia.

Para chegarmos a esta formula vamos considerar a identidade

(a —b)® + 3ab(a — b) = a® — b,

valida para quaisquer a e b. Comparando com a equacgio 2> + pr = ¢ temos
as equivaléncias = a—b, p = 3ab e ¢ = a® — b® de onde obtemos as expressoes

4a’b® = @

27

a® —2a36 +° = %

Adicionando os termos de cada membro destas duas dltimas equacoes,
obtemos as expressoes

4
J(a®+b%)? =¢q -|—i

la® + %) =4/ q? éa P =4/ +?.
De a® + 1 = i\/q2+4p e a® — b = q, segue:

43
ab +2a%0 + b5 = 2+ p

s q 1 4p?
N -
C VTS
e analogamente,
1 4p?
(. Y b B i
oV T a7
Para o caso a® = ¢ + 1/¢> + % temos




sl—q | |¢* P
b= 2 4=
\/2+ YIST:

Como a solucgao desejada é r = a — b, temos que
_ 3/q ¢ p osl—q @ P
x_\/2+\/4+27 \/2+\/4+27'

Em Ars Magna, Cardano chama as raizes negativas de uma equac¢ao como
ficticias e as raizes positivas de reais. Aborda de certa forma o niimero de
raizes associadas ao grau da equacao e a relagao entre os coeficientes. As
raizes de ntimeros negativos sao tratadas por ele como sofisticas [4] e, em-
bora nao totalmente desprezadas por ele, h4 um prejuizo no avanco de seus
estudos, uma vez que suas solugoes e demonstracoes tinham por base ar-
gumentos geométricos, influenciados ainda pelos métodos encontrados nos
elementos de Euclides.

Cardano introduziu em Ars Magna a transformacgao de uma equacao
ciibica completa em outra equagao sem o termo de segundo grau, isto é,
escreve a equagio z* + az? + bx + ¢ = 0 na forma y* + py = ¢, onde y = = + &,
como visto em [10].

Exemplo 2.1 ‘
Vamos eliminar o termo quadratico da equacao 23 +62?+x+2 = 0. Fazendo
r=y—2,coma=06,0b=1ec=2obtemos a equacao

(y—2°+6(y—2)+(y—2)+2=0,

ou
P — 6yt + 12y — 846y — 24y +24+y—2+2=0

ou
v — 11y + 16 = 0.

Tal equacao pode ser resolvida pelo método de Tartaglia.

2.1 A contribuicao de Bombelli

A féormula de Cardano-Tartaglia s6 era valida se % + ’2’—3; > 0, pois ainda havia
o problema de extrair raizes quadradas de ntimeros negativos. Cardano se
esquivava de problemas, chamados a época de casus irreducibilis, que invia-
bilizam a sua fé6rmula. Ainda assim ele teve o mérito de apresentar em Ars
Magna o problema de determinar dois niimeros cujo produto é 40 e cuja
soma seja 10, encontrando por resultado as expressoes 5+ +/—15e 5 —+/—15,
mas nao dando significado para tais expressoes e classificando-as como uma
“tortura mental”.
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Graficamente as intersecoes da parabola de equagio y = 2> — 15 com a

hipérbole y = % estao representadas na figura 1.

204

-18

Figura 1: As solucdes da equagio apresentada sao as abscissas das interse¢oes das curvas.

Observa-se que existem trés ntimeros reais que possibilitam esta inter-
secdo. Algebricamente, a equagao z° = 15 + 4 conhecida como equagao
de Bombelli (Rafael Bombelli, 1526 -1572), que representa tal situacao, nao
tem a caracteristica necessaria para utilizar o método de Cardano, portanto,
a férmula nao se aplica a este caso. A tentativa de aplicar a féormula conduz

a
T = </2+\/—121+ 6/2—\/—121.

Percebe-se entao que algebricamente a equagao nao possui solugao real,
uma vez nao existir a raiz quadrada de -121. Isto intrigava Bombelli,
pois é facil de verificar que 4 é uma solugao real. Entao estava posto
um novo desafio: Como chegar a esta raiz operando com aquilo que nao
existe? Em 1572, trabalhando com as expressoes desta forma, utilizando
as mesmas operacgoes para os numeros reais e considerando a igualdade

(vV/—1)> = —1, Bombelli conjecturou que os possiveis valores complexos dos

radicais /2 ++/—121 e /2 — /=121 deveriam ser relacionados com os pré-

prios radicais, ou seja, eles deveriam diferir apenas no sinal [4]. Isto o

motivou a utilizar /2 ++v/—121 =a+by/—1 e /2 —+/—121 =a — by/—1 , com

a>0eb>0 aserem determinados.

Sendo assim temos que as igualdades
2+ V=121 = (a + bv—1)* = a® + 3a®bv/—1 + 3ab®(V—-1)* + b*(
2— V=121 = (a — bW—1)* = a® = 3a’bv/—1 + 3ab*(V—1)* — b*(

| ﬁ

?‘ [a—y

S— N—
w w
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De onde segue que a(a? — 3b*) =2 e b(3a®> —b*) =11 .

Se as solucoes forem inteiras, a primeira dessas condigoes nos diz que a
deve ser igual a 1 ou 2, e a segunda condi¢ao assegura que b tem valor 1 ou
11. Como apenas as opcgoes a = 2 e b = 1 satisfazem a ambas simultanea-
mente, obtemos as igualdades

2++v/—121 = (24 V-1)
2—v—121=(2—v/—-1)3

~ Bombelli concluiu entao que uma das solugoes para a equagao ciibica
23 =152 +4 &

:v:{’/2+\/ﬂ+{’/2—\/ﬁ:{’/(2+\/__1)3+,3/(2_\/_—1)37
=z=2+V-1+2—-V-1=a2=4

Por este método ele consegue provar a realidade das raizes da ciibica
através da férmula de Cardano e utilizando as operagoes de adicao, subtra-
cao e multiplicacao dos ntimeros reais. Em particular destaca-se aqui o fato
notavel mostrado por ele que nimeros reais poderiam ser obtidos através
de operacgoes com expressoes contendo nimeros desconhecidos até entao,
ajudando a desmistificar estes nimeros, ainda que a plena aceitacao destes
seja obtida apenas no século XIX com os trabalhos de Wessel, Argand e,
sobretudo, Gauss.

Outra admiravel contribuicao de Bombelli foi a larga e renovadora nota-
¢ao, empregando simbolos em suas expressoes matematicas como Rc (raiz
cibica) e Rq (raiz quadrada), como mostra o quadro (figura 2). Em seguida,
um trecho da sua obra Algebra.

Trecho do livro Algebra [3]

"Encontrei uma outra espécie de R.c (raiz cibica), legado muito dife-
rente dos outros, que surge no Capitulo de cubo igual a tanto e nimero,
quando o cubo da terga parte do tanto € maior do que o quadrado da me-
tade do niumero, como nesse capitulo se demonstrard, a dita espécie de
R.q (raiz quadrada) tem no seu algoritmo operagdes diferentes das outras
e nome diferente porque quando o cubo da terca parte do tanto é maior
do que o quadrado da metade do nimero, nao se pode chamar nem mazis,
nem menos, pelo que o chamarer ?mais de menos?, quando ele deva ser
acrescentado, e, quando deva ser diminuido chamarei ?menos de menos? e
esta operacdo é muito necessdria, mais do que a outra R. c. L. (raiz cibica
da expressao entre paréntesis) (...)"

Apés Bombelli os estudos das resolugoes das cubicas estacionaram por

quase duzentos anos, mas neste periodo varios matematicos contribuiram
para a construcao e fundamentacao da teoria dos niimeros complexos. Os

19



Notagéo Moderna Publicado por Bombeli | Escrto por Bombeli

) i
5% c \é/
z 2 2
5K c L.St
4+ 78 Rq|4pRa6 | R|4pR6

2+70-121 | Re[2oRalom121)| | R¥|2pR|Om 121

Figura 2: Notagoes utilizadas por Bombelli.

termos real e imaginario foram introduzidos por René Descartes em 1637.
Carl F.Gauss foi o primeiro a utilizar a expressao nimeros compleros, em
1831, sendo que Euler em 1777 ja utilizava o simbolo i = /—1.

A representacao geométrica surgiu gragas a trés matematicos que, de
maneira independente e em momentos distintos, desenvolveram seus tra-
balhos, sendo eles: Caspar Wessel, Jean Robert Argand e Carl F. Gauss.
Embora Wessel tenha sido o precursor da representacao, o mérito coube
aos dois dltimos gerando a denominacao Plano de Argand-Gauss ao plano
complexo.

Com esta abordagem inicial da histéria dos niimeros complexos, parti-

remos nos proximos capitulos para a sua estruturacao algébrica como um
corpo, bem como, outras alternativas para suas representacgoes.
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3 O Corpo dos Nimeros Complexos

Um corpo algébrico é um conceito fundamental da dlgebra e para entendé-lo
devemos primeiro abordar algumas defini¢oes encontradas em [2].

Definicao 3.1

Uma operagao bindria definida em um conjunto nao vazio A ={a,b,c,...}
€ toda operagdio (x) que associa cada par ordenado (a,b) de elementos per-
tencente a A, a um elemento do propmo conjunto A. A condzgao de que o
elemento obtzdo através da operagao (%) esteja também em A, é denominada
Condicao de Fechamento.

Operacao Binaria
(¥) :AxA— A

Exemplo 3.1
A aplicagao f : N* N — N definida por f(a,b) = a + b é uma operagao
binaria, onde (+) é a adi¢ao usual e N o conjuntos dos naturais.

Exemplo 3.2

A aplicacao f : NxN — N definida por f(a,b) = a — b, onde (—) é a sub-
tracao usual nao é uma operacgao binaria, pois nem sempre a subtracao de
dois nimeros naturais resultarid em outro nimero natural.

Definicao 3.2

Tem-se que um elemento x € A é denominado elemento idempotente
quando rxx = x e um elemento z € A é denominado elemento neutro quando
para todo € A, zxx=x%x2z=u1.

3.1 Estruturas com uma Operacao

Definicao 3.3
Um grupdide é um par (A, x) formado por um conjunto A e uma opera-
cao bindria definida em A.

Definicao 3.4

Uma operag¢do bindria (x) em A € dita comutativa se para todo x,y € A,
zxy=yx*z. Sempre que a operagdo bindria (x) for comutativa, a classzﬁca-
¢do passa a ser: semigrupo, mondide, grupo comutativo ou abeliano.

Definicao 3.5
Uma operagao bindria (x) em A € dita associativa se para todo z,y,z €
A (xxy)xz=x%(yxz). Neste caso a estrutura (A,*) é um semigrupo.

Definicao 3.6
Um semigrupo (A, x) serd um mondide caso possua um elemento neutro

[2].
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Definicao 3.7
Seja (A, *) uma estrutura algébrica e x € A o seu elemento neutro. Diz-se
que y é o oposto ou simétrico de z, com y e z € A, se yxz=z2xy=x.

Definicao 3.8

Um mondide (A, ) € definido como grupo se todo elemento de A possui
elemento oposto, isto €, para todo v € A existe y € A tal que xxy=yx*xx =z,
onde z € o elemento neutro de A. Como jd dito anteriormente, se (x) for
comutativa, entao (A, *) é um grupo abeliano.

3.2 O Corpo: Uma Estrutura com duas Operacoes
Definicao 3.9

Seja (A, ®,©) um estrutura algébrica com duas operagées, © definida
como adicao e ©® definida como multiplicacao. FEsta estrutura serd cha-
mada de corpo se sao vdlidas as seguintes propriedades:

i) (A, ®) € um grupo abeliano,
it) (A —{0},®), é um grupo abeliano,
iti) A multiplicagao © € distributiva em relag¢do a adi¢do @.

Adicao

No corpo (A, ®,®) a adicao @ satisfaz as propriedades:
A1) Associativa,

A2) Admite elemento neutro, que definiremos como 0,

A3) Todo elemento do conjunto A possui um simétrico, ou seja, se x € A

existe y € A tal que z + y = 0. Denominamos o simétrico de = por —x e
A4) Comutativa.

Multiplicacgao

No corpo (A, ®,®) a multiplicacdo © satisfaz as propriedades:

M1) Associativa,
M2) Admite elemento neutro, que definiremos como 1,
M3) Todo elemento nao nulo de A é inversivel, ou seja, se © € A existe

y € A tal que z.y = 1. Denominamos o inverso de = por 77!,

M4) Comutativa,
M5) Distributiva em relacao a adigao &.

Os grupos abelianos (A, @) e (A, ®) chamam-se, respectivamente, grupo
aditivo e grupo multiplicativo do corpo (A, ®,®).

Exemplo 3.3
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A estrutura (Q,®,®), onde Q é o conjunto dos niimeros racionais e @ e
® sao as operagoes usuais de adigao e multiplicacao, representa um corpo.

Exemplo 3.4

A estrutura (Z,®,®), onde Z é o conjunto dos nimeros inteiros e & e ©
sao as operacoes usuais de adicao e multiplicacao, nao representa um corpo,
pois fica claro que a propriedade M3 nao é satisfeita.

3.3 O Corpo dos Nimeros Complexos

Definicao 3.10

O conjunto C dos numeros comple:zzos é representado por todos os pares
ordenados pertencentes a R2, onde R é o corpo dos nimeros reais, munido
de duas operacoes a adicao & e a multiplicagcao ©.

Sejam z = (a,b) e w = (¢,d) pertencentes a C. A operacao de adigao é
definida por
z+w=(a+cb+d),

e a multiplicacao de niimeros complexos definida por

z.w = (ac — bd, ad + be).

Observacoes

i) Considere o par (z,0) como sendo o nimero real x e o par (0,1) repre-
sentado pelo simbolo 7, como unidade imaginaria.

i1) A multiplicagado por escalar é a usual, sendo assim a(z,y) = (azx, ay)

ii1) Sejam x e y dois ndmeros reais, entao a expressao z + yi pode ser
assim representada:

x+yi=(z,0)+ (v,0).(0,1) = (x,0) + (y.0 — 1.0, 3.1 + 0.0),
x+yi=(z,0)+ (0,y) = (x,y).

Todo par ordenado (z,y) de ntmeros reais sera representado no campo
dos complexos pela expressao =+ yi, denominada forma algébrica, sendo z a
parte real do niimero e y a parte imaginaria. A forma algébrica do niimero
complexo (2,3) sera portanto 2 + 3i, cuja parte real é 2 e a parte imaginaria

iv) No desenvolvimento das expressées com niimeros complexos substitui-
se o termo i’ pelo ntimero real -1.

# =ii=1(0,1).(0,1) = (=1,0) = —

v) Dois ntimeros complexos z = a+bi e w = ¢+ di sdo iguais se, e somente
se,a=ceb=d.

vi) Seja z = (r,y) um namero complexo. Definiremos o oposto de z como
sendo o namero —z = (—z, —y).
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vii) O nimero complexo nulo sera o namero cujo par ordenado associado
é (0,0).

Teorema 3.1

O conjunto dos nimeros compleros munido das operacoes adi¢cao @ e
multiplicacao © € um corpo.

Demonstracgao

Devemos verificar que a estrutura algébrica dos niimeros complexos sa-
tisfaz as quatro propriedades para a adicao e as cinco para a multiplicacao
aqui definidas. Utilizaremos os complexos z = (a,b) , w = (¢,d) e k = (e, f),
para fazer tal verificagao.

Para a adicao temos as seguintes propriedades:
A1) A adicao é associativa.

(z+w)+k=z+(w+k).
De fato,
(z4w)+k = (atc, b+d)+(e, f) = (atcte, b+d+f) = (a+(c+e), b+(d+f)) = z+(w+k).
A2) A adicdo admite elemento neutro.
Para qualquer complexo z = (a,b) basta tomar 0 = (0,0) e teremos z+0 = z.
A3) Existéncia do simétrico.
Para todo z = (a,b) existe o nimero —z = (—a, —b) tal que z+(—z) = (0,0).
A4) A adicdo é comutativa
zt+w=w+z
z+w=(a,b)+ (c,d) =(a+c,b+d)=(c+a,d+b) =w+=z.
Para a multiplicacao temos as seguintes propriedades:

M1) A multiplicagao é associativa, isto é
(zow).k = z.(w.k).
Realmente,
(z.w).k = (ac — bd, ad + bc).(e, f) = ((ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd). f + (ad + bc)e),
(z.w).k = (ace — adf — bef — bde, acf + ade + bee — bdf),
(z.w).k = (a(ce — df) — b(cf + de), a(cf + de) + b(ce — df)),
(zw).k = (a,b)(ce — df,cf + de) = z.(w.k).
M3) Admite elemento neutro, dado por
(1,0)= 1.

Realmente,

2.(1,0) = (a,0)(1,0) = (a.1 = b.0,a.0 + b.1) = (a,b) = z.
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M4) Todo niimero complexo nao nulo é inversivel, ou seja, se 2z € C*,
existe w € C tal que z.w =1, isto é

zaw = (1,0),
(a,b).(c,d) = (1,0) = (ac — bd, ad + bc) = (1,0).

Temos entao que ac —bd =1 e ad + bc = 0, resolvendo este sistema encon-
traremos

c=stmed= ﬁ O inverso multiplicativo de z # 0 serd denotado por
b

7= (F =)

M5) Comutativa, isto é

Realmente,
zw = (ac — bd,ad 4 bc) = (ca — db, cb + ad) = w.z.

M6) Distributiva em relacao a adicgao, isto é
z(w+k)=zw+zk

Realmente,

z(w+k)=(ab).(ct+ed+f),
z(w+k)=(a(c+e)—=0b(d+ f),a(d+ f) +b(c+e),
z(w+k)=(ac—bd+ ae —bf,ad + bc+ af + be) = z.w + z.k.

Assim os ntimeros complexos munidos desta estrutura é um corpo algé-
brico.

3.4 Os Reais como subcorpo dos Complexos

Definicao 3.11
Um conjunto ndo vazio B de um corpo (A, ®,®) é um subcorpo de A se,
e somente se, (B, ®,®) € um corpo.

Teorema 3.1
O conjunto dos nimeros compleros da forma (z,0) € um subcorpo de C.
Demonstracgao
Seja A = {z € C,z = (2,0),2 € R}. Agora vamos verificar o fechamento
para a adicao e a multiplicacao em A .

Para z = (z,0) e w = (y,0),z,w € A temos,
i) z4+w=(x+y,0) €A.
it) zow = (x.y — 0.0,2.0 + 0.y) = (zy,0) € A.

Como todo nimero z € A é um niimero complexo, necessariamente todas

as propriedades das operacoes contidas na definicao de corpo estao contem-
pladas, de onde concluimos que A é um subcorpo dos ntimeros complexos.
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Entre o subcorpo dos complexos (A, $,®) e o corpo (R, ®,®) dos niimeros
reais pode ser estabelecida uma correspondéncia biunivoca, onde cada ele-
mento (z,0) de A esta associado a um namero real, e reciprocamente, a cada
nimero real associa-se um elemento complexo (z,0). Com estas condigoes e
com o fato dos dois corpos terem mesmo comportamento em relacao a adi-
¢ao e multiplicagao, eles sdo definidos como corpos isomorfos [8], havendo
diferenca apenas na notagao das operagoes adigao e multiplicagao.

Adigao e multiplicacdo em (A, D, ®)
(a,0) + (0,0) = (a +b,0).

(,0).(6,0) = (ab,0).
Adigao e multiplicacao em (R, ®,®)

at+b=a-+b.
a.b = ab.

Dizemos entao que o conjunto dos reais esta imerso no conjunto dos nii-
meros complexos, preservando todas as suas propriedades. Portanto todo
ndmero real é um nimero complexo e pode ser representado pelo par (z,0),
ou seja, € um niimero complexo cuja parte imaginaria é igual a zero.

Vimos que com o interesse inicial das resolugoes de equacgoes algébricas
de terceiro grau, chegou-se a uma nova estrutura algébrica, diferente das ja
existentes, que na verdade é uma extensao dos niimeros reais: o conjunto
dos nimeros complexos. Assim como expandiu-se os niimeros naturais a
um novo conjunto (os inteiros) afim de novas solugbes para novos proble-
mas, temos agora um conjunto que nos permite responder, qual o niimero
que multiplicado por ele mesmo resulta em —1 . O desafio agora é o con-
vencimento que o par (0,1) é realmente um namero, o que nao é de facil
compreensao aos nossos estudantes.

No uso diario a palavra niimero remete a ideia de um simbolo, associ-
ado 4 medigao ou a contagem. Talvez este seja um dos motivos para uma
pouca aceitacao inicial dos niimeros complexos como conjunto numérico.
Tentando minimizar esta dificuldade de compreensao, mostraremos agora
uma definicao mais ampla para conjunto numérico, sem associar necessari-
amente seus elementos aos nimeros cardinais. Em seguida construiremos
duas formas distintas de representacao para o conjunto dos complexos: a

forma matricial e as classes de restos de polin6mios.

Definigao 3.12

Um conjunto numérico é uma cole¢cao de objetos munida de duas opera-
coes bindrias, a adicao e a multiplicagcao, ambas comutativas e associativas
e a multiplicacdo distributiva em relagdo a adigao [1].

Para a e b dois elementos de um conjunto temos
i) a+b=0>b+a.

it) a+ (b+c¢)=(a+b)+c

ii1) a.b = b.a.
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iv) a.(b.c) = (a.b).c
v) a.(b+c) =a.b+a.c.

Nao ha aqui qualquer referéncia a contagem ou & medi¢ao, mas somente
de que maneira os elementos do conjunto devem relacionar-se uns com os
outros. Esta estabelecida aqui uma independéncia para a ideia de conjunto
numérico, podendo agora estender o conceito de ntimero aos elementos de
uma estrutura algébrica que satisfaga as relagoes acima. Esta definicao é
um passo importante para a compreensao de que o conjunto dos niimeros
complexos é um conjunto numérico. A seguir mostraremos duas formas
distintas para representarmos o conjunto dos nimeros complexos.

3.5 Representacao dos Nimeros Complexos por Matrizes

Em [1] observamos que podemos utilizar um subconjunto de matrizes de
ordem 2x2 para representar nimeros complexos. Um ntimero complexo
escrito na forma algébrica z = a + bi, pode ser representado pela matriz
a
—b
dulo de z. Sendo assim os ntimeros 2+ 3¢, 1 +¢ e —1 + 2¢ sao representados,

£ ¢ 1 tri 2 3 1 1 -1 2
respectivamente pelas matrizes | _, , |, { _; | Je | _, _; )

Por se tratar da construgao de um novo conjunto numérico, temos que a
multiplicagao na forma como é definida deve ser comutativa. Tal caracteris-
tica nao ocorre no conjunto das matrizes de ordem 2x2, mas pode ocorrer
para um subconjunto destas matrizes. Vamos verificar a comutatividade da

, cujo determinante é a®>+b?> que corresponde ao quadrado do mé-

-b a

a b c d\ ac—bd ad++ be
—b a) \ —-d ¢ ) \ —bc—ad —bd+ac |’
c d a b\ ca—db cb+da
—d ¢ )\ =b a) \ —dao—cb —db+ca |

Observando os elementos correspondentes, confirmamos a igualdade e
consequentemente a comutatividade da multiplicagao para este subconjunto
de matrizes. O que devemos fazer aqui é provar que este conjunto de ma-
trizes é isomorfo ao conjunto dos complexos. Para tanto estabelecemos a

bijecao

multiplicagao para o caso epecifico ( a b )

: a b
a+b2—(a,b)<:><_b a>'
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Desta forma podemos escrever (0,0):< 8 8 ), (1,0):< é ? ) e (0,1):(

Devemos agora mostrar que esta aplicacao preserva as operacgoes de adi-
¢ao e multiplicagao.

Adicao

A adicao dos pares (a,b) e (c,d) resulta em (a + ¢,b + d). Utilizando as
imagens destes pares na forma matricial temos

a b c d a+c b+d
<—b a)+(—d c>_(—b—d a+c>_<a+c’b+d)’
mostrando que a soma das imagens é a imagem da soma.

Multiplicagao

A multiplicagao dos pares ordenados (a,b) e (¢,d) é por definicao (ac —
bd, ad+bc). Utilizando as imagens destes pares na forma matricial e efetuando
o produto, temos a igualdade

a b c d\ ac—bd ad+ bc

b a) \ —-d c) \ —bc—ad —bd+ac |’
que é a imagem do par ordenado (ac — bd,ad + bc), o que nos leva a concluir
que o produto das imagens é a imagem do produto e que o subconjunto das

matrizes do tipo é uma forma de representagao dos niimeros com-

a
—b

plexos. As matrizes ( 0 ) e ( 0 b ), representam respectivamente, os

a
0 a —b 0
nimeros reais e os niimeros imaginarios.

0 1
-1 0

a0 ()=t )=

como ja esperavamos.

Sendo i a unidade imaginaria, temos que ¢ :( ) Verificamos en-

tao que

Mostramos nesta secao que podemos utilizar matrizes quadradas de or-
dem 2 para representarmos nimeros complexos. A seguir, fazendo uso
de polin6mios com coeficientes reais, buscaremos uma outra representacao
para este conjunto.

3.6 Numeros Complexos como Classes de Resto

Consideremos agora o conjunto de polindmios P(z) com coeficientes reais,
munido das operagoes usuais de adicao, multiplicagcao e divisao, sendo a
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multiplicagao e adigao comutativas e associativas e a multiplicagcao distri-
butiva em relacao a adigao.

O elemento neutro para a adigao é o polinémio identicamente nulo e para
a multiplicacao o elemento neutro é o polin6mio constante 1. Vamos buscar
a partir do conjunto de todos esses polindmios, um subconjunto onde seja
possivel resolver a equacao 22 + 1 = 0, que possui solucao nao real.

O grau de um polindémio P(z), que aqui representaremos por Gr(P), cor-
responde ao valor da maior poténcia de x com coeficente nao nulo. Sendo as-
sim, para o polinémio P(z) = 22°+323+4, por exemplo, temos que Gr(P) = 5.

Sejam A(x), B(z),Q(z) e R(z), o dividendo, divisor, quociente e o resto em
uma divisao de polindmios. Sobre o grau destes polin6mios podemos fazer
as seguintes consideragoes:

a) Se Gr(A) > Gr(B), entao Gr(Q) = Gr(A) — Gr(B) e Gr(R) < Gr(B).
b) Se Gr(A) < Gr(B), entao Q(z) =0 e R(z) = A(z).

Exemplo 3.5
Na divisao de A(z) = 22% — 322 + 42 + 1 por B(x) = 2? + 1, temos Q(z) = 2z — 3
e R(z) =2z — 2.

Exemplo 3.6
Na divisao de A(x) =z por B(x) =2?+ 1, temos Q(x) =0 e R(z) = v = A(x).

Observa-se entao que o grau do resto na divisao de dois polindmios é
sempre menor que o grau do divisor. Sendo assim, ao dividirmos qualquer
polinémio A(x) por B(r) = 2?+1 formaremos, a partir de todos os restos pos-
siveis, um subconjunto de polinémios da forma R(x) = ax+b, com a e b reais.

Vamos separar agora todos os polindmios A(r) em subconjuntos, cha-
mados de classes de restos, formados por polin6mios que deixam o mesmo
resto na divisao por z? + 1. Desta forma os polindmios 0, 22 +1 e 2* + 322 +2
pertencem a uma mesma classe, pois deixam resto zero na divisao por z2+1.

Representaremos cada classe de resto por C,, onde p é um polind6mio
pertencente a classe. Fica claro que ao dividirmos um ntimero real a por
22+ 1 teremos como resto o préprio ntimero real, ou seja, dois niimeros reais
jamais pertencerao & mesma classe. Observamos também que ao dividirmos
qualquer polinémio do tipo ax + b por z? + 1 teremos por resto o polinémio
R(z) = ar+b, com a,b € R, indicando que uma classe pode ter por represen-
tante, o proprio resto comum aos seus elementos.

3.6.1 Soma de Duas Classes

Sejam C'y e Cp duas classes de resto. Os polindmios da classe 'y podem
ser escritos como A(z) = (2?2 + 1).Qa(z) + Ra(z) e os da classe Cz como

B(x) = (2* +1)Qg(z) + Rp(2).
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A soma de um polinémio da classe (4 com outro da classe (Cp resulta
em polinémios do tipo: S(z) = (22 +1).(Qa(z) + Qp(z)) + Ra(z) + Rp(x), que
pertencem a classe Cg,g,, igual a soma das duas classes anteriores.

Exemplo 3.7

Na divisao do polinémio A(z) = 2? + 4r + 1 por z? + 1, obtemos resto
R, = 4z, enquanto na divisdo de B(r) = 3z + 1 por z? + 1 teremos resto
Rp =3z + 1. Ao efetuarmos a adi¢ao dos polindémios A(x) e B(z), teremos a
igualdade

A(z) + B(z) = 2* + Tz + 2,
que na divisao por 2 + 1 deixara resto R4,5 = 7z + 1, mostrando que
Cy+Cp=0CxpipB.

De maneira analoga podemos afirmar que C5+C5 = C5 ou que C5,+C7 = Cs,4 1.

3.6.2 Produto de Duas Classes

Consideremos duas classes Cy e Cp, da forma A(z) = (22 + 1).Qa(z) + Ra(z)

e B(z) = (2 + 1)Qp(x) + Rp(x), respectivamente. Ao efetuarmos o produto
A(x).B(x), teremos o polinémio

P(z) = [(z* + 1)Qa(z) + Ra(2)][(2” + 1)Q5(z) + Rp(w)].

Desenvolvendo este produto e organizando os seus termos obtemos a ex-
pressao

P(z) = (" +1).[(2* + 1)QaQp + QaRp + RaQp] + RaRp.

Todos os polindmios P(z), pertencem a classe Cg,r,, que é igual ao produto
das duas classes.

Exemplo 3.8
Vamos considerar novamente os polindmios A(x) e B(xz) que pertencem
respectivamente, as classes Cy, e (3,1, do exemplo anterior. Temos que

A(z).B(z) = 32° + 132% + Tz + 1.

Na divisao deste polinémio por 22+ 1 obtemos resto igual a 4z — 12, ou seja,
A(z).B(z) € Cyp_12. Mas 4z.(3z + 1) = 122° 4+ 42 que também pertence a classe
Ciz—12, mostrando que

CA.CB == CA.B-

Demaneira aniloga podemos afirmar que C5.C5 = Cg e C3,.C3,03 = Cop2y9, =
OQx—Q-

Fazer operagoes com classes de restos é o mesmo que fazer operagoes
entre os seus polinémios representantes, portanto o conjunto das classes de
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restos tem a estrutura de um conjunto numérico. Dentro deste conjunto
ha um subconjunto formado por todas as classes do tipo C}, onde k£ é um
nimero real.

Como dois nimeros reais nunca pertencem a uma mesma classe, temos
que

i) k < C) € uma bijegao e, se k e m sdo dois ntimeros reais, suas imagens
sao, respectivamente Cj e ), .

it) Cx + Cp, = Crim, a soma das imagens é a imagem da soma.

i11) Cx.Cp, = Ck.;m, 0 produto das imagens é a imagem do produto.

Podemos entao afirmar que o subconjunto das classes Cj é isomorfo ao
conjunto dos ntmeros reais. Como conjuntos isomorfos sao na pratica um
mesmo conjunto, podemos utilizar a mesma notacao para representa-los.
Desta maneira utilizaremos o préprio niimero real para indicar a classe a
qual ele pertence. Assim 0 representara a classe Cj, 1 representara a classe
C:7 e o nimero real k representara a classe (.

O subconjunto das classes de restos, geradas na divisao por 2> +1 é uma
extensao do conjunto dos nimeros reais. Para chegarmos ao conjunto dos
nimeros complexos, devemos mostrar que nesta nova representagao existe
um elemento que é solugao da equagdo z?> +1 = 0. O polinémio z?> +1 =0
deixa resto zero quando divido por ele mesmo, portanto

Cpop1=Coy=>Cpr+C =Cy=C,.C, +1=0,

(C)+1=0= (C,)*=-1=C, =V—1.

A classe C, tem a mesma caracteristica do niimero complexo i, podendo
representar a raiz quadrada de um nimero negativo.

Aplicando as regras da adigao e multiplicacao para as classes de restos,
temos que

Ca+bx = Ca + Cb:p = Ca+bm = Ca + CbCac = Caerx =a-+ bCac

A classe de resto C,.;, é, portanto, uma outra forma de representagao
para um nimero complexo da forma a + bi, o que nos leva a conclusao de
que o conjunto de classes de resto médulo 2> + 1 é isomorfo ao corpo dos
nimeros complexos.
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3.7 Forma Algébrica e Representacoes Geométricas

Vimos no capitulo 2 que um niimero complexo é um par ordenado de nfi-
meros reais (a,b), entao podemos dizer que existe uma correspondéncia biu-
nivoca entre os elementos do conjunto C e o conjunto dos pontos do plano.
A forma algébrica de um niimero complexo é z = a + bi, deste modo, a cada
nimero estamos associando um tnico ponto P do plano, que denominare-
mos afixo ou imagem do nimero complexo z.

O plano que contém as imagens de todos os complexos é chamado de
Plano de Argand-Gauss, que seri representado por dois eixos perpendicu-
lares, o eixo real e o eixo imaginario, conforme o grafico (fig.3 ).

Teixo Imagindrio
b T '-!P [al' b)

3 _E
0 a Eixo Real

Figura 3: Representacao geométrica de z = a + bi.

Assim as imagens dos nameros da forma (z,0) estao sobre o eixo real e
as imagens dos numeros da forma (0,y) pertencem ao eixo imaginario. O
conjugado de um nimero complexo z = a+bi sera representado por z = a—b:
e 0 seu posicionamento em relacao ao complexo z é de simetria em relacao
ao eixo real, como vemos no grafico abaixo (fig.4).

YN
z=a + bi

W

Figura 4: Representac¢ao geométrica de Z = a — bi.

Dado o niimero complexo z — a + bi, em que a,b € R, chama-se médulo
de z e indica-se por |z| ou pela letra grega p, o niimero real nio negativo

|z| = Va* 4+ b? = p,
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> (Re)

= -T-I.... §

0

Figura 5: Representacao geométrica de p = |z|.

que representa o valor real da medida da distancia do afixo P a origem do
plano de Argand-Gauss.

No plano de Argand-Gauss a imagem do nimero complexo z = a + bi,
com a,b €R é o ponto P, representado no grafico (fig.5).

Algumas Propriedades

i)Para todo z € C, |z| = |Z|.
ii)Para todo z € C, 2.z = |z]* = a® + V%
iit)Para todo z), 2, € C, [21.22] = [21].|22].

w) Para z =x +1iy, 2 =xe = =y.

3.8 Forma Trigonométrica

3.8.1 Argumento

Ao marcarmos a imagem do nimero z = a + bi no Plano de Argand-Gauss,
destacamos alguns elementos. Como ja vimos, a distancia do afixo a origem

é igual a |z| = va® + b

O argumento principal do nimero complexo z (argz) é o angulo 6, com

0 < 6 < 27, compreendido entre o eixo real OX e o segmento OP (fig.5). Se
z € um complexo nao nulo cujo argumento principal é 6,, entao todos os
Angulos congruentes a 6, serao argumentos de z, ou seja,

0 =argz =0 =10y+ 2km, k € Z.

Forma Polar ou Trigonométrica

Para z = a+ bi com a,b € R, verificamos as condicoes:

a
cos) = — = a = pcosb,
p
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b
senfl = — = b = psend.
p

Fazendo as substituicoes em z = a + bi, obtemos o que chamamos de
forma polar ou forma trigonométrica do niimero complexo z, representada
por

z = p(cosf + isend).

3.9 Operagoes na Forma Trigonométrica

Multiplicagao
Dados os complexos z = p;(cost + isent) e w = ps(cosby + isenls) temos
que

z.w = [p1(cosly + i.senb)].[p2(coshy + isenby)

ou
zaw = py1.p2((cosbcosty — senbysenbsy) + i(senbicoshs + senbycosb),
assim
z.w = py.pafcos(0y + O2) + isen(6y + 05)].
Potenciacgao

O resultado da multiplicacao pode ser generalizado para obtermos uma
relacao para a potenciacao de um ntimero complexo, como segue,

21.29..2n = P1.P2---Pulcos(01 + 03 + ...0n)].

Consequentemente,

M= po.... p .Jcos(@+---+0)+isen(@+---+6)],
N—— N—— A
n vezes n vezes n vezes

que nos leva a expressao

2" = p"[cos(nb) + isen(nh)],

também denominada Primeira Férmula de Moivre.

Divisao
Enquanto na mutilplicagao de dois ntimeros complexos multplicamos os
mobdulos e somamos os seus argumentos, de maneira analoga, na divisao de
dois ntiimeros complexos, dividimos os seus modulos e subtraimos os seus
argumentos, chegando a relagao
S &[005(91 — 03) + isen(by — 62)], z2 # 0.

22 P2
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Radiciacao
Dado um ntmero complexo w, dizemos que outro complexo z é raiz n-
ésima de w se, e somente se, z" = w. Assim, de z = p,(cos, + isend,) e
w = py(cosh, + isenb,) dois nimeros complexos na forma polar, teremos a
equivaléncia
2= {we " =w.

Observando a regra da potenciagao e igualando as duas expressoes temos

p2[cos(nd,) + isen(nd,)] = py(cosb, + isenb,).

Mas dois niimeros complexos sao iguais se, e somente se, os seus modulos
sao iguais e os seus argumentos forem congruentes, onde concluimos que

Py = Puw = Pz = /Pu

6, 2k
nh, =0y + 2k =60, = 2 + 0 L —=0,1,2,...n— 1.
n n

Isto nos leva a expressao final para a radiciagao

0 2k . by 2k
2k = /Puw cos(? + Tﬂ) + zsen(; + Tﬁ) ,

denominada de Segunda formula de Moivre.

Figura 6: Hexdgono regular formado a partir das raizes sextas da unidade.

E importante observar que todas as raizes tem o mesmo mdédulo o que
implica que as suas imagens estao sobre uma mesma circunferéncia de raio

igual a {/p,. Os argumentos de cada uma das raizes estao em progressao
aritmética de razao igual a 27“, formando assim um poligono regular de n
lados. Na fig.6 estao representadas as raizes sextas da unidade, formando

um hexagono regular inscrito em uma circunferéncia de raio unitéario.
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3.10 Forma Exponencial de z

Nas disciplinas de Calculo, a expansido em uma série de Taylor para ¢’ é
t? t3 4
e=1+t+=+=+—-—+...
20 31 4l
Admitindo que podemos substituir, ¢ por iy, obtemos as expressoes

y e ()" R L s
Wy — _ . _ 57 z_
e —nz_o o =141y o 23!+4!+...,
2 4 6 3 5 7
i Yy Yy Yy . Yy Yy Yy
Yy _ _Z g _ 2 _ 2 g _ _Z_
e —(1 2!—|—4! 6!+...)+z(y 3!+5! 7!—|—...).

Estas duas séries sao as expansoes na série de Taylor para cosy e seny,
consequentemente

e = cosy + iseny.
Sendo assim, para um complexo z =z + yi com z,y € R, temos

z T4y

e“=e =e”.e¥,

e® = e"(cosy + iseny).

A expressao e”, muitas vezes é substituida pela notacao expz e para x = 0,
a relacao eV = cosy + iseny é chamada de férmula de Euler. Desta maneira
podemos escrever o complexo z = p(cosf + isenf) na forma z = pe®.

Vejamos alguns exemplos:

i) €™ = cosm + isent = —1.
ey im e m
ii) e> = cos§ +isenf = .
3im
ese =z 371— . 37'{' _ .
iii)3e™2 = 3(cos5 +iseny ) = —3i.

Para z =a+biew=c+di,z,we C tem-se
e*e" = [e"(cosb + isenb)|[e(cosd + isend)],

e**[cos(b + d) + isen(b + d)],

et =e*.e" Vz,w € C.

3.11 Transformacao de Mobius
3.11.1 Funcao Complexa

Em [9] e [11] vemos que uma func¢io f: D — C, D C C é denominada fungao
de uma variadvel complexa e que para z = ¢ + 1y € D, z,y € R, temos a
expressao

flz +iy) = u(z,y) +iv(z,y),
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f i

Figura 7: f:D — C.

E S
=%

sendo u(z,y) e v(z,y) € R respectivamente, a parte real e imaginaria da ima-
gem f(z) € C.

Exemplo 3.9

Consideremos a fungao f: D — C, f(z) = 2%, z=x+1iy. Seja w € C tal que
w= f(z) = (z +iy)?’= 2% — y* + 2zyi. Portanto u(x,y) = 2> —y* e v(x,y) = 2zy
sao, respectivamente, a parte real e imaginaria da imagem de z em C
ponto P(1,1) em D tem imagem ((0,2) em C.

2

3.11.2 Transformacao de Mdbius

Uma transformagao de Mobius [11], apresentada por August Ferdinand
Mdbius(1790-1868), é uma fungao complexa na forma

az+b
cz+d’

f(z) =

com a,b,c,d € C e ad — bc # 0.

Esta tltima condigao ad — bc # 0 é uma garantia para que a funcao f(z2)
nao seja constante, pois se ad — bc = 0(ad = bc) teremos as seguintes possibi-

lidades para f(z) = %ﬂj :

ad a
. _ ad _ aztb _ aztG Z(chrd)_g
i) se b=, com c#0 temos f(z) = %=L =<"——=2

i1) para a existéncia da fungao complexa f(z), as constantes ¢ e d nao
podem ser simultaneamente nulas. Com ¢ = 0 e ad = bc, temos d # 0 e

) =4
Observamos que em ambos os casos em que ad — bc = 0, a funcao f(z) é

uma constante, o que a descaracteriza como uma fungao de transformacgao,
dai a necessidade da condicao acima.
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3.11.3 DMatriz Associada & Transformacao de Mobius

Z (Ci , duas matrizes. Ao multiplicarmos
estas matrizes obtemos a matriz ( az+b cz+d ) e divindo o primeiro ele-

mento pelo segundo, chegamos a expressao f(z) = %j:s. Portanto definimos a

Com z € C, sejam ( z 1)e<

matriz ( ) como sendo a matriz associada & Transformacao de Mobius,

a c
b d

f(z) = %13 coma,b,c,d € Cead—bc # 0. A inversa desta matriz é ( _db ;C ) .

Proposicao

Se f(z) € uma transformagao de Mobius, f € uma composicao de um
nimero finito de translagdes, dilatagdes (contragées) e inversaes.

Demonstracao

(a) Se c = 0, f(z) = fr0fi(2), sendo fi(z) = 5z que é uma dilatagao ou
contragao e fo(z) =z + g , uma translacao.

(b)Se ¢ # 0 , neste caso f(z) = fsofs0f20f1(2), sendo fi(z) = z+ 4, fo(z) = 1,
fi(z) = btz o fyfz) = o+ .

c2

Vamos analisar agora as transformacgoes de translagao, dilatagao (contra-
¢ao), rotacao e analisaremos um caso especial de inversao. Para facilitar as
representacoes em todos os casos utilizaremos ¢ = 0 nas matrizes e faremos
as transformacgoes sobre tridngulos.

3.11.4 Translacao

Uma translagao preserva angulos e distancias, assim ao aplicarmos este tipo
de transformacao em um triaAngulo, teremos um novo tridngulo congruente

ao primeiro. A matriz utilizada aqui é do tipo ( b (1) ), com b € C, deste

modo, f(z) =z +b.
Exemplo 3.10

Sejam z; = 1+ 21, 290 =2+ 3i e z3 = 3 + 2, trés niimeros complexos, com
suas imagens sendo vértices de um triangulo e b = 2 + 2;. Consideremos a
funcao f(zx) = 2z + b, com k = 1,2,3, assim

wy = f(z1) =3+ 44,

Wo = f(ZQ) =4+ 52,

W3 = f(Zg) =5+ 4@,
causando assim uma translagao (fig.8).

Cada vértice do triangulo sofreu um deslocamento igual a 2v/2, que cor-
responde ao médulo do complexo b = 2 + 2i.
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Figura 8: Translagao do tridngulo com vértices em z1,z2 e z3.

3.11.5 Dilatacao ou Contracao

Ao utilizarmos matrizes do tipo ( ) ,com a,b € R, teremos uma funcao

a
0 d
de transformacao f(z) = 2, que aplicadas a um tridngulo, podem gerar uma
contragao ou dilatagao, de acordo com o coeficiente 3.

i) Para |4| > 1, teremos um efeito de dilatacdo e o novo tridngulo tera

medidas maiores que as medidas do trangulo inicial, preservando os angulos
internos, sendo portanto tridngulos semelhantes com razao |4| .

ii) Para 0 < |§| < 1 teremos um efeito de contragdo com o novo tridngulo
com medidas menores que as medidas do primeiro triAngulo e, da mesma
forma que o caso anterior, trangulos semelhantes com razao [|.

Exemplo 3.11

Sejam z; =1+, 20 = —2+1 e z3 = 3i, trés niimeros complexos, com suas
imagens sendo vértices de um tridngulo. Considerando a =2 e d = 1 em
f(z) = 52 temos f(z;) = 22, com k =1,2,3. Assim,

w1 = f(Zl) = 2 + 2@7

wy = f(z2) = -4+ 2i,
causando a dilatagao (fig.9).

3.11.6 A Unidade Imaginaria : como Operadorada de Rotagao

Vimos anteriomente que a forma trigonométrica do ntimero complexo z =
a + bi é dada pela expressao z = p(cosf + isenf), onde p = Va?+b> , 0 =
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Figura 9: Dilatagao do triangulo com vértices em z1, 25 e z3.

arctang e 0 = 90° para a = 0. Dados os complexos z = p;(cost + isenb;) e

w = po(cosby + isend,) temos a igualdade
z.w = py.p2lcos(O1 + 02) + isen(6r + 65)].

Vamos agora analisar duas situacgoes:
i) A forma trigonométrica de w =i é w = cos(%) + isen(3).
Para z.w, temos a igualdade

zaw = pleos(0, + g) +isen(6, + g)]

i) A forma trigonométrica de w = —i & w = cos(%) + isen()

Para z.w, temos a igualdade

zaw = p |cos(6, + 3;) +isen(6, + 3;)} .

Observando estes dois casos, podemos concluir que ao multiplicarmos um
niimero complexo z por i teremos o namero zi, obtido por uma rotagao de 7

no sentido anti-horario sobre o complexo z, assim como, ao multiplicarmos

0 nimero z por —i teremos o nimero —zi, obtido por uma rotacao 37” sobre

z, também no sentido anti-horario.
. . -~ . 0 0
As matrizes associadas a esta transformacgao sao do tipo ( 0 4 ) com

d = +i e geram a fungdo f(z) = 3. As rotagoes sao isometrias, isto é, fungoes
do plano que preservam distancias.

Exemplo 3.12
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Sejam z; =2+, 20 = —1 — 1 e 23 = 2i, trés niimeros complexos, com suas
imagens sendo vértices de um tridngulo. Para d = i temos aqui uma funcao
f(zx) = %, com k = 1,2,3. Deste modo,

wy = f(z) =1- 21,
wy = f(z2) = —1+4,
ws = f(z3) = 2.

Y
)
w2 |73 71

w1

Figura 10: Rotagdo de 5 do tridngulo de vértices z1, 22 e z3 no sentido hordrio.

3.11.7 A inversao %

o « versio é ~ . )
Num dominio complexo D*, a inversao é uma transformacao obtida atra

vés da funcgao f : D* — C, tal que f(z) = 1 . A matriz associada a esta

transformacao é ’
0 1
10 )°

Para z=z+1wy e D" e w=u+1iv € C, temos

1 T — 1y )
w= f(z) = — = = u+w.
1(z) x+iy 1?2+ y?
Portanto,
L —
I2+y2 x2+y2

A translagao, rotagao e dilatacao transformam um triAngulo em outro
triAngulo semelhante ou congruente ao primeiro. Se forem aplicadas sobre
uma cirunferéncia ou uma reta, preservarao estas formas geométricas. A
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inversao tem a particularidade de modificar algumas curvas, podendo trans-

formar, por exemplo, circunferéncias em retas, como veremos a seguir.
Dado um conjunto K = {z € C;z = z+iy : a(z*+y*)+bx+cy+d = 0,a,b,c,d €

R}

tem-se que:

i) Se a # 0, K serd uma circunferéncia ou um conjunto vazio.

it) Se a =0, K ser4 uma reta ou um conjunto vazio.

Para z = x + iy, temos que z+ 2 =27 , 2.7 = 22 +y* e 2 — z = 2iy. Podemos
entao escrever

K:{ze<C:azz+g(z+2)+§(z—z)+d:0}.

(4

1
w

a b (1 1 c (1 1
f(K):{weC:@+§<E+E>+2—i(E—E>+d:()}.

Multiplicando todos termos por w.w, obtemos a expressao

Aplicando a inversao sobre K com z = = e Z = =, obtemos a imagem

dada por

S

f(K):{wG(C:a+g(w+w)+§(w+w)+dww20}.

Substituindo w por u + v, obtemos o conjunto

f(K)={weCuw=u+iv:du’+v*)+bu—cv+a=0}.

Observando as expressoes das curvas K e f(K), vimos que a inversao
transforma :

i) uma circunferéncia que passa pela origem(d =0 e a # 0) em uma reta
que nao passa pela origem.

i1) uma circunferéncia que nao passa pela origem(d # 0 e a # 0) em uma
circunferéncia que nao passa pela origem.

i1i) uma reta que nao passa pela origem(a =0 e d # 0) em uma circunfe-
réncia que passa pela origem.

iv) uma reta que passa pela origem(a =0 e d = 0) em uma reta que passa
pela origem.

Exemplo 3.13

A curva K : 2% + y* = 4 é uma circunferéncia de centro (0,0) raio 2, nao
passando na origem. Como a=1#0,b=0,c=0e d= —4, a imagem f(K)
desta curva sera

f(K)Z{wG(C,w:u+iv;—4(u2+vz)+1:0}7
f(K):{wE(C,w:u+iv;u2—|—v2:i},
1

Uma circunferéncia que nao passa pela origem e tem raio ;.
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Exemplo 3.14
A curva K : 22 + y* —4x +3 = 0 & uma circunferéncia de raio 1 e centro
A = (2,0), ndo passando pela origem. Como a =1 # 0, b = —4, c =0 e
d=3+#0 a imagem f(K) sera

f(K)={w € C,w = u+iv;3(u* +v?) —4u+1 =0},

onde 4 ]
2 2
- = - =0
U+ v 3u—|—3 )

2\ 2
_ = 2:
(u 3> +v 9’
1

Portanto f(K) é uma circunferéncia de centro B = (3,0) e raio i, que
também nao passa pela origem. No grafico (fig.11) o ponto C=(1,0) é
denominado ponto fixo da transformacao, pois f(C)=C.

1.5

0.54

flKL—

.r"
'é AY
.’l.’ ..\.
s |
0 . =] Cc A |
|
\
\
,
\\

! - = .
o l.ﬁ 2 25 i&

-0.54

Figura 11: ponto firo C=(1,0)

Exemplo 3.15
A curva K : 2x — 4y +1 =0 é uma reta que nao passa pela origem. Como
a=0,b=2,c=—-4ed=1, aimagem f(K) desta curva sera
f(K) ={w € C,w =u+iv;u* +v* + 2u + 4v = 0},

f(K)={w e C,w=u+iv; (u+1)?+ (v+2)* =5},

uma circunferéncia que passa pela origem.

Exemplo 3.16
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Seja a hipérbole H = {z = = + ¢
grafico(fig.12). Fazendo = = (2%)? e y = (2 — z), obtemos o conjunto

H:{ZG(C: (2‘2”)2— [%(z—z)rzl}.

Aplicando a inversdo w = f(z) = 1 temos

1 /w+w 2 1 /w—w
— — + - — :1’
4 WW 4 WW
I o, 1, 2 _\2
—(0+w) + —(w—w)” = (ww)*,
4 4

1 1

§w2 + §w2 = (ww)?.

Fazendo as substituigoes w =u+ 1w e w = u — v,

f(H) :{u+iveC:u?—v*= (u*+0v*)°}

Cujo grafico é uma lemniscata (fig.13) justamente definida como o in-
verso geométrico da hipérbole.

Para a construcao de tal grafico facamos u = rcosf e v = rsenfl. Desta forma
temos

r2cos*0 — r?sen*6 = (r*cos®0 + r*sen*0)?,
r2(cos*0 — sen) = [r*(cos*0 + sen?0))?,

r2c0s26 = r* = r? = cos26.
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Construcio do grdfico da Lemnniscata r? = cos26.

Figura 12:

Grdfico da hipérbole 2> —y? =1

Figura 13:
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Figura 14: Lemniscata.

4 Consideracoes Finais

Buscamos aqui criar um pequeno elo entre a forma com que os niimeros
complexos sao trabalhados no terceiro ano do ensino médio com a linguagem
mais formal dos cursos superiores. Assim acreditamos ser possivel minimi-
zar possiveis dificuldades de nossos alunos num reencontro futuro com este
conjunto.

Mostramos também que em alguns momentos da histéria, as representa-
¢oes numeéricas existentes jA nao eram suficientes para atender as demandas
do desenvolvimento cientifico. Em um caso especifico, na ampliacao do con-
junto dos ntimeros racionais para o conjunto dos niimeros reais foi necessario
o uso de toda a reta real. Para a extensao do conjunto real, partimos para
todo o plano, criando novos niimeros, agora pares ordenados.

Devemos mostrar aos alunos que um possivel equivoco histérico na deno-
minacao inicial dos nimeros imaginarios, nao pode estar associado a diavida
da autenticidade deste conjunto. Com o objetivo de consolidar que os ni-
meros i1magindrios sao mesmo reais, verificamos ser possivel escrever um
nimero complexo como um ponto no plano, um vetor, uma matriz quadrada
de ordem dois ou mesmo uma classe de restos na divisao de polin6mios.

Ao trabalharmos com a transformacao de Mobius, descrevemos com uma
linguagem acessivel, uma funcao complexa associada as transformacoes geo-
meétricas no plano, utilizando matrizes para representar esta fungao. Trans-
formar uma reta em circulo, ou percorrer o caminho de volta, através da
inversao, encanta visualmente e pode ser um reforg¢o para despertar em nos-
sos alunos o interesse por novos descobrimentos.
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