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ANALISE COMBINATORIA
Uma proposta para o seu ensino na Educagdo Bésica com énfase no Principio
Fundamental da Contagem

RESUMO

O ensino de matematica praticado atualmente sob a perspectiva de enfatizar o uso
de férmulas tem-se mostrado um obstaculo de dificil transposi¢do para assimilagdo
de contetdos por alunos. Esta pratica é comum no trabalho de professores do Ensino
Médio que, apoiados em livros didaticos e nas experiéncias vividas em suas formagdes,
apresentam uma matematica fora do contexto do aluno enquanto individuo dotado
de conhecimentos pré-concebidos, niveis de cognicdo e imaginacdo. Geralmente é
neste contexto que o ensino de Andlise Combinatoéria (AC) é apresentado na escola
da Educacgdo Bésica, com aplica¢do de férmulas sem significado para os alunos, que
através de um trabalho mecéanico simplesmente as decoram e procuram utiliza-las
para resolver questdes que geralmente podem ser resolvidas com aplicacao direta das
referidas férmulas. O Principio Fundamental da Contagem (PFC) é citado apenas no
inicio do estudo de AC para em seguida enunciar e aplicar as férmulas de Arranjo,
permutacdo e Combinacdo. Assim, no presente trabalho, realizamos um estudo teérico
acerca de alguns trabalhos desenvolvidos em torno do ensino-aprendizagem de Anélise
Combinatdria e apresentamos uma proposta de ensino, capaz de permitir a participagdo
efetiva do aluno na construgdo dos conceitos de arranjo, permutagdo e combinacéo,
valorizando o PFC na resolucdo de problemas, sob a 6tica da Teoria Antropolégica do
Didético (TAD) na sua vertente praxeolégica.

Palavras-chave: Resolucdo de problemas, Principio Fundamental da Contagem, Arranjo,
Permutagdo, Combinacao, Teoria Antropolégica do Didatico.
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ABSTRACT

Mathematics education is currently practiced from the perspective of emphasizing the
use of formulas has been a difficult obstacle to overcome for assimilation of content by
students. This practice is common in the work of high school teachers who, supported by
textbooks and the lived experiences in their formations, presents a mathematical outside
the context of the student as an individual endowed with preconceived knowledge,
levels of cognition and imagination. Usually is in this context that Combinatorial
analysis education is presented in basic education schools, with the application of
Meaningless formulas for students, which through a mechanical word, simply, decorate
and seek to use them to solve issues that can usually be solved with direct application of
these formulas. The fundamental principle of counting is quoted at the beginning of the
study of combinatorial analysis to enunciate and then alipply formulas of Arrangement,
permutation and combination.Hence, in this work we performed a theoretical study
about some developed works on the teaching-learning of Combinatorial analysis and
we present a proposal of education, able to provide an effective student participation in
the construction of the concepts of arrangement, permutation, and combination, valuing
the fundamental principle of counting in problems resolution, from the perspective of
the Anthropological Theory of Didactics in its praxeological aspect.

Keywords:problems resolution, fundamental principle of counting,Arrangement, per-

mutation, combination, Anthropological Theory of Didactics



Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6
Figura 7
Figura 8
Figura 9

Figura 10 -
Figura 11 -
Figura 12 -
Figura 13 -
Figura 14 -
Figura 15 -
Figura 16 -
Figura 17 -
Figura 18 —
Figura 19 -
Figura 20 -
Figura 21 -
Figura 22 —
Figura 23 -
Figura 24 —
Figura 25 -
Figura 26 -
Figura 27 -
Figura 28 —
Figura 29 -
Figura 30 -

LISTA DE FIGURAS

Esquema ilustrativo da proposta de ensino .

O ntimero de anagramas da palavra PAI

Representacao aleatéria dos anagramas da palavra PAI .

Elementos constituintes de uma instituicao (Henriques, Nagamine, Nagamine (2012, p. 1263))
Educacéao Basica e suas partes enquanto institui¢des (Henriques, Nagamine, Nagamine (2012))
Ementa de matematica 2° Ano Informatica IFBA - Eunépolis .

Modelo de analise de livros didaticos retirado de Henriques, Nagamine, Nagamine (2012)
Figura extraida do livro didético p.190

Figura extraida do livro didético p.190

Figura extraida do livro didético p.191

Figura extraida do livro didético p.194

Calculo da razao de fatoriais

Caélculo da razao de fatoriais de expressoes

Calculo da razdo de fatoriais conhecendo o quociente

Exercicios extraidos do livro didatico p.196

Tabela extraida do livro didatico p.196

Reprodugao da figura da p.202 do livro didético em andlise

Figura extraida do livro didético p.203

Praxeologia Usual

Praxeologia Modelada

Arvore de possibilidades

Diagrama de possibilidades

Representagdes que caracterizam a mesma roda .

Dispositivo Experimental- Sesséo I

Dispositivo Experimental- Sesséo 11

Iustragao das etapas e possibilidades do problema 6 .

Dispositivo Experimental- Sessao III

Dispositivo Experimental- Sessao IV

[lustracao de uma roda de ciranda com 5 elementos

arvore de possibilidades incompleta - problema 15

11
11
15

19
20
24
25
26
27
29
29
29
30
31
35
36
40
40
42
46
48
56
58
60
62
68
69
71



LISTA DE TABELAS

Tabela1l — Um livro de Matemética do Ensino Médio com o contetido de Anélise Combinatéria
Tabela 2 - Objetos de estudo abordados no livro didatico

Tabela 3 — Estrutura Organizacional Regional do livro didatico

21
22
23



SUMARIO

1-INTRODUCAO . . . . . .t e e e e e e e e e e e e e e e e e

2 -PESQUISAS REALIZADAS EM TORNO DO ENSINO E APRENDIZA-
GEM DE ANALISE COMBINATORIA . . . . oo i e e e

3 - TEORIA ANTROPOLOGICA DODIDATICO . ................

4 - ANALISE INSTITUCIONALEM TORNODEAC .. ... ... .......
41 ORGANIZACAO CURRICULAR DA INSTITUICAO DE REFERENCIA
42 ANALISEDOLIVRODIDATICO . . . . . o i i

42.1 ESTRUTURA ORGANIZACIONAL GLOBAL DO LIVRO DIDA-
TICO . . o e
422 ESTRUTURA ORGANIZACIONAL REGIONAL DO LIVRO DI-
DATICO . . . . oo
423 ANALISE LOCAL DO LIVRO DIDATICO . . . ... .......

5- OBJETOS QUE COMPLEMENTAM A ORGANIZACAO LOCAL DO ES-
TUDODE AC . . . e e e e e e e e ettt e

6 — PROPOSTA DE ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA 2° ANO DO
ENSINOMEDIO . . o v ot ot e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
6.1 DISPOSITIVOS EXPERIMENTAIS . . . . . o oo

W 0 s T L 1 T Y

Refer8ncias . . . v v v v v i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e



1 INTRODUCAO

O presente trabalho consiste essencialmente no estudo tedrico e apresentagao de
uma proposta de ensino de Analise Combinatéria (AC), utilizando como metodologia a
resolucdo de problemas sob a 6tica da Teoria Antropolégica do Didatico (TAD) na sua
vertente praxeoldgica, priorizando a praxeologia modelada (Henriques, 2013), onde os
conceitos/conhecimentos sdo desenvolvidos partindo-se do bloco praxes ao bloco logos.
Isto é, da pratica a teoria. Neste ambito, abordamos situa¢des problemas de Anaélise
Combinatéria tendo como principal técnica o Principio Fundamental da Contagem
(PFC), verificando a potencialidade de um trabalho de investigacdo, sem depender de
férmulas previamente determinadas. Com efeito, analisamos os processos de formacdo
de agrupamentos, permitindo ao aluno buscar solugdes proprias através de técnicas
de contagem como enumeracdo e construgdo da drvore de possibilidades, bem como

desenvolver o raciocinio combinatério para a formalizagdo posterior.

Assim, como ja sublinhado na metodologia adotada na proposta de ensino
em sala de aula, um dado problema matemaético é o ponto de partida e, durante sua
resolucdo, sdo construidos conceitos inerentes, visando a participacdo ativo-efetiva dos
alunos e ndo apenas memorizacao e aplicacdo de férmulas.

Segundo Carraher (1986),

Os problemas de Matematica, dos quais o aluno tem que utilizar precisamente as férmulas
que acabou de estudar, ndo sdo verdadeiros problemas que exijam reflexdo, mas, sim, exerci-
cios que exigem apenas memoria; ndo lhe é exigida compreensao dos conceitos matematicos,
nem que faca relagdes entre o que ja aprendeu e a possivel solug¢do do problema. Nestes ca-
s0s, os problemas sdo tratados mecanicamente, sem que, muitas vezes, o aluno compreenda
o que estd fazendo. Esta abordagem ndo exige estimulo do raciocinio do aluno.

Concordando com este autor em relagdo ao uso de férmulas como ponto de
partida na resolugdo de problemas de AC, Sturm (1999) expde também em sua pesquisa
uma abordagem alternativa, na qual as férmulas apresentam-se como decorréncia da
experiéncia do aluno, inseridas em um processo de resolucdo de problemas de contagem.

Assim o autor afirma:
[...] o ensino de Andlise combinatéria deve se dar através de situagdes — problemas. As férmu-
las devem aparecer em decorréncia das experiéncias dos alunos na resolugdo de problemas,

devem ser construidas e ndo ser o elemento de partida para o ensino de cada tema: Arranjo,
Permutagdo e Combinacado. (STURM, 1999, p.3)

E exatamente em relacdo a abordagem dos conceitos de Arranjo, Permutacéo e
Combinagdo no ensino de AC com o objetivo de desenvolver o raciocinio combinatério,
que os Parametros Curriculares Nacionais Para o Ensino Médio (PCNEM) trazem a
seguinte orientacao:
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A contagem, ao mesmo tempo em que possibilita uma abordagem mais completa da proba-
bilidade por si s6, permite o desenvolvimento de uma nova forma de pensar em Matematica,
denominada raciocinio combinatério. Ou seja, decidir sobre a forma mais adequada de orga-
nizar nimeros ou informagdes para poder contar os casos possiveis ndo deve ser aprendido
como uma lista de férmulas, mas como um processo que exige a constru¢do de um modelo
simplificado e explicativo da situagdo. (p.126)

Neste contexto o papel do professor é fundamental, na medida em que o mesmo
pode favorecer meios para que estas orientacdes se efetivem, exigindo um planejamento
das aulas e busca de novas metodologias, como por exemplo, a resolugdo de problemas
com um olhar critico e cuidadoso para os percursos tomados em busca do resultado
tinal. Sendo assim, a aplicacdo das férmulas prontas na resolugdo de problemas de
contagem caracteriza uma problematica no ensino-aprendizagem de AC. Em funcéo
desta problematica colocamo-nos a seguinte indagagéo:

A resolugdo de problemas no ensino sob a 6tica da praxeologia mode-
lada, priorizando o Principio Fundamental da Contagem como técnica,
motiva uma participagdo ativo-efetiva do aluno e sua aprendizagem

da Anélise Combinatoéria?
Para tratarmos desta questdao optamos por fazer uma analise institucional em

torno do ensino e aprendizagem de Anélise Combinatéria (AC). Em seguida apresenta-
mos uma sequéncia didatica '(SD) com uma proposta para o ensino de AC baseada na
resolucdo de problemas sob a 6tica da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) na sua
vertente praxeoldgica, conforme Figura 1, priorizando a praxeologia modelada onde
os conceitos/ conhecimentos sdo desenvolvidos partindo-se do ambiente saber-fazer

(praxe) para o tecnolégico-teérico (logds).

PROPOSTA
de Ensino de

AC
Sequéncia Didatica
SD

L%) Teoria Antropolégica do Didético _ /"
i'f'f"g%; TAD TN
ity

Figura 1- Esquema ilustrativo da proposta de ensino
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= G'Iplpfl;-r‘l'."-'[lﬂ -4
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Porém, antes de realizarmos a analise institucional e a SD apresentamos estudos

realizados por alguns pesquisadores acerca do ensino e aprendizagem de AC, obtendo

!Uma Sequéncia didética (SD) é um esquema experimental formado por situagdes, problemas ou
tarefas, realizadas com um determinado fim, desenvolvido por sessdes de aplica¢do a partir de um estudo
preliminar em torno de um objeto do saber e de uma anélise matemética/didética, caracterizando os
objetivos especificos de cada sessdo, problema ou tarefa constituinte de uma praxeologia. Henriques
(2001)
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assim uma visdo inicial sobre o que vem sendo feito em torno do ensino deste objeto de

estudo.



2 PESQUISAS REALIZADAS EM TORNO
DO ENSINO E APRENDIZAGEM DE ANA-
LISE COMBINATORIA

Batanero et al. (1997) estudaram as estratégias utilizadas por estudantes nas
resolugdes de problemas de Anélise Combinatéria (AC). Os autores apresentaram
um estudo sobre os processos de resolugdo de problemas combinatérios simples e
compostos envolvendo estudantes do quinto ano de um curso de Licenciatura em
Matematica como sujeitos da pesquisa que foram selecionados entre os que obtiveram
maiores e menores resultados na resolucdo de 13 problemas combinatérios elementares

apresentados a 29 estudantes.

Os resultados apontaram que os estudantes mostraram dificuldades elevadas
com os problemas, inclusive concluintes de curso de Licenciatura em Matematica. Os
melhores resultados foram caracterizados pela identifica¢do na resolugdo dos problemas,
na compreensdo da ordem, na repeticdo no enunciado dos problemas, na generalizagdo
e identificacdo da operagdo combinatdria adequada. As causas de fracasso foram: a con-
fusdo sobre o tipo de elementos que se combinam, a falta de capacidade de enumeracdo

sistemaética e falhas na conclusao final (conhecidos erros de cédlculo).

Em outro trabalho, intitulado Raciocinio Combinatério em Alunos do Ensino
Secundario, Batanero (1996) e seus colaboradores consideram o quanto é importante
analisar as varidveis que afetam os procedimentos e os erros dos alunos ao resolverem
problemas combinatérios, mostrando como devem ser consideradas essas varidveis no

aprendizado.

Os autores descreveram e classificaram os problemas combinatérios simples
segundo trés modelos bésicos: sele¢do, parti¢do e colocagao. Eles realizaram o trabalho
com uma amostra de 720 alunos, com idade de 14 e 15 anos, de nove escolas de Granada
e Cérdoba (Espanha), utilizando como instrumento de pesquisa um conjunto de 13
questdes de Andlise Combinatéria. Dos alunos que participaram da pesquisa, 352
haviam recebido instrugdo acerca das operagdes basicas de combinatéria e os outros

alunos (368) ndo haviam tido contato com o referido assunto.

Em relacdo as dificuldades dos alunos na resolugdo de problemas combinatoérios,
Batanero et al. (1996) referem as seguintes: enumeragdo nao sistemdtica, que consiste
numa estratégia de tentativa e erro, sem qualquer procedimento recursivo que leve
a formacdo de todas as possibilidades; uso incorreto do diagrama de 4rvore; erro de

ordem, em que é considerada a ordem em situa¢des em que é irrelevante ou nédo é
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considerada em situagdes em que é pertinente; erro de repeticdo, em que ndo é consi-
derada a repeticdo dos elementos quando tal é possivel ou é considerada em situacoes
de impossibilidade; confusdo quanto ao tipo de objeto, isto é, os objetos idénticos sdo
considerados distinguiveis ou os objetos distintos sdo considerados indistinguiveis; e
confusdo quanto ao tipo de subconjunto em modelos de parti¢do ou de distribuigéo,
que consiste em distinguir subconjuntos idénticos ou em néo diferenciar subconjuntos
distinguiveis. Neste trabalho Batanero et al. (1996) afirmam ainda que o ensino de AC,
usualmente, estd centrado na aprendizagem de defini¢Ges e férmulas, a fim de resolver
problemas que envolvem calculos. Além disso, os autores afirmam que os professores

consideram o ensino desse tema dificil e, em muitas situagdes, preferem nao aborda-lo.

Correia e Fernandes (2007) procuraram investigar as estratégias intuitivas de
alunos do 9° ano de escolaridade na resolugdo de problemas de Andlise Combinatoéria.
A pesquisa foi desenvolvida com 27 alunos de uma turma do 9° ano de escolaridade, de
uma escola secunddaria com 3° ciclo do ensino basico de uma cidade do distrito de Braga,
em Portugal. Os autores empenharam-se em responder duas questdes: Que estratégias
utilizam os alunos do 9° ano de escolaridade na resolucdo de problemas combinatérios?
Qual a influéncia dos fatores: operagdo combinatéria, niimero de elementos envolvi-
dos na operacdo combinatéria e desempenho em Matematica com a experiéncia de

aprendizado em combinatdria?

Para Correia e Fernandes (2007), os alunos quando resolvem os problemas de
combinatdria utilizam com maior frequéncia a enumeracdo (contagem direta) como es-
tratégia, seguida do uso da arvore de possibilidade. As férmulas de AC foram utilizadas
por 18% dos alunos consultados. Os autores observaram também que, quando ocorre
nos problemas um aumento no tamanho da amostra dos elementos, as estratégias mais
utilizadas pelos alunos passam a ser a menos usada, diminuindo, assim, a eficdcia nas
respostas corretas dos alunos. No geral, a pesquisa desenvolvida por eles revelou que
o maior fracasso dos alunos foi na resolu¢do dos problemas de combinacdo simples.
Nesses problemas, a dificuldade dos alunos residiu no fato de considerarem a ordem,

tal como tinham resolvido os problemas de arranjos.

Procurando investigar os erros apresentados por estudantes na resolucdo de
problemas verbais no campo da Andlise Combinatéria, Pacheco (2001) desenvolveu
um trabalho dentro de uma abordagem qualitativa, com uma inspiracdo na analise
cognitiva das produgdes escritas dos estudantes da terceira série do Ensino Médio, com
idade entre 17 e 23 anos. Os alunos, sujeitos da pesquisa, ainda ndo haviam estudado
Anélise Combinatéria. A pesquisadora desenvolveu aulas expositivas acerca do assunto
e proporcionou aos mesmos que tivessem acesso a uma bibliografia diversificada do

assunto.

O objetivo do trabalho realizado por Pacheco (2001) foi confrontar as abordagens
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dos estudantes em diferentes tipos de problemas e buscar algumas explicagdes para pos-
siveis performances nos diferentes casos e para os possiveis erros apresentados. Foram
problemas do tipo simbdlicos ndo verbais e verbais, todos de Anélise Combinatdria.

A questdo central da pesquisa que Pacheco (2001) se prop0s a resolver foi: Em
que tipo de problema, simbdlico ndo verbal, modelagem e verbal, e em que extensao, os

estudantes apresentam performances mais adequadas?

Em suas conclusdes, a pesquisadora aponta que existe uma relacdo direta entre
o uso da férmula e a inversdo da natureza combinatdria, isto é, todos os alunos que

apresentaram essa inversdo adotaram como estratégia o uso de férmulas.

Ao comparar seu trabalho com o de Medeiros (1992), a autora sublinha:

Diferentemente dos resultados obtidos no estudo realizado por Medeiros onde os adolescen-
tes utilizaram bem mais a estratégia da listagem, tabelas e busca de padrdes, a estratégia
mais adotada pelos sujeitos desta pesquisa foi a do uso de férmulas, tanto nas abordagens
bem sucedidas como insatisfatérias (MEDEIROS apud PACHECO, 2001, p.230)

A pesquisa apontou que os alunos apresentaram éxito nas abordagens dos
problemas do tipo ndo verbal. Entretanto, isso ndo implicou um desempenho mais
adequado nos problemas do tipo verbal. A autora acredita que uma boa habilidade com
o uso de férmulas ndo é suficiente para a resolugdo de problemas verbais que relacionam
os conceitos de arranjo e de combinac¢do com situagdes do dia-a-dia. E necessério que o
aluno tenha desenvolvido uma boa formacédo dos conceitos de arranjo e combinagdo

para que saiba usar corretamente as formulas.

Os trabalhos acima citados estdo centrados nas dificuldades e nas estratégias
dos alunos ao resolverem problemas de AC. Observamos, de uma forma geral, que os
alunos apresentam acentuadas dificuldades em resolver os problemas de combinatdria,
mas o fato de ndo saber diferenciar os problemas de combinag¢do dos problemas de
arranjo € a principal de todas as dificuldades. Essa questdo nos faz refletir o quanto é
importante uma aula destinada somente a fazer o aluno perceber a diferenca entre os

conceitos de arranjo e combinacao.

No que tange a questdo das estratégias, entendemos, por meio dos resultados das
pesquisas, que o uso da contagem direta dos agrupamentos e da drvore de possibilidades
representa uma boa sugestdo para iniciar uma aula de AC, mas mantendo a vigilancia
acerca do tamanho da amostra. Essa questdo referente ao tamanho da amostra remete
ao uso das férmulas, pois, em casos que a amostra é muito grande, serd interessante
utilizar a férmula. Sendo assim, passamos a acreditar na importancia de desenvolver
uma aula em que o aluno participe intensamente da construgdo das férmulas de arranjo

e de combinacdo.

Nessa perspectiva, uma proposta de ensino baseada na resolucdo de problemas

com énfase no PFC se enquadra como uma possibilidade de ensino de AC sob uma
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abordagem diferente das abordagens tradicionais, também chamada por Sturm de uma

abordagem alternativa.

Sturm (1999) procurou investigar as possibilidades de um ensino de anélise
combinatéria sob uma abordagem alternativa. O autor considera como alternativa uma
abordagem de ensino que é desenvolvida diferentemente das abordagens tradicionais,
que valorizam a defini¢do do conceito, seguido de exemplos, exercicios e 0 uso excessivo
de férmulas. Os objetivos descritos pelo autor foram: analisar uma proposta de ensino de
andlise combinatdria e sua experimentacdo em sala de aula; identificar as possibilidades
e limites com relagdo ao ensino-aprendizagem da proposta no sentido de colaborar
em futuras investigacdes sobre andlise combinatéria e contribuir para o trabalho de
professores de matemaética do Ensino Médio que buscam aprimorar sua formagdo em

relacdo ao ensino-aprendizagem de andlise combinatéria.

A proposta elaborada por Sturm (1999) abordou os seguintes topicos: arranjo,
permutacdo e a combinacdo, sem repeticdo de elementos. Foi desenvolvida por meio
de resolugdo de problemas, com 33 alunos de uma escola particular da rede privada
de ensino da cidade de ITU-SP. As aulas se diferenciaram do método tradicional pelo
fato de as defini¢des ndo serem apresentadas inicialmente. No entanto, o professor
apresentou e resolveu os problemas propondo uma estratégia didatica centrada na
interagdo dos alunos com a resolugdo dos mesmos, que, a principio, eram resolvidos

pelo préprio professor.

Em suas conclusdes, Sturm (1999) considerou que a proposta teve um efeito
positivo e destacou alguns aspectos, tais como: os alunos trabalhavam durante todo o
dia e mesmo assim participavam intensamente da pesquisa; os alunos demonstraram
ter compreendido a potencialidade do PFC na resolugdo de problemas combinatdrios;
os alunos passaram a ver as férmulas de arranjo e permutagdo como apenas mais
um auxilio na resoluc¢do dos problemas, pois os mesmos perceberam que as férmulas

decorrem do modo direto do Principio Multiplicativo ou PFC.

No trabalho de Rocha (2002), a autora procurou investigar um processo de reso-
lugdo de problemas de Andlise Combinatdria apoiando-se essencialmente na aplicacdo
do principio multiplicativo. Esse processo de resolugao de problemas centrou-se na
andlise da evolugdo do aprendizado dos alunos em relagdo a resolugdo de problemas
de Anaélise Combinatoria, a luz de influéncias de um método de ensino desenvolvido
segundo pressupostos construtivistas. A pesquisa seguiu uma abordagem qualitativa
de estudo de casos, desenvolvida junto a alunos do Ensino Médio das redes publicas e
particulares de ensino, onde a pesquisadora atuava como professora da turma. A autora
propde o uso do PFC na resolucdo de problemas para a apresentacdo das defini¢des e

férmulas como consequéncia das discussdes e argumentac¢des desenvolvidas nas aulas.

O método de ensino de Combinatéria proposto por Rocha (2002) seguiu as
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seguintes etapas:

Primeira Etapa: apresentar aos alunos problemas bésicos de contagem direci-
onados a fatos relacionados com o cotidiano e que podem ser resolvidos a partir do

conhecimento prévio dos mesmos, sem formalizagao.

Segunda Etapa: apresentar aos alunos problemas mais complexos que envolvem

0s conceitos de Anélise Combinatoéria.

Terceira Etapa: solicitar aos alunos que criassem e resolvessem seus proprios

problemas referentes a contagem.

Quarta Etapa: partir do uso do principio fundamental da contagem e resolver
problemas de permutacdo, arranjo ou combinagdo e em seguida deduzir as respectivas
férmulas.

Quinta Etapa: submeter os alunos a uma avaliacdo formal que deve ser corrigida
respeitando os diversos métodos de resolucdo apresentados pelos mesmos.

O trabalho de campo foi desenvolvido com alunos de duas escolas: uma ptblica,
Escola Técnica Estadual, com as turmas do curso de Eletronica, em 1998 e 2000, e a
outra uma escola particular, com uma turma do Ensino Médio, em 2001. A autora
utilizou como material de apoio os livros didaticos adotados pelas escolas e a mesma
apresentou as férmulas de arranjo e combinagdo aos alunos apo6s ter percebido que
eles estavam em condi¢des de acompanha-la na construc¢do da férmula. Em seguida
retomou os procedimentos de resolu¢do de um problema resolvido pelo principio
multiplicativo e seguiu expondo aos alunos a forma como o fatorial pode surgir na
resolugdo dada e depois apresentou a resolugdo toda na forma de fatorial. A dltima
etapa foi a substitui¢do dos valores numéricos na forma de fatorial pelas letras n e p.
A letra n, para representar o nimero de elementos da amostra e p, para representar
as etapas do problema. De modo andlogo foi apresentada a férmula da combinacéo
simples.

Tendo como referéncia a relagdo aluno-contetido, a intera¢do professor-aluno e
as contribui¢des do uso do PFC na resolugdo de problemas, Rocha (2002) enumerou os
seguintes resultados: a necessidade de negociacdo de significados em sala de aula, a
possibilidade dos alunos interagirem com o contetido, a importancia do papel mediador
do professor como representante do conhecimento, a importancia e fun¢do da linguagem
na formacdo de conceitos de contagem e a implementacdo do ensino de AC de forma
produtiva e significativa.

Comparando o trabalho desenvolvido por Rocha (2002) e Sturm (1999), obser-
vamos que ambos potencializam o PFC como a principal ferramenta para resolver
problemas de AC no ensino Médio. No método de Sturm (1999), as férmulas foram
apresentadas de maneira direta pelo professor, sem uma construcdo significativa, dife-
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rentemente do método desenvolvido por Rocha (2002) que propds condi¢des para que
os alunos pudessem acompanha-la na construcdo das férmulas basicas da AC.

Para finalizarmos a andlise de alguns trabalhos desenvolvidos em torno de
AC, consideramos o trabalho de Esteves (2001) que construiu duas sequéncias de
ensino centralizadas na formagdo dos conceitos bésicos de AC. Esteves acredita que o
estudo de AC deveria ser iniciado no Ensino Fundamental de forma significativa, sem
apresentacdo de férmulas, e que no Ensino Médio, o aluno poderia ter esse conceito
institucionalizado, apresentando as féormulas de maneira significativa, e ndo apenas
como algoritmo que o leve a mecanizar e associar palavras-chave. Ainda em relagdo
ao uso de férmulas, Esteves afirma que, se as férmulas sdo apresentadas ap6s ligeira
abordagem e apresentacdo formal da defini¢do de cada agrupamento, isto pode gerar
dificuldade por parte do aluno em reconhecer o tipo de agrupamento envolvido no
problema e, consequentemente, em que férmula se deve utilizar. Com isso, o aluno
estaria sendo induzido ao dominio da técnica, sem se preocupar com a interpretacdo
do problema, o que na AC é fundamental. A pesquisa de Esteves (2001) nos fez refletir
sobre a importancia de realizar um trabalho que busque a todo o momento, maior
envolvimento dos alunos. Podemos constatar na seguinte citagdo:

Durante a sequéncia, pudemos observar que os alunos evoluiram passo a passo com as re-
presentagdes das resolugdes e com as discussoes relativas aos processos de resolugdo usados.
Acreditamos que a mudanga na forma de se trabalhar com o contetido seguindo uma abor-
dagem que procurou envolver o aluno através de situagdes reais, além do trabalho desen-
volvido em duplas criou um ambiente favoravel para tal comportamento (ESTEVES, 2001, p.
184)

As nossas inquietagdes e consequentemente a nossa proposta de ensino vém
concordar com tal afirmacdo na medida em que nos interessamos com a resolugdo de
problemas sob a 6tica da praxeologia modelada visando favorecer a compreensao do
funcionamento, da potencialidade e das aplicagdes do PFC.

Com o proposito de apresentar uma andlise institucional e uma Sequéncia Didé-
tica visando o ensino e aprendizagem de AC no 2° ano do Curso Técnico de Nivel Médio
Integrado em Informatica do Instituto Federal da Bahia (IFBA), Campus Eunépolis,

consideramos as seguintes questdes:

Qual é a proposta institucional sobre o ensino e aprendizagem de AC? Qual é
a praxeologia relativa a Anélise Combinatdria nesta instituigao? E possivel, a partir
dessa praxeologia, propor um ensino de AC diferenciado, que possa complementar
ou favorecer a aprendizagem dos alunos a partir da resolu¢do de problemas? Se sim,
como? Caso contrério, por qué?

Para respondermos estas questdes analisamos os seguintes elementos institucio-
nais: Plano do Curso Técnico de Nivel Médio Integrado em Informatica do Instituto
Federal da Bahia (Campus Eundpolis) e o livro didético, com fundamentacdo na Teoria

Antropolégica do Didético (TAD) de Yves Chevallard, que apresentamos a seguir.
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3 TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDA-
TICO

A Teoria Antropolégica do Didatico (TAD) representa uma importante con-
tribuigdo para a Didatica Matematica e Matemadtica, pois permite analisar como os
conhecimentos matemadticos estdo relacionados e como essas relagdes podem objetivar

0 ensino de um determinado contetdo.

Chevallard (1999) afirma que a TAD estuda o homem frente ao saber matematico
e mais especificamente, frente a situa¢des matematicas. O postulado basico da TAD
afirma que qualquer atividade humana pode ser descrita por um modelo, o qual se

denomina “praxeologia”.

Nessa perspectiva, encaramos o ato de ensinar e aprender Matemaética como
sendo um resultado de atividades humanas descritas a partir de uma organizagdo
praxeoldgica, nesse caso uma organizacdo matemadtica, com o objetivo de analisar,

estudar e explicar de que forma essa agdo se realiza.

Segundo Almouloud (2007), a palavra praxeologia é formada por dois termos
gregos, praxis e logos, que significam, respectivamente, prética e razdo. Ela reporta-
se ao fato de que uma pratica humana, no interior de uma instituigdo, esta sempre
acompanhada de um discurso, mais ou menos desenvolvido de um logds que justifica,

acompanha e da razdo para tal prética.

Para Chevallard (1999), [Calcular o nimero de anagramas da palavra PAI] é
uma farefa, pois apresenta um objetivo relativamente preciso, mas observando apenas o

verbo calcular, tem-se o que ele nomeia como género, que caracteriza algo ndo preciso.

Uma praxeologia relativa a uma tarefa determina uma maneira ou caminho de
como realizd-la. Esta maneira de fazer uma determinada tarefa é chamada, segundo
Chevallard (1999) de técnica (do grego, tekhnikds: relativo a arte, a ciéncia ou ao saber, ao

conhecimento ou a pratica de uma profissao).

Para exemplificar o sentido do termo técnica vamos analisar a seguinte tarefa:

Calcular o namero de anagramas da palavra PAL

Para realizar esta tarefa podemos utilizar a Enumeracao, o Principio Fundamental
da Contagem (PFC) ou a arvore de possibilidades como técnicas. Por Enumeracéo,
devemos mudar a posicdo de cada letra da palavra PAI, obtendo assim, os elementos

(anagramas) que representamos no esquema da Figura 2.

Assim, por simples contagem, podemos concluir que temos seis anagramas da
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Pl m

PIA FA

AF AIP

Figura 2 — O ntimero de anagramas da palavra PAI

palavra PAIL Sublinhamos que a ordem apresentada abaixo é irrelevante, ou seja, pode-
mos iniciar a Enumeragdo com qualquer outro anagrama da palavra PAI, e apresentar
ndo necessariamente agrupada em sequéncia. O grupo pode ser representado de forma
aleatéria como mostra a Figura 3.

PIA AP

Afl A

o =

Figura 3- Representagéo aleatéria dos anagramas da palavra PAI

O PFC consiste na multiplicacdo do ntimero de possibilidades de cada etapa
identificada no problema. De acordo com o problema temos:

1* Etapa: Determinar a primeira letra do anagrama. Na tarefa em andlise temos
trés possibilidades (P, A ou I).
2% Etapa: Determinar a segunda letra do anagrama. Neste caso temos duas

possibilidades, pois uma letra ja foi utilizada na 1* Etapa.

3% Etapa: Determinar a tltima letra do anagrama, tendo, portanto, uma tinica

possibilidade, pois neste caso ja foram utilizadas duas letras para as etapas anteriores.

Assim, utilizando o PFC que consiste em multiplicar o ntiimero de possibilidades
de cada etapa, neste caso que temos trés etapas, temos trés possibilidades para a 1°
Etapa, duas para 2% Etapa e uma para a 3* Etapa. Desta forma temos 3.2.1, o que resulta
em seis anagramas como mostra a operacao (Op1).

3x2x1=6 (Opl) (1)
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Portanto, nesse problema o PFC ou a Enumeracéo caracterizam-se como manei-
ras distintas (técnicas disponiveis) para realizagdo da tarefa determinada pelo problema.
Esta técnica foi muito utilizada e valorizada nos trabalhos acima citados para o ensino

de AC, e consiste na principal técnica que utilizamos na nossa proposta.

Chevallard (1999) considera que, em principio, uma praxeologia relativa a algum
tipo de tarefa contém, pelo menos, uma determinada técnica. Esta combinagéo tarefa-
técnica é denominada pelo autor, como bloco praxe [pratico-técnico] que se identifica
com o saber fazer. O autor afirma ainda que em uma determinada instituicdo, existe
um namero restrito de técnicas que sdo institucionalmente reconhecidas. Contudo, as
mesmas técnicas podem nédo ser reconhecidas em outra instituigdo. Um bom exemplo
é que no Ensino Médio o aluno pode utilizar a férmula de Arranjo para determinar
a resposta do problema acima citado, mas essa técnica ndo é reconhecida para um
aluno do Ensino Fundamental, pois seria comum observar esse aluno enumerando as
possiveis solu¢gdes do mesmo problema acima. Neste contexto o autor deixa claro que
institui¢do ndo se refere apenas a diferentes escolas, pode estar relacionada, também,
como por exemplo, a paises com diferentes culturas ou a diferentes salas de aulas da
mesma escola. Ou seja, as técnicas podem ser reconhecidas, ou ndo, como um possivel

“caminho” para a resolugdo de determinada tarefa.

A fim de justificar o uso de uma determinada técnica em uma instituicdo, Cheval-
lard et al. (2001) desenvolvem uma significagdo especifica para o termo tecnologia.

Para que uma técnica possa ser utilizada de maneira normalizada, deve aparecer como algo
ao mesmo tempo correto, compreensivel e justificado. A existéncia de uma técnica supoe,
também, a existéncia subjacente de um discurso interpretativo e justificado da técnica e de
ambito de aplicabilidade e validade. Chamaremos a esse discurso sobre a técnica de uma
tecnologia. (CHEVALLARD et al.,2001, p.125)

A tecnologia é um discurso racional com o objetivo de justificar e demonstrar
as técnicas utilizadas para uma determinada tarefa ou género de tarefas. Este discurso
racional varia no espago institucional, ou seja, um discurso que possui certa raciona-
lidade em uma determinada institui¢do poderd parecer pouco racional, ou até, sem
significacdo em outro espago institucional.

Assim, segundo Chevallard, podemos caracterizar a demonstragao da férmula
de Arranjo Simples, como a tecnologia utilizada, ou seja, como o discurso tecnolégico
que valida o uso desta técnica na resolucdo de problemas de contagem. Portanto, nessa
situacdo, a demonstracdo da férmula € a justificativa para o uso da técnica (emprego
da férmula) na realizacdo de uma tarefa determinada. Por fim, ele afirma que em uma
instituicdo, qualquer que seja o tipo de tarefa, a técnica relativa a esta tarefa estard sempre
associada a uma tecnologia que assume a funcdo de explicar, esclarecer e expor porque a
técnica escolhida tem éxito na forma como foi desenvolvida.

Em uma organiza¢do matematica, é comum langarmos méo de processos de-
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monstrativos a fim de explicar e tornar compreensivel uma determinada técnica. Assim,

as demonstracdes de teoremas denotam a tecnologia que justifica a técnica utilizada.

Por exemplo, o PFC caracteriza-se como uma técnica disponivel, a fim de de-
terminar um caminho para resolugdo de problemas de contagem que possuem duas
etapas sucessivas e independentes. Por outro lado, essa técnica pode ser aplicada a pro-
blemas que envolvem mais de duas etapas. Para justificar esse resultado, necessitamos
demonstra-lo. Assim, essa demonstra¢do representa a tecnologia que exercerd a fungao
de esclarecer e justificar o uso do PFC em problemas que envolvam mais de duas etapas

(apresentamos a demonstracdo do PFC mais adiante).

Quanto a relagdo entre técnica e tecnologia, Chevallard afirma que a existéncia de
uma tecnologia é uma das condigdes necessdrias para a existéncia de uma técnica; por

essa razao, a tecnologia tem também a fungdo de reproduzir técnicas.

Toda tecnologia, por sua vez, precisa de uma justificativa que, segundo Chevallard,
se denomina Teoria da técnica. O discurso tecnolégico descrito com rigor, precisdo e
efetivamente formalizado apresenta um nivel superior de justificacdo, explicagdo e

produgdo, ou seja, o nivel da Teoria.

Na demonstracédo (tecnologia) do PFC (técnica) em problemas que envolvem
mais de duas etapas, identificamos Algebra como sendo a Teoria que justifica o uso da
tecnologia. Assim, no campo da Algebra, podemos utilizar da Teoria dos Ntimeros e do
Principio da Indugdo Finita para justificar a tecnologia, ou seja, a demonstragdo do PFC

para problemas que envolvem mais de duas etapas.

Para Chevallard et al. (2001), toda obra matemadtica tem sua génese com base
na solugdo de algum tipo de tarefa problemaética. Desta tarefa, surgem técnicas com o
proposito de resolvé-la, que por sua vez, torna-se necessario um discurso racional que
justifique essas técnicas, ou seja, discurso tecnolégico. Por fim, a formalizagao desse
discurso tecnolégico, com precisio e rigor, fundamenta-se no campo da Teoria.

Sendo assim, notamos que em torno de uma determinada farefa, encontramos
um tripé formado por uma técnica, uma tecnologia e uma teoria. As quatro nogdes: tarefa,
técnica, tecnologia e teoria, descrevem uma organizacdo praxeoldgica completa, que se
decompde em dois blocos: o bloco [pratico —técnico] que constitui o saber fazer [praxe] e
o bloco [tecnolégico — tedrico] que representa o saber [logds]. E assim, podemos afirmar
que produzir, ensinar e aprender matematica sdo agdes humanas institucionais que
podem ser descritas conforme o modelo praxeolégico. Nesse sentido, a organizacdo
praxeoldgica relativa as atividades matematicas é uma organizagdo matematica.

Podemos notar que ndo é possivel para um professor de matematica, ou mesmo,
um aluno atuar matematicamente sem compreender o que estd fazendo. Por exemplo,
no estudo de AC decorar as férmulas para utilizar na resolugdo de problemas de
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contagem sem ao menos compreendé-las. Por outro lado, ndo se pode entender uma
organizacdo matemadtica, sem uma prética matematica eficaz, ou seja, ndo ha prdxis sem

logds, como também nao ha logds sem prdxis.

Torna-se necessario e imprescindivel que o professor aproprie-se do conheci-
mento matematico, como também observe este conhecimento, como uma organizagéo
praxeolégica, na qual o desenvolvimento dos conceitos matemaéticos estd permeado
pelos blocos [prético-técnico], o fazer matematica e o bloco [tecnolégico-tedrico], o

compreender matematica.

Vale ressaltar que a TAD possibilita fazer uma andlise praxeolégica de livros
didéticos que apresentam uma organizagdo matematica do objeto de estudo, verificando
se o livro didatico analisado apresenta uma praxeologia usual, que parte da apresentacdo
tedrica dos contetidos, bloco logds para o bloco praxe ou uma praxeologia modelada
onde os conceitos/conhecimentos sdo desenvolvidos partindo-se do bloco praxe ao
bloco logos.

Salientamos que, em nosso trabalho, desenvolvemos uma sequéncia didética
considerando trés momentos fundamentais: andlise preliminar (ou institucional), or-
ganizacdo do dispositivo experimental (DE) e anélise a priori. Na andlise institucional
consideramos o 2° ano do Curso Técnico de Nivel Médio Integrado em Informaética do
Instituto Federal da Bahia, Campus Eunapolis, como a institui¢do de referéncia, onde
escolhemos o livro didético enquanto elemento institucional para conhecermos uma
praxeologia de referéncia visando o ensino de AC. A nossa proposta de ensino (disposi-
tivo experimental) revela uma praxeologia inversa da usual (praxeologia modelada).
Nessa praxeologia, a evolugdo dos estudos é motivada por resolucdo de problemas

(tarefas) relativos aos conceitos de AC, principalmente a técnica do PEC.
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4 ANALISE INSTITUCIONAL EM TORNO
DE AC

Para apresentarmos esta parte do nosso trabalho, recorremos ao artigo publicado
por Henriques, Nagamine, Nagamine (2012), quando os autores, apoiados nos trabalhos
de Chevallard sobre a TAD, sublinham:

as pesquisas no ensino, em particular da Matematica, requerem do pesquisador conhecimen-
tos detalhados, ndo apenas de saberes matematicos envolvidos na pesquisa, mas, também,
do referencial capaz de dar um suporte tedrico no trabalho pretendido. A abstragido das con-
digdes particulares que ddo sentido e sistematizagdo dos saberes envolvido, bem como seus
efeitos no processo ensino/aprendizagem, sdo aspectos indispensaveis no sistema educa-
tivo.

Referindo-se a esse sistema, Chevallard (1992), ressalta que nele intervém di-
versos elementos constituintes do sistema social do ensino, doravante denominado
Noosfera que envolve: o Ministério da Educacéo, os politicos, a proposta curricular
do estado ou de um curso, os administradores, os professores, os livros didéticos, os
parentes de estudantes, a midia (rddio, jornal, TV, revistas, computadores, softwares,
internet etc.) que designam, dentre todos os conhecimentos historicamente acumulados,
aqueles que sdo pertinentes para a formagao do cidaddo que ingressa na instituicao.
Além desses, outros elementos sdo também relevantes nesse sistema, tais como o tipo
da sociedade, sua administragdo, suas praticas, seu desenvolvimento tecnolégico, a
formacao de professores e de autores de livros didéticos. Esses elementos constituem-se

em dados institucionais e se fundam em objetos de investigacdo na Educagdo.

Assim, quando os autores falam sobre instituigdo estdo se referindo a Noosfera

constituida, dentre outros elementos institucionais possiveis, que eles apresentam na

Figura 4.

Ministério da Educacao - - I - Politicos

Projeto académicocurricular Y Y [ - Administradores
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Figura 4 — Elementos constituintes de uma instituicdo (Henriques, Nagamine, Nagamine (2012, p. 1263))

Uma instituigdo de referéncia é correspondente a institui¢do de realizagdo e/ou
aplicacdo da pesquisa em questdo, seja de ensino ou ndo. A explicitagdo dessa insti-

tuicdo pelo pesquisador deve satisfazer, pelo menos, um desses elementos. Em geral,
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no desenvolvimento de uma pesquisa em Educac¢do, pensamos em uma institui¢do
constituida, no minimo, com um dos elementos institucionais apresentados na Figura 4.
Mesmo que o pesquisador ndo explicite ou ndo use o termo instituigdo, seu trabalho

estd sempre inserido em uma instituigdo.

Como podemos ver na Figura 5, a Educagdo Béasica, como um todo, é uma
instituicdo, as suas partes (primeiro segmento da educac¢do, Ensino Fundamental I,
Ensino Fundamental II, Ensino Médio etc.) também o sdo, podendo ser caracterizadas

como instituigdes de referéncia e /ou de aplicagdo.

PRIMERRD ]

w FUINDARSENTAL]
TDLAEAE R0

A EDUCACAO BASICA

ENSEO ENSRO

%, PUSKDAMIENTALI BALINGY

Figura 5- Educagédo Basica e suas partes enquanto institui¢des (Henriques, Nagamine, Nagamine (2012))

O termo referéncia é sugestivo, na medida em que identifica o local institucional
da realizacdo/aplicacdo da pesquisa. O Instituto Federal da Bahia, por sua natureza é
uma institui¢do no contexto descrito acima. As suas partes, tais como os cursos, também
sdo instituicdes. Com efeito, podemos falar sobre relacdes e reconhecimento de objetos
nas institui¢des, no contexto descrito por Chevallard (1989), na Teoria Antropolégica do
Didatico (TAD). Para o autor um objeto (O) do saber é institucionalizado ou reconhecido
institucionalmente, se existe a relagao institucional denotada por R(I,0) da institui¢do
I com o objeto O. Para Henriques (2011), esse reconhecimento passa pelos registros
de documentos oficiais da institui¢do, tais como Projetos Académicos Curriculares
(PAC) no caso das Institui¢des de Ensino Superior ou Projetos Politicos Pedagoégicos
(PPP) tratando-se da Educacdo Basica. A relacdo institucional é, particularmente, ligada
as atividades institucionais que sdo solicitadas aos estudantes, e é de certa maneira,
caracterizada por diferentes tipos de tarefas que os estudantes devem efetuar e por razdes
que justificam tais tipos de tarefas. A relagdo institucional com um objeto R(1,0) é descrita
por um conjunto de praticas sociais que funcionam numa institui¢do, envolvendo esse

objeto do saber.

Além disso, como as institui¢des admitem pessoas, Chevallard (1992) versa
também sobre relagdes pessoais, de um individuo X com um objeto O da instituigdo
denotado por R(X,0) e afirma que essa relacdo s6 pode ser estabelecida quando X
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entra na institui¢do I onde vive O com certas finalidades, por exemplo, realizar um

determinado curso, que reconhece esse objeto.

O estudo da relagdo R(X,0) é frequente nas pesquisas em Educagdo Matematica
e consiste, naturalmente, no estudo das préticas efetivas de individuos de determinadas
instituicdes de referéncias. Por exemplo, investigar o que os estudantes aprendem na
referida instituicdo em torno de O, tal como Andlise Combinatdria. Assim, Henriques
(2011) afirma que "R(X,0) é uma relacdo de grande interesse em pesquisas na Educagao,
e pode ser analisada utilizando-se uma Sequéncia Diditica (SD) organizada com base nas

praxeologias desenvolvidas em torno de um objeto O na institui¢do de aplicagéo.

Andlise institucional é, portanto,um estudo realizado em torno de elementos insti-
tucionais, a partir de inquieta¢des/questdes levantadas pelo pesquisador no contexto
institucional correspondente, permitindo identificar as condicdes e exigéncias que de-
terminam, nessa instituigdo, as relagdes institucionais e pessoais a objetos do saber, em
particular, os objetos matematicos, as organizagdes ou praxeologias desses objetos que

intervém no processo ensino/aprendizagem.

Assim, a andlise institucional passa pelo estudo das organizag¢des, das préticas
que se desenvolvem na instituigdo de referéncia em torno de objetos da aprendizagem e

das relagdes institucionais e pessoais com esses objetos.

Na instituigio de referéncia deste trabalho,nos interessamos, particularmente, na
andlise do livro didético, enquanto elemento institucional. Com essa escolha, focaliza-
mos a andlise no estudo de Anédlise Combinatdria (objeto matematico de nosso interesse).
O objetivo é destacar a praxeologia desse objeto a partir do livro didatico utilizado no

seu ensino/aprendizagem nesta instituicdo.

Henriques (2011) destaca que um professor, enquanto individuo da institui¢ao
quando vai organizar o assunto que pretende ensinar, uma das suas referéncias primor-
diais é a ementa ou programa da disciplina proposto no PAC ou no PPP da instituicdao
de referéncia. O PAC ou PPP revela a relacdo institucional R(I,0) da institui¢do I com
o objeto O que o professor deve ensinar. Assim, seria interessante, em uma andlise
institucional, realizar um estudo, ou ao menos destacar, o PAC/PPP que permite revelar

a relacdo institucional com o objeto O, assim como as exigéncias institucionais.
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4.1 ORGANIZACAO CURRICULAR DA INSTITUICAO
DE REFERENCIA

A organizacdo curricular da nossa instituigdo de referéncia (2° Ano do Curso
Técnico de Nivel Médio Integrado em Informatica, do IFBA Eundpolis) observa as
determinagdes legais presentes nos Parametros Curriculares do Ensino Médio, nas
Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio e Educacado Profissional de nivel
Técnico, nos Referenciais Curriculares Nacionais da Educacdo Profissional de Nivel
Técnico e no Decreto n°® 5154 /04, na Lei 9394 /96, no Parecer CNE/CEB 39/2002, bem
como nas diretrizes definidas no Projeto Politico Pedagégico do IF-BAHIA.

Observamos que o Plano do Curso de Nivel Médio Integrado em Informética

estd estruturado com uma carga horéria de 4.534 horas/aulas, assim construido:

a. Um ntcleo comum que integra disciplinas das trés areas de conhecimentos do
Ensino Médio (Linguagem e Cédigos e suas Tecnologias; Ciéncias Humanas e suas
Tecnologias e Ciéncias da Natureza, Matemaética e suas Tecnologias), totalizando
2772 horas/aulas;

b. Um ndcleo de integracdo entre as disciplinas gerais do conhecimento e as disciplinas
de formacao profissional do Técnico em Nivel Médio Integrado em Informatica,
totalizando 648 horas/aulas;

c. Um ntcleo de formagdo profissional, que integra as disciplinas da area profissional
de Técnico em Informética totalizando 864 horas/aulas e mais 240 horas de estagio

supervisionado.

A estrutura curricular proposta inclui quatro séries: 1* Série, 2* Série, 3* Série
e 4% série. E para o 2° ano ou 2* Série traz a Ementa para a disciplina de Matemética

apresentada na Figura 6.

Identificamos ainda que, para o desenvolvimento dos estudos de objetos propos-
tos nesse ementario, o Ministério da Educagdo (MEC) através do Programa Nacional
do Livro Didatico (PNLD) encaminha uma relacdo de livros que podem ser utilizados
na instituicdo de ensino. Dentre a relacdo encaminhada, a nossa instituicdo faz uma

escolha promovida a cada ciclo trienal.

O livro didético, enquanto elemento institucional, pode favorecer o desenvol-
vimento das competéncias apresentadas na Ementa da disciplina, tornando assim,
indispensédvel que o professor analise a organizagdo praxeoldgica do objeto que pre-

tende ensinar.
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INSTITUTC FEDEREAL DE EDUCACAQ, CIEMCIA E TECNOLOGIA DA BAHLA
Campus Eunapolis
Curso Tacnico de Nivel Madio Integrade em Informatica

Area Profissional: Informatica

Disciplina: MATEMATICA

Sarie; 27 | Carga Horaria: 90 HORAS - 108 h/a

COMPETENCIAS E HABILIDADES
|

* Ler e interpretar textos em matematica;

= Ler, interpretar & utilizar representacdes matematicas (tabelas, graficos,
expressbes, atc);

* | Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para a linguagem
simbélica (equagdes, graficos, diagrama, formulas, etc) e vice versa;

= Exprimir s& com comegdo & clareza, tanto na lingua materna, como na
linguagem matematica, usando a terminclogia correta;

*  Produzir textos matematicos adequados;

* Utilizar corretamente instrumentos de medigio & de desenho:

Identificar problemas do contexto da realidade e traduzi-los para a linguagem a

matematica (compreender enunciados, formular guestdes);

Formular hipdteses @ prever resultados:

Saelecionar estratégias de resolugdo de problemas;

Interpretar & criticar resultados numa situagio concreta.

Distinguir e utilizar raciocinios dedutives e indutivos:

Desenvolver a capacidade de utilizar a matematica a interprefacéo e

interventao no real;

=  Aplicar métodos e conheclimenios matematicos em situagdes reais. em especial
erm outras dreas do conheciments.

* LUtilizar adequadamente calculadoras & computador. reconhecendo suas
limitagies & potencialidades.

|BASES CIENTIFICO-TECNOLOGICAS [(CONTEUDOS) Il

* LUnidade |
o TRIGONOMETRIA
o Semelhanga de tridngulos, tigonometria de tridngulo retangulo,
fridngulos quaisguer.
o Ciclo trigenometrico, arco de dircunferéncia, grau, radiana,
o Fungdo seno e co-seno

* Unidada ||

Funcdo fangante

o RelagBes entre as fungdes
o ldentidades Trigonometricas
o Transformagdes
Q

Equacdes e Inequagdes

*  LUnidade ||
o 1.1Matrizes
o 1.2, Daterminantes
o Sistemas Lineares

O

* LUnidade IV
o Analise Combinatéria: Principio fundamental da contagem, permutagdes,
combinagdes.
o Probabllidade: espaco amostral, eventos, probabilidade classica,
probabilidede condicional, distribuigdo de probabilidades.

Figura 6 — Ementa de matemtica 2° Ano Informética IFBA - Eunépolis
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A fim de aprofundarmos nossos conhecimentos, nos interessamos em saber quais
préticas institucionais desenvolvidas em torno do estudo de Anélise Combinatoria,
investigando, para tanto, os tipos de tarefas, as técnicas e os discursos tecnolégico-
tedricos, referentes a esse objeto de estudo na instituigio de referéncia deste trabalho.
Neste caso, analisamos o livro didatico de Jackson Ribeiro intitulado: "Matematica:

ciéncia, linguagem e tecnologia — volume 2", que é o livro adotado pela instituicao.

42 ANALISE DO LIVRO DIDATICO

Essa analise possibilita o acesso dos elementos caracteristicos da relagao ins-
titucional com o objeto do ensino visado, bem como das exigéncias institucionais e
das organizagdes propostas em torno desse objeto. Nesse contexto, Henriques, Naga-
mine e Nagamine (2012) propdem o modelo de anélise que considera trés estruturas
organizacionais: global, regional e local.

— Estrutura organizacional global ao (ivro digatice — wata-se da organizacdo qué apresentamos ¢m uma tabela a
partr da identificacio de todos os topicos ou assuntos por capinilos propostos no liveo em questio, destacando a
quantidade de segdes e das piginas ocupadas por cada segdo no livro

Esrrurura organizacional regional do livre diddrice - refere-se a organizacio que apresentamos em
uma tabela a partir da identificagdo das segbes, titulo das segdes que compdem um tépico ou capimlo
destacado na orgamizacio global do livro, revelando (se possivel) a quantdade de Definigtes,
Teoremas, Formulas, Exemplos (que sio exercicios resolvidos), Exercicios propostos (que sio

exercicios ndo resolvidos, encontrados geralmente no final da sessio ou capitulo), ¢ das piginas
ocupadas pela segdo.

Estrutura organizacional lecal do livro diddrico — refere-se a organizagdo que
apresentamos em uma tabela a partir da identficagdo das subsecdes, tiilo das
subseches que compdem um WOpice ou uma sessio destacada na organizagio
regional do livre, revelando (se possivel) a quantidade de Definigdes, Teoremas,
Formulas, Exemplos (que sdo exercidosresolvidos), Exercicios propostos (que
sio exercicios nio resolvidos, encontrados geralmente no final da subsessio,
sessdo ou capinulo), ¢ das piginas ocupadas pela subsegio.

Figura 7 — Modelo de analise de livros didaticos retirado de Henriques, Nagamine, Nagamine (2012)

A estrutura organizacional global do livro didético refere-se a identificacdo de
todos os topicos ou assuntos por capitulos propostos no livro em questdo, destacando a
quantidade de se¢des e de pédginas ocupadas por cada secdo do livro.

A estrutura organizacional regional do livro didético refere-se a identificacdo das
segdes, titulos das se¢des que compde um tépico ou capitulo destacado na organizagao
global do livro, revelando (se possivel) a quantidade de Defini¢oes, Teoremas, Formulas,

Exemplos e Exercicios propostos, bem como o niimero de paginas ocupadas pela secdo.

A estrutura organizacional local do livro didético refere-se a identificagdo das
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subsecdes, titulo das subse¢des que compde um tdpico ou uma se¢do destacada na
organizacdo regional do livro.

Os autores sublinham que essas estruturas ou organizag¢des didéticas proporcio-
nam uma visdo geral dos objetos de estudo propostos no livro em anélise. Dependendo
do interesse do trabalho, o pesquisador pode restringir-se a uma das partes dessas
estruturas. Essa restri¢do favorece a consolidagdo dos conhecimentos em torno da pra-
xeologia correspondente, como se procede mais adiante. Com efeito, a analise de uma
Uinica sessdo de um livro didatico é uma andlise local.

Com base neste modelo, apresentamos a seguir as estruturas do livro didatico
que escolhemos de analisar, o qual é adotado na instituicdo de referéncia. A tabela 1,
traz a referéncia completa deste livro, onde P/n indica o lugar que consta a organizacdo
de AC, P indica o namero de pédginas ocupadas pela AC e n o nimero total de paginas
do livro.

Referéncia do livro P/n
Matematica: Ciéncia, Linguagem e Tecnologia. RIBEIRO, Jackson. Volume 2. Sao Paulo: Scipione, 2010. | 39/308

Tabela 1 — Um livro de Matematica do Ensino Médio com o contetdo de Analise Combinatéria

Iniciamos com a apresentacdo da estrutura organizacional global do livro que
analisamos como segue, destacando o objeto matematico de nosso interesse no sexto

capitulo.

42.1 ESTRUTURA ORGANIZACIONAL GLOBAL DO LIVRO DIDA-
TICO

O livro didatico de Jackson Ribeiro intitulado: "Matematica: ciéncia, linguagem e
tecnologia — volume 2", é composto de 8 capitulos, divididos em 5 unidades. A Tabela
2 a seguir apresenta os 8 capitulos, com os respectivos titulos dos objetos de estudo, a
quantidade de sec¢des e de paginas ocupadas pelo assunto.
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Capitulo | Assuntos Sec¢des | Paginas
1 Matematica Financeira 6 35
2 Funcgdes Trigonométricas 9 43
3 Relagdes, equagdes e transformagdes trigonométricas 4 21
4 Matrizes e determinantes 10 45
5 Sistemas lineares 5 29
6 Analise Combinatéria e Binomio de Newton 9 39
7 Probabilidade 6 38
8 Introducéo a Estatistica 5 40
Caderno de respostas - 14
Sugestodes de leitura para o aluno - 1
Sites - 1
Bibliografia - 1
Siglas - 1

Tabela 2 - Objetos de estudo abordados no livro didatico

Todo capitulo apresenta um tépico inicial chamado Introducdo. Nesse topico,
hé situagdes-problema, textos referentes a histéria da Matematica ou situa¢des do
cotidiano relacionadas ao contetido, e ao final desse topico, encontra-se a segio CON-
VERSANDO..., na qual sdo propostas questdes que servem como didlogo inicial acerca
do contetdo a ser tratado e de temas e situagdes relacionadas ao mesmo.

Em seguida sdo apresentados exercicios resolvidos que servem tanto como
exemplo quanto complemento da teoria abordada. Logo depois, sdo apresentados os
exercicios propostos referentes ao contetido abordado no tépico do capitulo. Ao final
de cada capitulo sdo propostos exercicios de vestibulares de diversas institui¢des, do
Enem, entre outros (intitulada pelo autor de se¢do Prepare-se).

Assim, podemos notar que o livro segue uma organizacdo didética classica, onde
é apresentada a parte tedrica do contetido abordado (bloco logds) e no final de cada
secdo sdo apresentados os exercicios para fixar os conhecimentos até entdo adquiridos.
As técnicas que permitem realizar as tarefas propostas sdo facilmente identificadas
pelo sujeito na se¢do em estudo. Com isso, o trabalho do sujeito se reduz a treinar as
técnicas que sdo propostas em cada segdo, ou seja, utiliza-se apenas de procedimentos
mecanicos para realizar as tarefas sugeridas, restringindo-lhe, portanto, no bloco praxe
o saber-fazer do modelo praxeolégico.

A seguir apresentamos a organizacado regional do habitat da Anélise Combinaté-

ria.
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422 ESTRUTURA ORGANIZACIONAL REGIONAL DO LIVRO DI-

DATICO

A organizagdo regional permite evidenciar os objetos de estudos tratados em um

determinado capitulo do livro em andlise. No nosso caso, referimo-nos ao capitulo 6 do

livro em anélise citado, que trata do estudo de Anélise Combinatéria (AC) e Bindmio

de Newton, organizado como segue:

SECAO

DESCRICAO

N° EXEMPLOS

Ne EXERCICIOS PRO-
POSTOS

1. Introducéo

Apresentacdo de um texto com dois infografi-
cos e uma situagdo-problema de contagem

2. Principio Fundamen-

Definicao do Principio fundamental da conta-

tal da Contagem gem (PFC)
5 12
3. Fatorial Definigdo de fatorial; Fatorial com a calcula-
dora cientifica
4 20
4. Arranjo Simples Definigao de Arranjo Simples; Ntmero de Ar-
ranjo Simples (Férmula); Arranjo Simples com
a calculadora cientifica 4 19
5. Permutacdo Simples | Defini¢do de Permutacdo Simples; Numero de
Permutagdo Simples (Férmula)
5 15
6. Combinagdo Sim- | Defini¢dio de Combinagdo Simples; Numero
ples de Combinagdo Simples (Férmula); Proprie-
dade das combinagdes simples; Combinagao 6 41
Simples com a calculadora cientifica
7. Permutacgdo com ele- | Defini¢do e férmula de Permutagdo com ele-
mentos repetidos mentos repetidos
2 8
8. Tridngulo de Pascal Apresentacdo do Tridngulo de Pascal e suas
propriedades
6 24
9. Bindmio de Newton | Apresentacdo e férmula do Bindomio de New-
ton
9 42

Tabela 3 — Estrutura Organizacional Regional do livro didatico

Nesta organizacao, as tarefas propostas aos estudantes, que encontram-se siste-

maticamente no final de cada segdo sdo, em geral, aplicagcdes dos conceitos ou técnicas

vistas no bloco log0s, caracterizando um processo mecanico para realizagdo das tarefas

sugeridas. A seguir apresentamos uma analise local do nosso objeto de estudo (AC)

destacado na organizacdo regional, que corresponde as se¢des de 1 a 7.
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423 ANALISE LOCAL DO LIVRO DIDATICO

Observando a organizacdo regional do habitat da Anélise Combinatéria, veri-
tficamos que o livro didético contém 6 (seis) defini¢cdes apresentadas em secdes e que
a distribuicdo dos exercicios estdo divididos nestas secoes. Cada se¢do termina com
um conjunto de exercicios propostos que, em geral, correspondem a um mesmo tipo
de tarefa associada a técnica apresentada no inicio da sec¢do. Seguindo estd 6tica, fica
evidente que sdo exercicios de treinamento da técnica apresentada e nao exercicios de
investigagdo. Para introduzir o ensino de AC, o autor apresenta a seguinte defini¢do
para o Principio Fundamental da Contagem (PFC):

Se um evento A pode ocorrer de m maneiras distintas e para cada uma dessas maneiras
um evento B pode ocorrer de n maneiras distintas, entdo o niimero de possibilidades de ocorrer os
eventos de A e B é dado pelo produto m - n.

O autor argumenta que com esse principio é possivel obter a solu¢do de certos
problemas sem a necessidade de se enumerar os elementos envolvidos, e apresenta o
seguinte exemplo:

Simone foi a uma concessiondria comprar um carro. Para determinado modelo, ela poderia
escolher entre trés cores e dois tipos de motor. Quantas possibilidades diferentes ela teria para
escolher esse modelo de carro nessa concessiondria?

Para determinar todas as opg¢des de Simone, o autor sugere utilizar um esquema
conhecido como diagrama de arvore ou arvore de possibilidades que ele apresenta

conforme o esquema que reproduzimos na Figura 8.

eé-t;ﬁ' __motor 1.0 ——prata, motor 1.0
e
/ s — motor 1.6 —prata, motor 1.6
o dadaitr ___motor 1.0 — preta, motor 1.0
e P a5 preta, motor 1.6

% s motor 1.0 — vermelha, motor 1.0

s
vermelha <_ o o .6

|

Cores Possiveis escolhas
(3 possibilidades) (6 possibilidades)

Motorizagio
(2 possibilidades)

-yermelha, motor 1.6

Figura 8- Figura extraida do livro didético p.190

O autor sugere também utilizar outra maneira de representar essas possibilidades

que consiste na utilizagdo de uma tabela de dupla entrada apresentada na Figura 9.

Tanto no uso da arvore de decisdo como técnica quanto no emprego de uma

tabela, Simone tem 6 possibilidades para escolher um carro. Em seguida o autor estende
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Motorizagdo
Cor el
Motor 1.0 Motor 1.6
Prata, Prata,
Prata motor 1.0 motor ‘I.E____
Preta, Preta,
Preta motor 1.0 motor 1.6
Vermelha, Vermelha,
Vermelha motor 1.0 motor 1:5_ g

Figura 9- Figura extraida do livro didatico p.190

o PFC para a¢des com mais de duas etapas sucessivas e independentes, apresentando
os exemplos a seguir. Entretanto ndo apresenta o enunciado do PFC para mais de duas
etapas.

Exemplo 1: Uma loja de telefones oferece 3 modelos de telefone celular, e planos de tarifa
e 3 formas de pagamento. Quantas possibilidades diferentes uma pessoa tem para comprar um
telefone nessa loja?

Exemplo 2: Utilizando os algarismos 0, 1,4, 5, 7 e 8, é possivel formar quantos niimeros
com:
a) Dois algarismos?
b) Trés algarismos distintos?
c) Quatro algarismos?

Para o Exemplo 1 o autor representa os modelos dos telefones M1, M2 e M3, os
planos de tarifa por P1 e P2 e as formas de pagamento por F1, F2 e F3 e apresenta drvore

de possibilidades que consiste em um recorte da sua obra que apresentamos na Figura
10:
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-F, B E,
= — M B, F,
M1 P FJ- .Mql P.,. F3
/ b =M P
/

/ sk M, P, F,
/ s gl
- Fy- - M, P, F,
Py g e — M, P, F,
SRS ERaE M. < i ~F M, Py Fy
T r1 i i Mef Pz' Fi
\ P MrF,
N F“' Mz' Pzr 'Fq
\ Fi—— My P, F,
\ - S =t Ms' P
\ S FF— My Py Fy

M, <
y ™ = 'Fl' B “Mi'Pz' 'F1
s P? = 5 FZI = Mar 'Pzr Fz
| Fi- .MJIPJ!FE

3 possibilidades
3 possibilidades
2 possibilidades 18 possibilidades

Figura 10 - Figura extraida do livro didético p.191

Para o Exemplo 2 o autor apresenta as seguintes resolugoes:
a) Dois algarismos?
O miimero formado terd duas ordens, ou seja, dezena e unidade.
Na ordem das dezenas, temos 5 possibilidades, isto é, 1,4, 5, 7, 8, pois o 0 ndo pode ocupar essa
ordem.
Na ordem das unidades, temos 6 possibilidades, pois pode haver repetigio.
Dessa forma, o total de niimeros que podemos formar é: 5 - 6 = 30.
b) Trés algarismos?
O miimero formado terd trés ordens, ou seja, centena, dezena e unidade.
Como a ordem das centenas ndo pode ser ocupada pelo 0, temos: 5 possibilidades para ordem
das centenas; 5 possibilidades para a ordem das dezenas, visto que esse algarismo deve ser
diferente daquele escolhido para ordem das centenas, mas o algarismo das dezenas pode ser 0; 4
possibilidades para ordem das unidades, visto que esse algarismo deve ser diferente daqueles jd
escolhidos.
Dessa forma, o total de niimeros que podemos formar é:5 -5 - 4 = 100.

¢) Quatro algarismos?

O miimero formado terd quatro ordens, ou seja, unidade de milhar, centena, dezena e
unidade. Note que ndo foi dito que os algarismos devem ser distintos.



Capitulo 4. ANALISE INSTITUCIONAL EM TORNO DE AC 27

Como a ordem das unidades de milhar ndo pode ser ocupada pelo 0, temos:

o 5 possibilidades para ordem das unidades de milhar;

o 6 possibilidades para ordem das centenas, dezenas e unidades, visto que esses algarismos
podem ser iguais aqueles jd escolhidos

Dessa forma, o total de niimeros que podemos formar é:5-6 -6 - 6 = 1080.

Esta secdo (sec¢do 2, como visto na organizagao regional) termina com um con-
junto de 12 exercicios propostos, que podem ser resolvidos com a aplicacdo direta do
PFC, sem a necessidade de uma andlise mais aprofundada por parte dos alunos. Deste
modo, os problemas propostos ndo exploram situagdes que enriquecem o raciocinio
combinatério e ndo potencializa a técnica apresentada. O autor nesta se¢do apresenta
o PFC apenas para resolver problemas de contagem simples e iniciar o ensino de AC.
Acreditamos que o mesmo poderia explorar problemas com um nivel de complexidade

maior para mostrar a importancia da técnica.

Na secgdo seguinte (se¢do 3) o autor afirma que para resolver algumas situa¢oes
envolvendo AC é preciso recorrer a calculos em que é necessério realizar o produto
entre niimeros naturais consecutivos. Para apresentar o conceito de fatorial, o autor

aborda a questdo que reproduzimos na Figura 11.

Quantos niimeros distintos com cinco algarismos podem ser formados usando as fichas

abaixo?

3 7 9 17,8

Figura 11 - Figura extraida do livro didético p.194
Como vimos anteriormente, podemos responder a essa questdo da seguinte maneira:
5-4-3-2-1=120 — 120 niimeros

Esse tipo de cdlculo surge com frequéncia em problemas envolvendo andlise combinatéria,
e, para representd-lo, utilizamos fatorial, cuja notagdo é n!, que se lé: fatorial de n. No caso acima:
5! =120

Em seguida apresenta o seguinte conceito:
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Dado um niimero natural n, com n > 1, definimos seu fatorial, indicado por n!, como o
produto dos n niimeros naturais consecutivos de n até 1. Utilizando simbolos, temos:

nl=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1

Definimos ainda: 1/ =1e 0!/ =1

E com exemplos traz a seguinte abordagem:

EXEMPLOS

e 31=3-2-1=6
e 6!=6-5-4-3-2-1="720

100=10-9-8-7-6-5-4-3-2-1= 3628800

De acordo, com os exemplos, podemos notar que:

e 31 =3.2!
e 6! =6-5!
e 10! =10-9!

Portanto, de modo geral, temos:

nl=n-(n—1)

Logo depois o autor descreve os comandos para calcular 7! utilizando uma
calculadora cientifica. Acreditamos ser interessante incentivar o uso deste dispositivo

tecnologico.

Com o objetivo de reproduzir a técnica acima, o autor apresenta alguns exercicios
resolvidos. Os recortes apresentados nas figuras 12, 13 e 14 trazem as resolugdes dadas

pelo autor.

Podemos, até agora, perceber que a organizacdo apresentada pelo autor consiste
numa praxeologia usual, pois, mesmo tendo encontrado uma situacdo problema no
inicio, logo em seguida o autor enuncia o conceito de fatorial (bloco logds) utilizado

posteriormente na resolugdo dos exercicios, aplicando imediatamente o conceito que



Capitulo 4. ANALISE INSTITUCIONAL EM TORNO DE AC 29

A1 Caloule
[ 1

:PE- bl 8

10! 61+ 5!
Fleﬂﬂltli_:“ﬂ

13 13-12-11- 30! | 0l 765 136
a) 13.12.-11= 116 e B LS

10! 10! 61451 65150 6+ 641

Figura 12 — Caélculo da razéo de fatoriais

; (=1 +nl u
R Simplifique a expressdo *————, comna N
m+1

Hesolugan
a=1+m (a-11+n-(n-1)

L] CE 1:| nefm=1)
Colocands |a-"1)! em evidéncia no numerador, Lemos:

|_nr1'-.![la-'r.ll:| : i

|'_|1 1) -'_r! A n
Figura 13 — Célculo da razao de fatoriais de expressoes

R3 Resolva a equagio - 20,
.“ 2.‘
Resolugbo
I nlm=1 :'q--?f' fn =5
ﬂ_ W= A N -neMe=p -n-=a
(m-2)t (=T} ao=-4
| =4
Para n, = -4 nlio & conveniente, pois, substituindo a_ = -4 na equacho, terfamos - =5 0 ¢, conforme

definigho, nlo existe fatorial de nimeno negathro

Portanto, § =(5).

Figura 14 — Célculo da razao de fatoriais conhecendo o quociente

acabou de apresentar (favorecendo a memorizagdo e reproducdo da técnica). Além
disso, notamos que a maioria dos enunciados dos exercicios, sdo “géneros” no contexto
apresentado pelo Chevallard, ao invés de tarefas completas (pois “Calcule” por si s6 ndo

é tarefa). Isto mostra que a razao:

13!
10!

por exemplo, é indescritivel para autor.

Para finalizar a secdo que aborda a técnica fatorial, o autor Jackson Ribeiro apre-
senta um conjunto de 20 exercicios propostos, semelhantes aos exercicios resolvidos
acima, que caracterizam o mesmo tipo de tarefa, onde o aluno é levado a aplicagdo
repetitiva da técnica apresentada no bloco logds. Acreditamos ser importante o conheci-
mento da técnica, mas que seja uma técnica desenvolvida de forma contextualizada com

situagdes-problema, para o aluno visualizar a importancia da técnica na resolucgdo de
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problemas de contagem.

A segdo subsequente do livro em andlise (se¢do 4) discorre sobre os agrupamentos
que recebem o nome de Arranjo Simples. O autor inicia esta secdo com o seguinte
problema:

No colégio Beta, 4 equipes, A, B, C e D, estdo participando de uma gincana. Somente

0 1° e 0 2° colocados serdo premiados. Quantas sdo as possibilidades de duas dessas

equipes receberem o prémio?

Para solucionar o problema o autor apresenta o diagrama da arvore (Figura 15)

para representar todas as possibilidades de duas dessas equipes receberem o prémio.

1 A

A, i A

L3 o

i, B

. K B{

i ¥ BED

M i

K ! R

B L

i, wr

L3 B LAk

| i 1

1.7 lugpar: !
4 padidiklidasdes 2.F lingiinrs 12 poadilblidsdes
1 prassbbdlicdades

Figura 15 — Exercicios extraidos do livro didatico p-196

De acordo com o diagrama, hd 12 possibilidades diferentes para o 1° e 0 2° colocados.
Esse miimero também pode ser obtido pelo PFC: 4 - 3 = 12,

Nessa situagdo, os agrupamentos diferem entre si pela ordem das colocagdes: AB e
BA, por exemplo, sdo diferentes, pois se um caso a equipe A ficou em 1° lugar, no
outro ficou em 2°, 0 mesmo valendo para a equipe B.

Cada agrupamento obtido com essas caracteristicas recebe o nome de Arranjo Simples.
Nessa situagio, temos um arranjo de 4 elementos tomados 2 a 2. Indicamos o niimero
total de arranjos por Ay .

Apbs fazer a abordagem acima, o autor apresenta a seguinte definigao:

Chama-se Arranjo Simples de n elementos distintos tomados p a p (p < n), todo
agrupamento ordenado formado por p elementos escolhidos entre os n elementos
dados. Indica-se o niimero total de arranjos simples por A,,, ou AP

O autor ainda faz a observagao de que, um arranjo é simples quando nao ha
repeticdo dos elementos em cada agrupamento. Nesse caso, os agrupamentos de n

elementos distintos diferem entre si somente pela ordem dos elementos. Mas o autor
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ndo cita nem aborda o conceito de Arranjo com repeticdo. Ap6s a defini¢do apresentada,
o autor faz um estudo de como calcular o ntimero total de agrupamentos em que n

elementos sdo arranjados p a p, com p < n. Para isso, o livro traz a tabela apresentada
na Figura 16.

Niimero de
bt possibilidades
Do 12 elemento (qualquer elemento) N
Do 22 elemento (qualquer elemento menos o 11
12 elemento escolhido)
Do 32 elemento (qualquer elemento menos o n-2

12 e 0 22 elementos j& escolhidos)

Do p-£simo elemento (qualquer elemento n- (p-1) ou
menos os escolhidos anteriormente) n-p+1

Figura 16 — Tabela extraida do livro didatico p-196

E, observando a tabela, desenvolve a formaliza¢do da técnica utilizando o PFC:

Anlzn

)

)

Aps=n-(n—1)-(n—2)

App=n-(n=1)-(n=2)-..-(n—p+1)

-~

p fatores

Destacamos a seguir a formalizacdo da técnica Arranjo Simples por meio de
fatoriais, apresentada pelo autor do livro em analise:

O cdlculo de A,, , também pode ser expresso por meio de fatoriais. Inicialmente tomemos
como exemplo Ag .

A672:6'5

Multiplicando o 2° membro dessa igualdade por 3 temos:

4 6-5-4-3-2-1 6!
Agp=6-5-— = =
02 A1 41 (6 —2)!

Portanto, generalizando, temos:
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n!
App=-———,comp<n

" (n=p)
Esta formalizagdo, ou generalizacdo, apresentada pelo autor é um discurso
interpretativo e justificativo da técnica. Ou seja, é uma tecnologia no contexto praxeolégico
de Chevallard et al. (2001). E interessante que esta formalizagio seja apresentada para o

aluno durante o desenvolvimento do bloco logos pelo professor, ou seja, durante a aula.

Na sequéncia da organizacdo, o autor apresenta 4 (quatro) exercicios resolvidos,
ou seja, quatro exemplos, que correspondem a um mesmo tipo de tarefa, realizados com
aplicagdo imediata da técnica apresentada no bloco logds. Apresentamos a seguir dois

destes exemplos identificados pelo autor como R4 e R5:

R4: Em uma competigdo de atletismo, 8 velocistas disputam a prova final dos 100 m
rasos, na qual os 3 primeiros colocados irdo ao pédio. De quantas maneiras distintas
o0 pédio poderd ser composto?

Resolugdo: O pédio formado pelos atletas A, B e C nos 1°, 2°, e 3° lugares, res-
pectivamente, é diferente do formado pelos mesmos atletas, porém com ordem de
chegada diferente. Sendo assim, cada resultado da prova corresponde a um arranjo
dos 8 competidores tomados 3 a 3.

8! 8 8.7-6-5!

- = 336
AT (8=3) 5l 5!

Portanto, hd 336 maneiras distintas de formar o pédio.
R5: Quantos niimeros de quatro algarismos distintos sdo possiveis formar com o0s
algarismos 1,3,5,7 e 92

Resolugdo: Duas possibilidades sio os niimeros 1357 e 1573 que, apesar de pos-
suirem os mesmos algarismos, ndo sio iguais. Dessa forma, cada niimero de quatro

algarismos corresponde a um arranjo de 5 algarismos tomados 4 a 4.

5! 5! 5-4-3-2-1
Ag s = = 2m

= =T =120
AT G- 11

Portanto, é possivel formar 120 niimeros.

Acreditamos que os exercicios resolvidos (exemplos) com a aplicagdo imediata
da técnica, sem uma interpretagdo mais aprofundada, utilizando o PFC, ndo contribui

de forma significativa para o desenvolvimento do raciocinio combinatdrio.
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Finalizando esta sec¢do, o autor apresenta um conjunto de 19 (dezenove) exer-
cicios propostos ao leitor, particularmente, o aluno. A maior parte desses exercicios é
semelhante aos exercicios resolvidos acima e caracteriza o mesmo tipo de tarefa, onde o
aluno é levado a aplicagdo imediata da técnica apresentada no bloco logds, ao invés de

buscar as referidas técnicas a partir da andlise de situa¢des-problema.

Na secdo dos exercicios propostos, 12 (doze) dos 19 (dezenove) exercicios repre-
sentam as seguintes tarefas: Calcule o valor de A,,,, ou simplifique as expressoes com A, ,, .

Ressaltamos que se tratam de exercicios que valorizam o uso das férmulas.

A secdo 5 do capitulo em anédlise aborda um tipo de agrupamento chamado de
Permutacgio Simples. E a menor secido do capitulo analisado, apresentando um bloco
logos reduzido e um bloco praxe composto, na sua maioria, por exercicios previamente
selecionados e padronizados para serem resolvidos com aplicacdo imediata da técnica
apresentada no bloco logds. Mas, encontramos no bloco praxe algumas tarefas que exigem
conhecimentos ndo apresentados no bloco logds.

O autor inicia a se¢do 5 afirmando que a Permutagdo Simples é um caso particular
de Arranjo Simples em que 7 = p, ou seja, trata-se de um arranjo de n elementos tomados
n a n. Onde a quantidade total de permutagdes simples de n elementos é indicada por
P, , e pode ser obtida utilizando-se a férmula apresentada no livro da seguinte forma:

poa b _al_al
’ (n—mn)l 0 1
Portanto, P, =nlou P, =n-(n—1)-(n—2)-...-2-1

De maneira formal:
Chama-se Permutagdo Simples todo arranjo de n elementos distintos tomados n a n.

Em seguida o autor apresenta cinco exemplos. Destacamos, a seguir, dois exerci-
cios (R8 e R10) e as resolugdes subsequentes apresentadas pelo autor, onde podemos
verificar uma aplicacdo imediata da férmula (técnica), sem nenhum esforco interpreta-

tivo.
R8: Quantos niimeros de cinco algarismos distintos podem ser formados com 0s

algarismos 1,2, 3,4 e 52

Resolugdo: Cada niimero formado é um arranjo dos cinco algarismos, tomados
Cinco a cinco, ou seja, uma permutacao.

P;=5'=5-4-3-2-1=120 numeros
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R10: Em uma sala hd 13 pessoas. Caso fossemos organizar essas pessoas em uma fila,

quantas maneiras seriam possiveis?

Resolugdo: O niimero total de maneiras posstveis é dado por:

P3=131=13-12-11-...-3-2-1 = 6227020800

Diferentemente das se¢des anteriores, encontramos nos exercicios propostos
desta secgdo, situagdes-problema que necessitam de uma andlise critica e cuidadosa,
para as suas realizagdes pelos alunos. Este tipo de situa¢des ndo sdo abordadas nos
exemplos ou exercicios resolvidos. No conjunto dos exercicios resolvidos apresentado
pelo autor, o aluno é levado ao dominio da técnica, dando énfase as férmulas, em
detrimento da interpretacdo de problemas. Acreditamos que o aluno podera encontrar
dificuldades na resolugédo deste tipo de exercicio proposto, na medida em que, no bloco
logds desta praxeologia usual ndo é apresentada nenhuma andlise critica e cuidadosa de
situagdes-problema. Apresentamos a seguir dois desses exercicios propostos pelo autor:

Exercicio Proposto 34: Um cddigo de barras é formado por barras verticais pretas

de trés larquras diferentes. Duas barras pretas sempre sio separadas por uma barra

branca, também com trés larguras diferentes. O cédigo comega e termina com uma

barra preta. Considere um cédigo S, formado por uma barra preta fina, duas médias e

uma grossa, separadas por barras brancas finas. Quantos cédigos S diferentes podem

ser assim formados?

a) 4 b) 6 c) 12 d) 24 e) 36
Exercicio Proposto 38: As permutagoes das letras da palavra PROVA foram
listadas em ordem alfabética, como se fossem palavras de cinco letras em um

diciondrio. A 73" palavra nessa lista é:

a) PROVA  b) VAPOR ¢)RAPOV  d)ROVAP ) RAOPV
Nao identificamos no bloco logds procedimentos, conceitos (discursos tedricos-
tecnoldgico) ou orientagdes metodoldgicas que possibilitassem desenvolver um racioci-

nio para a realizagdo destas tarefas (Exercicio Proposto 34, Exercicio Proposto 38).

A secdo 6 do livro em analise, traz uma discussdo sobre os agrupamentos que
recebem o nome de Combinac¢do Simples, onde o autor inicia o bloco logds desta se¢do

com o seguinte problema:

O gerente de uma empresa decidiu formar uma equipe com 2 pessoas para executar
certo trabalho. Para formar a equipe, deveria escolher entre 4 pessoas: Ana, Bia,

Carlos e Daniela. Quantas sdo as possibilidades de formar essa equipe?
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Para resolver este problema o autor utiliza as letras A, B, C e D para representar
Ana, Bia, Carlos e Daniela, respectivamente. Feito isto, o autor apresenta o diagrama tal

como reproduzimos na Figura 17.

B AB
A pan R C AC
i D AD
A BA
D e R c BC
e D BD
A CA
m__——— B cB
T B cD
A DA
BN — DB
T DC

4 Possibilidades 3 Possibilidades Equipes com

Duas Fossibilidades

Figura 17 - Reprodugao da figura da p.202 do livro didético em andlise

De posse desta figura, o autor explica:

Observando o diagrama, notamos que hd 12 possibilidades.

No entanto, se considerarmos todas as possibilidades dessa forma, estaremos contando
duas vezes a mesma equipe, ou seja:

ABeBA,ACeCA,AD e DA, BCeCB, BD e DB, CD e DC.

Nesses casos, a ordem das pessoas que formam o mesmo grupo ndo importa, pois AB
e BA, por exemplo, correspondem a mesma equipe. Assim, as equipes correspondem
a subconjuntos de 2 elementos de um conjunto de 4 elementos.

Cada agrupamento obtido dessa forma recebe o nome de Combinag¢do Simples.
Nessa situagio, temos uma combinagdo de 4 elementos tomados 2 a 2. Representando
por subconjuntos de 2 elementos as combinagdes formadas com 2 elementos do
conjunto { A, B, C, D} temos:

{A,B} ,{A,C},{A, D} ,{B.C}.{B,D} .{C, D}

O mimero total de combinagoes é 6, e indicamos por Cy o = 6. Portanto o gerente

tem 6 possibilidades para formar a equipe.

Ap6s fazer a abordagem acima descrita, o autor apresenta a defini¢do a seguir:

Chama-se Combinagdo Simples de n elementos distintos tomados p a p (p < n), todo
subconjunto ou agrupamento nio ordenado formado por p elementos escolhidos entre
o0s n elementos dados.

Indica-se o niimero total de combinagdes simples por C,, , ou Cy.
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Apresentada a defini¢do acima, o autor considera o conjunto {A, B,C, D} de 4
elementos para calcular as combinagdes simples desses elementos tomados 3 a 3, ou
seja, 0 nimero de subconjuntos com 3 elementos. Em seguida descreve esses subcon-
juntos: {A, B,C} ,{A,B,D} ,{A,C,D}e{B,C, D}, concluindo que o namero total de

combinagdes é 4, isto é, Cy 3 = 4.

A fim de justificar e demonstrar a técnica de Combinac¢do Simples o autor
apresenta o seguinte discurso:

Considerando os subconjuntos: {A, B,C} ,{A,B,D} , {A,C,D}e{B,C,D}

Cada um desses subconjuntos (combinagdes) gera um niimero de arranjos. Como

exemplo, vamos obter os arranjos gerados pela combinagdo {A, B, C'}. E para isso

construimos a arvore de possibilidades abaixo:

—8 — C ——— AB(

_f-’qf' 3
. L rim—— s . ACB
P - BAC

E——p
B s A—— BCA
\\ e -y -B——— CAB
AT ——

Figura 18 - Figura extraida do livro didético p.203

Tendo nesse caso um total de 6 arranjos ou 3!
Multiplicando C, 3 = 4 por 3!, obtemos A, 3 , isto é, o niimero total de arranjos

simples de 4 elementos tomados 3 a 3:

Ays =3 Cys
Como 3! corresponde as permutagoes de cada subconjunto de 3 elementos, de
{A, B, C}, temos que P; = 3! . Seque que:

4!

A473 . (4-3)! . 4' - 4- 3'
Py, 31 3l(4-3)! 3
Portanto,Cy 5 = 4, conforme vimos anteriormente. Generalizando, temos que cada

Agg=P5-Cy3 = Cy3 = =4

combinagdo de n elementos tomados p a p corresponde a p! arranjos:

A —p)! n'
B pb pl(n—p)
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O livro aborda também a propriedade das combina¢des complementares, mos-
trando que C,, , = C,, ,,—,, . Essa generalizacdo feita pelo autor é importante na compre-

ensdo da técnica apresentada.

Logo em seguida o autor descreve os comandos que permitem calcular o nt-
mero de combinagdes simples utilizando uma calculadora cientifica, incentivo este que
consideramos interessante, e apresenta 6 (seis) exercicios resolvidos. Todos os exercicios
resolvidos do livro apresentam uma resolugao valorizando a técnica de Combinagao
Simples apresentada no bloco logds, mesmo nos exercicios onde foi preciso uma anélise
mais criteriosa. E nesse aspecto enfatizamos a importancia de buscar desenvolver o
raciocinio combinatério dos alunos, fazendo com que eles cheguem aos resultados
esperados sem a necessidade do trabalho mecénico e limitado do uso exclusivo de

férmulas especificas (nesse caso a técnica de Combinagao Simples).

Destacamos a seguir dois desses exercicios representados pelo autor como R11 e
R13:

R11: Quantas comissoes de 3 pessoas podem ser formadas de um grupo de 16?

Resolugdo: Com 3 pessoas, é possivel formar apenas uma comissio. Assim, a ordem
entre as pessoas ndo importa. Nesse caso, temos que o niimero de comissoes é dado

pOT 016,3'

16! 16!

= =560
31(16 — 3)! 3113

Cie3 =
Portanto, 560 comissoes.

R13: Em uma empresa, uma comissio de 5 pessoas deverd ser formada por 3
funciondrios do setor de produgdo e 2 do setor administrativo. Se hd 15 funciondrios
no setor de produgio e 6 no administrativo, de quantas formas distintas essa
comissdo poderd ser formada?

Resolugdo: As 3 vagas para os funciondrios da produgdo podem ser compostas
de Cy5 5 = 455 maneiras, e as 2 vagas para os funciondrios do administrativo, de
Cs,2 = 15 maneiras. Pelo PFC, o niimero de comissoes distintas é dado por:

015’3 . 06,2 - 455 : 15 == 6825

Acreditamos que o enunciado do exercicio R11 pode gerar diividas para o aluno,
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na medida em que ndo deixa claro que é para formar uma comissdo com 3 pessoas e
pretende saber quantas comissdes diferentes pode ser formada. Podemos interpretar
que seja para formar comissdes de 3 pessoas simultaneamente, e neste caso, sempre
sobraria uma pessoa. Para isso propomos que o enunciado seja: Num grupo de 16
pessoas, deseja-se formar uma comissdo com 3 pessoas. Quantas comissdes diferentes

sdo possiveis formar?

Podemos verificar que esta secdo é a que apresenta o maior bloco logds e o
maior bloco praxe. No bloco praxe existem tarefas que podem ser resolvidas com o uso
direto da técnica desenvolvida no bloco logds, e tarefas que exigem a construgdo de
estratégias de resolugdo e uma interpretagdo mais cuidadosa. Percebemos que o autor
inicia o bloco logds valorizando o uso do PFC e da arvore de possibilidades. Entretanto,
ap6s a generalizagdo da técnica, essa caracteristica é deixada de lado e substituida pela
aplicacdo imediata da técnica. Isso deixa supor que sdo mais exercicios de treinamento
do que exercicios de investigagao

A dltima secdo (segdo 7) que trata de AC no capitulo que analisamos discorre
sobre Permutacdao com elementos repetidos (PER). O autor inicia a se¢do mostrando
a técnica de Permutag¢do Simples que ja tinha sido abordada na se¢do 5 e em seguida
apresenta dois exemplos com o objetivo de apresentar a técnica da dltima se¢do. A seguir
destacamos os dois exemplos e a abordagem feita pelo autor:

Com a palavra CORPO, quantos anagramas podemos formar?

Caso todas as letras dessa palavra fossem distintas, teriamos 5! anagramas. No en-
tanto, ao permutarmos letras iguais, ndo obtemos um novo anagrama. Por exemplo,
se tomarmos o anagrama PORCO e trocarmos de posicio as duas letras O, obteremos
o mesmo anagrama: PO, RCOy = PO, RCO;.

Dessa forma, como a letra O se repete 2 vezes, hd outro anagrama igual em cada um
dos 5! anagramas com a letra O nas mesmas posicoes.

!

Assim, para obtermos o total de anagramas, calculamos 57 -

0 que resulta 60 anagra-
mas possiveis.

O outro exemplo apresentado também é com anagramas, no caso agora da
palavra PANTANAL. O autor faz uma abordagem andloga a anterior, e em seguida
apresenta o seguinte conceito:

O niimero de permutagoes de n elementos com repetigdes, dos quais ny, na, ..., n, o

as quantidades de elementos diferentes entre si é dado por:
n!

Pé”l’””“’"r) =——— com ni+ng+..+n.=n
nilne!...n,!



Capitulo 4. ANALISE INSTITUCIONAL EM TORNO DE AC 39

E logo em seguida apresenta dois exercicios resolvidos R16 e R17:

R16: Determine o niimero de anagramas da palavra BANANA.
Resolucdo: Na palavra BANANA hd 6 letras, sendo 3 letras iguais a A e 2 letras
iguais a N.

6! 6-5-4-3!
BEC T I
R17:Quantos niimeros pares podem ser obtidos ao permutarmos os algarismos que
formam o niimero 2 423 3272

Resolucdo: Para que uma permutagio do niimero 2 423 327 seja par, o algarismo

P6(3,2)

da unidade simples deverd ser 2 ou 4.

Com o algarismo 2 na unidade simples:

2 _ 6 _
P77 = 191 180
Com o algarismo 4 na unidade simples:
2 _ 6 _
B =g =%

Portanto, a quantidade de niimeros pares obtidos é dada por 180 4 60 = 240.

O autor finaliza esta se¢do com 8 (oito) exercicios propostos, priorizando o uso
da técnica apresentada no bloco logds, o que caracteriza uma praxeologia usual. Este tipo
de exercicio ndo estimula o desenvolvimento do raciocinio combinatério do aluno, pois
na aplicagdo direta da férmula o aluno nao se esforca em pensar.

A andlise do livro didatico desenvolvida até aqui, nos faz constatar, de modo
geral, tanto na organizagao global do livro quanto na local, com relagdo ao estudo de
AC, a praxeologia adotada é a usual, que parte da apresentacao tedrica dos contetidos,
bloco logds [6/©] para o bloco praxe [T'/7], isto é, de fora para dentro, de acordo com

modelo ilustrado por Henriques (2011) que reproduzimos na Figura 19

Nesta organizacdo, as tarefas propostas aos estudantes, que se encontram siste-
maticamente no final de cada secdo sdo, em geral, aplica¢des imediatas dos conceitos
ou técnicas vistas no bloco logds. Ora, esse processo de aplicacdo imediata das férmu-
las na resolugdo de problemas de contagem caracteriza uma problemaética no ensino-
aprendizagem de AC, pois o aluno se prende no fazer baseado na férmula (técnica), sem

necessariamente saber explicar sua propria prética.

A partir dessa andlise, é possivel construir uma sequéncia diddtica (SD) constituida

de, pelo menos, um dispositivo experimental composto de tarefas provenientes ou
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TEORIA

T
o

Figura 19 - Praxeologia Usual

ndo do livro considerado na institui¢do de referéncia. Uma SD permite inverter a
praxeologia usual destacada na andlise institucional. A praxeologia inversa da usual é a
que Henriques (2011) denomina de praxeologia modelada esquematizada pelo autor,
conforme mostra a Figura 20. Nessa praxeologia, a evolucdo dos estudos é motivada por
resolucdo de problemas ou tarefas relativas aos conceitos ou objetos institucionais que
se pretende ensinar. Porém, o autor chama atengdo para o fato de que uma praxeologia
ndo exclui a outra. Pelo contrdrio, ambas se complementam. E esta tltima praxeologia
que colocamos em evidéncia neste trabalho. Ressaltamos que o livro que analisamos
revela um vazio diddtico, no sentido de ndo identificar os objetos que apresentaremos a
seguir.

TECRIA

TECHNOLOGIA

Figura 20 - Praxeologia Modelada
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5 OBJETOS QUE COMPLEMENTAM A OR-
GANIZACAO LOCAL DO ESTUDO DE AC

A andlise local do livro didatico que acabamos de realizar, nos leva a inferir
que a Anédlise Combinatéria (AC) se resume ao estudo das Combinag¢des, Arranjos e
Permutagdes, sob um aspecto mecanico que reside na aplicacdo direta de férmulas, e
que acreditamos ser pouco envolvente e atraente para os alunos, na medida em que
0s conceitos sdo apresentados em situag¢des padronizadas, sem procurar habituar o
aluno com a andlise critica e cuidadosa de cada problema. Os estudos dos trabalhos
anteriores desenvolvidos em torno de AC, bem como a nossa experiéncia em sala de
aula, alimentam a nossa concepgdo de que, se as férmulas sdo fornecidas apo6s ligeira
abordagem e apresentagdo formal da defini¢do de cada agrupamento, isto pode gerar
dificuldade por parte do aluno em reconhecer o tipo de agrupamento envolvido no

problema e, consequentemente, na férmula que se deve utilizar.

Segundo Morgado at al. (1991),

embora a Andlise Combinatéria disponha de diversas técnicas que permitem atacar certos
tipos de problemas, a resolugdo de um problema combinatério exige quase sempre engenho-
sidade, raciocinio, além de interpretacdo e compreensdo do enunciado para a elaboracgdo de
estratégias para resolvé-los, o que torna a AC um objeto matematico interessante e encanta-
dor capaz de envolver e motivar uma participagdo ativo-efetiva do aluno nas aulas.

Neste contexto, adotar uma praxeologia modelada que permite a participagdo do
aluno na construgdo dos conceitos de arranjo, permutacdo e combinacdo, pode contribuir
para a aquisi¢do de uma compreensdo mais significativa, que procura dar sentido a
matemadtica construida. Além disso, propiciar um ambiente de aprendizagem no qual
todos os alunos sejam estimulados a expor suas ideias, apresentar sugestdes, argumentar,
questionar e refletir, transformando os alunos em agentes ativos, co-responsaveis pela

propria aprendizagem.

Em tal ambito, o papel do professor pode ser visto como fundamental para que
isso se efetive, exigindo um planejamento de aulas que siga as orienta¢gdes do PCNEM,
que explore os conceitos primitivos da Andlise Combinatéria (PFC, Principio Aditivo,
arvore de possibilidades e enumeragdo) e que trabalhe de modo intuitivo com o aluno,
descrevendo os casos possiveis, formando agrupamentos e contando-os, utilizando
técnicas de contagem com objetivo geral de desenvolver o raciocinio combinatério.
Sem nunca perder de vista a familiarizagdo do aluno com problemas que envolvem
contagem; a sistematiza¢do da contagem e a sistematizagdo dos conceitos de arranjo,

permutacdo e combinagdo simples.

Partindo do exposto, apresentamos a seguir 8 (oito) situagdes-problema a partir
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das quais discutiremos a construgdo da arvore de possibilidades e o processo de enume-
ragdo sistemdtica como técnicas na resolugdo de problemas de AC, a fim de sistematizar
a compreensao do Principio Fundamental da Contagem (PFC), além de justificarmos o
seu uso em problemas com um nimero elevado de possibilidades e que exigem outras
técnicas que surgiram do PFC.

Problema 1: Uma menina tem 3 blusas e 4 saias. De quantas maneiras distintas ela pode
se vestir (escolher uma blusa e uma saia)?

Neste problema a menina possui 3 possibilidades para escolher uma blusa, sendo
que a cada escolha que ela faca da blusa, terd 4 possibilidades para escolher a saia para
se vestir, ou seja, para cada uma blusa escolhida possui 4 possibilidades de escolher
uma saia, como ela possui 3 blusas, teremos 4 + 4 + 4 = 12 possibilidades de se vestir.
Chamando as blusas de by, b9, b3 e as saias de sy, S2, 53, S4, podemos denotar a enu-
meragdo, como uma técnica possivel para a tarefa delimitada no problema, ou seja, listar
“exaustivamente” todos os agrupamentos possiveis, escrevendo os elementos do con-
junto: {b151; b1S2; b1S3; b1Sy; bas1; basa; basg; basy; bysy; bysa; byss; bysy}. Assim, o
nuamero total de maneiras distintas da menina se vestir é 12.

Por outro lado, uma segunda técnica relacionada a resolugdo do problema pro-
posto (a tarefa proposta) é a esquematizagdo da enumeragdo por meio da arvore de
possibilidades (Figura 21). Desse modo teremos:

S 51 .
B S2 = 2
S B B [ R S, B AN .
™ 54 "Sq S

Figura 21 — Arvore de possibilidades

Um total de 12 possibilidades, encontradas ao somar todas as ramifica¢gdes da

arvore.

Em relacdo ao uso de diferentes representagdes no ensino de AC, Esteves (2001)
afirma que incentivar o uso de diagramas, tabelas, enumeragoes ou arvore de possibi-
lidades, ou seja, servir-se das diversidades de representagdes, sdo meios valorosos a
tim de sistematizar a compreensdo do PFC. Neste aspecto, foi possivel identificar na
andlise do livro didatico que a arvore de possibilidades foi bem utilizada no momento
de apresentar as técnicas seguintes: PFC, Arranjo Simples e Combinagdo Simples.

Assim sendo, julgamos que utilizar de resolugdo de problemas sob a 6tica da
praxeologia modelada priorizando o PFC favorece o ensino de AC. Dessa maneira,
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as féormulas, usualmente utilizadas no ensino desse objeto de estudo, surgem em de-
corréncia do desenvolvimento dos significados construidos nas resolugdes, ou seja, as
férmulas deixardo de ser ponto de partida na construgdo dos conhecimentos, sendo

assim, uma representacdo do seu significado.

Chevallard et al. (2001) evidenciam que o “saber matemaético” ndo é somente
saber defini¢des e teoremas para conhecer o momento de utiliza-los e aplica-los, mas
sim abordar os problemas com um olhar critico e cuidadoso para os percursos tomados

em busca do resultado final.

Ao considerar as técnicas de solugdo apresentadas para o Problema 1, podemos
observar que, se o nimero de blusas e/ou o nimero de saias fosse elevado, representar
todas as maneiras distintas seria um processo trabalhoso. E compreensivel perceber que
enumerar uma quantidade grande de possibilidades, ou mesmo, construir uma arvore
de possibilidades com um niimero elevado de ramifica¢des, torna-se uma técnica drdua
além de, possivelmente, dispersar a atengdo do aluno fazendo com que néo participe de

maneira ativo- efetiva das resolug¢des dos problemas propostos.

Para isso, discutimos uma técnica diferenciada das duas apresentadas no Pro-
blema 1, o Principio Fundamental da Contagem (PFC). Desse modo, entendemos que
a utilizagdo do PFC pode ser observada, como um aprimoramento da enumeracdo
e/ou arvore de possibilidades, mostrando-se como um meio facilitador na resolugdo de

problemas que apresentam um nimero elevado de solugdes.

Em Morgado at al. (1991) encontramos o seguinte enunciado para o Principio
Fundamental da Contagem (PFC): Se uma decisio d, pode ser tomada de x maneiras e se,
uma vez tomada a decisdo d,, a decisdo dy puder ser tomada de y maneiras, entdo o niimero de

maneiras de se tomarem as decisoes dy e dy € x.y.

Assim, no Problema 1, para a menina se vestir identificamos duas etapas: escolher
uma blusa (d;) que pode ser tomada de 3 maneiras e escolher uma saia (d2) que pode
ser tomada de 4 maneiras. Ou seja, o nimero de maneiras de se escolher uma blusa e

uma saia é 3.4, o que resulta em 12 maneiras.

O PFC é, portanto, uma técnica disponivel para abordar problemas de contagem
com duas etapas, de acordo com o enunciado em Morgado at al. (1991). Por outro
lado, essa técnica pode ser aplicada a problemas que envolvem mais de duas etapas e
para justificar esse resultado, necessitamos demonstra-lo. Assim, essa demonstragéo,
segundo Chevallard (1999), representa a tecnologia que exercerd a funcdo de esclarecer

e justificar o uso do PFC em problemas que envolvam mais de duas etapas.

Para um problema composto por n etapas sucessivas, o Principio Fundamental

da contagem pode ser enunciado da seguinte forma:
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Se um acontecimento A; pode ocorrer de m, maneiras diferentes para (i =

1,2,3,...,n), entdo, a sequéncia de n acontecimentos sucessivos (Ay, As, As, ..., A,)

pode ocorrer de my - my - M3 - ... - My,

Para demonstrar o uso do PFC para n etapas sucessivas, utilizaremos o Principio
da Inducéo Finita como tecnologia que justifica a técnica. Assim a demonstrag¢do poderd
ser desenvolvida da seguinte maneira:

(I) Paran = 2, o teorema recai na definicdo do PFC.

(I) Suponhamos que o teorema seja verdadeiro para n = k(k > 2), isto é, a
sequéncia de acontecimentos sucessivos (Ay, As, ..., Ay) pode ocorrer de m -
mgy - ...my, maneiras diferentes (hipétese de indugdo), e provemos que ela é
verdadeira paran =k + 1.

Tomemos agora uma sequéncia de acontecimentos sucessivos (A1, Ag, ..., Ag, Agi1)),
onde A1y pode ocorrer de myy,.1) maneiras diferentes. Pela hipotese de indugdo te-
mos que a sequéncia de acontecimentos (Ay, As, ..., Ai) pode ocorrer de my-ma-...my,
maneiras diferentes, ou seja, a sequéncia x= (A;, As, ..., Ay) pode ser determinada

de m = my - mqy - ... - my, maneiras diferentes. Dai, tomando x como um acon-

tecimento com m maneiras diferentes de ocorrer e o acontecimento A1) com

mx+1) maneiras diferentes de ocorrer, temos pela definicio do PFC que o nii-
mero de maneiras de ocorrer x seguido de A1) € m - M1y, demostrando por
indugdo, que o niimero de maneiras diferentes de ocorrer a sequéncia de acon-
tecimentos sucessivos (x, Ay1)) = (A1, Ag, ..., Ak, Aiyr)) € igual ao produto

m - m(kH) =My Mg ... My m(kH).

Com relagdo a demonstracdo do PFC para n etapas, Costa (2003) entende que,
em geral, ndo deve ser objetivo principal do trabalho do professor com os alunos do
Ensino Fundamental e Médio. Entretanto, considera que esse saber deve estar integrado
aos saberes do professor, pois este deve observar as demonstra¢des como um discurso

racional com o objetivo de justificar, validar e explicar as técnicas ensinadas.

A seguir apresentamos o segundo problema, dentre os oitos que nos propomos
abordar nesta parte complementar de estudos de AC, utilizando o PFC, com o objetivo
de discutir e desenvolver a nocao de Permutagio Simples, ou seja, a permutagdo com
elementos distintos.

Uma Permutagio Simples de n objetos distintos é qualquer agrupamento ordenado
desses n objetos.

Problema 2: De quantas maneiras diferentes podemos distribuir 5 alunos numa fila
composta de cinco cadeiras numa sala de aula?
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De acordo com o PFC podemos interpretar o problema como tendo 5 etapas
ou acontecimentos sucessivos. Escolher um dos 5 alunos para sentar na 1* cadeira (1°
etapa), em seguida escolher um dos 4 alunos restantes para sentar na 2* cadeira (2?
etapa); em seguida escolher um dos 3 alunos que sobraram para sentar na 3 cadeira
e assim sucessivamente até colocar o quinto aluno na tltima cadeira. Ou seja, para
distribuir 5 alunos numa fila composta de cinco cadeiras temos 5.4.3.2.1, o que resulta
em 120 maneiras diferentes. Podemos concluir que tinhamos 5 objetos distintos (alunos)

e que qualquer agrupamento ordenado desses 5 objetos é uma Permutagdo Simples.

Buscando desenvolver um processo de generalizagdo da Permutagio Simples de n

objetos, abordaremos problema a seguir:

Problema 3: Anagramas sdo palavras formadas pela reordenagdo das letras de uma outra

palavra. Sendo assim, calcule o niimero de anagramas da palavra AMOR?

Como a palavra AMOR tem quatro letras, entdo, a quantidade de anagramas sao
todas as permutag¢des formadas com as letras da referida palavra. Podemos considerar
que o problema acima apresenta a seguinte tarefa composta por quatro etapas (ou acon-
tecimentos) sucessivas: Dado um conjunto com quatro elementos, quantas sequéncias
distintas pode se formar utilizando todos os elementos do conjunto em cada sequéncia

formada?

Nesta tarefa temos quatro possibilidades para escolher a primeira letra no con-
junto {A, M, O, R}, escolhida a primeira letra teremos 3 possibilidades para escolher
a segunda letra, depois duas possibilidades e em seguida uma possibilidade para a
ultima letra. Ou seja, utilizando o PFC como técnica, podemos afirmar que serd possivel

formar 4.3.2.1, totalizando 24 anagramas.

O conjunto constituido de 1 elementos distintos no qual desejamos formar todas
as sequéncias diferentes contendo n elementos caracteriza uma Permutagdo Simples.
Para escolhermos o 1° elemento da sequéncia temos n possibilidades no conjunto,
para escolher o 2° elemento da sequéncia temos (n-1) possibilidades no conjunto, para
escolher o 3° elemento da sequéncia temos (n-2) e assim sucessivamente até o tltimo
elemento da sequéncia com apenas uma possibilidade, j& que cada sequéncia precisa
ter n elementos. Com base no PFC, multiplicamos o nimero de possibilidades de cada
etapa para obter o total de sequéncias distintas que podemos formar. Sendo assim, de
acordo com o diagrama apresentado na Figura 22, temos que, a Permutagio de n objetos

distintos que denotaremos por P, sera dada por:
Po=n-(n—1)-(n—=2)-...-2-1=n

Onde n! é definido como fatorialden , Py =1e P, = 1.
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n etapas

12 Exapx: 22 Erapx: 32 Erapx {n-1)2 Erapx 12 Erapx:
n n-1 n-2 e 2 (duas) 2 (uma)
Possibilidades Possibilidades Possibilidades Possibilidades Possibilidades

Figura 22 — Diagrama de possibilidades

Vale salientarmos que generalizar ndo significa demonstrar e sim através da
interpretacdo de casos particulares (problemas abordados), ampliar e compreender o

que acontece para uma situagdo geral.

Por outro lado, observamos que a generalizacdo mostra-se como um discurso
racional que explica e justifica a utilizagdo de uma determinada técnica, neste caso o uso
do PFC para a permutagio de n elementos. Desta forma a generalizacdo apresenta-se
como o discurso tecnolégico para a tarefa descrita.

Temos ainda duas situagdes que configuram permutagdes, porém com alguns
detalhes especiais que devem ser corretamente analisados, que sdo as Permutagdes
com Repetigdes e as Permutagdes Circulares. Na andlise do livro didético identificamos a
auséncia de uma técnica para Permutagoes Circulares, ndo contendo problemas com tais
caracteristicas.

Quando permutamos os elementos de um conjunto que possui elementos re-
petidos, é importante notar que, caso ndo sejam tomadas as devidas provideéncias,
algumas possibilidades serdo contadas repetidas vezes. Esta situagdo caracteriza uma
permutacdo com elementos repetidos. Por exemplo, a palavra TAPA possui 4 letras,
permutando-as, teremos P, = 4.3.2.1 = 24 anagramas. Porém a palavra possui duas
letras repetidas e quando permutamos apenas as letras repetidas, encontramos dois
anagramas iguais que foram contabilizados como distintos dentro dos 24 anagramas
acima citado. Ou seja, dos 24 anagramas apenas 12 sao realmente distintos (por exemplo,
TAPAy; e TAyPA, foram contabilizados em P, e sdo iguais), portanto devemos dividir
o resultado por 2, pois cada anagrama foi contado duas vezes, ou seja, a palavra TAPA
tem apenas 12 anagramas distintos.

Imaginemos agora a palavra MATEMATICA (desconsiderando o acento). Apli-
cando a técnica acima discutida teremos P;y = 10! = 3628800 anagramas. Entretanto,
temos a letra A aparecendo 3 vezes, a letra T aparecendo duas vezes e a letra M apare-
cendo duas vezes. Analisemos primeiramente as letras A mudando de posigdo entre
elas, o que ndo torna os anagramas distintos, tendo uma permutagdo de 3 elementos ou
seja P; = 3! = 6 possibilidades. Isso faz com que na contagem de P;; = 10! tenhamos
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contado o mesmo anagrama vadrias vezes, 3! vezes precisamente, por isso devemos
dividir o resultado de P, por 6. Em seguida devemos proceder da mesma forma para
as letras T e M, onde teremos duas permutagdes de dois elementos. Desta maneira para
encontrarmos o niimero de anagramas distintos da palavra MATEMATICA devemos
aplicar a técnica da permutacdo para 10 objetos distintos e dividir o resultado pelas
permutacOes P, P» e P, ou seja:

Py 10! 3628800

_ _ — 151200
P,PP, 312121 6-2-2

teremos 151200 anagramas distintos.

Assim sendo, o total de anagramas distintos que se pode construir com base
nas palavras que apresentam letras repetidas, serd a permutagdo de todas as letras que

compde a palavra, dividido pelo produto das permutacdes das letras que se repetem.

De maneira geral, podemos verificar que a Permutagio com Repetigio refere-se ao
numero de sequéncias distintas que podem ser formadas com # elementos nos quais
pelo menos um deles ocorre mais de uma vez. A Permutagio de n elementos, com a;
se repetindo a; vezes, a, se repetindo o, vezes, ..., a; se repetindo a;, vezes pode ser

calculada pela expressdo (técnica).

|
qual,az,~-~7ak) — n

oqlas!...ay!

Ja os problemas envolvendo Permutagdes Circulares sdo aqueles nos quais desejamos
calcular de quantas maneiras distintas podemos organizar elementos dispostos em cir-
culo. Porém, quando elementos sdo dispostos ao redor de um circulo, duas disposigdes
s6 sdo consideradas distintas se, e somente se, ao percorrermos a circunferéncia, em
sentido hordrio ou anti-hordrio a partir de um mesmo elemento das duas permutagdes,
encontrarmos elementos que formam sequéncias distintas. Por exemplo: De quantos

modos 5 criangas podem formar uma roda de ciranda?

A primeira vista parece que para formar uma roda com as cinco criangas basta
escolher uma ordem para elas, o que poderia ser feito de 5! = 120 modos. Entretanto, as
rodas ABCDE e EABCD sao iguais (Figura 23), pois na roda o que importa é a posi¢ao
relativa das criangas entre si e a roda ABCDE pode ser “girada” na roda EABCD. E
seguindo o raciocinio, sempre tendo a letra A como inicio, ainda teriamos as sequéncias
(D,E, A,B,C),(C,D,E A, B)e(B,C, D, E, A) que representam rodas iguais as iniciais.

Como cada roda pode ser “girada” de cinco modos, a nossa contagem de 120

2 5l
rodas contou cada roda 5 vezes. Portanto a resposta é 2 = 20 = 24,

De modo geral, o niimero de modos de colocar n objetos em circulo, de modo

que disposi¢des que possam coincidir por rota¢do sejam consideradas iguais, isto é, o
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-
e

Figura 23 - Representacdes que caracterizam a mesma roda

numero de permutagdes circulares de 1 objetos é
(PC), = n_ (n—1)!
n

A seguir abordaremos uma situa¢do-problema de contagem com o objetivo de apresen-
tar, discutir e desenvolver a nogdo de Arranjo, uma técnica de contagem onde a escolha
dos elementos, bem como a ordem dos elementos selecionados, influencia na contagem.
Um Arranjo Simples de classe p dos n objetos dados é uma selecdo de p (0 < p < n) obje-
tos distintos que diferem entre si pela ordem de colocac¢do ou pela natureza de cada um,
isto é, 0 que importa é quem participa ou o lugar que ocupa. Denotaremos por A4,, , 0
ntmero de arranjos simples de classe p de n objetos. Consideremos o seguinte problema:

Problema 4: De quantos modos 2 pessoas podem sentar se em 5 cadeiras que estdo em fila?

Utilizando o PFC para interpretar o Problema 4 podemos descrevé-lo como tendo
duas etapas. A 1% etapa seria a primeira pessoa escolher uma das cinco cadeiras em
tila. Logo em seguida, apds sentar a primeira pessoa, a 2% etapa seria a segunda pessoa
escolher uma das quatro cadeiras vazias que restaram. Algo importante a se constatar
nesse problema é a questdo da disposigdo das duas pessoas na fila, ou seja, a ordem que
eles se posicionam. Pois escolhidas as duas cadeiras para assentar as duas pessoas, a
ordem que eles vierem a se sentar nessas cadeiras determina uma disposicao diferente
em fila. Além disso, como sdo 5 cadeiras para se sentar duas pessoas, uma disposi¢do em
fila ird diferir da outra porque foi escolhida uma cadeira diferente, ja que sempre ficardo
trés cadeiras vazias. Podemos entdo chegar ao ntimero de filas distintas utilizando
apenas o PFC (multiplicando as possibilidades de cada etapa), tendo, portanto 5.4 = 20

modos distintos de sentar essas duas pessoas nessas cinco cadeiras.

Fazendo uma interpretacdo com o uso do fatorial teremos uma permutacdo

das cinco cadeiras P5 = 5!, sendo que em cada fila utilizamos apenas duas cadeiras e
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por isso devemos excluir a permutagdo das cadeiras que ficaram vazias que foram 3,
sendo P; = 3!. Mas para fazer essa exclusdo devemos realizar a operagao de divisdo

como vimos na Permutagio com Repeticio discutida anteriormente. Finalmente, teremos

&
Ps

= g—: = 5.4 = 20 modos distintos, como foi descrito utilizando o PFC.
Concordando com a nogdo de Arranjo Simples apresentada no livro didético e

nesta secdo que apresentamos, segue que este problema é equivalente a achar o nimero

total de arranjos de classe 2 de 5 objetos, correspondendo as 5 cadeiras aos 5 objetos e as

duas pessoas indicando a ordem do arranjo. O que nos leva a conjecturar que:

O niimero de arranjos simples de classe p de n objetos dados pode ser calculado pela razio
entre a permutacio dos n objetos dados e a permutacio dos (n — p) objetos nio utilizados na
selecdo.

P, n!

" Py (n—p)!

A

Na anélise do livro didatico identificamos que a técnica de Arranjo Simples é apre-
sentada primeiro que a técnica de Permutagio, ndo apresentando, portanto, a conjectura
acima. Além disso, a Permutacdo Simples é um caso particular de Arranjo Simples em que

n=p,ouseja, P, = A, .

Notamos também que o livro ndo faz uma abordagem de problemas do tipo:

Problema 5: Quantos sdo os gabaritos possiveis de um teste de 10 questoes de muiltipla
escolha, com cinco alternativas por questdo?

Neste problema podemos verificar que para cada uma das 10 questdes existem
5 possibilidades para marcar uma alternativa e que o gabarito é uma sequéncia das
alternativas corretas, ou seja, a ordem das alternativas marcadas influencia na contagem
dos gabaritos possiveis, tendo portanto 5'° gabaritos possiveis de acordo com o PFC
(5 possibilidades para cada etapa e 10 etapas). Este problema caracteriza um Arranjo
com repeticdo, técnica ausente no livro didético analisado e nem ao menos citada. O

que pode levar o aluno a se perguntar: Ndo existe arranjo com elementos repetidos?

Conjecturando assim, podemos imaginar que um arranjo com repeticdo é dado
pela formula n” , sendo n: o nimero de elementos disponiveis e p: a quantidade de

elementos solicitada para formar os agrupamentos. Notagdo: AR, , = n”.

Na analise do livro didatico vimos que a técnica de Combinacido Simples foi
apresentada inicialmente com um problema que foi resolvido através da arvore de pos-
sibilidades e em seguida um estudo de como calcular o ntimero total de agrupamentos

em que 1 elementos sdo combinados p a p, com p < n, isto é, C,, ,. Nesse estudo o autor
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traz para o aluno a técnica de Combinagio Simples de n elementos tomados p a p como
sendo a razdo entre o Arranjo Simples de n elementos tomados p a p e a Permutagio
Simples de p elementos distintos, concluindo com a férmula:

Anp n!

C, =
Pooopt pl(n—p)!

Consideramos este estudo importante no ensino de Andlise Combinatéria (AC),
pois relacionam as trés técnicas mais utilizadas na resolucdo de problemas de AC no
ensino médio, possibilitando fazer uma discussdo em torno das suas semelhangas e
diferengas, principalmente no que diz respeito a ordem e a natureza dos elementos.
Entretanto, se o ensino desses conceitos se faz de maneira mecéanica, limitando-se a
emprega-los em situagdes padronizadas, sem procurar habituar o aluno com a ané-
lise cuidadosa de cada problema, restringe o estudo de AC somente a memorizagéo,
manipulacdo e aplicagdo de férmulas, o que caracteriza uma problematica no seu
ensino-aprendizagem.

Sendo assim, ensinar AC a partir da aplicacdo de férmulas ndo torna a aprendiza-
gem mais eficiente. O aluno pode até conseguir resolver alguns problemas mais simples,
entretanto, provavelmente, terd dificuldades em situagdes onde os agrupamentos tém
alguma particularidade. Buscando uma maior compreensdo da técnica de Combinagio
Simples e atribuindo significado a férmula que est4 sendo apresentada ao aluno, aborda-
remos algumas situag¢des-problemas utilizando o PFC e a Permutagio Simples que é uma
técnica que surge como consequéncia direta do PFC. Tomemos, portanto, o problema a
seguir:

Problema 6: De quantas formas podemos dividir um grupo de 7 pessoas em um grupo de
quatro e outro de trés?

Um processo de fazer a divisdo é colocar as sete pessoas em fila; as quatro
primeiras da fila formam o grupo de quatro pessoas e as 3 tltimas formam o grupo de 3
pessoas. E utilizando o PFC temos: 7 possibilidades para escolher a 1? pessoa da fila; 6
possibilidades para escolher a 2% pessoa da fila e assim decrescendo em uma unidade
até o ultimo da fila. Portanto temos uma P; = 7! maneiras distintas de formar esta fila
com 7 pessoas. Entretanto, as primeiras quatro pessoas mudando de posigdo entre elas
representam o mesmo grupo (P, = 4!), bem como as trés tltimas mudando de posi¢do
entre elas também representam o mesmo grupo (P; = 3!). Desta forma, precisamos
excluir todas essas possibilidades que representam o mesmo grupo e para isso devemos
dividir o resultado de P; = 7! por (P, - P3), ou seja, temos:

P; o T7-6-5
PPy 4131 321
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Portanto, temos 35 maneiras diferentes de dividir 7 pessoas em um grupo de
quatro e outro de trés pessoas. O que na praxeologia usual, equivale a manipular a
seguinte férmula:

7!
Crs=Crq= 13l

Podemos interpretar o problema de outra maneira, das 7 pessoas do grupo ini-
cial escolhemos trés para o grupo de trés pessoas. E para cada uma dessas escolhas o
outro grupo de quatro pessoas é automaticamente determinado. Desta forma, temos 7
possibilidades para escolher a 1% pessoa, 6 possibilidades para escolher a 2% pessoa e 5
possibilidades para escolher a 3* pessoa, ou seja, 7.6.5, o que resulta 210 possibilidades.
Mas na utilizagdo direta do PFC a ordem influencia na contagem, ou seja, para cada
trés pessoas escolhida para formar o grupo é possivel muda-las de posicdo 3! Vezes (o
que representa o mesmo grupo). Portanto, nas 210 possibilidades cada grupo de trés
pessoas foram contabilizados 3! = 6 vezes, dai devemos dividir as 210 possibilidades
por 6, resultando finalmente nas 35 maneiras possiveis. E para generalizar tal situacdo

de Combinagdo simples tomamos o problema a seguir:

Problema 7: De quantos modos podemos selecionar p (com p < n) objetos distintos entre
n objetos distintos dados?

Neste problema temos que cada sele¢do de p objetos é chamada de uma Combina-
¢do Simples de classe p dos n objetos. Assim, por exemplo, as combinag¢des simples de
classe 3 dos objetos a, b, ¢, d, e sdo {a, b, c}, {a,b,d}, {a,b, e}, {a,c,d}, {a,c e}, {a,d, e},
{b,¢c,d}, {b,c,e}, {b,d, e} e{c,d, e}

Representamos todas essas possibilidades por Cs 3 = 10 modos de selecionar 3
objetos distintos entre 10 objetos distintos dados. Para compreender tal problema basta
notar que selecionar p objetos entre os 1 objetos equivale a dividir os n objetos em um
grupo de p objetos, que sdo selecionados, e um grupo de (n — p) objetos que sdo os nao
selecionados. De maneira andloga ao problema anterior, teremos n! possibilidades para
formar uma fila com 7 objetos distintos. Os p objetos mudando de posi¢do entre eles ndo
alteram o grupo dos objetos selecionados (p! possibilidades) e os (1 — p) objetos restantes
mudando de posicdo entre eles nado altera o grupo dos objetos nao selecionados, sendo
(n—p)! possibilidades. Fazendo a exclusdo das repeti¢des através da operagdo de divisdo
obtemos:

n!

c, =
P pl(n —p)!

Uma combinacédo simples de classe p dos n objetos dados é uma selecdo de p
objetos distintos entre estes que diferem entre si apenas pela natureza de cada um, isto



Capitulo 5. OBJETOS QUE COMPLEMENTAM A ORGANIZACAO LOCAL DO ESTUDO DE AC 52

é, 0 que importa é simplesmente quem participa no grupo selecionado. E a abordagem

teita do problema 7 nos leva a conjecturar que:

O miimero de combinagdes simples de classe p de n objetos dados pode ser calculado
pela razdo entre a permutagdo dos n objetos dados e o produto da permutagdo dos p objetos

selecionados com a permutagio dos (n — p) objetos ndo utilizados na selegdo.

A seguir iremos abordar uma técnica que ndo se encontra no livro didético ana-
lisado, uma técnica que muitas vezes ndo é abordada na praxeologia usual de AC no
ensino médio. Seguindo a proposta do nosso trabalho apresentamos uma situagdo

problema para tratarmos das Combinagoes Completas.

Problema 8: De quantos modos é possivel comprar 3 sorvetes em uma sorveteria que 0s

oferece em 5 sabores?

Normalmente os alunos apés terem estudado a técnica da Combinagdo Simples
sdo levados a responder que a solucdo é Cs 3. Esta resposta ndo esté correta. Ela estaria
certa, caso a pergunta fosse: De quantos modos podemos escolher 3 sorvetes diferentes,
em uma loja que os oferece em 5 sabores? Essas 10 possibilidades representam as

combinagdes simples de 5 elementos, tomados 3 a 3.

No problema apresentado, a resposta correta seria C'R5 3, que é uma técnica para
calcular as combinagdes completas de 5 elementos, tomados 3 a 3, ou seja, nesse caso
admitirfamos a hip6tese da pessoa escolher sabores repetidos. O cdlculo da Combinagio
Completa ou com Repetigdo, que veremos a seguir, seguird um raciocinio que ja abordamos

anteriormente, ao estudarmos as permuta¢des com elementos repetidos.

Para que possamos entender melhor o Problema 8, vamos supor que a loja
oferecesse os sabores: manga, abacaxi, goiaba, cereja e caja. Nas combinagoes simples,
desses 5 sabores, tomados 3 a 3, terifamos 10 possibilidades sendo algumas dessas
combinagdes:{manga, abacaxi, goiaba}; {goiaba, cereja, caja}; {abacaxi, goiaba, caja}. A
combinagdo {manga, manga, goiaba}, por exemplo, ndo seria contabilizada. Como se
pode perceber, essa opcao de repeticdo dos elementos nas combinagdes completas dara

um resultado maior que 10 possibilidades de escolha.

Podemos encarar a solu¢do do problema das combinac¢des completas da escolha
de 3 objetos (distintos ou ndo), num total de 5 objetos como op¢des de escolha, como

sendo as solugdes inteiras e ndo negativas da equacao:

$1+l’2+$3+1’4+$5:3

Temos, portanto, 5 varidveis que representam a quantidade comprada, de cada

um dos sabores oferecidos. E de modo geral, temos que as solugdes inteiras e ndo
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negativas da equagdo =1 + 22 + ... + z, = p pode ser representada por CR,, ,. E para
determinarmos o valor de C'R,, ,, vamos representar cada solucdo da equagao por uma
fila composta pelos simbolos e e |.

Em nossa representacao, as barras sdo usadas para separar as incégnitas e a quantidade
de bolinhas (e) indica o valor de cada incégnita. Por exemplo, para a equagdo z+y+z = 5,
as solugdes (2, 2, 1) e (5, 0, 0) seriam representadas por e e (e e |ec oo oo e ||
respectivamente. E permutando esses simbolos obtemos todas as solug¢des inteiras e ndo

negativas da equagdo, sendo permuta¢ées com elementos repetidos.

Para equacao:

CRyp=C(n—1+p),p=Pu_ 0 = %

cada solugdo seria representada por uma fila com (n-1) barras para separar
as n incégnitas, pois para separar n incégnitas usamos (n-1) barras | e p bolinhas e
. Ora, para formar uma fila com (n-1) barras | e p bolinhas e, basta escolher dos (n -
1+ p) lugares da fila os p lugares onde serdo colocadas as bolinhas e, 0 que pode ser
calculado com a técnica de Combinagio Simples, representado por C;,—14p), - Podemos
interpretar a Combinagio Completa de n elementos tomados p a p, como sendo uma
Permutagdo com Repetigio. Dos (n - 1+ p) simbolos que serdo permutados, ou seja, (1 - 1+
p)! possibilidades de permuta-los, (n — 1)! possibilidades das barras permutarem entre
si e p! possibilidades das bolinhas permutarem entre si precisam ser excluidas, por ndo

representarem solugdes diferentes.

Esperamos que os problemas que acabamos discutir contribuam na praxeologia
usual dos estudos de AC, complementando assim, a organizagdo praxeoldgica do ensino
deste objeto de conhecimentos matematicos.

Baseados nos estudos que realizamos até este momento, apresentamos a seguir,

a nossa proposta de ensino de Analise Combinatéria.
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6 PROPOSTA DE ENSINO DE ANALISE
COMBINATORIA 2° ANO DO ENSINO ME-
DIO

Neste capitulo, apresentaremos a nossa proposta de ensino de AC, constituida
de quatro dispositivos experimentais organizados no contexto de Sequéncia Diddtica,
utilizando a praxeologia modelada sob a 6tica da Teoria Antropolégica do Didatico
(TAD). O foco estratégico é o estudo das técnicas de resolucdo de problemas de contagem
que possibilitam classifica-los e dividi-los em agrupamentos denominados: Arranjo,
Permutagdo e Combinagio, valorizando os principios basicos da AC. Explorar o processo
de contagem e o conceito de padrado, onde os alunos possam construir seus conceitos
sem precisar fazer o uso mecanico de férmulas, buscando utilizar sempre o Principio
Fundamental da Contagem (PFC).

As orientagdes educacionais apresentadas nos PCNEM para o estudo de AC
revelam que as férmulas devem ser consequéncia do raciocinio combinatério desen-
volvido frente a resolucdo de problemas diversos, e devem ter a fungdo de simplificar
calculos quando a quantidade de dados é muito grande. Além disso, o estudo de AC
deve ter maior espaco e empenho de trabalho no ensino médio, mantendo de perto a
perspectiva da resolucdo de problemas aplicados para se evitar a teorizagdo excessiva e
estéril.

Cada dispositivo experimental que organizamos corresponde uma sessdo que
contém 4 (quatro) situagdes-problemas. Em fung¢do do nosso foco, a primeira sessdo é
dedicada a familiarizagcdo do PFC e ao desenvolvimento de competéncia em torno do
estudo de Arranjo, a segunda é destinada ao estudo de Permutagio, a terceira ao estudo
de Combinagdo, e a tiltima sessdo consiste no desenvolvimento conjunto de situagdes

que envolvem os conhecimentos dos trés conceitos trabalhados nas sessdes anteriores.

6.1 DISPOSITIVOS EXPERIMENTAIS

Na aplicagdo destes dispositivos em sala de aula como instrumento determinante
da liberdade do aluno no desenvolvimento de seus conhecimentos e competéncias, apre-
sentaremos inicialmente a Sessdo I, e deixaremos um tempo de 50 minutos (1hora aula)
para os alunos discutirem e apresentarem uma solugdo para cada problema, utilizando
as técnicas de enumeracao sistemaética, arvore de possibilidades ou qualquer raciocinio

prévio dos alunos, buscando envolvé-los o méximo possivel, para apresentar uma
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solucdo sem o uso de férmulas preestabelecidas. Em seguida, conduziremos a resolucdo
de cada problema, evitando apresentar respostas prontas, fazendo questionamentos
sobre os aspectos do problema, tentando mostrar que um problema deve ser visto
de distintas perspectivas enquanto buscamos compreendé-lo. E importante construir
todo o processo juntamente com eles, de modo que, efetivamente, compreendam cada
acdo realizada, refletindo a respeito do problema e analisando a melhor estratégia para

resolvé-lo.

Nas sessoes II, IIT e IV seguiremos o mesmo procedimento descrito anteriormente,
entretanto o tempo para os alunos discutirem os problemas serd de aproximadamente

100 minutos (Duas horas aulas).

Os problemas iniciais (Sessdo I) podem ser elaborados com poucos elementos,
através da solugdo intuitiva e da contagem direta, para destacar quantas e quais sdo as
possibilidades nesse tipo de abordagem. Os alunos poderdo observar que a contagem
direta é impraticavel na maioria dos casos e constatardo que é preciso perceber certas
regularidades para desenvolverem técnicas de contagem apropriadas, que generalizem
as solugdes. Eles perceberdo que, ao contar ou fazer os agrupamentos através das
técnicas de contagem, estes se diferenciam pela ordem e/ou natureza dos elementos
dados no problema e entenderdo a necessidade do uso de férmulas, chegando a solugéo
de modo mais rdpido, quando o niimero de elementos envolvidos nos agrupamentos

for grande.Apresentamos entdo, a Sessdo I.
Sessao I

Esta sessdo tem por objetivo iniciar o estudo de AC introduzindo os conceitos
de enumeragdo sistemética, PFC, &rvore de possibilidades, bem como desenvolver o
conceito de Arranjo Simples, considerando o dispositivo experimental representado na

Figura 24.

A seguir apresentamos a andlise a priori de cada subtarefa proposta nesse dispo-

sitivo .

Problema 1: Em uma sala de aula, hd trés meninos e quatro meninas. De quantos
modos poderemos selecionar um casal composto de um menino e uma menina?

Andlise a priori de P1:

Este problema caracteriza, de uma forma bem simples e direta, o PFC, pois
é um problema composto por duas etapas ou decisdes: uma etapa ou decisaol (d,)
escolher um menino dentre trés e outra etapa ou decisdo 2 (d;) escolher uma menina
dentre quatro meninas. Portanto, o niimero de maneiras de se formar um casal (tomar
as decisOes d; e dy) é 3 - 4 = 12 possibilidades. Além disso, incentivar a construgao
da arvore de possibilidades como fizemos no Problema 1 apresentado na segdo deste
trabalho denominada Objetos que complementam a organizagdo local do estudo de AC.
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Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional

Dispositivo experimental aplicade no ano do Ensino Medio para o
desenvolvimento e anidlise de priticas dos alunos na resolugio de problemas que
requerem conhecimentos de analise combinatoria.

Professor da turma {opcional):

Nome do aluno (opcional): Data: __/

Em cada situacio-problema abaixo, utilizar os conceitos matemdticos inerentes,
descrevendo e justificando suas estratégias de resolugio.

Sessdo [

P1 Em uma sala de aula, ha trés menines e gquatro meninas. De gquantos modos
poderemos selecionar wm casal composto de um menino e wna menina?

Uma bandeira é jformada por quatro listras, que devem ser coloridas
P2 disponibilizando para isso [ cores diferentes de tintas. De guantos modos

distintos pode-se pintar essa bandeira, pintando cada listra com wuma cor
diferente das demais?

Uma bandeira é formada por guatro listras, que devem ser coloridas usando-se
P3 | apenas as cores: amarelo, branco e cinza. Ndo devendo listras adiacentes ter a
mesma cor. De quantos modos pode ser colovida a bandaira?

P4 Quantos nimeros naturais de trés algarismos distintos (ma base 10) existem?

Figura 24 — Dispositivo Experimental- Sessao I

Problema 2: Uma bandeira é formada por quatro listras, que devem ser coloridas disponibili-
zando para isso 7 cores diferentes de tintas. De quantos modos distintos pode-se pintar essa
bandeira, pintando cada listra com uma cor diferente das demais?

Andlise a priori de P2:

Neste problema podemos destacar o quanto seria trabalhoso enumerar todas as
possibilidades ou construir a drvore de possibilidades, além de discutir a questdo da
ordem das 4 cores escolhidas para pintar as listras, se a mesma influencia ou ndo na

contagem (uma ideia inicial de Arranjo simples).

Ainda assim, em relagdo ao uso de diferentes representac¢des no ensino de AC,
Esteves (2001) afirma que incentivar o uso de diagramas, tabelas, enumeragdes ou a 4r-

vore de possibilidades, é de fundamental importancia para sistematizar a compreensao
do PFC.

O objetivo deste problema é introduzir o conceito do Principio Fundamental da
Contagem (PFC) e mostrar que tal principio é uma técnica facilitadora na resolucado de
problemas de contagem que possui um ntimero elevado de possibilidades. Utilizando o
PFC para resolver esta tarefa temos:

e Listra 1: Temos 7 possibilidades de cores
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e Listra 2: Temos 6 possibilidades de cores ( ja que ndo pode repetir cores)
e Listra 3: Temos 5 possibilidades de cores

e Listra 4: Temos 4 possibilidades de cores

Portanto, pelo PFC temos um problema com 4 etapas, com 7 - 6 - 5 - 4 possibilidades, o

que resulta 840 modos distintos de pintar essa bandeira.

Com o objetivo de gerar discussdes sobre as diferentes abordagens de resolu¢oes
e evidenciar a importancia de aspectos como a ordenacao e repeti¢do dos elementos,

apresentaremos outros problemas.

Problema 3: Uma bandeira é formada por quatro listras, que devem ser coloridas usando-
se apenas as cores amarelo, branco e cinza, ndo devendo listras adjacentes ter a mesma cor. De
quantos modos pode ser colorida a bandeira?

Andlise a priori de P3:

Neste problema podemos destacar a necessidade de repeti¢do da cor, ja que
temos menos cores que listras, além da condigdo imposta pelo problema de nao ter
listras adjacentes com a mesma cor. Acreditamos que na resolugdo deste problema seja
interessante fazer uma interpretacdo em torno de algumas possibilidades construidas
através da enumeragdo ou arvore de possibilidades, com o objetivo de aplicar em
seguida o PFC, além, de enfatizar que o uso de férmulas para resolugdo de problemas
como este que possui algumas restri¢des, sem uma interpretacdo do problema e das

técnicas disponiveis para resolvé-los, pode levar a um resultado erroneo.

Para a 1? listra temos 3 possibilidades (amarelo, branco e cinza), para a 2* listra
temos 2 possibilidades, pois ndo podemos utilizar a cor da 1? listra (condicdo das listras
adjacentes terem cores distintas); para a 3% listra temos 2 possibilidades novamente,
pois apenas a cor da 2* listra ndo é permitida e finalmente para 4° listra temos 2
possibilidades, ndo podendo a cor da 3? listra apenas. Portanto utilizando o PFC como
técnica para resolver esta tarefa, temos 3 - 2 - 2 - 2 = 24 modos distintos de pintar essa

bandeira.

Problema 4: Quantos niimeros naturais de trés algarismos distintos (na base 10)
existem?

Andlise a priori de P4:

Nesse problema podemos destacar as possibilidades da casa das centenas, que
ndo pode usar o zero, além de discutir a seguinte recomendacdo dada em Morgado
(1991): “Se alguma decisdo é mais complicada que as demais, ela deve ser tomada em primeiro
lugar”. Tem como objetivo utilizar o PFC para interpretar as possibilidades fixando
o zero na casa das centenas e depois retirando do total de possibilidades, bem como
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mostrar a resolugdo do problema seguindo a recomendagdo de Morgado (1991). Além
disso, propor e discutir outros problemas com enunciados semelhantes como: Quantos
numeros naturais de trés algarismos (na base 10) existem? Quantos nliimeros naturais

pares de trés algarismos distintos (na base 10) existem?

Como na casa das centenas ndo é possivel ter o zero, temos entdo 9 possibilidades
(1 a0 9) para esta etapa, em seguida na casa das dezenas teremos 9 possibilidades
novamente, de 0 a 9 tiramos apenas o numero que foi utilizado nas centenas; na casa
das unidades teremos 8 possibilidades, de 0 a 9 ndo podemos utilizar os dois ntimeros
que foram utilizados anteriormente. Portanto, temos 9 - 9 - 8 = 648 ntimeros naturais de

trés algarismos distintos.
A seguir apresentamos a Sessdo II.
Sessao 11

Esta sessdo tem por objetivo utilizar o PFC como técnica para o estudo de
Permutacdes, discutir e compreender os conceitos em torno desse tipo de agrupamento,
bem como aplicar os conceitos discutidos na sessdo anterior, considerando o dispositivo

experimental representado na Figura 25.

‘f‘.. ol UNIVERSIDADE ESTADUAL DE SANTA CRUZ — UESC ey ESBM
N;‘;r::ﬂ ¢ S JEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS = rrricledl:
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Dispositivo experimental aplicado no _ ano do Ensino Medio para o

desenvolvimento e anilise de prdticas dos alunos na resolugio de problemas que
requerem conhecimentos de analise combinatoria

Professor da turma (opcional):

Nome do aluno (opcional): Data: /|

Em cada situagio-problema abaixo, utilizar os conceitos matematicos inerentes,
descrevendo e justificando suas estratégias de resolucio.

Sessdo 11
De quantas maneiras distintas podem ficar sentados trés rapazes e guatro mogas
num banco de sete lugares, sabendo que se sentam alternadamente por sexo, ou
sefa, cada rapaz fica sentado entre duas mogas?

d
LA

Cuantos sdo os anagramas da palavra Escola? E gquanto desses anagramas
comecam e terminam em vogal?

Seis amigos vio participar de um everito e devem formar trés duplas, de modo
P7 | gue, em cada dupla, haja um lider e um quxiliar. Calcule o nimero de maneiras
diferentes de os seis amigos poderem organizar-se com os devidos cargos.

P8 De gquantos modos podemos dividir § pessoas em dois grupos de 4 pessoas cada?

Figura 25— Dispositivo Experimental- Sesséo 11

A seguir apresentamos a andlise a priori de cada subtarefa proposta nesse dispo-

sitivo.
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Problema 5: De quantas maneiras distintas podem ficar sentados trés rapazes e quatro
mogas num banco de sete lugares, sabendo que se sentam alternadamente por sexo, ou seja, cada

rapaz fica sentado entre duas mogas?
Andlise a priori de P5:

Devemos observar neste problema que a ordem influencia na contagem e a
arrumacdo deve-se comegar com uma moga, pois temos 4 mocas e 3 rapazes que
deverao ser colocados alternadamente com as mogas.

12 moca: 4 possibilidades 1% rapaz: 3 possibilidades
2¢ moca: 3 possibilidades 2% rapaz: 2 possibilidades
3% moga: 2 possibilidades 3% rapaz: 1 possibilidade
4% moga: 1 possibilidade

Ou seja, podemos considerar o problema contendo 7 etapas, onde multiplicando
as possibilidades de cada etapa teremos: 4-3-3-2-2-1-1 = 144 possibilidades distintas.
Podemos discutir com esse problema o conceito de permutacdo simples e de fatorial de
um ntmero natural “n” (técnicas apresentadas na organizagao local do livro didatico

analisado). Podendo ser interpretado também em duas etapas:

e 1 etapa: Posicionar as mogas, onde temos 4 - 3 - 2 - 1 = 24 possibilidades de
ordena-las, ou seja, 4! possibilidades.

e 2% etapa: Posicionar os rapazes nos trés lugares entre as mogas, onde temos 3-2-1 = 6
possibilidades, ou seja, 3! possibilidades.

E utilizando o PFC (multiplicando as possibilidades de cada etapa) temos 24 -6 =
144 possibilidades.

Problema 6: Quantos sio os anagramas da palavra Escola? E quanto desses anagramas
comegam e terminam em vogal?

Andlise a priori de P6:

Temos por objetivo calcular todas as permutagdes da palavra Escola. Podemos
interpretar o problema como tendo 6 etapas, sendo 6 possibilidades para a escolha da 1°
letra do anagrama (E, S, C, O, L ou A); 5 possibilidades para a 2% letra; 4 possibilidades
para a 3? letra e assim sucessivamente, ou seja, utilizando a técnica do PFC temos
6-5-4-3-2.1 possibilidades, o que resulta 720 anagramas diferentes da palavra
Escola, que corresponde ao fatorial do nimero 6. Sendo possivel também nesta situagéo,
construir a arvore de possibilidades, mesmo que seja uma parte da drvore, para ilustrar

essa situacdo e facilitar a sua compreensao.

E para calcular o nimero de anagramas da palavra Escola que comegam e termi-

nam em vogal, podemos tomar como as duas primeiras etapas a 1* letra do anagrama e
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a 6% letra do anagrama, pois para estas etapas, ndo podemos colocar uma consoante, ou
seja, temos trés possibilidades para uma dessas etapas (3 vogais) e duas possibilidades
para outra (2 vogais restantes). Ap6s escolhidas as vogais das extremidades, as letras
restantes formamos todas as sequéncias com 4 letras (permutagdo). Apresentamos na

Figura 26 uma ilustracdo para abordar este problema.

Vogal 22 letra 32 letra 42 |etra 52 letra Vogal
12 Etapa: Pelo PFC teremos 328, 48 52 e 62 28 Etapa:
etapas: o
3 possibilidades 2 possibilidades
4x3x2x1 possibilidades

Figura 26 — Tlustragio das etapas e possibilidades do problema 6

Multiplicando o ntimero de possibilidades de cada etapa, de acordo com o PFC
teremos 3-2-4-3-2-1, 0 que resulta 144 possibilidades ou anagramas distintos.

Podemos abordar este problema utilizando também a técnica de permutagio

simples e apresentar a seguinte resolugéo:

3:2-P,=6-41=144

Problema 7: Seis amigos vdo participar de um evento e devem formar trés duplas, de
modo que, em cada dupla, haja um lider e um auxiliar. Calcule o niimero de maneiras diferentes
de os seis amigos poderem organizar-se com o0s devidos cargos.

Andlise a priori de P7:

Com o objetivo de calcular todas as possibilidades dos seis amigos se organiza-

rem podemos interpretar o problema tendo trés etapas:

e Etapa 1: Escolher dois amigos para formar a 1* dupla. Essa etapa pode ser dividida
em duas etapas: escolher o 1° amigo (6 possibilidades) e em seguida escolher o
2° amigo no meio dos 5 amigos restantes (5 possibilidades). Portanto, pelo PFC
temos 6.5 = 30 possibilidades. Podemos perceber que a ordem que os dois amigos
sdo escolhidos influencia na contagem, pois podemos ter o amigo A sendo lider e

o amigo B sendo auxiliar ou o amigo A sendo auxiliar e 0 amigo B sendo lider.

o Etapa 2: Escolher dois amigos para formar a 2* dupla sabendo-se que ja foram
escolhidos dois amigos para a 1* dupla. Assim como na 1* dupla, essa etapa
pode ser dividida em duas etapas: escolher o 1° amigo (4 possibilidades) e em
seguida escolher o 2° amigo (3 possibilidades). Portanto, pelo PFC temos 4.3 = 12
possibilidades.
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e Etapa 3: Escolher dois amigos para formar a 3% dupla sabendo-se que ja foram
escolhidos quatro amigos para as duas primeiras duplas. Assim, seguindo o
mesmo raciocinio das etapas anteriores temos 2 possibilidades para o 1° amigo e
em seguida uma possibilidade para o 2° amigo da dltima dupla. Portanto, pelo
PFC temos 2.1 = 2 possibilidades.

Por fim, multiplicando as possibilidades de cada etapa (PFC), temos 30 - 12 - 2,

resultando em 720 maneiras.

Podemos interpretar o problema também como tendo 6 etapas, pois podemos
arrumar os seis amigos em uma fila e qualquer mudanga de posicdo entre eles ird
representar uma mudangca de cargo ou de dupla formada. E utilizando o PFC teremos
6-5-4--3-2-1possibilidades, que resulta em 720 maneiras.

O problema acima abordado permite fazer uma discussdo em torno dos agrupa-

mentos: Arranjo Simples e Permutagdo Simples.

Problema 8: De quantos modos podemos dividir 8 pessoas em dois grupos de 4 pessoas
cada?

Andlise a priori de P8:

Com o objetivo de calcular o nimero de maneiras distintas de dividir 8 pessoas
em dois grupos com 4 pessoas cada, podemos utilizar as seguintes técnicas: PFC e
Permutacao.

A divisdo pode ser feita colocando as 8 pessoas em fila e dividindo-as de modo
que um dos grupos seja formado pelas 4 primeiras pessoas e o outro pelas 4 tltimas. E
utilizando o PFC, temos 8 possibilidades para escolher a 1* pessoa da fila, 7 possibilida-
des para escolher a 2% pessoa, e assim sucessivamente. Multiplicando as possibilidades
de cada etapa temos 8! possibilidades (Permutagdo de 8 elementos), que resulta em
40320 modos. Entretanto, a divisdo abcd/efgh é idéntica a divisdo efgh/abcd (os grupos
formados sdo os mesmos: um grupo é {a, b, c,d} e o outro é {e, f, g, h}. Nao obstante,
na nossa contagem de 8! possibilidades, essas divisdes foram contadas como se fossem
distintas. Além disso, divisdes como abcd/efgh e cadb/efgh, que diferem pela ordem dos
elementos em cada grupo, apesar de idénticas foram contadas como se fossem distintas.
Ou seja, cada divisdo foi contada 2 - 4! - 4! vezes (2 por causa da ordem dos grupos; 4!
por causa da ordem dos elementos no 1° grupo e 4! por causa da ordem dos elementos
no 2° grupo).

Se contamos 8! divisdes possiveis e cada divisdo foi contada 2.4!.4! vezes, entao

g tet P . z ! e e~ .
o numero de divisdes possiveis é 5——, 0 que resulta 35 divisdes( importante chamar

atencdo para a operagdo de divisdo realizada para excluir as repeti¢gdes e ndo subtragao).
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A seguir apresentamos a Sessao III.
Sessao 111

Esta sessdo tem por objetivo utilizar o PFC como técnica para o estudo das
Combinacdes, aplicar a técnica de Combinacdo Simples e os conceitos discutidos nas

sessOes anteriores, considerando o dispositivo experimental representado na Figura 27:

‘f;‘ il UNIVERSIDADE ESTADUAL DE SANTA CRUZ — UESC e ESBM

N:';[:‘:T ¢ = 3 JEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS =/ e
B Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional

Dispositivo  experimental aplicado no _ ano do Ensino Medio para o

desenvolvimento e andlise de praticas dos alunos na resolugio de problemas que
requerem conhecimentos de andlise combinatoria.

Professor da turma (opcional):

Nome do aluno (opcional): Data: /[

Em cada situacio-problema abaixo, utilizar os conceitos matemdticos inerentes,
descrevendo e justificando suas estratégias de resolugio.

Sessdo I11

De gquantas maneiras distintas podemos formar um grupo de trés pessoas
escolliidas no meio de § pessoas numa sala?

PO9

Numa prova, um estudante deve responder exatamente 7 guestbes de um total
P10 de 10 questdes. Quantas escolhas ele tem? Quantas escolhas ele tem se entre as
Jguesties deve responder pelo menos 3 das primeiras § questdes?

Para selegdo brasileira foram convocados dois goleives, 0 zagueiros, 7 meios
P11 | de campo e 4 atacantes. De guantos modos é possivel escalar a selegéio com 1
goleiro, 4 zagueiros, 4 meios de campo e 2 atacantes?

Uma fila de cadeiras numa sala tem 10 poltronas. De quantos modos 3 casais
P12 podem se sentar nessas poltronas de modo gque nenhum mavido se sente
separado de sua mulher?

Figura 27 — Dispositivo Experimental- Sessao 111

A seguir apresentamos a andlise a priori de cada subtarefa proposta nesse dispo-

sitivo.

Problema 09: De quantas maneiras distintas podemos formar um grupo de trés pessoas

escolhidas no meio de 5 pessoas numa sala?
Andlise a priori de P9:

Com esse problema iniciaremos uma discussdo sobre um tipo de agrupamento
onde a ordem dos elementos escolhidos nao influencia na contagem. E de fundamental
importancia argumentar que, o que devemos formar, é um subconjunto de trés ele-
mentos escolhidos de um conjunto formado por 5 elementos. Além disso, deixaremos

um tempo para os alunos analisarem e compreenderem o problema, decidir sobre
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estratégias e tentar apresentar uma solugdo. Em seguida, faremos uma abordagem do
problema utilizando diferentes representa¢des como a enumeragao, diagramas, arvore
das possibilidades e por fim o PFC. Nesse contexto, Esteves (2001) afirma que incenti-
var o uso das diversas formas de representagdes na resolucdo de problemas facilita a

sistematiza¢do e compreensao do PFC.

Com o objetivo de calcular todas as maneiras de formar um grupo com 3 pes-
soas escolhidas no meio de 5 pessoas podemos constatar que a escolha da 1?* pessoa
pode ser feita de 5 modos; a da 2* pessoa de 4 modos, pois ja foi escolhida uma pes-
soa; a da 3% pessoa de 3 modos, pois ja foram escolhidas duas pessoas; e pelo PFC
temos 5 - 4 - 3 = 60 maneiras. Entretanto, nesse problema, tomando como exemplo
Jodo (J), Paulo (P) e Marcos (M), verificamos que os subconjuntos: {J, P, M }, {J, M, P},
{P,J,M},{P,M,J}{M, P, J},{M, J, P}, sdo todos idénticos e utilizando o PFC foram
considerados como sendo diferentes. Com efeito, se dissemos que hd 5 possibilidades
para a escolha da 1% pessoa é porque estamos considerando, por exemplo, as escolhas J
e P como diferentes e portanto estamos contando {.J, P, M} como diferente de { P, J, M }.
Em suma, na resposta 60 maneiras, estamos contando cada subconjunto de trés elemen-
tos 6 vezes, que nada mais é que os trés elementos escolhidos mudando de posigao
entre eles (P; = 3! ou de acordo com o PFC, 3 - 2 - 1 possibilidades de mudancas no

mesmo subconjunto). Logo, a resposta ¢ & = 10 maneiras.

Outra abordagem do problema, para o melhor entendimento desse tipo de

agrupamento, que é chamado de Combinacado Simples é:

Consideremos que as pessoas serdo ordenadas em uma fila, e que as trés primei-

ras pessoas da fila serdo as escolhidas para formar o grupo.

Dispondo as pessoas numa fila, Teremos 5 -4 - 3 - 2 - 1 = 120 maneiras distintas
de ordené-las. Fixada uma ordenacdo das 120 maneiras de ordenar as pessoas, temos 6
maneiras distintas de ordenar as trés primeiras pessoas entre si, que serdo as escolhidas
(pois utilizando o PFC teremos 3 - 2 - 1 maneiras) e 2 maneiras distintas de ordenar as
pessoas ndo escolhidas entre si, que sdo as duas tltimas. Essas altera¢des ndo influ-
enciam na contagem dos grupos, pois ndo mudam os elementos do subconjunto dos
escolhidos e nem os elementos do subconjunto dos nao escolhidos. Logo, a resposta é

% = 10 maneiras. Mostraremos uma ilustracao de filas:
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12 2a 3a 4o 5a
Pessoa A PessoaB PessoaC PessoaD PessoaE
Pessoa B Pessoa A PessoaC PessoaD PessoaE
Pessoa A Pessoa B PessoaC PessoaE PessoaD
Pessoa C PessoaB Pessoa A Pessoa E Pessoa D

Essa ilustracdo mostra exemplos de ordenacdes (filas) que representam o mesmo sub-
conjunto dos escolhidos e dos ndo escolhidos.

Segue abaixo um exemplo de ordenacdo que representa um subconjunto dos
escolhidos diferente dos anteriores

12 2a 32 4@ He
Pessoa A PessoaB PessoaD PessoaC PessoaE

O problema acima abordado permite fazer uma discussdo em torno dos agrupamentos:

Combinacdo Simples, Permutagdo Simples e Permutagdo com repetigao

De acordo com a técnica para Combinagio simples apresentada no livro didatico e
discutida na secdo objetos que complementam a organizagao local do estudo de AC,

podemos concluir que 10 maneiras (resposta encontrada acima) é o resultado de Cj 3.

Problema 10: Numa prova, um estudante deve responder exatamente 7 questoes de um
total de 10 questdes. Quantas escolhas ele tem? Quantas escolhas ele tem se entre as 7 questoes
deve responder pelo menos 3 das primeiras 5 questoes?

Andlise a priori de P10:

Com o objetivo de calcular o ntiimero total de escolhas que o estudante tem,
podemos verificar que, ao escolhermos as trés questdes que ele ndo ird responder,
estaremos automaticamente escolhendo as sete que ird responder. Para isso, devemos
montar um subconjunto com 3 elementos escolhidos de um conjunto com 10 elementos.
Teremos 10 possibilidades para escolher o primeiro elemento, 9 possibilidades para o
segundo e 8 possibilidades para o terceiro elemento. Pelo PFC, teremos 10 - 9 - 8 = 720
escolhas diferentes. Entretanto, cada grupo de trés elementos dessas 720 escolhas foi
contado como sendo grupo diferente 3 - 2 -1 = 6 vezes, que representa os trés elementos
escolhido mudando de posicdo entre eles. Logo, devemos dividir o resultado acima por
6, encontrando a resposta 720/6 = 120 escolhas possiveis.

No caso em que entre as 7 questdes deve responder pelo menos 3 das primeiras
5 questdes, o estudante possui trés opg¢des (disjuntas):
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e Escolher exatamente 3 questdes das cinco primeiras e 4 questdes das cinco dltimas.
e Escolher exatamente 4 questdes das cinco primeiras e 3 questdes das cinco dltimas.

e Escolher as cinco primeiras questdes e 2 questdes das cinco tltimas.

Devemos interpretar cada uma dessas op¢des utilizando o PFC, para em seguida,
discutirmos o que fazer com os resultados de cada opgdo, no que se refere a somar ou
multiplicar os resultados encontrados. Nesse problema podemos utilizar também o
Principio Aditivo, o qual Morgado (1991) enuncia da seguinte maneira:

Se A e B sdo dois conjuntos disjuntos, com p e q elementos respectivamente, entio

AU B possui p + q elementos”.

Ou seja, somar as possibilidades de cada opgdo, pois sdo acontecimentos disjun-

tos (um ou o outro ocorre).

Como ja vimos no problema anterior, para montar um subconjunto de 3 elemen-
tos escolhidos de um conjunto com 5 elementos, temos 10 maneiras distintas, resultado
de C5 3. Escolher 4 questdes das 5 dltimas é a mesma coisa que retirar uma das 5 tltimas,
o que nos da 5 possibilidades (Cs4 = C5,). E aplicando o PFC na primeira opgéo,
temos 10.5 possibilidades, o que resulta em 50 maneiras; na segunda opgdo temos 50
maneiras também, pois Cs 4 = 5 e (53 = 10 (é valido chamar a atengdo para verificar
essas igualdades utilizando o PFC). Na tdltima opcéo, para escolher as cinco primeiras
questdes no meio das cinco primeiras, temos uma tinica possibilidade, e para escolher
duas questdes das cinco tltimas questdes temos 10 possibilidades. Logo, somando o
resultado das trés opgodes (50, 50 e 10), teremos 110 escolhas para esta situagao.

Problema 11: Para selegio brasileira foram convocados dois goleiros, 5 zagueiros, 6
meios de campo e 4 atacantes. De quantos modos é possivel escalar a selegido com 1 goleiro, 4

zagueiros, 4 meios de campo e 2 atacantes?
Andlise a priori de P11:

Com o objetivo de calcular o nimero de escala¢des diferentes da selecdo bra-
sileira, sendo 1 goleiro escolhido dentre 2 goleiros, 4 zagueiros escolhidos dentre 5
zagueiros, 4 meios de campo escolhidos dentre 6 e 2 atacantes escolhidos dentre 4,
podemos dividir o problema em 4 etapas e utilizar a técnica de Combinagdo Simples
com a funcao de simplificar os calculos e em seguida aplicar o PFC, como apresentamos

abaixo:

e Etapa 1: Escolher 1 goleiro no meio dos 2 convocados, temos uma combinagdo

simples de 2 elementos tomados um a um, ou seja: Cy; = 1

e Etapa 2: Escolher 4 zagueiros no meio dos 5 convocados, temos uma combinagdo

simples de 5 elementos tomados quatro a quatro, ou seja: Cs5 4 = 5
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e Etapa 3: Escolher 4 meios de campo no meio de seis convocados, temos uma

combinacao simples de 6 elementos tomados quatro a quatro, ou seja:

|
Co4 o 15

, = M =
e Etapa 4: Escolher 2 atacantes no meio de quatro convocados, temos uma combina-

¢do simples de 4 elementos tomados 2, de ou seja:

Nas etapas acima utilizamos a técnica de Combinagdo Simples, mas sempre com
um olhar voltado para o PFC, pois é uma técnica que permite construir um modelo
simplificado e explicativo da situagdo-problema. Em seguida multiplicamos as possibi-
lidades de cada etapa (PFC), pois temos um tinico acontecimento que é montar uma
selecdo com 11 jogadores dividido em 4 etapas, desta forma temos 2 - 5 - 15 - 6, 0 que
resulta em 900 modos distintos de escalar a selegao.

Problema 12: Uma fila de cadeiras numa sala tem 10 poltronas. De quantos modos 3
casais podem se sentar nessas poltronas de modo que nenhum marido se sente separado de sua
mulher?

Andlise a priori de P12:

Com o objetivo de calcular o ntimero de maneiras distintas que 3 casais podem
se sentar numa sala com 10 poltronas sendo que o marido e sua esposa fiquem sempre

juntos utilizaremos as seguintes técnicas: PFC, fatorial e Combinagdo Simples.

Para arrumar os casais precisamos de 6 poltronas, o que deixa 4 poltronas vazias.
Podemos organizar uma fila com as 4 poltronas vazias e os 3 casais (considerando
duas poltronas como um tnico elemento que representa um casal). Para escolhermos 4
elementos (4 poltronas vazias) no meio de 7 elementos (4 poltronas vazias e 3 casais,
cada casal ocupando duas poltronas juntas), podemos realizar uma combinacgdo de 7
elementos tomados 4 a 4 (escolha dos espagos vazios). Feita as escolhas dos lugares
vazios, teremos 3 possibilidades (cada uma com duas poltronas para o casal) para
arrumar os 3 casais, que nesse caso teremos 3 - 2 - 1 maneiras para arruma-los pois a
ordem como eles se sentam influéncia na contagem (justificado pelo PFC) ou seja 3!
maneiras. Ap0s distribuir os 3 casais e os lugares vazios, a ordem de cada casal pode
ser escolhida por 23modos distintos (2 possibilidades para cada casal, sendo 3 casais,
utilizando o PFC). Finalmente, multiplicamos as possibilidades das trés etapas:

e 1 Etapa: Combinagdo de 7 elementos tomados 4 a 4, para escolhermos as 4

poltronas vazias no meio de 7 poltronas, utilizando a técnica de Combinagao
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Simples temos:

e 27 Etapa: Teremos 3! = 3 - 2- 1 = 6 maneiras para arrumar os casais nas poltronas

que restaram.

e 3% Etapa: Teremos 2° modos distintos para escolher a ordem de cada casal.

Teremos 35 - 6 - 8 possibilidades, o que resulta em 1680 maneiras distintas de

arrumar os 3 casais, obedecendo o que se pede no problema.

Outra interpretac¢do para resolver este problema seria ordenar os 7 elementos (4
poltronas vazias e 3 casais que ocupam seis poltronas) numa fila e calcular o niimero
de possibilidades distintas para formar esta fila, o que resultariaem 7-6-5-4-3-2-1
possibilidades aplicando o PFC, mas trocar as cadeiras vazias de posicdo entre elas ndo
representa filas diferentes, e foram contadas como distintas no produto acima. Por isso,
devemos dividir o resultado encontrado por 4 - 3 - 2 - 1, que é o nimero de maneiras
diferentes de ordenar as cadeiras vazias. O que nos daria:

T-6-5-4!
T = 76:5=35-6
Ap0s ordenar as cadeiras vazias e os casais (35 - 6 possibilidades como apresentado na
igualdade acima), verificamos as possibilidades de ordem de cada casal, que ja vimos
que é 2. Por fim, multiplicando os valores encontrados (pois estamos descrevendo um
unico acontecimento dividido em etapas), chegaremos ao mesmo resultado de 1680

maneiras distintas.
A seguir apresentamos a Sessao IV.

Sessao IV

Esta sessdo tem por objetivo utilizar as técnicas abordadas nas sessdes anteriores
para uma melhor compreensdo de problemas de contagem, buscando aprimorar o uso
dessas técnicas de forma contextualizada e significativa. Para tanto consideramos o

dispositivo experimental representado na Figura 28.

A seguir apresentamos a andlise a priori de cada subtarefa proposta nesse dispo-

sitivo.

Problema 13: De quantos modos podemos formar uma roda de ciranda com 7 criangas,
de modo, que duas determinadas dessas criangas ndo fiquem juntas?

Andlise a priori de P13:

Com o objetivo de formar uma roda de ciranda onde duas determinadas criangas

(indicamos por B e C) ndo fiquem juntas. Primeiramente calculamos o ntimero de rodas
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Dispositivo  experimental aplicado no ano do Ensino Meédio para o
desenvolvimento ¢ andlise de praticas dos alunos na resolugio de problemas que
requerem conhecimentos de analise combinatoria.

Professor da turma (opcional):

Nome do aluno {opcional): Data: /.

Em ecada situagio-problema abaixo, utilizar os conceitos matematicos inerentes,
descrevendo e justificando suas estratégias de resolucio.
Sessdo IV

De guantos modss podemos formar uma roda de ciranda com 7 criangas, de
P13 | modo, que duas determinadas dessas criangas ndo figuem juntas?

Jodo e Maria vdo sentar-se na mesna flla de cinema A fila tem 5 cadeiras,
P14 | fodas vazias. Como ndo querem seniar-se em cadeiras vizinhas, de quantas
maneiras poderdo seniar-se?

Em um concurse, hd irés candidatos e cinco examinadores, devendo cada
examinador votar em um candidafo. Determine de guanios modos os voifos
podem ser disiribuidos,

a) levando-se em conia a sequéncia de vetagio dos examinadores.

b) se imporia apenas o nimero de votos que cada candidaio recebe.

No elevador de um edificio entram seis pessoas. De gquantas maneiras essas
P16 | 5¢is pessoas podem saltar no primeivo, segundo e terceiro andares, de forma
que salte pelo menos uma pessoa em cada wm desses andares?

Figura 28 — Dispositivo Experimental- Sessdo IV

distintas que se pode formar com as outras cinco criangas, em seguida analisamos quan-
tas possibilidades existem para as criangas B e C entrarem. Para essa tarefa, utilizamos
o PFC, pois temos: 5 possibilidades para a 1° crianca ocupar a 1° vaga; 4 possibilidades
para a 2% crianga ocupar a 2% vaga na roda; 3 possibilidades para a 3% crianga ocupar a 3*
vaga na roda; 2 possibilidades para a 4* crianca ocupar a 4* vaga na roda e uma possibi-
lidade para a quinta crianga ocupar a tltima vaga. Multiplicando as possibilidades de
cada etapa temos, 5-4 -3 -2 - 1, o que resulta em 5!. No entanto, temos 5 disposi¢des de
roda que coincidem entre si numa rotagado (giro no sentido horério ou anti-horério) para
cada uma crianca que tomemos como referencia. Por isso devemos dividir o resultado
por 5, e assim, obtemos 4 - 3 - 2 - 1 possibilidades, ou seja, 4! possibilidades para montar
a roda com as cinco criangas. Utilizando a técnica de Permutagio Circular obtemos o

mesmo valor, sem um olhar mais investigativo do problema:
(PC)s =(5—1)! =4!

Em seguida analisamos as possibilidades para as duas criangas (B e C) entrarem na
roda. A primeira crianga, que chamamos de B, tem 5 possibilidades para entrar na roda,
que sdo os cinco espagos entre as que ja estam na roda, conforme podemos verificar na

Figura 29.

Por fim, a outra crianca C tem 4 espacos para entrar ja que ndo pode entrar no

mesmo espago que B entrou.Portanto, utilizando o PFC temos: 5 - 4 - 4! = 480 maneiras
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T A

Figura 29 — [lustracdo de uma roda de ciranda com 5 elementos

de formar uma roda de ciranda com 7 criangas e duas determinadas criangas ndo juntas.

Problema 14: Jodo e Maria vio sentar-se na mesma fila de cinema. A fila tem 5 cadeiras,
todas vazias. Como ndo querem sentar-se em cadeiras vizinhas, de quantas maneiras poderdo
sentar-se?

Andlise a priori de P14:

Neste problema devemos calcular o nimero de subconjuntos formados por
duas cadeiras ndo consecutivas para em seguida arrumar Jodo e Maria nessas cadeiras.
Devemos, portanto, escolher as duas cadeiras ndo consecutivas, em seguida arrumar
essas duas pessoas. Para isso escrevemos um conjunto com 5 elementos representando
as cadeiras, seja S = {C; Cy; Cs3; Cy; Cs }. Podemos enumerar todos os subconjuntos, pois
temos poucas possibilidades:

{C1; C5}{C; Cu} {Cy; C5} {Cy; Cy} {Co; C5} {C5; C5 } Para cada subconjunto temos duas
possibilidades para arrumar Jodo e Maria.

Utilizando o PFC, podemos compreender o acontecimento como tendo duas
etapas, uma escolher as duas cadeiras ndo consecutivas e a outra arrumar Jodo e Maria

nas duas cadeiras escolhidas. Temos 2 - 6 maneiras, resultando em 12 possibilidades.

Uma representacdo interessante para compreender o uso das técnicas estudadas
nesse tipo de problema é representar as cadeiras vazias com os sinais de (-) (no caso
teremos 3 cadeiras vazias) e colocar entre eles os sinais de (+) que representam as cadei-
ras que deverdo sentar Jodo e Maria. Nesta configuragdo existem quatro posi¢des entre
os sinais de (-) onde os sinais de (+) podem ser colocados. Por exemplo, o subconjunto
{C1; Cs} é representado por (+; —; +; —; —) e o subconjunto {C5; C,} é representado por
(—;+; —;+; —). E fixando os sinais de (-) temos ( ,—, ,—, ,—, ) quatro possibilidades

de distribuir os sinais de (+).

O nosso objetivo é escolher duas cadeiras ndo consecutivas que constituirdo o

subconjunto. Para isso, basta fixar os sinais (-) e colocar entre eles os dois sinais de
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(+) que representam as duas cadeiras ndo consecutivas. Desta forma, teremos uma
combinagdo de quatro elementos tomados dois a dois, Cy 2 = 6. O resultado encontrado
com o uso da técnica de Combinagdo Simples, pode ser justificado utilizando o PFC,
onde temos 4 possibilidades para escolher o primeiro espago vazio, 3 possibilidades
para escolher o segundo. Como a ordem ndo influencia, pois estamos nos referindo a
subconjuntos,devemos dividir o resultado por 2, que é justamente desconsiderando
a ordem dos dois espagos vazios escolhidos. Apds escolhida as duas cadeiras ndo
consecutivas, temos que arrumar Jodo e Maria nessas duas cadeiras, o que pode ser feito
de duas maneiras. Logo, o niimero de maneiras que eles podem se sentar é 12, resultado
do produto 6 - 2. A técnica para resolugdo desse tipo de tarefa se chama Primeiro Lema
de Kaplansky ', uma técnica que ndo é muito estudada no Ensino médio, entretanto é
possivel justificd-la com a técnica de Combinagado Simples e uma interpretacdo por meio
dos sinais de (-) para representar os elementos que ndo queremos escolher e os sinais(+)

para representar os elementos que queremos escolher.

Problema 15: Em um concurso, hd trés candidatos e cinco examinadores, devendo
cada examinador votar em um candidato. Determine de quantos modos os votos podem ser
distribuidos,

a) levando-se em conta a sequéncia de votagio dos examinadores.
b) se importa apenas o niimero de votos que cada candidato recebe.
Andlise a priori de P15:

Na subtarefa que leva-se em consideragdo a sequéncia da votagdo dos examina-
dores, utilizando o PFC conseguimos encontrar a solugdo rapidamente. Tomamos como
etapas o voto dado por cada examinador, ou seja, 0 1° examinador tem 3 possibilidades
de voto (trés candidatos); o 2° examinador tem 3 possibilidades; o 3° examinador tem
3 possibilidades e assim até o quinto. Logo, multiplicando as possibilidades de cada
etapa (PFC) temos 3 - 3 - 3 - 3 - 3 = 243 modos de distribuir os votos. Enfatizamos nessa
situacdo que sdo sequéncias de votagdo dos examinadores, ou seja, a ordem é levada em
consideragdo. Utilizamos também a drvore de possibilidades (mesmo que incompleta)

para representar esta situagdo, conforme ilustra¢do na Figura 30.

Podemos observar na arvore de possibilidades acima que, para cada ramificacdo
(4,05 e U5 temos 81 possibilidades, e por ser sequéncias de vota¢do, ndo teremos
situagdes iguais ao completarmos a drvore, o que nos fornece o resultado de 243 modos.
Sendo aqui um bom momento para argumentar a construgdo da férmula de Arranjo com

repeti¢do. Que denotamos porAR,,, = n’ , e nesta situagdo temos, AR; 5 = 3° = 243.

No (item b) o problema néo leva em consideragdo a ordem da votagdo dos exami-

1O Primeiro Lema de Kaplansky nos fornecerd o nimero F(n,p) de subconjuntos de p elementos de

{1,2,3,...,n} nos quais ndo ha nameros consecutivos. Sendo F(n,p) = C_pi1)p-
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Figura 30 — arvore de possibilidades incompleta - problema 15

nadores e sim a quantidade de votos recebida por cada candidato. E como um mesmo
candidato pode receber o voto de um ou mais examinadores, bem como nao receber
voto algum, temos um agrupamento que recebe o nome de Combinagdo Completa. Esse
tipo de problema nado é muito abordado no ensino médio com essa defini¢do. Mas como
existe uma infinidade de situa¢des que podem ser modeladas com esses agrupamentos

iremos fazer uma interpretacdo desse problema da seguinte maneira:

Para um examinador votar, ele precisa escolher um e apenas um dos trés candi-
datos, além disso, cada examinador pode votar em qualquer um dos trés candidatos, ou
seja, o fato de um candidato ja ter recebido um voto de algum examinador ndo o impede
de receber o voto de outro examinador. Vamos entdo considerar que C; é o nimero de
votos que o candidato 1 recebeu, C5 é o numero de votos que o candidato 2 recebeu
e (3 é o nimero de votos que o candidato 3 recebeu. Temos que a soma de todos os
votos deve ser igual a 5, pois temos 5 examinadores. Desta forma temos que calcular o
namero de solugdes inteiras ndo negativas da equacdo C; + C, + C3 = 5. E para isso
vamos lan¢ar mao de uma representa¢do com bolinhas e e tragos | para mostrar algumas

das solugdes. Onde o representa voto e

é usado para separar as incognitas Cy,Cy e Cs :
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Podemos verificar, ao movimentar os tragos | e as bolinhas e (7 simbolos), que
podemos representar todas as solugdes inteiras ndo negativas da equacdo C; +Cy +C3 =
5. Entretanto, ao mudar os tragos entre eles ndo altera a solug¢do, o mesmo ocorrendo
ao mudar as bolinhas entre elas. Portanto, seguindo o mesmo raciocinio do problema
9,temos %
a votagdo.Onde 7-6-5-4-3-2-1 = 5040 é o total de possibilidades de ordenacdo

dos 7 simbolos. Tomando uma dessas ordenacdes acima, as mudangas das bolinhas

solugdes distintas para a equagdo e assim todos os modos de realizar

entre elas 5-4 -3 -2 -1 = 120 maneiras e as mudancas dos tragos entre eles 2 - 1 = 2
maneiras ndo representa uma solugdo diferente e foram contadas como distintas para
chegar ao resultado 5040. Por isso devemos dividir esse resultado de 5040 por 240, que
é o numero de vezes que cada ordenacdo diferente das demais foi repetida. Ou seja,
temos 21 solugdes distintas.

Problema 16: No elevador de um edificio entram seis pessoas. De quantas maneiras
essas seis pessoas podem saltar no primeiro, segundo e terceiro andares, de forma que salte pelo

menos uma pessoa em cada um desses andares?
Andlise a priori de P16:

Para resolver a tarefa proposta deste problema optamos inicialmente por fa-
zer uma interpretagdo (uma investigagdo) da situagdo-problema através de algumas

representagoes:

I - Temos 3 andares, onde deve saltar no minimo uma pessoa em cada andar. Ou
seja, indicando x4, z2 e 3 como as quantidades de pessoas que descem respectivamente

no 1° andar, 2° e 3° andar, temos que estes valores pertencem ao conjunto {1,2,3,4} .

II- Podemos verificar que a ordem em que essas pessoas descem em relagdo ao

andares influencia na contagem.
Desta forma dividimos o problema em duas partes:
1?7 Parte: Calcular todas as possibilidades de distribuigdo das quantidades de

pessoas por andar. Para isso recorremos a equagdo:

T+ 22+ 23=06
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E como ndo pode ficar sem descer uma pessoa a0 menos em um andar, fizemos a

seguinte substituicdo:

1 :a+1,x2:b+1ex3:c+1.

Dai obtemos a igualdade: a + b+ c = 3, onde os valores de a,b e ¢ sdo inteiros néo-
negativos. Utilizamos entdo a técnica que apresentamos no problema 8 da secdo Objetos
que Complementam a Organizacao Local do estudo de AC, a técnica de Combinagdo
Completa ou uma interpretagdo por Permutagdo com Repeti¢do. Desta forma temos:

. 51
(CR)33 =P2* =

“ o3~ 10

Portanto temos 10 possibilidades de distribui¢do das quantidades de pessoas por andar.

2° Parte: Analisamos todas as possibilidades para a trinca de valores x;,
e z3, chegando a conclusdo que os subconjuntos possiveis sdo: {1,1,4} , {2,2,2} e
{1,2,3}. Mas, tomando por exemplo o subconjunto {1, 1,4}, temos trés possibilidades
de sequéncia por andar: (1,1, 4), (1,4, 1) e (4, 1, 1). E para cada uma dessas situagdes
temos a ordem das pessoas por andar, que influencia na contagem. Por isso utilizamos

a técnica de Permutacdo com Repeticdo para descrever os casos abaixo:

Para {1,1, 4} temos 3 possibilidades de distribui¢do das quantidades por andar,
tendo cada uma:
6!
1,14 _
TR
trinta maneiras distintas, considerando a ordem das pessoas em relagdo aos

andares. Como sdo trés, temos entdo 90 possibilidades ao todo, seguindo esse padrao.

Para {2, 2,2} temos apenas uma possibilidade com 90 maneiras distintas, consi-
derando a ordem em que as pessoas saltam em relagdo aos andares, de acordo com os

célculos abaixo:

6!
2,22 .
P = 212191 %0

E por dltimo, para em{1, 2, 3} temos 3! = 6 possibilidades de distribui¢do das

quantidades, onde cada uma tem:

‘ 6!
3,2,1 -
6 3 60

Ou, seja, 60 maneiras distintas considerando a ordem.

Logo, podemos concluir que o total de maneiras dessas seis pessoas saltarem no
primeiro, segundo e terceiro andares de forma que salte pelo menos uma pessoa em

cada um desses andares é:
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30-3+90+ 6 -60 = 540 maneiras.

Na apresentacdo desses problemas buscamos ao méximo generalizar o contexto
requerido em cada problema discutido, utilizando as técnicas apresentadas no livro
didético e na secdo Objetos que Complementam Organizacao Local do estudo de AC,
potencializando o uso do PFC, com um olhar critico para os problemas de contagem
com o objetivo de desenvolver o raciocinio combinatério. Com isso esperamos que
este trabalho venha despertar o interesse, ndo s6 dos alunos, mas também daqueles
profissionais que queiram desenvolver as habilidades matemaética no &mbito de Analise

Combinatdria.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho realizamos um estudo tedérico acerca de pesquisas desenvol-
vidas por alguns pesquisadores que citamos nesta dissertacdo, em torno do ensino-
aprendizagem de Andlise Combinatdria, e apresentamos uma proposta de ensino,
visando a participacdo efetiva dos alunos na construcdo dos conceitos e técnicas de
célculos de arranjo, permutacdo e combinagao, valorizando o Principio Fundamenta da
Contagem (PFC) na resolugdo de problemas, sob a 6tica praxeoldgica. Para isso, conside-
ramos o 2° ano do Curso Técnico de Nivel Médio Integrado em Informética do Instituto
Federal da Bahia (IFBA), Campus de Eunapolis como instituicdo de referéncia. Escolhe-
mos, nesta institui¢do, analisarmos o livro didatico indicado para o ensino de Anélise
Combinatéria, onde destacamos uma praxeologia usual que valoriza as aplica¢gdes
diretas de férmulas, tanto nos exemplos, quanto nos exercicios propostos. Identificamos
um vazio didatico nesta praxeologia, que tentamos controlar com o desenvolvimento do
estudo que chamamos de “Objetos que Complementam a Organizac¢do Local do Estudo
de AC” constituido de 8 (oito) problemas que julgamos fundamentais no estudo de
AC, tendo o PFC como a ferramenta primordial para introduzir os conceitos de arranjo,

permutacgdo e combinacao.

A partir destes estudos, organizamos uma SD composta de 4 (quatro) sessoes.
Cada sessao se constitui de um dispositivo experimental tendo 4 problemas que anali-

samos, valorizando assim, a Praxeologia Modelada e o PFC.

Acreditamos que a resolucgdo de problemas de AC é fonte de motivagdo a apren-
dizagem, pois, se apresenta como um dos pilares de uma aprendizagem significativa da

matematica.

Assim sendo, julgamos que utilizar a resolugdo de problemas como modalidade
didatica para ensinar AC, é um dos caminhos que apresenta significado e contextuali-
zagdo dos conceitos abordados no campo da AC. Além disso, o uso predominante do
PFC nestas resolucgdes torna o uso das férmulas de Arranjo, Combinacdo e Permutacdo
uma ferramenta que favorece a mobilizagdo e aquisigdo de conhecimentos significati-
vos neste dominio. Com efeito, o aluno pode participar da construgdo das férmulas e
perceber que o uso das mesmas ndo é um conhecimento mecanico, e sim, requer do
sujeito desenvolver competéncias necessarias para alcancar os resultados esperados
a partir dos cédlculos, passando pela interpretagdo dos problemas considerando, se
necessdrio, diversas representagdes (por tabelas, enumeragdo, drvore de possibilidades,

etc.) favorecendo, por conseguinte, a construgao do raciocinio combinatdrio.

Além disso, uma questdo muito importante refere-se a relacdo existente entre
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a Didatica da Matematica e a formagcao inicial dos professores de Matematica. Para
Varizo (2006), a necessidade de tornar o conhecimento matematico acessivel as novas
geracdes faz com que os estudos referentes a Didatica da Matemadtica sejam inseridos

nos curriculos dos cursos de licenciatura.

Sendo assim, entendemos que nosso estudo e os trabalhos que foram descritos
nesta Dissertacdo, apresentam um vasto campo de discussdo acerca do objeto ma-
temdtico em questdo e podem contribuir para a formagao inicial de professores de
Matemaética. O nosso foco é expandir os estudos em AC, e aplicar a proposta apre-
sentada neste trabalho nas turmas do Ensino Integrado que possui AC na sua matriz

curricular.

Consideramos importante a presenca da Anélise Combinatdria no ensino de
Matematica. Contudo, para que o seu ensino dissemine o envolvimento dos alunos
e a aprendizagem, é necessdrio que o professor faca uma escolha da metodologia
apropriada, tal como da resolucdo de problemas engajando os alunos em situagdes -
problemas do seu cotidiano, influenciando desta forma no desenvolvimento do seu
modo de pensar matemaético. Esperamos assim com este trabalho, contribuir com a

pratica efetiva do professor que ensina Andlise Combinatéria.
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