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Resumo

Este trabalho mostra como determinar o lugar geométrico das gotas de chuva, que
caem em um para-brisa de um automovel, formando um angulo 6 (0 < 6 < 90°) com
a vertical. Apoés determinar esse lugar, sera calculado seu volume. Para isso, serao
apresentados alguns topicos, que servirao de ferramentas para resolu¢ao do problema;
tais como: definicao e exemplos de lugares geométricos, como calcular o volume de um

prisma, componentes de um vetor e velocidade relativa.

Palavras-chave: Lugar Geométrico, Velocidade relativa, Volume.






Abstract

This paper shows how to determine the locus of raindrops, falling on a windshield
of an automobile, at an angle of 6 (0 < 6 < 90°) from the vertical. After determining
this place, its volume will be calculated. For this, some topics that will serve as tools
for problem solving will be presented; such as the definition and examples of loci, such

as calculating the volume of a prism vector components and relative speed.

Keywords: Locus, relative speed, Volume.
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1 Introducao

Na revista do professor de mateméatica n® 18 ( RPM ), foi publicado o artigo a
chuva e o para-brisa, cujo autor é Ney Carmona junior. O artigo mostra como calcular
o volume de chuva que incide verticalmente no para-brisa de um automovel. A solucao
desse problema foi feita usando ferramentas do ensino médio tais como: Geometria,
Trigonometria, Funcoes, Velocidade relativa.

No final do artigo o autor sugeriu que fosse feito uma generalizacao do trabalho dele;
isto ¢, solucionasse o problema para um caso mais geral. Em se tratando de um pro-
blema cujo resultado ¢ um modelo matematico simples, mas que desperta curiosidade,
resolvi trabalhar o problema.

Para entender o que ¢ um modelo matematico segue-se a definicao: Modelo Mate-
matico é um conjunto de simbolos e relagoes matematicas que representam de alguma

forma o objeto estudado [1].

1.1 O problema para um caso mais geral

O problema agora, consiste em calcular o volume total de chuva que incide, for-
mando um angulo € com a vertical, no para-brisa de um carro durante um intervalo de

tempo considerado; sendo que a chuva e o carro possuem velocidades constantes.
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20 Introdugao

1.2 Modelagem do problema

Para modelagem da situacao, representamos o para-brisa por uma &area plana e
fechada B, cujo plano forma um angulo o com a horizontal e que se desloca horizon-
talmente a uma velocidade constante V), por um intervalo de tempo com amplitude
T. Enquanto isto, na regiao de deslocamento e no intervalo considerado, ocorre uma
chuva continua que se precipita formando um angulo 6, com 6 variando no intervalo

0 <60 <90° com a vertical a uma velocidade constante V,. Como mostra a figura 1.1.

Figura 1.1: Chuva fazendo um angulo 6 com a vertical.

Este trabalho tem como objetivo calcular, num intervalo de tempo 7', o volume de
chuva que cai com velocidade constante V,, fomando um angulo 6 com a vertical, em
um para-brisa de um carro, que anda com uma velocidade constante V. Para isso,
esse trabalho possui a seguinte estrutura: uma introducao, que conceitua e mostra
a importancia do ramo da modelagem mateméatica. Logo apdés, estao expostos os
resultados preliminares, nele discorrem os principais resultados que serao utilizados na
resolugao do problema. Logo na sequéncia vem a resolucao do problema; e a estrutura

do trabalho ¢ finalizada com as consideracgoes finais e referéncias bibliograficas.



2 Resultados preliminares

2.1 Lugar Geométrico

Definicao 2.1. Lugar Geométrico é o conjunto infinito de pontos do plano ou do espaco

que gozam de uma mesma propriedade.

Exemplo 2.1. O disco D de centro A = (a, b) e raio r é formado pelos pontos P = (z,y)

cuja distancia ao ponto A é menor ou igual a r. Isto é:

D ={(z,y) e R?*/(z —a)*+ (y —b)* <’}

Figura 2.1: Disco de centro A e raio r.

Exemplo 2.2. Plano mediador. E o lugar geométrico dos pontos do espaco que sdo

equidistantes de dois pontos A e B.

21



22 Resultados preliminares

Figura 2.2: O plano mediador.

2.2 Teorema de Pitagoras

Teorema 2.1. Num tridngulo retdngulo de catetos a, b; o quadrado da hipotenusa c é

tgual a soma dos quadrados dos catetos.

Para demonstracao considere a figura 2.3.

Figura 2.3: Trapézio.

Demonstracao. A area do trapézio com bases a, b, e altura a + b é igual a metade da
soma das bases vezes a altura. Por outro lado, a mesma area ¢ também igual & soma

das areas dos trés triangulos retangulos. Isto é:

a+b( ) OLb_'_abch2
(a = — 4 — 4 —:
2 2 2 2’
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desenvolvendo o primeiro membro obtemos
a> ab ab b ab ab 2 a®> b

AT T ST N 2 _ 2 12
5 5 2+2—2+2+2:>2+2 2:>c a”+b

como queriamos mostrar.

2.3 'Trigonometria no tridngulo retangulo

Considere o triangulo ABC| retangulo em A:

C
a
b
r.
B c A

Figura 2.4: Triangulo retangulo.

O segmento BC' de medida a, oposto ao angulo reto ﬁ, é chamado de hipotenusa;
os segmentos C'A e AB, de medidas b e ¢, respectivamente, sao chamados de catetos.

Nesse triangulo, estao definidas as seguintes relagoes para o angulo agudo B.

osenBzg
ocosBzg
oth:g

De modo analogo, encontra-se as relagoes para o angulo agudo C.

2.4 Prisma

Considere um poligono P, convexo, contido em um plano « e um seguimento AB

com apenas uma de suas extremidades pertencente a «, como mostra a figura 2.5.

Definicao 2.2. Chama-se prisma a uniao de todos 0s sequimentos paralelos e congru-
entes a AB, com uma de suas extremidades em P e contido no mesmo semiespaco em

que estd contido o sequimento AB.

Axioma(Principio de cavalieri)
Sao dados dois solidos e um plano. Se todo plano paralelo ao plano dado secciona

0s dois solidos sequndo figuras de mesma drea,entdo esses solidos tém mesmo volume.
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Figura 2.5: Prisma Obliquo de base P e altura h.

2.4.1 Volume

Com o principio de Cavalieri, podemos obter o volume de um prisma. Considere
um prisma de altura h, cuja base seja um poligono P de area A contido num plano
horizontal. Construimos ao lado um paralelepipedo retangulo com mesma altura h e
de forma que sua base seja um retangulo de area A. Agora suponha que os dois sélidos
sejam cortados por outro plano horizontal, que produz seccoes de areas A; e Ay no
prisma e paralelepipedo, respectivamente. Mas o paralelepipedo é também um prisma
e, sabemos que em todo prisma, uma seccao paralela a base é congruente com essa
base. Logo, como figuras congruentes tém mesma area, temos que A; = A = Aj e,
pelo principio de cavalieri, os dois sélidos tém o mesmo volume. Como o volume do
paralelepipedo é A.h, o volume do prisma é também o produto da area de sua base por

sua altura.

Figura 2.6: Solidos cortados por um plano horizontal.
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2.5 Vetor

Definicao 2.3. Vetor € o conjunto de todos 0s segmentos orientados de mesma diregao,

de mesmo sentido e de mesmo mdaddulo.

A figura 2.7 esta representado um vetor .

Figura 2.7: Vetor v = B — A.

2.5.1 Vetor oposto

- = ..
Definicao 2.4. Dado um vetor @ 0 seu oposto € o vetor BA e se indica por —1@.

O vetor oposto de um vetor v € representado por —v.

Figura 2.8: Vetores opostos.

2.5.2 Moébdulo de um vetor

Definicao 2.5. £ o niumero nao negativo que indica o comprimento do vetor.

O moédulo de um vetor @ ¢ indicado por ||u]|.

2.5.3 Paralelismo de vetores

Definicao 2.6. Dois vetores u e v sdo ditos paralelos quando possuirem a mesma

direcao.

Quando dois vetores forem paralelos suas imagens geométricas podem ser represen-

tados numa mesma reta
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Figura 2.9: Vetores paralelos.

2.5.4 Componentes de um vetor em relagao ao sistema de co-

ordenadas cartesianas

Seja « um vetor qualquer. Tomamos a origem de @ no ponto 0. Chama-se com-

ponentes de @ segundo os eixos Ox e Oy as projegoes u, e u, de U sobre esses eixos.

A

Uy, - T

Figura 2.10: Componentes de um vetor.

e O médulo ou comprimento de @ é dado por:

]| = \/u2 +
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e Sendo a o angulo entre 7 e O,, tem se

{ U, = ||tl|.cosa

u, = ||d]].sena

2.5.5 Velocidade Relativa

Definicao 2.7. O mddulo da velocidade relativa de um corpo A em relacdo ao corpo B
que se movem respectivamente com velocidades V4 e Vg de mesma direcao e sentidos
opostos € dado por ||Vag|| = ||Val| + ||Vs]|

Exemplo 2.3. Na figura acima 2.11. Se os cospos A e B se deslocam com velocidades
de modulo [|Va]| = 10m/s e ||VB|| = 5m/s, entao a velocidade relativa do corpo A em

relacdo ao corpo B é dada por: ||Vag|| =10+ 5= 15m/s.

ClorpoA Corpald

“1 — etl— 15

Vy= 10m/s F}'s = bm/fs

Figura 2.11: Corpos em movimentos de mesma dire¢ao e sentidos opostos.






3 A resolucao do problema

Para um melhor entendimento, a resolugao sera divididada em duas partes:

Primeira parte

Nessa primeira parte, serda determinado em ¢ = 0 o lugar geométrico de todas as
gotas de chuva que tocarao a superficie B, em algum instante ¢ do intervalo (0, 7.

Para isso, tomemos um sistema de coordenadas cartesianas com origem O fixa e
qualquer, na superficie B coerente com as dire¢oes horizontal e vertical do lugar. Como

mostra a figura 3.1.

Figura 3.1: Sistema de coordenadas cartesianas.

Para um melhor entendimento da resolucao inicial do problema, vamos ter como

referéncia visual a figura 3.2.

29



30 A resolugao do problema

Figura 3.2: Infinidades de gotas com ponto futuro em O.

a é o angulo de inclingao do para-brisa com a horizontal;

B é o angulo de inclinacao da distancia d com o eixo x;

f é o angulo de inclinacao da chuva com a vertical;

V, € a velocidade da chuva;

V, € a velocidade do ponto O;
e V, & a componente na direcao vertical da velocidade Vj;

e U}, é a componente na direcao horizontal da velocidade V.

O ponto O serd ponto futuro de uma infinidade de gotas do lugar geométrico.
Portanto, para que uma gota que se encontra no ponto G = (z,y) € XOY esteja no
ponto O € XOY apés um tempo ¢ é necessario e suficiente que o tempo ¢, gasto pela
gota para percorrer verticalmente a distancia y seja igual ao tempo ¢, gasto pelo ponto
O para percorrer horizontalmente a distancia x com uma velocidade relativa horizontal

Vi em relagao a gota G, Com 0 < t, =t, <T. Isto ¢;

Pela definigdo ( 2.7 ) a velocidade relativa horizontal do ponto O em relagdo a gota G
é dada por
[Vl = [[Voll +[[Val|

e se

Yy T
IVl =3 e lIvall =
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- (1Y, o)

Mas as componentes de V, nas diregoes vertical e horizontal, sao dadas respectiva-

entao - L__  Portanto

Vol 1IVall

mente por:

Vol = [[Vgll.cos® e [[Va]| = [|Vgl].sené. (3:2)
Das equagoes (3.1) e (3.2), resulta em

1V, |].cost )
- : 3.3
Y @wwwwwmex (3.3)

A igualdade acima é uma interpretacao analitica da semi-reta de origem O. A

partir dela deduz-se que, as gotas G = (z,y) com ponto futuro O, em algum instante

t € (0,T], se situam, em t = 0, sobre o segmento OO da semi reta de origem O e taxa
|[Vgl|cost

[V, + [[V;[[-senf -
Agora vamos calcular o valor de d. Para isso veja a figura 3.3.

de variacao

o

Figura 3.3: Segmento OO".

O comprimento d do seguimento OO’ pode ser calculado com o auxilio do teorema
de Pitagoras e considerando que a gota na posicao O’ é gota que atinge o ponto O da

superficie B ap6s um tempo t = T. Por Pitagoras temos que:
d=+/224+y? ecomo z = (||V,||+]|V,l|.-send).T e y=||V,||cosd. T

segue-se que

d= \/[(HVpII + [[Vgll-send).TJ? + (|[Vy||cost.T')?;

que desenvolvida resulta em

d = T IV + [[V12 4+ 2 [V {1V send. (3.4)
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Como o ponto O de B é qualquer segue-se que o lugar geométrico das gotas com
ponto futuro em B se constitui em um prisma obliquo de base B e arestas laterais de

comprimento d e inclinacao

Wl
= t 0 : 3.5
g ”09(\|vp|r+uvg|r.sene”$ ’ (3:5)

em relacao a horizontal. Para visualizar esse prisma, vejam a figura 3.4.

Figura 3.4: Lugar geométrico das gotas com ponto futuro em B.

Fazendo 6 = 0 nas equacoes ( 3.4 ) e ( 3.5 ) cai no caso particular do artigo que
motivou essa dissertacao.

Segunda parte

Célculo do volume do lugar geométrico.

De um lado, se o lugar geométrico das gotas com ponto futuro em B é um prisma

de base B e aresta lateral d, entao seu volume sera dado por:
V = A(B).h; (3.6)

onde A(B) é a area da base B e h sua altura. Por outro lado, esse volume é, exatamente,

o volume da chuva incidente no para-brisa durante o intervalo de tempo considerado.
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O problema agora consiste em encontrar sua altuta h, para isso observemos a figura
3.5.

Figura 3.5: Vista lateral do prisma de base B e altura h.

Elementos que compoem a figura 3.5.

e « ¢ o angulo de inclingao do para-brisa com a horizontal;

B é a base do prisma,;

f é o angulo de inclinacao da chuva com a vertical;

V, € a velocidade da chuva;

V, € a velocidade do ponto O;

Vgn € 0 médulo da componente normal ao plano de B da velocidade V;

Vpn € 0 modulo da componente normal ao plano de B da velocidade V);

h é a altura do prisma.

Na figura 3.5 saja M o ponto de B que estd mais distante do plano horizontal, e
seja M- a gota de chuva que em t =T estara sobre M em B.

Sendo V, a velocidade relativa de M em relacao a M> e V., a sua componente na
direcao normal a B, entao a altura h do prisma é a distancia que um moével percorre
com velocidade V,.,, em T' unidades de tempo.

Com mais detalhes vejamos a figura 3.6.
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M~
.

Figura 3.6: Deslocamento h de um moével, com velocidade V., em T unidades de tempo.

A altura h é um cateto do tridngulo retanguro que tem como hipotenusa d, aresta
do prisma. Se o tempo que a gota M’ leva para percorrer a distancia d com velocidade
relativa V,. é T, entao sua componente V,, com o mesmo tempo 1" percorrerd uma

distancia h. Diante disso, a altura do prisma sera dada por:

h=T.|[Via] (3.7)

onde pela definigao ( 2.7 ), o mdédulo de V,,, é dado pela soma dos médulos das com-
ponentes normais ao plano de B das velocidades M (V) e M (V,).

Calculo dos modulos das componentes normais ao plano de B das velocidades M (V)
e M(V,).

Para isso, serao feitas algumas justificativas, de algumas medidas da figura 3.5.

Primeira justificativa

No triangulo GT'I, o angulo IGT = «, pois V, tem direcao horizontal.

Segunda justificativa

Agora considere o triangulo GHF', reto em F, onde ||GF|| = ||V,n|| & 0 modulo da

componente de V,, na dire¢cao normal a B. Nesse tridangulo temos que:

FGH =90°—a e FGH+GHF+HFG = 180° = 90°—a+GHF+90° = 180° = GHF = «

Terceira justificativa
Os triangulos GT'I e LJI sao semelhantes, portanto o angulo JLI = TGI = Q;
além do mais, o angulo SLR=a — 0; do triangulo retangulo LRS.

De posse dessas justificativas temos que:

~@<:
S

[[Vnl
1Vl

= [[Vonl| = [[Vp||.sena e cos(a—0) = = [[Vull = 1IVgl].cos(a—0)

(3.8)

Como V,, e Vi, posui a mesma dire¢ao, e sentidos opostos o médulo de V;,, serd
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[[Venl| = [[Vp]].sena + [[Vy||.cos(o — 6) (3.9)

Das equagoes (3.7) e (3.9) resultam em
h = T.[||V,]||.sena + ||V,]|.cos(a — 0)] (3.10)
Pelas equacoes (3.6) e (3.10) conclui-se que o volume procurado é
V = A(B).h = A(B).T[||V,]|.sena + ||V,]|.cos(ac — 0)]

Assim como foi feito para as equagoes ( 3.4 ) e ( 3.5 ), fazendo # = 0, na equagao

acima, chegamos em um caso particular do problema.






4 Consideracoes finais

O trabalho teve como objetivo calcular o volume de chuva incidente no para-brisa de
um automével, num intervalo de tempo fixo, com velocidade de deslocamento constante
e com velocidade das gotas de chuva constante.

Para isso, a resolucao do problema foi feita em duas partes.

A primeira parte, concluiu-se que o lugar geométrico da chuva que incide no para-
brisa de um automovel é um prisma obliquo.

A segunda parte, foi calculado o volume do prisma e conclui-se que ele é dependente
de alguns parametros tais como: O tempo considerado de percurso, os angulos de
inclinacao da chuva com relagao a vertical e do para-brisa com relacao a horizontal, e
das velocidades da chuva e do automovel.

Portanto, para trabalhos futuros neste mesmo problema; pode ser feito um estudo
sobre as possibilidades de inclinacoes do prisma, ou um estudo sobre como maximizar
ou minimizar a aresta e o volume do prisma. Com isso, estamos maximizando ou
minimizando o volume de chuva incidente no para brisa de um automoével, em um

percurso, durante determinado intervalo de tempo.
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