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Resumo

Este trabalho tem por objetivo a demonstracao do Teorema de Euler para poliedros,
dado pela equacao V — A+ F = 2, onde V, A e F sao os numeros de vértices,
arestas e faces, respectivamente, do poliedro. Foi elaborada uma pesquisa histérica
dos principais personagens que contribuiram para o tema. Foram dadas definigoes e
propriedades de poligonos e poliedros. As demonstracoes foram construidas em trés
caminhos distintos. A primeira por Cauchy, comentada pelo professor Elon Lages
Lima. Esta demonstracao é véalida para qualquer poliedro homeomorfo a uma esfera
e tem como caminho a planificacdo do poliedro retirando-se uma de suas faces. A
segunda demonstracao foi elaborada pelo professor Zoroastro Azambuja Filho, valida
para qualquer poliedro convexo e tem como caminho a proje¢ao do poliedro num plano
e a comparacao dos angulos internos dos poligonos da projecao com os angulos dos
poligonos das faces. A terceira demonstracao foi apresentada por Legendre, também
valida para qualquer poliedro convexo e tem como caminho a projecao do poliedro em
uma superficie esférica. Utiliza-se a Formula de Girard, da soma dos angulos internos
de um triangulo esférico, para concluir a demonstracao. Este trabalho também sugere
metodologias de aplicacao da demonstracao do Teorema de Euler em sala de aula, para

alunos do Ensino Médio, e resolucao de exercicios de vestibulares envolvendo o tema.

Palavras-chave

Teorema de Euler, Poligono, Poliedro, Aplicagoes do Teorema de Euler.
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Abstract

This work aims is to demonstrate the Euler’s Theorem for polyhedra, given by
the equation V' — A+ F = 2, where V, A and F are the numbers of vertices, edges
and faces, respectively, the polyhedron. A historical survey of the main characters
who contributed to the theme was elaborated. Definitions and properties of polygons
and polyhedra were given. The statements were constructed in three distinct ways.
The first by Cauchy, commented by Professor Elon Lages Lima. This statement is
valid for any polyhedron homeomorphic to a sphere and has the path planning of
the polyhedron withdrawing one of its faces. The second statement was prepared
by the professor Zoroastro Azambuja Filho, valid for any convex polyhedron, and its
path projection of the polyhedron on a plane and comparison of the internal angles
of polygons with projection angles of the polygon faces. The third statements was
presented by Legendre, also valid for any convex polyhedron, and its path in the
projection of a spherical polyhedron surface. We use the Girard’s Formula, the sum of
the interior angles of a spherical triangle, to complete the demonstration. This work
also suggests methods of applying the proof of Euler’s Theorem in the classroom for

high school students, and resolution of vestibular exercises involving the subject.

Keywords
Euler’s Theorem, Polygon, Polyhedron, Applications of Euler’s Theorem.
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Introducao

Neste trabalho abordaremos o Teorema de Euler para poliedros, expresso por:
V—-—A+F =2

onde, V' é o nimero de vértices, A o numero de arestas e F' o nimero de faces do po-
liedro. Faremos um tratamento analitico e didatico-pedagdgico deste tema. Analitico
por demonstra-lo de trés formas distintas, com colaboragao de grandes personagens
histéricos e grandes professores dos dias atuais. Didatico-pedagogico por oferecer ao
professor de matematica algumas estratégias para trabalhar este tema em sala de aula,

com os alunos do Ensino Médio das escolas que atuam.

A seguir faremos um breve relato acerca do conteido de cada um dos capitulos
deste trabalho.

O Capitulo 1 oferece definicoes e propriedades que darao base as demonstragoes
do Teorema de Euler que se seguem adiante. Iniciamos, na Secao 1.1 deste capitulo,
aspectos historicos que fizeram de grandes matematicos do passado os responsaveis
por favorecer a Leonard Euler elaborar o teorema que leva seu nome, dentre outos
conceitos matematicos. Em seguida, definimos poligonos na Secao 1.2 e algumas pro-
priedades que permitem dar base aos conceitos que utilizamos para as demonstracgoes
do Teorema de Euler. Logo adiante, na Secao 1.3, definimos poliedros com o cuidado
necessario para que pudéssemos ter fundamento para demonstrar o teorema. A falta
de uma definicao precisa do que venham a ser poliedros foi, talvez por isso, responsavel
pela imprecisao na demonstracao elaborada por Augustin-Louis Cauchy, um grande
matematico francés do século XVIII. Na Secao 1.4 damos atencao as propriedades
particulares entre arestas, faces e vértices. Ali procuramos demonstrar um aspecto
importante envolvendo as desigualdades 24 > 3F e 2A > 3V.

As demonstracoes do Teorema de Euler serao detalhadas no Capitulo 2, iniciando
com a apresentada por Cauchy e comentada pelo professor Elon Lages Lima. Em sua

demonstracao original, Cauchy a apresenta em quatro etapas. O objetivo é demonstrar
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que V — A+ F é igual a 2 e Cauchy propoe, com as etapas, mostrar que é vélida a
afirmacao V — A+ F = 1 retirando-se uma face do poliedro. Assim, na primeira etapa
da demonstracgao, retira-se uma das faces do poliedro. Na segunda etapa, efetua-se a
planificacao do poliedro. Na terceira, traga-se diagonais em todos os poligonos que for-
mam as faces de modo a aparecer apenas triangulos. Por fim, na quarta etapa, retira-se
triangulo por triangulo de modo a restar apenas um, confirmando V — A+ F = 1, pois
o tultimo triangulo possui: V =3, F =1 e A = 3. Porém, nesta etapa Cauchy su-
gere trés possibilidades de disposicao de triangulos na planificacao do poliedro para
fazer as retiradas. Mas existem outras quatro possibilidades. Provavelmente pela falta
de definicao precisa de poliedro, Cauchy nao considerou as outras disposi¢oes, mas
as apresentamos neste trabalho. Esta demonstragao é valida para qualquer poliedro

homeomorfo a uma esfera.

A segunda demonstracao que apresentamos foi elaborada pelo professor Zoroastro
Azambuja Filho e é vélida para qualquer poliedro convexo. A demonstracao tem por
objetivo a comparagao dos angulos internos dos poligonos das faces com os angulos
internos dos poligonos gerados pela projecao do poliedro sobre um plano. Para visu-
alizar a projecao, imagina-se o poliedro iluminado por raios solares, com o sol a pino,
e a sombra projetada no chao. Aqui imaginamos que os raios solares, dados por retas
paralelas, nao sao paralelos a nenhuma face do poliedro em questao. A parte iluminada
e a parte sombria formam poligonos, geradas pela sombra da ilustracao que estamos
sugerindo, cujos lados sao as arestas do poliedro, e pontos internos ligados por seg-
mentos de reta, que sao os demais vértices e arestas iluminadas e sombrias, da parte

superior e inferior, respectivamente, do poliedro.

A terceira demonstracao que apresentamos foi elaborada por Adrien Marie Legen-
dre, matematico francés, que utilizou-se da Férmula de Girard para a soma dos angulos
internos de um triangulo esférico. Esta demonstracao vale também para qualquer poli-
edro convexo. Do poliedro, traca-se diagonais em todas as faces a fim de gerar apenas
triangulos. Projeta-se as arestas e vértices do poliedro em uma esfera contida em seu
interior. Deste modo, a superficie esférica contera triangulos esféricos dispostos do
mesmo modo que os triangulos das faces. A soma dos angulos internos de todos os
triangulos esféricos, na superficie esférica, confirmam o Teorema de Euler. Nesta secao,

demonstramos também a Férmula de Girard.
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A Secao 2.4, ainda do Capitulo 2, é destinada aos conceitos de poliedros regulares.
Mostramos os cinco poliedros regulares, também conhecidos como Poliedros de Platao,
tais como tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro, de 4, 6, 8, 12 e 20
faces regulares, respectivamente. Também mostramos que existem apenas estes cinco

poliedros regulares.

O Capitulo 3 é destinado ao tratamento didatico-pedagdgico do tema do nosso
trabalho. Na Secao 3.1 abordamos os aspectos legais que constituem o Sistema Edu-
cacional do Brasil e a atual visao didatico-metodoldgica sugerida pelos PCN’s; tanto
do Ensino Fundamental quanto do Ensino Médio. Justificamos o estudo dos poliedros
e do Teorema de Euler de modo a atender tais sugestoes. Na se¢ao 3.2 propomos 15
exercicios de diversas Universidades espalhadas pelo pais, que abordam os conceitos
estudados neste trabalho em seus vestibulares. Apresentamos o gabarito das questoes
no final. Na se¢ao 3.3, descrevemos a experiéncia de levar as demonstragoes elaboradas
neste trabalho para a sala de aula. Foram gastas 6 aulas, de 50 minutos cada, para
concluir o objetivo. Desde introduzir o conceito de poliedro até resolver os exercicios
propostos, os alunos foram levados a acompanhar, imaginar, conferir e discutir os pas-
sos utilizados nas demonstragoes. Os recursos metodolégicos utilizados, como material
impresso e fixado no quadro negro, o projetor e as duas esferas de isopor pintadas,

foram fundamentais para a visualizacao e entendimento dos argumentos apresentados.
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1 Capitulo 1: Poliedros e Conceitos Basicos para o

Teorema de Euler

1.1 Aspectos histdricos

Pitagoras nasceu a cerca de 50 km de Mileto, na ilha Jonica de Samos. Os anos
de seu nascimento e morte nao sao precisos, mas estima-se que tenha vivido entre 586
a.C. a 500 a.C.. Segundo [1], muitas histdrias sobre Pitdgoras sdo misto de fatos e
lendas, tornando-se dificil distinguir uns dos outros. Com base cronologica, Pitagoras
certamente foi influenciado pelas obras de Tales de Mileto, pois estima-se que Tales
tenha vivido entre 640 a.C. a 564 a.C. e, portanto, Pitagoras tinha por volta de 20 anos
de idade quando Tales faleceu. A Figura 1, acessada em www.biografiasyvidas.com,
19/12/2013, ilustra seu busto.

Figura 1: Pitdgoras de Samos.

Por conta da formacao e expansao do Império Persa, em meados do século VI a.C.,
as colonias gregas da Jonia foram sendo conquistadas sob dominio do rei persa Ciro
e Pitagoras deixou a ilha onde nascera e mudou-se para o Egito, provavelmente na
Mesopotamia. Mais tarde, mudou-se para a cidade de Crotona, ao sul da peninsula
italiana. Nesta cidade, por volta de 540 a.C., Pitdgoras fundou uma escola com obje-
tivo de estudar Filosofia, Ciéncias Naturais e Matematica. Esta escola reuniu muitos
discipulos interessados nestes assuntos, chegando-se a tornar uma sociedade secreta,

os Pitagoricos. Algum tempo depois, esta sociedade nao foi bem vista pelo povo cro-
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tonense. Porém, muitos estudos matematicos foram desenvolvidos desde entao. Os
pitagoricos dividiam a Matematica em quadro areas: Geometria, Aritmética, As-

tronomia e Mtsica.

Na geometria espacial, os pitagoricos ja conheciam alguns poliedros regulares, tais
como o tetraedro, o cubo e o dodecaedro. Os poliedros octaedro e icosaedro
foram descobertos cerca de um século e meio depois, pelo discipulo de Platao que
viveu entre 415 a.C. e 368 a.C., chamado Teeteto. Estes cinco poliedros regulares
sao conhecidos hoje como Poliedros de Platao. Uma visualizagao deles encontra-

se na Figura 2 abaixo, em www.brasilescola.com/matematica/os-solidos-platao.htm,

acessado em 18/01/2014.

Tetraedro

Dodecaedro

Octaedro Icsadro

Figura 2: Os cinco poliedros de Platao.

Outras escolas, com o intuito de estudar Matematica, foram criadas com o passar
do tempo. A histéria atribui a alguns gedmetras o titulo Pré-Platonicos, tais como:
Hipasus, de Metaponto, inventor da média harmonica e nascido por volta de 470 a.C.,
utilizou o recente Método da Redu¢ao ao Absurdo ou chamada Prova por Contradi¢do
para provar a existéncia dos nimeros irracionais; Zenao, de Eleia, nascido por volta de
450 a.C. numa cidade ao sul da Itdlia, ficou famoso por propor um problema entitulado
paradozo de Aquiles e a tartaruga, onde afirmava que se Aquiles estivesse perseguindo
uma tartaruga correndo a sua frente, ele nunca a alcancaria, pois quando Aquiles che-
gasse ao ponto onde a tartagura estava, ela ja teria caminhado um pouco mais e estaria
mais adiante. Mesmo que as distancias fossem sendo diminuidas, haveria infinitos tre-
chos a serem cobertos por Aquiles e ele jamais chegaria ao lento animal. Este paradoxo

pressupunha que a soma de infinitas parcelas deveria ser infinita. Este problema im-
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pulsionou, mais tarde, o estudo das séries infinitas cujas somas convergem para valores
finitos; Hipdcrates, da ilha Jonica de Quios, nascido por volta de 460 a.C. produziu
um célebre livro, de modo logico e organizado, reunindo o conhecimento geométrico da
época, que pode ter influenciado o Volume III dos Elementos, de Euclides. Descobriu
também &areas de figuras planas delimitadas por linhas curvas, chamadas de Linulas;
Hipias, de Elis, cidade na peninsula do Peloponeso, nascido por volta de 460 a.C.,
era um dos filésofos sofistas que ganhava seu sustento ensinando nas ruas e pragas das
cidades. Criou uma engenhosa curva chamada Quadratriz onde pretendia resolver o
problema da trisseccao do angulo; Demdcrito, de Abdera, cidade grega na costa da
Tréacia, também nascido por volta de 460 a.C., descobriu que o volume das piramides
e dos cones sao, respectivamente, iguais a 1/3 dos volumes dos prismas e cilindros de
mesma altura e bases equivalentes; Teodoro, de Cirene, uma colonia grega do norte
da Africa, nascido por volta de 470 a.C., onde iniciou Platdo ao estudo de Geome-
tria. Teodoro provou a irracionalidade de varios nimeros, além da raiz quadrada de
2, criando um dispositivo geométrico para construir as sucessivas raizes quadradas dos

numeros naturais, ilustardo na Figura 3 abaixo.
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Figura 3: Espiral de Teodoro, de Cirene.

Por fim, o dltimo Pré-Platonio de destaque foi Arquitas7 de Tarento, uma cidade
ao sul da peninsula italiana, nascido em 428 a.C., amigo de Platao. Acredita-se que

varios teoremas incluidos nos Elementos, de Euclides, tenham sido descobertos por

Arquitas.
Todos estes personagens foram influenciadores da entao criada Academia de
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Platao, que assim como a escola criada por Pitdgoras, reuniu grandes geometras e
pensadores da época. Importantes resultados surgiram da Academia, como a Teoria
das Proporcoes. Euddxio, de Cnidos, cidade que tem nome atual de Tekir, Turquia,
nascido em 408 a.C., foi um dos integrantes da Academia, propos o Método da Exaustdao
imaginando o circulo como sendo o limite de uma familia de poligonos inscritos. Es-
tas ideias, com forte razao, sao os fundamentos da Teoria dos Limites e dos calculos
Integral e Diferencial. O tultimo dos grandes gedmetras da Academia foi o ja citado
Teeteto, de Atenas, que morreu em 368 a.C., e quem descobriu os poliedros regulares
octaedro e icosaedro, de 8 e 20 faces, respectivamente. Acredita-se que o conteido do
Livro X dos Elementos, de Euclides, veio basicamente dos trabalhos de Teeteto. A
partir de entdao os cinco poliedros da Figura 2 foram atribuidos a Platao. A Figura 4

abaixo ilustra o busto de Platao, acessada em www.educa2.madrid.org, 20/12/2013.

Figura 4: Busto de Platao.

Leonhard Euler nasceu em 15 de abril de 1707 na cidade Basileia, Suica, filho de
pastor calvinista que tinha desejo de fazer seu filho seguir seus caminhos. Faleceu em
18 de setembro de 1783, com 76 anos. Conta-se que de manha brincou com os netos,
tratou de questoes matematicas sobre voo de baloes e realizou alguns calculos sobre a
orbita do planeta Urano, descoberto recentemente. A tarde, foi acometido de um forte

AVC e nao resistiu.

Segundo [1], Euler é o matematico que mais produziu obras, cobrindo todas as reas
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do conhecimento matematico e criando outros novos. Euler escreveu cerca de 900 tra-
tados, livros e estudos. Jornais e editores da época nao conseguiam acompanhar a
velocidade de sua producao. Isto é notério, pois em 1909, 126 anos apds sua morte,
a Academia de Ciéncias da Suica decidiu editar o conjunto completo de sua obra,
comegando os trabalhos em 1911, com o titulo de Opera Omnia, e isto permitiu-se que
vislumbrassemos o gigantesco material fornecido por Euler. O projeto desenvolveu-se
praticamente por todo o século XX e ainda nao foi completado. Ha 73 grandes volumes
da Opera Omnia com cerca de 25.000 paginas em Latim, Franceés e Alemao, cobrindo
variados temas da Matematica pura e aplicada. Euler escreveu sobre Algebra, Geome-
tria, Teoria dos Numeros, Topologia, Célculo, Equacoes Diferenciais, Geometria Dife-
rencial, Célculo das Variacoes, Miusica, Astronomia, Mecanica, Engenharia, Acustica,

Mecanica Celestre, etc.

Figura 5: Leonhard Fuler 1707 - 1783.

Suas contribui¢oes na Geometria, compiladas em cerca de 1.600 paginas na Opera
Omnia, apresenta uma descoberta no triangulo no plano euclidiano, que nem os gregos,
com tantos séculos de estudos e andlises neste poligono conseguiram identificar. Euler
provou que em qualquer triangulo o ortocentro, que é o ponto de encontro das alturas
relativas aos vértices, o baricentro, que é o ponto de encontro das medianas relativas

aos lados e o circuncentro, que é o ponto de encontro das mediatrizes relativas aos
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lados, estes trés pontos notaveis sao colineares, isto é, ha uma reta que os contém.
Hoje esta reta é conhecida como Reta de Euler. Ainda ha o teorema sobre as faces,
vértices e arestas de poliedros simples, onde afirma que o numero de vértices somado

ao numero de faces e subtraindo do niumero de arestas é sempre igual a dois:
V-A+F=2

Esta relacao sera demonstrada no Capitulo 2. Antes de Euler, Descartes percebera
tal relacao, mas Euler demonstrou-a e publicou-a, sendo conhecida hoje como Teo-
rema de Euler dos Poliedros. A Figura 5 retrata sua imagem, acessada em www.ega-
math.narod.ru, 20/12/2013.

1.2 Poligonos

Daremos aqui um tratamento adequado para a defini¢ao de poligono, permitindo-nos
alcangar o principal objetivo deste trabalho que é a demonstracao do Teorema de Euler
para poliedros. Imaginamos que o leitor ja tenha conhecimento de noc¢oes geométricas
primitivas como ponto, reta e plano !. Conheca também propriedades elementares de
figuras geométricas simples como o triangulo, sabendo que a soma de seus angulos
internos equivale a 180°, ou 7 radianos, e que um triangulo equildtero possui os trés

lados congruentes e os trés angulos internos congruentes.

De modo geral, os poligonos podem ser identificados como figuras planas fechadas,
formadas por finitos segmentos de retas unidos por suas extremidades. Esta informagao

nos da uma ideia basica do que seja poligono.

Agora, com mais detalhes, iniciemos considerando trés pontos A, B e C' no plano.
Se o ponto C' pertencer a reta f@ diremos entao que A, B e C sao colineares. Caso

contrério, diremos que A, B e C sao nao colineares (Figura 6 e Figura 7).

1Tais como definidos em [5].
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Figura 7: Pontos A, B e C nao coline-

Figura 6: Pontos A, B e C colineares. ares.

Assim, com base em [2], podemos definir poligono como:

Definicao 1. Seja n > 3 um numero natural e Vi, Vs, Vs, -+, V,, pontos distintos do
plano. Dizemos que ViVoVs---V, € um poligono convexo se, para 1 < i1 < n, a
reta @VQH nao contém nenhum outro ponto V;, mas deiza todos eles em um mesmo

semiplano dentre os que a reta EV}H determina.

Figura 8: Poligono convexo formado por seis pontos.

No poligono da Figura 8, os pontos Vi, Vs, V3, Vi, Vs e Vi sao chamados de vértices

e os segmentos de reta ViV, VoV, --- | VgV; sao chamados de lados.

Definicao 2. Seja n > 3 um numero natural e Vi, Vo, Vs, --- |V, pontos distintos do
plano. Dizemos que ViVoVs-- -V, € um poligono nao convexo, ou concavo se, para
1 <i<n, areta @Viﬂ nao contém nenhum outro ponto V;, mas deixa pelo menos

um ponto fora do semiplano que a reta QViH determina com os demais pontos.
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Figura 9: Poligono nao convexo formado por seis pontos.

A Figura 9 ilustra um poligono nao convexo, conforme a Defini¢ao 2, onde o ponto

V4 nao estd no mesmo semiplano formado pela reta 62 Vs com os demais pontos.

Chama-se regiao poligonal, tanto de um poligono convexo quanto de um nao

convexo, a regiao do plano delimitada pelos lados do poligono (veja a Figura 10).

Figura 10: Regiao poligonal.

Cada vértice do poligono determina um angulo interno e um angulo externo
formado pelas aberturas dos lados concorrentes a este vértice. Neste trabalho, fica
entendido que quando referirmos ao angulo interno do poligono, chamaremos apenas

de angulo.

Definicao 3. O género Fj, com k € N tal que k > 3, de um poligono € a referéncia

ao numero de lados, ou vértices, que o forma.
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Os poligonos das Figuras 8, 9 e 10 sao do género Fg, pois possuem seis lados. O

poligono mais simples que pode ser formado é o tridngulo, do género Fj.

A diagonal de um poligono, convexo ou nao, é qualquer um dos segmentos a Ej
que nao seja um lado. A Figura abaixo ilustra as diagonais do poligono Vi VoV3V VsV

como os segmentos tracejados.

Figura 11: Diagonais do poligono Vi VoV3V, ViVs.

Propriedade 1. De um poligono convexo ViVs---V,,, com n um nimero natural, exis-

tem (n — 3) diagonais em cada vértice. ?

Demonstracao. Se n = 3, entao nao ha diagonal, pois triangulos nao tém diagonais
(n —3=3—3=0).Tomemos n > 4. Unindo o vértice V; aos n — 1 vértices restantes
Vo, V3,---, V,, obtemos n — 1 segmentos de reta. Destes, dois sao lados do poligono

(os segmentos V1V, e V1V,,). Assim, sobram n — 3 segmentos que sdo as diagonais. [J

Uma consequéncia da Propriedade 1 incorre na divisao do poligono Vi V5 ---V,, em
n — 2 triangulos, pois as n — 3 diagonais dividem a regiao poligonal V1 V5 .-V, em n—2
regioes triangulares.

Definicao 4. O poligono que possui todos os lados congruentes e todos os angulos

internos congruentes chama-se poligono regular. 3

Exemplos de poligonos regulares ilustrados na Figura 12 a seguir, como o quadrado,

pentdgono regular e hexdgono regular.

2Propriedade também encontrada em [8].

3Defini¢io também estabelecida em [9].
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Figura 12: Quadrado, Pentdgono Regular e Hexagono Regular.

1.3 Poliedros

De modo geral, Poliedros podem ser imaginados como sélidos formados por faces.
Esta informacao pode dar uma ideia de sua forma, mas uma definicao adequada que
permita demonstrar as propriedades e teoremas que faremos mais adiante pode ser

encontrada em [4] pagina 283:

Definicao 5. Poliedro é uma reuniao de um nimero finito de poligonos denominados

faces, de modo que:

1. Cada lado de um desses poligonos é também lado de wm, e apenas um, outro

poligono.

2. A intersecao de duas faces quaisquer, ou é um lado comum, ou € um vértice ou

€ vazia.

3. E sempre possivel 1r de um ponto de uma face a um ponto de qualquer outra, sem

passar por nenhum vértice.

Chama-se aresta do poliedro o lado comum a exatamente duas faces. Chama-se

vértice do poliedro a cada vértice da face.

Qualquer poliedro, atendendo a definigao acima, limita o espaco em duas regioes:
interior ao poliedro e exterior a ele. Pode-se dizer que um poliedro é convexo se a
regiao do espaco interior a ele for convexa. Podemos definir regiao convera da seguinte

forma:

Definicao 6. Um conjunto A de pontos no espago é convexo quando qualquer segmento

de reta que liga dois pontos distintos de A estd inteiramente contido em A.
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Para os poliedros, podemos adequar a definicao acima por uma equivalente, na

forma:

Definicao 7. Um poliedro é convexo se qualquer reta, nao contida no plano de alguma

de suas faces, o intersecta em no mdximo dois pontos distintos.

A Figura 13 ilustra com clareza a diferenga entre poliedro convexo e nao convexo.

Figura 13: Um poliedro convexo e um nao convexo.

1.4 Relacoes entre Arestas, Faces e Vértices

Dado um poliedro que atenda a Definicao 5, vamos verificar as relagoes entre
faces, vértices e arestas. Assim, sejam A o ntmero de arestas, F' o nimero de faces
e V o numero de vértices. Como os poligonos que formam as faces podem ser de
géneros diferentes, representaremos por F, (n > 3), conforme Defini¢ao 3, ao nimero
de faces que possuem n lados. Do mesmo modo, os vértices podem ser de géneros
diferentes, entdo podemos representa-los por V,, (n > 3) ao numero de vértices nos

quais concorrem n arestas. Assim, podemos escrever os numeros F e V como:
k
F=FR+F+F+ - +F=)>Y F,
n=3
J
V=Vt Vit Vit +Vy= 3 Vi
m=3

Agora relacionaremos as arestas do poliedro com suas faces. Para isto, imagine

desmontando o poliedro face por face e dispondo estes poligonos sobre uma mesa.
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Assim, podemos contar o nimero de arestas A, somando o nimero de lados de poligonos
formados por triangulos, isto é, de género F3, também dos quadrilateros, de género F}
e assim por diante. Mas cada aresta do poliedro é lado de exatamente duas faces e ao

proceder nesta soma, contamos o numero de arestas em dobro. Assim,
k
2A =3F3 +AFy + 5F; + -+ kF, = Y _nF,. (1)
n=3

Relacionemos, por fim, o nimero de arestas com o nimero de vértices do poliedro.
Para tanto, basta multiplicar por trés o nimero de vértices do género V3, multiplicar por
quatro o nimero de vértices do género V} e assim por diante, somando estes resultados.

Neste proceder, contamos o niimero de arestas em dobro. Assim,

J
2A =3V + 4V, +5Vs+ -+ jV; =Y mV,. (2)

m=3

Duas desigualdades que ocorrem entre arestas e faces e também entre arestas e

vértices sao descritas pela seguinte propriedade:

Propriedade 2. Em todo poliedro que atenda a Definicao 5, vale a relagao 2A > 3F
e 2A > 3V.

Demonstracao. Para o caso de 2A > 3F, temos da relagao dada em (1) que:
2A =3F3+4F, +b5F5+ -+ - + kF}.
Colocando 3 em evidéncia, segue-se que:
2A=3(F3+ Fy+ Fs+ -+ Fy) + F4+2F5+3Fs+ -+ (k — 3)F, =
2A=3F + Fy+2F5+3Fs+ -+ (k= 3)F), =
2A > 3F.

Observe que a igualdade somente se obtém quando o poliedro tiver apenas faces
triangulares, isto é, quando Fy = F5; = --- = Fj, = 0. Para a propriedade em que

2A > 3V a demonstracao é de forma analoga. O]
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2 Capitulo 2 - Teorema de Euler

Com as definicoes e propriedades tratadas no Capitulo 1, temos agora condicoes de
demonstrar o Teorema de Euler para poliedros. Neste capitulo, apresentaremos trés
demonstracoes do Teorema. A primeira é dada por Cauchy, com anélise e comentarios
de Lima (veja [3]). A segunda é dada pelo Professor Zoroastro Azambuja Filho (veja
[6]) e a terceira dada por Adrien Marie Legendre que utiliza-se da férmula de Girard
para a soma dos angulos internos de um triangulo esférico (veja [7]). O Teorema de

Euler pode ser enunciado como:

Teorema 1. Em todo poliedro com A o niumero de arestas, V o numero de vértices e

F o nimero de faces, vale a relagao:

V-A+F=2

2.1 Demonstracao por Cauchy

Esta demonstracao pode ser encontrada em [3], paginas 68-83, onde esta comentada
por E. Lima. A demonstracao de Cauchy é dada em cinco etapas e consiste, basica-
mente, em retirar uma face do poliedro, planifica-lo, diagonalizar todas as faces de
modo a gerar apenas triangulos e, em seguida, retirar todos estes triangulos, deixando
apenas um deles. O objetivo da demonstragao é mostrar que apoés realizar todas as re-
tiradas das faces do poliedro planificado, deixando restar apenas um triangulo, é valida
a relagao V — A + F = 1, pois a face triangular final apresenta 3 arestas, 3 vértices
e, por ser a ultima, 1 face. Assim, somando a face retirada no inicio do processo, a
igualdade V — A+ F = 1 passa a ser V — A + F = 2, concluindo sua demonstragao.

Aqui, a cada etapa apresentada por Cauchy, justificaremos os procedimentos realizados.

Demonstracao. Seja P um poliedro com V vértices, A arestas e F' faces que atenda a

Definigao 5.
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ETAPA 1: Retira-se uma face de P. Esta agao nao altera os nimeros V e A, mas F

diminui uma unidade. Vamos mostrar que esta agao faz V — A+ F = 1.

Ao retirar uma face de P, a figura resultante apresenta arestas livres, a saber, os
lados da face retirada. Para seguirmos a demonstragao, faz-se necessario definirmos

que tipo de sélido é este formado a partir de P com uma face retirada.

Definicao 8. Um subconjunto () de um poliedro P chama-se subpoliedro de P quando

Q € reunidao de algumas das faces de P.
Definicao 9. Chama-se bordo, de um subpoliedro, a reuniao de suas arestas livres.

ETAPA 2: Esticando-se P a partir de suas arestas livres, pode-se achata-lo de forma
que se torne uma figura plana. Este procedimento mantém os niimeros de faces, arestas

e vértices.

Isto é possivel pois P é homeomorfo* a uma esfera. O achatamento pode ser reali-
zado de forma simples, projetando P sobre um plano a partir de um ponto O proximo
a face retirada, externo ao espaco formado por P, de tal modo que P fique entre O e
«, onde toda semi-reta com origem em O intersecta P em até um ponto. Este processo
é conhecido como projecdo esterogrdfica ® em que o plano de apoio da projecao é um
plano « e os pontos projetados sao os das arestas e dos vértices do poliedro. A Figura

14 a seguir ilustra esta projecao.

4Veja na secao Apéndice sobre homeomorfismo.

®Para mais informagdes sobre projecio esterografica, sugerimos consultar [15].
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9) /arestas livres

Figura 14: Projecao esterografica do poliedro P.

Na figura, toda semi-reta com origem no ponto O que intersecta o poliedro P no
ponto A tem sua projecao no plano a em um ponto A’. Este processo realiza o achata-
mento sugerido por Cauchy na Etapa 2. Em destaque na figura da imagem do poliedro
estd a face retirada apresentando as arestas livres. No plano « teremos um poliedro

planar limitado pelo bordo.

ETaApra 3: Com P achatado, e portanto plano, traca-se diagonais que nao se inter-
sectam em cada face poligonal, formando-se triangulos. Em cada diagonal tracada, o
numero de vértices V' nao muda, enquanto o nimero de arestas A e de faces F' au-
mentam uma unidade. Porém, este processo faz V' — A + F' nao se alterar. Pode-se
efetuar o processo de diagonalizacao até que haja somente triangulos na decomposigao

dos poligonos internos da planificacao de P.

O procedimento de tracar diagonais em cada face é possivel conforme permite a
Propriedade 1. De fato, o processo de diagonalizar cada face do poliedro planar nao

altera a expressao V — A 4+ F, pois para cada diagonal tragada ocorre

Vo(A+ 1)+ (F+1)=V-A—1+F+1=V—A+F
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Figura 16: Planificagao Figura 17: Poligono dia-

Figura 15: Cubo. do Cubo. gonalizado.

As Figuras 15, 16 e 17 ilustram as Etapas 1, 2 e 3. Na Figura 15 o poliedro em
questao é um cubo e escolhe-se uma das faces para ser retirada. Na Figura 16 tem-se
a planificacao do cubo sobre um plano pelo processo da projegao esterografica. Na Fi-

gura 17 tem-se cada face do poliedro planar diagonalizada, obtendo apenas triangulos.

ETAPA 4: Obtida a situacao descrita na Figura 17, comeca-se a retirar os triangulos-
face que possuem alguma aresta livre. Vamos mostrar que ao retirar-se cada face, o
numero V — A + F nao se altera. Ha 6 possibilidades, de retiradas de triangulos, tais

CO1mo:

Caso 1 O triangulo a ser retirado possui apenas uma aresta livre. Aqui diminui-se uma

unidade o nimero de A e F' e este processo mantém V — A + F constante.

Figura 18: Situacao do Caso 1.
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O triangulo em destaque na Figura 18 possui uma aresta livre. Ao retira-lo, temos

Vo(A- D)4+ (F-1)=V-A+F+1-1=V-A+F

Caso 2 O triangulo a ser retirado possui duas arestas livres. Neste caso diminui-se
um vértice, duas aretas e uma face. Este processo ainda mantém V — A + F

constante.

Figura 19: Situacao do Caso 2.

Na Figura 19, o triangulo em destaque apresenta duas arestas livres. Ao retira-lo,

temos

(Vo1 —(A=2)+(F-1)=V-A+F—-242=V —A+F.

Ao efetuar sucessivas retiradas de triangulos e houver apenas faces triangulares dispos-
tas assim como destacado nos Casos 1 e 2, a expressao V — A + F nao se altera até
restar a ultima face triangular. Por fim, a tltima face apresenta 3 vértices, 3 arestas e

1 face, entao:
V-A+F=3-3+1=1 (3)

Com o acréscimo da primeira face retirada no inicio, F' aumenta uma unidade, fa-

zendo V — A + F = 2. Confirma-se assim o Teorema de Euler.

Porém, ha mais 4 casos a considerar pelas possiveis disposicao das faces triangulares

no subpoliedro Q.
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Caso 3 O triangulo a ser retirado tem duas arestas livres mas nenhum de seus vértices
é livre, isto é, seus 3 vértices pertencem também a outras faces que ainda nao foram

retiradas do poliedro.

A

Figura 20: Situacao do Caso 3.

A Figura 20 ilustra este triangulo em destaque. Porém, para mostrar o que ocorre
com a expressao V — A+ F no Caso 3, faz-se necessario incluir algumas definigoes, tais

CO1mo:

Definicao 10. Um subpoliedro @), de um poliedro P, é conexo quando nao é possivel

escrevé-lo como QQ = Q, U Qy onde QQ, e Qp sao subpoliedros disjuntos de P, ou seja,
Qa N Qb =J.

A Defini¢ao 10 acima afirma que se o subpoliedro @) é conexo, entdo é possivel
ligar dois vértices quaisquer de ) por alguma poligonal formada por suas arestas. Os
subpoliedros das Figuras 18 e 19 sao conexos. No caso do subpoliedro da Figura 20, sem
retirar o triangulo em destaque, continua sendo conexo. Mas ao retirar tal triangulo,
passamos a ter um subpoliedro desconexo, pois nao é mais possivel ligar quaisquer dois

vértices por uma poligonal formada por arestas.

Definicao 11. Um ciclo de um subpoliedro é uma linha poligonal fechada, tendo como
lados as arestas de Q). Um ciclo v C @ é um bordo quando existe algum subpoliedro

@1 C Q onde vy € o conjunto das arestas livres de Q1.

Ao retirarmos o triangulo em destaque do subpoliedro ) da Figura 20, geramos ()
desconexo, como ja dito acima. Assim, passamos a ter os subpoliedros conexos ), e
()2 com bordos 7, e s, respectivamente, formadas pelos ciclos em destaque na Figura

21 a seguir. Chamamos ()1 e ()2 de componentes conezas.
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“bordo Y,

Figura 21: O subpoliedro desconexo () com suas componentes conexas.

Com a retirada deste triangulo, mantém-se o ntimero V, diminui-se F' em uma

unidade e A em duas unidades. Assim, a expressao V' — A + F' passa a ser
V-(A-2)+(F-1)=V-A+F+1.

Porém, o niimero de componentes conexas também aumenta em uma unidade. Ao
efetuarmos sucessivas retiradas de faces triangulares dos subpoliedros ()1 e ()2, € hou-
ver apenas faces dispostas conforme descrito nos Casos 1 e 2, teremos no final uma
face triangular em cada componente conexa, conforme ilustra a Figura 22 abaixo. As
sucessivas retiradas nao alteram o nimero V' — A+ F', como ja descrevemos, mantendo
assim V — A+ F + 1 para Q.

wz

Figura 22: Fase final apds sucessivas retiradas de faces triangulares em ().

Por fim, retira-se uma face triangular, ou ()7 ou ). A expressao V — A+ F + 1
passaaser (V—3)—(A=3)+(F-1)+1=V—-A+F-3+3—-1+1=V—-A+F. Com

a ultima face triangular disposta, o Teorema de Euler se confirma de modo analogo ao
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exposto na igualdade (3).

O mesmo ocorre se, ainda que na retirada de um triangulo dentro das condigoes do
Caso 3, o subpoliedro @) ja seja desconexo, isto é, j4 apresenta componentes conexas,
entao o numero de componentes conexas também aumenta em uma unidade e a de-

monstracao é feita de modo anélogo.

Caso 4 O triangulo a ser retirado tem as trés arestas livres mas nenhum de seus

vértices é livre.

Figura 23: Situacao do Caso 4.

Para o caso da Figura 23, o subpoliedro () é conexo e ao retirar o triangulo desta-

cado, o nimero V — A + F' passa a ser
V-—(A-3)+(F-1)=V-A+F+3-1=V—-A+F+2,

pois com a face retirada mantém-se o nimero V, o nimero A diminui 3 unidades por
causa das arestas livres da face retirada e o nimero F' diminui uma unidade. Porém,
() torna-se desconexo (veja Figura 24 a seguir), aumentando em duas unidades suas

componentes conexas.
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Q,

Figura 24: O subpoliedro desconexo (), com suas componentes conexas )1, ()2 e Q5.

A partir das trés componentes conexas ()1, ()2 e Q3 geradas, efetua-se sucessivas
retiradas de faces triangulares. Se ocorrer apenas faces dispostas assim como tratado

nos Casos 1, 2 e 3, teremos no final a situagao destacada na Figura 25 abaixo.

Q,

e

Figura 25: Apods sucessivas retiradas, restam apenas faces triangulares em cada com-

ponente conexa.

Por fim, retira-se duas faces triangulares de quaisquer dos subpoliedros )7, Q2 ou
@3. O nimero V — A+ F + 2 passa a ser

(V—6)—(A—6)+ (F—2)+2=V-—A+F—6+6—-2+2=V—A+F.

Com a ultima face triangular disposta, novamente o Teorema de Fuler se confirma de

modo andlogo a igualdade (3).

Se () é desconexo no momento de se retirar a face triangular nas condig¢oes do Caso

4, ) continua desconexo e aumenta em duas unidades suas componentes conexas. A
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demonstracao ¢ andloga ao apresentado aqui.

Caso 5 O triangulo a ser retirado tem trés arestas e um vértice livres.

Figura 26: Situacao do Caso 5.

O caso da Figura 26 é analogo ao caso da Figura 20.

Caso 6 O triangulo a ser retirado tem trés arestas e dois vértices livres.

Figura 27: Situacao do Caso 6.

Por fim, para o caso da Figura 27, a retirada deste triangulo nao altera o nimero
V — A+ F, pois V diminui duas unidades, A diminui 3 unidades e F' diminui uma
unidade. Ao restar a ultima face triangular, a igualdade (3) confirma o Teorema de
Euler. O

Assim, a demonstragao do Teorema de Euler por Cauchy, incrementada por [3] foi

apresentada.
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2.2 Demonstracao apresentada pelo Professor Zoroastro Azam-

buja Filho.

Esta demonstracao pode ser encontrada em [3], pdginas 85-90. A demonstracao do
Teorema de Euler apresentada pelo Professor Zoroastro baseia-se na comparacao entre
os angulos internos das faces do poliedro convexo e os angulos internos do poligono
gerado pela sombra da projecao do poliedro em um plano de apoio, tanto da parte
tluminada quanto da parte sombria. As faces do poliedro sao diagonalizadas, isto é,

todos os poligonos que compoem as faces tornam-se triangulos.

Seja P um poliedro convexo com V vértices, A arestas e F' faces que atenda a

Definigao 5.

Propriedade 3. Se um poliedro P € convexo, entdo todas as suas faces sao poligonos

Converos.

Demonstracao. Faremos a demonstracao por contradicao. Suponha que em um polie-
dro convexo P haja uma face nao convexa. Entao, existe uma reta s tal que intercepta
o poligono formado pela referida face em mais de dois pontos. Entao, existe alguma
reta paralela a s, suficientemente proxima a s, que intercepta o poliedro P em mais de
dois pontos, o que é absurdo pois P é convexo. Portanto, se P é convexo, todas as suas

faces sao poligonos convexos. O

Com a Propriedade 3 acima estabelecida, iniciemos a demonstracao apresentada

pelo Professor supracitado.

Demonstracao. Pela Propriedade 3, podemos diagonalizar cada face de P conforme a
Propriedade 1 a fim de obter apenas triangulos. Em seguida, vamos projetar o poliedro

P em um plano de apoio.

Escolhe-se uma reta r tal que nao seja paralela a nenhuma das faces do poliedro

convexo P. Toma-se o plano a tal que aN P = @ e que seja perpendicular a r. O plano

40



a é chamado de plano de apoio e as demais retas paralelas a r, isto é, perpendiculares
a «, sao chamadas de retas verticais. Assim, a divide o espago em dois semi-espacos,

um dos quais contém P. Veja a Figura 28 abaixo.

Figura 28: Poliedro convexo P diagonalizado suspenso sobre o plano de apoio a.

Para fixar as ideias, imagina-se que P esteja contido no semi-espaco superior, o qual
¢é formado por todos os pontos acima de «. Para melhor visualizar o proposto, além
da Figura 28, imagina-se o Sol brilhando a pino sobre o semi-espaco superior de modo
que seus raios solares sejam as retas verticais. Desta forma, é possivel associar uma
funcao tal que relaciona cada ponto X do semi-espago superior a um ponto X’ de «,
pertencentes a uma mesma reta vertical, numa relacao sobrejetora. Matematicamente
falando, seja A = {semi-espago superior} o conjunto formado por todos os pontos X,

definimos a seguinte aplicagao:

fi A — «
X — X

A imagem da aplicacao f é a projecao do semi-espaco superior no plano «. Aqui,

chamaremos X’ de sombra de X. Assim adotaremos a seguinte convencao:

Definicao 12. A sombra de qualquer conjunto B, contido no semi-espago superior, é

o conjunto B’, contido em «, formado pelas sombras dos pontos de B.

7

Seja P’ a sombra de P contida em «. Como P é convexo, cada ponto de P’ é

sombra de um ou dois pontos de P. Por consequéncia, a sombra P’ tem como contorno
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um poligono conexo D’) que é sombra de uma poligonal fechada D formada por algu-
mas arestas de P. Entao, cada ponto de D’ é sombra de exatamente um ponto de P.
Chama-se de contorno aparente do poliedro P a poligonal D. Cada ponto interior de
P’, que nao pertence a D’, é sombra de exatamente dois pontos de P. Para distingui-los,
o ponto mais alto de P, isto é, que esta mais distante de a chama-se ponto iluminado

e o mais baixo de ponto sombrio.

Destas afirmacoes, temos que a soma dos angulos internos de uma face de P é a
mesma soma dos angulos internos de sua sombra, pois ambos poligonos sao do mesmo
genero. Sejam V; o nimero de vértices iluminados, Vi o nimero de vértices sombrios
e V. o numero de vértices do contorno aparente D. Entao, o niimero total de vértices
¢ dado por V = V. +V; + V,. Note que V, é o nimero de vértices da poligonal D’ do

contorno P’.

A sombra das faces iluminadas é um poligono convexo com V, vértices em seu
contorno e V; pontos interiores, que sao as sombras dos vértices iluminados de P. A

soma de todos os angulos deste poligono é:
Sy =27V, +n(V. — 2). (4)

Para que a equagao (4) fique mais clara, observe a Figura 29 a seguir, onde temos

a sombra da parte iluminada de P.
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poligonal D'

Figura 29: Projecao P’, em «, de um poliedro P.

Na Figura 29 acima, o poligono de exemplo ¢ a sombra de um poliedro em forma
de paralelepipedo retangular, assim como o ilustrado na Figura 28, com projecao
dos pontos iluminados. Temos a poligonal D’, em destaque na figura e dada por
ViV VsV ViesVig, isto é, seis vértices do contorno aparente D, e um vértice V;, isto é,
um vértice iluminado. Na equacgao (4), 27V} indica a soma dos angulos formados ao
redor de cada ponto V; no interior do poligono gerado pela projecao, enquanto (V. —2)

indica a soma dos angulos formados em cada vértice da poligonal D".

De forma anéloga, a soma de todos os angulos da sombra das faces sombrias é:
S =27V + (V. — 2). (5)
Somando as equagoes (4) e (5), obtemos:
= Sl + SQ =
27V, + 27V 4 2n(V, — 2) =
= 2n(Vi+V,+V.—-2) =
= 2n(V —2). (6)

N »”n »n »
Il

Concluimos, até aqui, que a soma dos angulos internos dos poligonos gerados pela

projecao de um poliedro P sobre um plano, considerando a projecao dos vértices ilu-
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minados e sombrios, é dada pela igualdade (6).

O poliedro P foi dividido em F' triangulos pela diagonalizacao, como fizemos no
inicio da demonstracao. Entao, a soma S3 dos angulos de todas as faces é dada S5 =
wF. Porém, pela Propriedade 2, temos 2A = 3F pois o poliedro possui apenas faces
triangulares. Podemos escrever, entao, F' = 2A — 2F. A soma dos angulos das faces

passa a ser:

Sy = w(2A—-2F) =
Sy = 2m(A—F). (7)

Para concluir, as equagoes (7) e (6) sdo iguais, pois a projecao de uma face e a
prépria face tém a mesma soma dos angulos internos, ja que sao poligonos de mesmo

género. Portanto:

2n(A-F) = 2n(V-2) =
A-F = V-2 =
V-—A+F = 2.

Assim, mais uma demonstragao do Teorema de Euler é apresentada.

2.3 Demonstracao por Adrien Marie Legendre

Adrien Marie Legendre foi um matematico francés nascido em 1752, apresentou
a primeira demonstracao inteligivel do Teorema de Euler utilizando geometria nao-
euclidiana, precisamente a Geometria Esférica, com base na féormula de Girard da
soma dos angulos internos de um triangulo esférico. Sua demonstragao baseia-se em
poliedros convexos, conforme Definicao 7. Toma-se uma superficie esférica com cen-
tro no interior do poliedro. As aplicacOes que se seguirao tém como base a supeficie
esférica contida no poliedro. Para o poliedro contido no interior da superficie esférica, a
demonstragao é inteiramente andloga. Do poliedro convexo, considera-se todas as faces
em forma de triangulos. Isto é possivel por meio da diagonalizacao das faces poligo-

nais que nao sejam triangulos, pois a cada diagonal tracada nao altera-se o niimero de
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vértices V e aumenta-se uma unidade o nimero de arestas A e faces F. Este acréscimo

se anula na expressao V — A+ F.

A seguir apresentaremos algumas definicbes que darao base as demonstracoes do

Teorema de Euler por Legendre.

Definicao 13. Seja O um ponto e r um numero real positivo. Chama-se circun-
feréncia de centro O e raio r ao conjunto de pontos P do plano onde a distancia

euclidiana entre O e P seja igual a r, isto é, d(O, P) =r.

Definicao 14. Seja O um ponto e r um numero real positivo. Chama-se esfera de
centro O e raio v ao conjunto de pontos P do espago onde a distancia entre O e P seja

menor ou igual a r, isto €, d(O, P) <.

Definicao 15. Chama-se superficie esférica de centro O e raio r ao conjunto de

pontos P do espago, onde a distancia de P a O seja igual a r, isto é, d(O, P) =r.

Figura 30: Supeficie Esférica.

Propriedade 4. A intersecao de uma superficie esférica e um plano que passa por seu
centro € uma circunferéncia tal que possui mesmo centro e mesmo raio da superficie
esférica.

Demonstracao. Seja E’ a superficie esférica de uma esfera E com centro O e raio 7.
Seja « o plano que passa por 0. Assim, a intersecao oo N E’ é o conjunto de pontos de
a que estao a uma distancia r do ponto O. Portanto, a intersecao de aw e £’ é uma

circunferéncia. O
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Definicao 16. A circunferéncia que se trata a Propriedade 4 € chamada circun-

feréncia mdrima.

Pela Definigao 16, a circunferéncia mdzima é a circunferéncia com maior raio con-
tida na esfera, isto é, o raio da circunferéncia maxima possui o mesmo comprimento

do raio da esfera.

Definicao 17. Chamemos por Hemisfério a superficie formada por uma semi-esfera,

isto €, uma supeficie esférica dividida por alguma circunferéncia mdzima.

Definicao 18. Chamemos por Triangulo Esférico uma figura sobre a superficie
esférica que esta contida em algum hemisfério cujos trés lados sao arcos de circulos

mdximos, ambos menores do que uma semi-circunferéncia.

Figura 31: Triangulo Esférico.

A Figura 31 apresenta dois triangulos esféricos em hemisférios opostos.

Definidos alguns elementos esféricos, retomemos os caminhos para a demonstragao
do Teorema de Euler por Legendre. Como dito, considera-se a superficie esférica F
com centro O no interior do poliedro P. Projetando radialmente o poliedro P sobre a
supeficie esférica F, conforme a Figura 32 a seguir, temos que o ponto A’ da superficie

esférica F é a projecao radial do ponto A do poliedro P.
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Sup. Esférica E

Poliedro P

Figura 32: Projecao Radial do Poliedro a Superficie Esférica.

Com efeito, é possivel estabelecer uma funcao tal que relaciona a cada ponto A do
poliedro P a um ponto A’ da superficie esférica F pertencente a um mesmo segmento

de reta com extremos nos pontos A e O. Podemos entao escrever,
f: P — FE
A — A

Note que f é funcao sobrejetora, pois todo ponto em E possui projecao radial de
algum ponto de P. Note ainda que f é injetora, pois pontos distintos em P sao proje-

tados em pontos distintos de FE.
Pela funcao f, obtem-se uma decomposicao de £ em F triangulos esféricos, no

formato da Definicao 18, dispostos de modo semelhante as faces de P, contendo A

lados e V vértices.
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Superficie Esférica E

Figura 33: Projegao radial de uma face.

Na Figura 33 temos a ilustracao da projecao radial de uma face triangular 7" do

poliedro P em um triangulo esférico ¢ da superficie esférica E pela funcao f.

Legendre utilizou-se da Férmula de Girard, enunciada abaixo, para concluir sua

demostracao.

Teorema 2. (Férmula de Girard) Se os angulos internos «, 8 ey de um triangulo

esférico forem medidos em radianos, entao a soma o« + [+ v € dada pela formula:

a+f+y=n+—, onde S € a drea do triangulo esférico.
r

Para demonstrar o Teorema 2, faz-se necessario definirmos mais alguns elementos

esféricos, tais como:

Definicao 19. Chamemos de Fuso a uma regidgo da superficie esférica compreendida

entre duas circunferéncias maximas.

As duas circunferéncias maximas que formam o fuso tém, por construcao, dois
pontos em comum diametralmente opostos. Define-se ainda angulo do fuso ao angulo

formado entre as duas circunferéncias maximas que constituem os lados do fuso.
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Figura 34: Fuso.

A Figura 34 representa um fuso com angulo 4. Quanto a area do fuso, podemos

estabelecer a seguinte propriedade:
Propriedade 5. A drea S’ do fuso de dngulo 6 € dada por S’ = 2612,

Demonstracao. Sabe-se que a area S da superficie esférica é dada pela férmula
S = dnr?,

mas podemos associar proporcionalmente a area S em fungao do angulo ¢ do fuso, isto

é, S = 2072, pois a superficie esférica é um fuso de angulo § = 27 radianos. n

Definicao 20. Dado um ponto X da superficie esférica, entao a antipoda X’ de X
€ o unico ponto da superficie esférica tal que pertence ao segmento de reta X X' que

passa pelo centro O.

Assim, pela Definigao 20, pode-se afirmar que os pontos X e X’ sdo diametralmente

opostos.

Definicao 21. Dado um fuso A formado pelas antipodas X e X’ da superficie esférica,

o fuso X' é também formado pelas antipodas de X\ e estd contido no hemisfério oposto

ao de A.
Propriedade 6. A drea do fuso \ € igual a drea do fuso X.

Demonstracao. O angulo § do fuso A é igual ao angulo ¢’ do fuso N, pois sao opostos

pelo vértice. Entao, 2012 = 20'r2. O
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Definicao 22. A reunidio ¢ = AU X ¢é chamado fuso completo.

Figura 35: Fuso Completo ¢ = AU X.

Agora, demonstraremos o Teorema 2:
Demonstracao. Consideremos um hemisfério H de uma superficie esférica de raio r que
contenha o triangulo esférico X AB de area S, cujos angulos sao a, S e v, conforme

Figura 36 a seguir. O hemisfério H é a semi-esfera visivel da superficie esférica, em

destaque nesta figura, formado pela circunferéncia maxima C.
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Hemisfério H

Circunferéncia Maxima C

Figura 36: Triangulo esférico X AB contido no hemisfério H.

Consideremos agora trés regides contidas em H. A primeira regiao, que podemos
denominar de R, é formada prolongando, nos dois sentidos, os arcos XB e XA que

formam o angulo v. A Figura 37 abaixo ilustra a regiao I, em destaque no hemisfério
H.

Hemisfério H

Figura 37: Regiao R, em H.
A segunda regiao, agora denominada R,, é formada prolongando, também nos dois

sentidos, os arcos AB e AX que formam o angulo . A Figura 38 a seguir ilustra a

regiao R, em destaque no hemisfério H.
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Hemisfério H

Figura 38: Regiao R, em H.

A terceira regiao, que denominamos Rg, é formada prolongando, ainda nos dois
sentidos, os arcos BA e BX que formam o angulo 5. A Figura 39 abaixo ilustra a

regiao Rz em destaque no hemisfério H.

Hemisfério H

Figura 39: Regiao Rg em H.

Pela Propriedade 5, temos que as dreas das regioes I, R, e Rg sao dadas pelas
expressoes 2yr2, 2ar? e 2612, respectivamente. A soma destas trés dreas equivale a
area do hemisfério H, que é a metade da area da superficie esférica, acrescida ao dobro
da area do triangulo esférico, pois a area deste triangulo foi contada trés vezes ao

somarmos as dreas das regioes R,, R, e Rg. Temos, entao

201 + 287r% + 2yr? = 2mr? 4 28.
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Simplificando a igualdade acima por 272, temos:

S
at+pBt+y=m+ .
r

Esta demonstragao foi feita por Albert Girard, geometra frances, em 1629.

Como dito anteriormente, o poliedro fica decomposto na superficie esférica em F
triangulos esféricos, A lados e V vértices. Para cada triangulo ¢, ilustrado na Figura
33, vale a Férmula de Girard. Se K; é a soma dos angulos internos do triangulo t,
entao Ky = 7w+ %, onde S; é a area de t. Como temos F' faces, somando os angulos
internos de todas elas, temos

2.5

r2

 Ky=Fr+ (8)

De (8), temos que » K; = 27V ja que o angulo em torno de cada vértice é 2.
Ainda, > S; = 4mr? pois a soma de todas as faces triangulares cobre a drea total da

superficie esférica E. Entao, a equacao (8) fica:

4 2
27V = Fn+ 7?
r
27V = Fr+4n =
2V —F = 4. 9)

Como todo triangulo é formado por 3 lados e cada aresta é lado a exatamente
dois triangulos, temos 3F = 2A (conforme demonstrado na Propriedade 2). Podemos
escrever 3F = 2A como F' = 2A — 2F e substituir em (9), obtemos:

2V —2A+2F = 4=
V-A+F = 2. (10)

Assim, a igualdade (10) confirma o Teorema de Euler.

2.4 Poliedros Regulares

Os poliedros regulares, também conhecidos como poliedros de Platao (mais detalhes

de sua histéria na Secao 1.1), tém como faces poligonos regulares. O tetraedro possui
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4 faces em forma de triangulos equilateros. O hezxaedro, também chamado cubo, possui
6 faces em forma de quadrados. O octaedro e o icosaedro possuem, respectivamente, 8
e 20 faces em forma de triangulos equilateros. O dodecaedro possui 12 faces em forma
de pentagonos regulares. A Figura 2 ilustra tais poliedros. Diversos elementos da na-

tureza apresentam estes formatos, como alguns minerais e compostos quimicos ©.

Com o Teorema de Euler para poliedros demonstrado, faremos uso deste para de-

monstrar o seguinte teorema:

Teorema 3. Eristem apenas cinco poliedros requlares.

Demonstracdao. Seja | o numero de lados de cada face e seja a o nimero de arestas que
concorrem em cada vértice. Temos, assim, 24 = [F' = aV pelas equagoes (1) e (2) da

Secao 1.4. Separando cada parcela, temos:

IF
A= 11
2 Y ( )
IF
V=—. 12
- (12)
Substituindo as equagoes (11) e (12) no Teorema de Euler, temos:
IF IF
—— —+F = 2=
a 2
20F — alF 4 2aF = 4a =
FQ2l—al+2a) = 4a=
4a
F = — 1
2l — al + 2a (13)
Da tultima igualdade e como F' é inteiro e positivo, concluimos que:
20—al+2a > 0=
204+2a > al =
2(l4+a) > al=
[
2 > = (14)

l+a

6A estrutura molecular do gis metano C'H, e do solvente diclorometano C'H,Cl, apresentam-se

na forma de tetraedro, segundo [14].
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Temos [ > 3 e a > 3, pois o poliedro atende a Definigao 5. Da desigualdade (14),

tomando a = 3, [ fica:

3l
2 > —=
[+3

2046 > 3=
[ < 6.

Tomando | = 3, de modo anélogo temos a < 6. Assim, [,a € {3,4,5}.

Analisando os casos para [, pela igualdade (13), temos que:

4a 4a
l: F: f— .
* 3= 6 — 3a + 2a 6—a

Aqui,sea=3,F=4. Sea=4,F =8esea=05F=20.

4a 4a
* ' TS Tl 3-2a

Aqui, a = 3 faz F = 6.
da da

* == = T T 9d T 10— 3a

Aqui, a = 3 faz F' = 12.
]

Assim, o nimero de faces obtidas foram 4, 6, 8, 12 e 20, formando os poliedros regu-
lares tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro, respectivamente, mencionados

no inicio desta secao.
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3 Capitulo 3 - Bases Legais e Aplicacoes

Nesta secao apresentaremos as bases legais do Sistema Educacional Brasileiro, tais
como a LDB, PCN e outros, que versam sobre o conteido de poliedros e Teorema de
Euler. Fizemos uma coletanea de questoes dos vestibulares em diversas Universidades
que envolvem os conceitos aqui abordados do Teorema de Fuler. Um relatério do
desempenho dos alunos na resolucao e discussao das questoes apresentadas ajuda como
referéncia didatico-pedagogica no trabalho do professor em sala de aula nas ocasioes

que os conceitos sobre o Teorema de Euler se fizer presente.

3.1 Bases Legais

A Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional, de 20 de dezembro de 19967,
também conhecida com LDB, versa sobre a formagcao basica do estudante para o Ensino

Fundamental do seguinte modo:

Art. 32°. O ensino fundamental, com duragao minima de oito anos,
obrigatorio e gratuito pela escola ptiblica, tera por objetivo a formagcao basica

do cidadao, mediante:
1. O desenvolvimento da capacidade de aprender, tendo como meios basicos
o pleno dominio da leitura, da escrita e do calculo;
2. A compreensao do ambiente natural e social, do sistema politico, da
tecnologia, das artes e dos valores que fundamentam a sociedade;

3. O desenvolvimento da capacidade de aprendizagem, tendo em vista a

aquisicao de conhecimentos e habilidades e a formacao de atitudes e

"Veja em [16].
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valores;

4. O fortalecimento dos vinculos de familia, dos lagos de solidariedade hu-

mana e de tolerancia reciproca em que se assenta a vida social.

Nesta perspectiva, os Parametros Curriculares Nacionais prevéem que os objetivos

do Ensino Fundamental sejam:

- compreender a cidadania como participacao social e politica, assim como
exercicio de direitos e deveres politicos, civis e sociais, adotando, no dia-a-dia,
atitudes de solidariedade, cooperacao e repidio as injusticas, respeitando o
outro e exigindo para si 0 mesmo respeito;

- posicionar-se de maneira critica, responsavel e construtiva nas diferentes
situagoes sociais, utilizando o didlogo como forma de mediar conflitos e de
tomar decisoes coletivas;

- conhecer caracteristicas fundamentais do Brasil nas dimensoes sociais, ma-
teriais e culturais como meio para construir progressivamente a nocao de
identidade nacional e pessoal e o sentimento de pertinéncia ao pais;

- conhecer e valorizar a pluralidade do patrimonio sociocultural brasileiro,
bem como aspectos socioculturais de outros povos e nagoes, posicionando-
se contra qualquer discriminagao baseada em diferencas culturais, de classe
social, de crencas, de sexo, de etnia ou outras caracteristicas individuais e
sociais;

- perceber-se integrante, dependente e agente transformador do ambiente,
identificando seus elementos e as interacoes entre eles, contribuindo ativa-
mente para a melhoria do meio ambiente;

- desenvolver o conhecimento ajustado de si mesmo e o sentimento de con-
fianca em suas capacidades afetiva, fisica, cognitiva, ética, estética, de inter-
relagao pessoal e de insercao social, para agir com perseveranca na busca de
conhecimento e no exercicio da cidadania;

- conhecer o préprio corpo e dele cuidar, valorizando e adotando habitos
saudéaveis como um dos aspectos basicos da qualidade de vida e agindo com
responsabilidade em relacao a sua satde e a saude coletiva;

- utilizar as diferentes linguagens - verbal, musical, matematica, grafica,
plastica e corporal - como meio para produzir, expressar e comunicar suas

ideias, interpretar e usufruir das producoes culturais, em contextos publicos
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e privados, atendendo a diferentes intengoes e situacoes de comunicacao;

- saber utilizar diferentes fontes de informagao e recursos tecnoldgicos para
adquirir e construir conhecimentos;

- questionar a realidade formulando-se problemas e tratando de resolvé-los,
utilizando para isso o pensamento légico, a criatividade, a intuicao, a ca-
pacidade de analise critica, selecionando procedimentos e verificando sua

adequagao([17], paginas 55 e 56).

Para o Ensino Fundamental, a matemética deve possibilitar a insercao dos alunos
como cidadaos no mundo do trabalho, das relagoes sociais e da cultura. Pelo fato da
matematica estar inserida no cotidiano das pessoas, fazendo-as ”quantificar, calcular,
localizar um objeto no espaco, ler gréficos e mapas, fazer previsoes (PCN [17] pagina

59), os contetidos mateméticos devem cumprir os seguintes requisitos:

- incorporam o estudo dos recursos estatisticos constituindo um bloco de
conteudos denominado Tratamento de Informacao;

- indicam aspectos novos no estudo dos nimeros e operagoes, privilegiando
o desenvolvimento do sentido numérico e a compreensao de diferentes signi-
ficados das operacoes;

- propoem novo enfoque para o tratamento da algebra, apresentando-a in-
corporada aos demais blocos de contetdos, privilegiando o desenvolvimento
do pensamento algébrico e nao o exercicio mecanico do calculo;

- enfatizam a exploracao do espaco e de suas representacoes e a articulacao
entre a geometria plana e espacial;

- destacam a importancia do desenvolvimento do pensamento indutivo e
dedutivo e oferecem sugestoes de como trabalhar com explicacoes, argu-
mentacoes e demonstragoes;

- apresentam uma graduacao dos conteudos do segundo para o terceiro ciclo
que contempla diferentes niveis de aprofundamento, evitando repetigoes;

- recomendam o uso de calculadoras nas aulas de Matematica ([17], pdgina
60).

Com atencao especial sobre articulacao da geometria plana e espacial para a ex-

ploracao do espaco e suas representacoes, os conceitos basicos de Poliedros e o Teorema
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de Euler podem ser inseridos nos conteidos de matematica do Ensino Fundamental,
para que os estudantes desta etapa da Educacao Basica construam nocoes basicas sobre
arestas, vértices e faces, reconhecendo diversos objetos do cotidiano que podem assumir
o formato de um poliedro. Ainda nestes contetidos, ha espago para a exploracao de

planificagoes dos poliedros, desenvolvendo habilidades intelectuais.

Agora sobre o Ensino Médio, a LDB versa sobre sua finalidade como etapa final da

educagao bésica na formacao do estudante, como:

Art. 35°. O ensino médio, etapa final da educacao basica, com duracao

minima de trés anos, terd como finalidades:

1. A consolidacao e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no

ensino fundamental, possibilitando o prosseguimento dos estudos;

2. A preparacao bésica para o trabalho e a cidadania do educando, para
continuar aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com flexibili-

dade a novas condicoes de ocupacao ou aperfeicoamento posteriores;

3. O aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formacao
ética e o desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento
critico;

4. A compreensao dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos
produtivos, relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada dis-

ciplina.

Com base na continuidade dos conhecimentos adquiridos no ensino fundamental,
os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio prevém maior maturidade
por parte do aluno, de modo que ”...0s objetivos educacionais podem passar a ter
maior ambicao formativa, tanto em termos da natureza das informacoes tratadas, dos
procedimentos e atitudes envolvidas, como em termos das habilidades, competéncias e
dos valores desenvolvidos (PCN [18], pagina 6).” Os objetivos do ensinar matemaética,

para os PCN’s, baseiam-se em:

Os objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento devem en-
volver, de forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos praticos,
contextualizados, que respondam as necessidades da vida contemporanea, e

o desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e abstratos, que corres-
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pondam a uma cultura geral e a uma visao de mundo. Para a area das
Ciéncias da Natureza, Matematica e Tecnologias, isto é particularmente ver-
dadeiro, pois a crescente valorizacao do conhecimento e da capacidade de
inovar demanda cidadaos capazes de aprender continuamente, para o que é
essencial uma formacao geral e ndo apenas um treinamento especifico (PCN

[18], pdgina 6).

Os PCN’s dividem as disciplinas do Ensino Médio em trés areas de conhecimento,
a saber: a drea de Linguagens e Codicos, a de Ciéncias da Natureza, Matemdtica e
Suas Tecnologias e a de Ciéncias Humanas. As competéncias e habilidades trabalhadas

nesta etapa da Educacao Basica, quanto a Representagao e Comunicagao sao:

Desenvolver a capacidade de comunicacao.

- Ler e interpretar textos de interesse cientifico e tecnologico;

- Interpretar e utilizar diferentes formas de representagao (tabelas, graficos,
expressoes, icones...);

- Exprimir-se oralmente com corregao e clareza, usando a terminologia cor-
reta;

- Produzir textos adequados para relatar experiéncias, formular duvidas ou
apresentar conclusoes;

- Utilizar as tecnologias bésicas de redagao e informacao, como computado-
res;

- Identificar variaveis relevantes e selecionar os procedimentos necessarios
para a producao, analise e interpretacao de resultados de processos e expe-
rimentos cientificos e tecnologicos;

- Identificar, representar e utilizar o conhecimento geométrico para aper-
feicoamento da leitura, da compreensao e da agao sobre a realidade;

- Identificar, analisar e aplicar conhecimentos sobre valores de variaveis, re-
presentados em graficos, diagramas ou expressoes algébricas, realizando pre-
visao de tendéncias, extrapolagoes e interpolacoes e interpretacoes;

- Analisar qualitativamente dados quantitativos representados grafica ou al-

gebricamente relacionados a contextos sdcio-economicos, cientificos ou coti-

dianos (PCN [18], pagina 12).
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As competéncias e habilidades quanto a Investigacao e Compreensao sao:

- Desenvolver a capacidade de questionar processos naturais e tecnologicos,
identificando regularidades, apresentando interpretacoes e prevendo evolugoes.
- Desenvolver o raciocinio e a capacidade de aprender.

- Formular questoes a partir de situagoes reais e compreender aquelas ja
enunciadas;

- Desenvolver modelos explicativos para sistemas tecnoldgicos e naturais;

- Utilizar instrumentos de medicao e de calculo;

- Procurar e sistematizar informagoes relevantes para a compreensao da si-
tuagao-problema;

- Formular hipoteses e prever resultados;

- Elaborar estratégias de enfrentamento das questoes;

- Interpretar e criticar resultados a partir de experimentos e demonstragoes;
- Articular o conhecimento cientifico e tecnoldgico numa perspectiva inter-
disciplinar;

- Entender e aplicar métodos e procedimentos proprios das Ciéncias Natu-
rais;

- Compreender o carater aleatorio e nao deterministico dos fendmenos natu-
rais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinacao
de amostras e calculo de probabilidades;

- Fazer uso dos conhecimentos da Fisica, da Quimica e da Biologia para
explicar o mundo natural e para planejar, executar e avaliar intervengoes
préticas;

- Aplicar as tecnologias associadas as Ciéncias Naturais na escola, no traba-

lho e em outros contextos relevantes para sua vida (PCN [18], pagina 12).

E, por fim, as competéncias e habilidades quanto a Contextualizagao Sécio-

Cultural sao:

- Compreender e utilizar a ciéncia, como elemento de interpretacao e inter-
vencao, e a tecnologia como conhecimento sistematico de sentido pratico.

- Utilizar elementos e conhecimentos cientificos e tecnolégicos para diagnos-
ticar e equacionar questoes sociais e ambientais;

- Associar conhecimentos e métodos cientificos com a tecnologia do sistema
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produtivo e de servigos;

- Reconhecer o sentido histdrico da ciéncia e da tecnologia, percebendo seu
papel na vida humana em diferentes épocas e na capacidade humana de
transformar o meio;

- Compreender as ciéncias como construgoes humanas, entendo como elas
se desenvolveram por acumulacao, continuidade ou ruptura de paradigmas,
relacionando o desenvolvimento cientifico com a transformacao da sociedade;
- Entender a relacao entre o desenvolvimento de Ciéncias Naturais e o de-
senvolvimento tecnoldgico e associar as diferentes tecnologias aos problemas
que se propuser e se propoe solucionar;

- Entender o impacto das tecnologias associadas as Ciéncias Naturais, na
sua vida pessoal, nos processos de producao, no desenvolvimento do conhe-

cimento e na vida social (PCN [18], pagina 13).

O conteido de Poliedros e o Teorema de Euler no ensino médio proporciona
experimentagao das competéncias e habilidades destacadas acima. O conhecimento
geométrico necessario para compreensao dos elementos dos poliedros e do Teorema de
Euler aperfeicoa a leitura e a acao sobre a realidade em objetos do cotidiano do aluno.
A demonstracao sobre a existéncia de apenas cinco poliedros regulares, por exemplo,
pode ser trabalhada em sala de aula com o objetivo de desenvolver habilidades como
deducao légica, interpretacao algébrica e andalise qualitativa de possibilidades. A de-
monstracao do Teorema de Euler proposta por Legendre, como outro exemplo, pode
ser abordada em sala de aula com recursos didaticos que favorecam a compreensao
das etapas da demonstracao, como figuras impressas e esfera de isopor desenhada com
as arestas do poliedro projetado na superficie esférica. Este procedimento sistematiza
informagoes importantes para compreensao da situacao-problema abordada. Propor-

ciona também interpretacao e critica a partir da demonstracao.

As diversas relagoes sociais, culturais e profissionais requerem alguma competéncia
em Matemética. O aluno em formagao necessita dominar certos conceitos matematicos
“tanto para tirar conclusoes e fazer argumentacoes, quanto para o cidadao agir como
consumidor prudente ou tomar decisdes em sua vida pessoal e profissional (PCN [18],

pagina 40).” As competéncias e habilidades especificas em Matematica sao:
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Representacao e comunicagao

- Ler e interpretar textos de Matematica;

- Ler, interpretar e utilizar representagoes matemadticas (tabelas, graficos,
expressoes etc);

- Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para linguagem
simbdlica (equagoes, graficos, diagramas, férmulas, tabelas etc.) e vice-versa;
- Exprimir-se com correcao e clareza, tanto na lingua materna, como na lin-
guagem matematica, usando a terminologia correta;

- Produzir textos matematicos adequados;

- Utilizar adequadamente os recursos tecnologicos como instrumentos de
producao e de comunicagao;

- Utilizar corretamente instrumentos de medicao e de desenho.
Investigacao e compreensao

- Identificar o problema (compreender enunciados, formular questoes etc);

- Procurar, selecionar e interpretar informacoes relativas ao problema;

- Formular hipoteses e prever resultados;

- Selecionar estratégias de resolucao de problemas;

- Interpretar e criticar resultados numa situacao concreta;

- Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos;

- Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbogos,
fatos conhecidos, relagoes e propriedades;

- Discutir idéias e produzir argumentos convincentes.
Contextualizacao sécio-cultural

- Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretagao e in-
tervencao no real;

- Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situacoes reais, em es-
pecial em outras dreas do conhecimento;

- Relacionar etapas da histéria da Matematica com a evolu¢ao da humani-
dade;

- Utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas li-
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mitagoes e potencialidades (PCN [18], pagina 46).

Mais uma vez, o conteudo de Poliedros e o Teorema de Euler podem contribuir forte-
mente para desenvolver as competéncias e habilidades sugeridas acima, principalmente
no campo da Investigagao e Compreensao, pois formular hipdteses e prever resultados,
selecionar estratégias de resolucao de problemas e distinguir e utilizar raciocinios dedu-
tivos e indutivos sao explorados no tratamento das demonstragoes e, principalmente,

na resolucao dos exercicios propostos.

Nas unidades teméticas, os conteudos de poliedros e o Teorema de Euler estao

colocados com o tema Geometria Espacial, conforme [19] paginas 123 a 125.

3.2 Aplicagoes do Teorema de Euler nos vestibulares

Aqui apresentamos 15 questoes selecionadas em vestibulares recentes cobradas para

o acesso em Universidades espalhadas pelo Brasil.

Questao 01 - TFSP 2013

A figura mostra uma peca feita em 1587 por Stefano Buonsignori, e estd exposta no
Museu Galileo, em Florenca, na Italia. Esse instrumento tem a forma de um dode-
caedro regular e, em cada uma de suas faces pentagonais, hd a gravacao de um tipo

diferente de relégio.
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Figura 40: www.europeana.eu - Acesso em 15.10.2012. Adaptado.

Em 1758, o matematico Leonard Euler (1707-1783) descobriu o teorema conhecido por
relagdo de Euler: em todo poliedro convexo com V vértices, A arestas e F' faces, vale
a relacaio V — A+ F = 2. Ao se aplicar a relagao de Euler no poliedro da figura, o

numero de arestas nao visiveis é:

Questao 02 - IBMEC SP 2012 (Adaptada)
De cada vértice de um prisma hexagonal regular foi retirado um tetraedro, como exem-

plificado para um dos vértices do prisma desenhado a seguir.

Figura 41: Prisma Hexagonal Regular. Fonte: os autores.

O plano que definiu cada corte feito para retirar os tetraedros passa pelos pontos médios
das trés arestas que concorrem num mesmo vértice do prisma. O numero de faces do

poliedro obtido depois de terem sido retirados todos os tetraedros é
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Questao 03 - UEM PR 2012 (Adaptada)

Assinale o que for correto.

1.

Considerando que a distancia entre dois atomos de hidrogénio é diferente da
distancia entre um atomo de nitrogénio e um atomo de hidrogénio, pode-se afir-
mar que a geometria molecular da molécula de amonia é representada por uma

forma geométrica classificada como poliedro convexo regular.

. A geometria molecular do PCl5 é representada por uma forma geométrica classi-

ficada como poliedro convexo nao-regular.

. A geometria molecular do BrFj é representada por uma forma geométrica classi-

ficada como poliedro convexo regular.

A relagao de Euler V. — A+ F = 2 (onde V = numero de vértices, A = nimero
de arestas, F' = nimero de faces) ¢é vélida para a figura geométrica formada pela

molécula de SFg.

. Na figura geométrica formada pela molécula de metano, nao existe paralelismo

entre duas arestas quaisquer no espaco, enquanto que para a figura geométrica

formada pela molécula SFy existe.

Questao 04 - UFPE 2012 (Adaptada)

Para embalar uma bola cheia, perfeitamente esférica, procura-se armar uma caixa

poliédrica que se ajuste completamente a bola, cuja superficie deve ficar tangente a

todas as faces do poliedro. Para isso, servem os seguintes poliedros:

1.

ARl

Um tetraedro regular.

Um cubo.

Um octaedro regular.

Um prisma regular, com a altura escolhida adequadamente.

Um tronco de piramide regular, com a altura escolhida adequadamente.

Questao 05 - UECE 2012

Se um poliedro convexo tem exatamente 20 faces e todas sao triangulares, entao o

nimero de vértices deste poliedro é
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Texto comum a Questao 6

Em 1985, foi divulgada, numa publicacao cientifica, a descoberta de uma molécula
tridimensional de carbono, na qual os atomos ocupam vértices de um poliedro convexo
com 12 faces pentagonais e 20 faces hexagonais. Em homenagem ao arquiteto norte-

americano Buckminster Fuller, a molécula foi denominada fulereno. (GIOVANNI,
BONJORNO, 2011).

GIOVANNI, José Ruy, BONJORNO, José Roberto, Matematica:
uma nova abordagem. Sao Paulo: FTD, v. 2, 2011.

Figura 42: DANTE, Luiz Roberto, Matematica: contexto e aplicacoes, Sao Paulo:

Atica, v. 2, 2011, p. 354.

Questao 06 - UEFS BA 2012
A partir dessa informagcao, pode-se concluir que o nimero de dtomos de carbono em

uma molécula de fulereno é

Questao 07 - FAVIP PE 2012 (Adaptada)
O icosaedro regular ilustrado a seguir, juntamente com sua planificacao, tem sua su-
perficie formada por 20 triangulos equilateros com lado medindo 2 cm. Assinale a

alternativa incorreta referente ao icosaedro.
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Figura 43: Icosaedro Regular. Fonte: os autores.

1. O icosaedro tem 30 arestas.
O icosaedro tem 14 vértices.
A érea da superficie do icosaedro mede 20v/3 em?.

O icosaedro tem 66 diagonais.

SANE

Usando 5 cores diferentes podemos colorir as faces do icosaedro, de tal maneira

que faces adjacentes tenham cores distintas.

Questao 08 - UFPE 2011 (Adaptada)

Existem 5 e apenas 5 poliedros regulares convexos. Tal afirmacao é verdadeira considerando-
se 0 seguinte argumento: cada vértice de um poliedro é determinado por pelo menos
trés de suas faces. O angulo formado por essas faces devera ser menor que 360° para

que o poliedro seja regular. Com relacao a esse argumento, podemos afirmar que:
1. O argumento é falso quando as faces do poliedro forem hexagonos regulares.

2. O argumento é verdadeiro apenas quando as faces sao quadrados ou triangulos

equilateros.
3. O argumento é falso quando as faces do poliedro sao pentagonos regulares.
4. O argumento ¢é verdadeiro para o octaedro e o tetraedro.

5. O argumento ¢ verdadeiro apenas para o tetraedro e o icosaedro.

Questao 09 - UPE 2011
Um poliedro convexo possui 8 (oito) faces, todas triangulares. Nestas condigoes, assu-

mindo que tal poliedro exista, o nimero esperado de vértices para este sera:

a) 10 b) 9 c) 8 d) 7 e) 6
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Questao 10 - ITA SP 2011

Considere as afirmagoes:

I. Existe um triedro cujas 3 faces tém a mesma medida a = 120°.

II. Existe um angulo poliédrico convexo cujas faces medem, respectivamente, 30°, 45°,
50°, 50° e 170°.

ITI. Um poliedro convexo que tem 3 faces triangulares, 1 face quadrangular, 1 face
pentagonal e 2 faces hexagonais tem 9 vértices.

IV. A soma das medidas de todas as faces de um poliedro convexo com 10 vértices é
2880°.

Destas, é(sao) correta(s) apenas:

a) 11 b) IV ¢)IlelV )L IelV e) IL, Il e TV

Questao 11 - ESPM SP 2011
A superficie de um poliedro convexo é formada por 3 quadrados e 6 triangulos. O

nimero de vértices desse poliedro é:

a) b b) 6 c) 7 d) 8 e)9

Questao 12 - UECE SP 2010

O numero de arestas de uma piramide que tem 12 faces é:

Questao 13 - UEPG PR 2010 (Adaptada)
Dado que um poliedro convexo tem 2 faces pentagonais, 4 faces quadrangulares e n

faces triangulares, assinale o que for correto.

1. Se o numero de vértices do poliedro é 11, entao n = 4.
Se o nimero de faces do poliedro é 16, entao n = 10.
O menor valor possivel para n é 1.

Se a soma dos angulos de todas as faces do poliedro é 3600°, entao n = 6.

A

Se o numero de arestas do poliedro é 25, entao n = 8.
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Questao 14 - UEPB 2009
Um poliedro convexo tem 25 arestas e todas as suas faces pentagonais. Entao o nimero

de faces e de vértices do poliedro sao respectivamente:

a) 14 e 16 b) 12 e 14 c)10e 14 d) 10 e 12 e) 10 e 17

Questao 15 - UEPG PR 2009 (Adaptada)
Ligando-se os vértices de um poligono convexo contido no plano o a um ponto qual-
quer fora desse plano, obtém-se um poliedro convexo. A respeito desse poliedro assim

formado, assinale o que for correto.

1. Se ele tem 7 vértices, a soma dos angulos de todas as suas faces é 1.800°.
Ele sempre tem um niimero par de arestas.
Se ele tem 8 faces, o nimero de suas arestas é 14.

O numero de faces e o nimero de vértices sao sempre iguais.

A

Se ele tem 20 arestas, o nimero de seus vértices é 11.

Gabarito das questoes propostas:

Questao 01 - A Questao 02 - B Questao 03 -2,4e5

Questao 04 - Todas verdadeiros Questao 05 - C Questao 06 - B

Questao 07 - 2 Questao 08 - 1 e 4 Questao 09 - E
Questao 10 - C Questao 11 - D Questao 12 - D
Questao 13-1,24e5 Questao 14 - E Questao 15 - Todas verdadeiras.
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3.3 Atuacao em Sala de Aula

O contetdo deste trabalho foi aplicado aos alunos do 3° ano do Ensino Médio. Foram
previstas 6 aulas para todo o desenvolvimento. Na primeira aula, os alunos tiveram
contato com a definicao formal de poliedro e tiveram revisao de algumas propriedades
dos poligonos, como soma dos angulos internos e diagonalizacao. Para a definicao e
visualizacao de diversos poliedros, convexos e nao-convexos, foi utilizado um projetor
e slides. A revisao das propriedades dos poligonos foi realizada no quadro negro. Na
segunda aula, foi demonstrada as relagoes entre vértices, arestas e faces, com foco
nas desigualdades 24 > 3F e 2A > 3V, e os alunos conheceram os cinco poliedros
regulares. Nesta aula, para a demonstracao das relagoes, foi utilizado o quadro negro.
Os cinco poliedros regulares foram impressos, em tamanho grande e em papel comum,
e fixados no quadro negro com fita adesiva. Ao lado de cada figura, foi elaborada
uma tabela com as caracteristicas de cada poliedro. Na terceira aula, foi demonstrado
o Teorema de Euler por Legendre. Foi impresso, em tamanho grande e em papel
comum, uma figura que ilustra o triangulo esférico e fixado no quadro negro com fita
adesiva. Em seguida foi demonstrada a Relacao de Girard para a soma dos angulos
internos de um triangulo esférico. Para esta demonstracao, foi utilizada uma esfera de
isopor com desenho de um fuso completo (conforme Figura 44 abaixo). Para os alunos
visualizarem as regioes R,, g ¢ R, conforme demonstrado no Teorema 2, foram
utilizadas novamente figuras impressas, em tamanho grande, e fixadas no quadro negro

com fita adesiva, acompanhando o texto escrito da demonstracao.
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Figura 44: Esfera de isopor desenhada representando um fuso completo.

Provada a Relacao de Girard, a aula foi concluida com a demonstracao do Teorema
de Euler pela soma dos angulos internos dos triangulos esféricos gerados pela projegao
do poliedro numa superficie esférica. Para esta projecao, foi utilizada uma segunda
esfera de isopor, pintada com tinta de tecido (veja Figura 45 abaixo), simulando uma
projecao de algum poliedro. A esfera pintada favoreceu a compreensao dos alunos para

a equagao (8), finalizando assim a demonstragao.

Figura 45: Esfera de isopor desenhada representando a projecao de um poliedro.

Para a quarta aula, foi demonstrado aos alunos que existem apenas cinco poli-

edros regulares, os mesmos mostrados na primeira aula. A demonstragao seguiu a
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apresentada neste trabalho. As duas aulas seguintes foram destinadas para resolugao
e discussao das quinze questoes propostas. A questao 03 necessita que conhecimen-
tos da disciplina de quimica. Para facilitar aos alunos, foram impressos modelos das
estruturas moleculares e fixados no quadro negro. Apos este recurso, a maioria dos
alunos conseguiu julgar corretamente os itens. A questao 04 gerou boa discussao entre
os alunos quanto a possibilidade de escolher uma caixa, nos formatos fornecidos, para
embalar uma bola. Porém, a Questao 08 foi a que apresentou maior dificuldade para
ser respondida, pois os alunos tiveram dificuldades para interpretar o argumento e jul-
gar os itens. A questao 10 exigiu habilidade algébrica dos alunos para ser respondida.
Por fim, as questoes 13 e 15 também exigiram dos alunos interpretacao do enunciado

e um manejo algébrico adequado para conferir e julgar os itens apresentados.
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4 Conclusao

Foi gratificante construir este trabalho. Mais gratificante ainda poder aplicd-lo em
sala de aula e saborear os frutos das novas descobertas pelos alunos. Tenho vivo na
memoria, no momento que eu apresentava os cinco poliedros regulares a turma, deixei
uma pergunta que seria respondida, e demonstrada, na aula seguinte: “Serd que exis-
tem somente estes cinco poliedros regulares?” A turma, praticamente em peso, afirmou
que poderiam existir infinitos poliedros regulares, visto que é possivel imaginar infinitos
poliedros convexos de variadas formas. Ao trazer, na aula seguinte, a demonstracao
algébrica da existéncia de somente cinco poliedros regulares, pude perceber no olhar
espantado, e ao mesmo tempo vibrante dos alunos no final, certa dose de satisfagao.
Um deles relatou-me: “Professor, nao imaginava que dava pra verificar isso matemati-

camente.”

Outro momento que também ficou marcante foi no tratamento do triangulo esférico,
algo novo para os alunos. Sao raras as ocasioes em que o conteido geométrico, abor-
dado em sala de aula, extrapola o euclidiano e toma outros rumos. Iniciei as ex-
plicagoes instigando os alunos com a pergunta: “Em qualquer triangulo plano, a soma
dos angulos internos ¢ igual a 180°. Esta propriedade também vale para o triangulo
esférico?” Aqueles que responderam rapidamente “Sim”, pararam um momento para
refletir melhor. Quando percebi que alguns alunos arregalaram os olhos e subiram as
sobrancelhas ao olharem um triangulo esférico desenhado numa esfera de isopor que le-
vei para a aula, entendi que expandiram seu raciocinio dedutivo, e alguns outros alunos
puderam dizer: “Professor, parece que a soma dos angulos supera muito 180°!” Quando
apresentei a Relacao de Girard no quadro negro, alguns murmuraram que seria algo
impossivel de se trabalhar. Mas a demonstracao desta Relagao, com apoio de uma
esfera de isopor pintada e material impresso ilustrando as regioes R,, g e R, fixados
no quadro negro, tornaram a demonstragao inteligivel e acessivel aos alunos. Com estas

experiéncias exitosas, posso dizer que valeu a pena.

Durante a construcao do trabalho, nos aspectos histéricos, tornei-me admirador do

personagem central de nosso trabalho, Leonard Euler. Somente depois percebi o certo
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senso de frustracao do autor Gilberto Geraldo Garbi, do livro A Rainha das Ciéncias,
quando outros pensadores e autores classificam Euler em patamares levemente mais
baixos comparado a outros grandes personagens da historia da matemaética, alguns até
contemporaneos, como Carl Friedrich Gauss ou Isaac Newton. Euler produziu cerca
de 900 tratados e livros, em todos os temas da matematica de sua época, chegou ainda
a criar novos temas. A Opera Omnia, elaborada pela Academia de Ciéncias da Suica,
iniciou uma compilagao de seus trabalhos em 1911 e ainda nao foi concluido. Até sem

poder enxergar, por um problema nos olhos, nao o impediu de continuar produzindo.

Ao escrever a primeira demonstracao do Teorema de Euler no nosso trabalho, apre-
sentada por Cauchy, foi a que mais demandou cuidado. No livro Meu Professor de
Matemadtica, escrito pelo professor Elon Lages Lima, as justificativas para a correcao
da argumentacao de Cauchy sao densas, nao facilmente observaveis. Tornar tais justifi-
cativas acessiveis e resumidas foi um grande desafio. Os desenhos geométricos que cons-
tantemente estao presentes neste trabalho se deram gragas ao programa GEOGEBRA,
de geometria dinamica, que possui ferramentas poderosas na contrugao geométrica.
Escrever a segunda demonstracao, apresentada pelo professor Zoroastro Azambuja Fi-
lho, e a terceira, apresentada pelo matematico francés Adrien-Marie Legendre, foi mais
divertido. A elegancia da demonstracao de Legendre, utilizando geometria esférica,
motivou-me a escolhé-la para compartilhar com meus alunos. O transcorrer dos acon-
tecimentos, que relatei logo no inicio desta secao, monstraram-me que foi uma escolha

bem sucedida.
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5 Apéndice

Nesta segao, tendo como base [10] e [11], daremos uma répida introdugao ao con-
ceito topologico de homeomorfismo, um termo utilizado na Secao 2.1 para dar base

a demonstragdo do Teorema de Euler por Cauchy, aperfeicoada por Lima em [3].

Em [11], Lima nos coloca que uma das ideias mais importantes da Matemadtica é a
de continuidade. Este conceito esta estritamente relacionado com casos de convergéncia
e limites. Assim, dada uma aplicagao f : X — Y definida no conjunto X para valores
do conjunto Y, dizemos que f é continua no ponto a € X quando é possivel tomar f(z)
arbitrariamente préximo de f(a), desde que se tome z suficientemente préximo de a.
De modo andlogo, dizemos que uma sequéncia de pontos (z;),i € N que pertencem ao
conjunto X converge para o ponto a € X quando é possivel tornar x; arbitrariamente
préoximo de a, desde que se tome ¢ suficientemente grande. Porém, estas defini¢oes
de continuidade e convergéncia nao tém sentido em quaisquer conjuntos X e Y. Para
que signifiquem algo, é necessario que nos conjuntos envolvidos haja alguma estrutura
que permita falar em proximidades de pontos. Estes conjuntos sao chamados Espacos
Topolégicos. A Topologia é a disciplina matematica que se destina ao estudo de fungoes

continuas de um espaco topolégico em outro.

A maneira natural de se verificar qual dos pontos z, y € X estd mais proximo de
a € X é medir e comparar as distancias de z e y ao ponto a. Isto é possivel quando é
previamente definida a nocao de distancia no conjunto X. Assim, espacos topoldgicos
sao conjuntos onde tem sentido falar de distancia entre dois pontos. Tais conjuntos
sao denominados Fspacos Métricos. O conceito de espago métrico é devido a Maurice
Fréchet, que o introduziu em 1906 em sua tese de doutorado. A Figura 46 abaixo

ilustra a imagem de seu busto, acessada em www.librarything.com, 17/01/2014.
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Figura 46: Maurice Fréchet (02/09/1878 - 04/06,/1973).

Definigao 23. Uma Métrica num conjunto M é uma funcao f : M* — R que associa
a cada par de pontos x, y € M a um nimero real nao-negativo d(x,y), chamado de
distancia do ponto x ao ponto y, de modo que:

1-d(x,x) =0, dlz,y) > 0 sex #y;

2 - d(zy) = d(y,z);

3 -d(x,z) < d(zy) + d(y,z), ¥ x, y, z€ M.

Com a métrica de um conjunto definida, temos:

Definicao 24. Um Espago Métrico é um par (M,d) formado por um conjunto M

nao-vazio e uma métrica d em M.

Com estes termos definidos, podemos dizer que dada uma aplicacao f : M — N
de um espago métrico M num espaco métrico N, com algum a € M, f é continua se

atende a seguinte definicao:

Definicao 25. Uma funcao f é continua no ponto a se dado qualquer € > 0 existe
algum § > 0 tal que d(x,a) < 0 implica d(f(z), f(a)) < €.

Quando dissermos que f : M — N é continua, conforme Definicao 25, estamos

dizendo que f é continua em todos os pontos de M.

Agora, sobre homeomorfismo, pode haver uma aplicacao biunivoca f : M — N de
um espaco métrico M em um espaco métrico N continua que apresenta sua inversa
h = f~': N — M nao continua. Para exemplos desta situacdo, sugerimos ao leitor

pesquisar em [11] pdgina 42. Homeomorfismo é definido como:
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Definicao 26. Um Homeomorfismo é uma aplicacao continua e biunivoca
f:M— N,

de um espaco métrico M sobre um espaco métrico N, tal que sua inversa
PN M

também ¢é continua.

Afirmamos, na Se¢ao 2.1, que era possivel esticar o poliedro P a partir de suas
arestas livres achatando-o de forma a se tornar uma figura plana pois P é homeomorfo a
uma esfera. De fato, é possivel estabelecer uma fungao f : P — E, assim como fizemos
na Secao 2.3, onde P é o conjunto dos pontos que formam o poliedro, e P atende
a Definicao 24, podendo ser chamado de espago métrico P, associado ao conjunto
F formado pelos pontos da superficie esférica, que também atende a Definicao 24 e
também pode ser chamado de espago métrico E. Temos f continua em todos os pontos
de P. A funcido f~!: E — P também ¢ continua em todos os pontos de E. Portanto,

pela propriedade 26, o poliedro P é homeomorfo a esfera FE.
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