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Resumo

O trabalho tem por objetivo principal apresentar os principais Softwares Livres Mate-
maticos, destacando suas fungdes matemadticas e suas respectivas plataformas. Foram apre-
sentadas propostas atividades pedagdgicas para o Ensino Bésico e para o Ensio Superior,
utilizando o GeoGebra e o0 wxMaxima respectivamente. Verificou-se que atividades medi-
adas por software devem ser fundamentada com argumentos matematicos. Além disso, o
professor deve dominar e conhecer todas as ferramentas e limitacdes do software matema-
tico, antes de desenvolver qualquer atividade em sala de aula. Finalmete pudemos perceber
as limitagdes dos Softwares Livres Matematicos para a construg¢do de graficos de fungdes

implicitas.

Palavras-chave
Softwares Livres Matemadticos, Fun¢des Elementares, Formas Quadraticas, Ensino e

Aprendizagem.



Abstract

The principal objective of this work, is to present the main Free Softwares of Mathe-
mathics, emphasizing their mathemathical functions and corresponding platforms. We pre-
sent some proposed pedagogical activities for basic and upper education, using GeoGebra
and wxMaxima, respectively. It was verified, that activities facilitated by software, should
always be based on mathemathical arguments. Furthermore, the teacher should master and
know all tools and limitations of the mathemathical software, before employing any class-
room activity. Finally, we perceived the limitations of Free Mathemathical Softwares when

it comes to the construction of graphics for implicitly given functions.

Keywords

Free Math Softwares, Elementary Functions, Quadratic Forms, Teaching and Learning.
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Introducao

Os softwares educacionais sdo importantissimos e podem contruibuir para a melhoria e
inovagdo do processo de ensino e de aprendizagem. E eles devem ser selecionados conforme
os objetivos, levando em consideracdo o cardter de interacdo professor, aluno e conteido
matematico.

O uso de software livre vai se tornando cada vez mais evidente, principalmente na edu-
cacgdo publica. Quem € professor da escola publica brasileira com certeza utiliza ou utilizou
o laboratdrio de informética j4 esteve ou tem contato com o software livre, pois o governo
adota o sistema operacional Linux Educacional. Logo é importante selecionar e classificar
os principais softwares livres matemadticos, identificando as plataformas em que eles estio
disponiveis. Conhecer as principais fungdes matematicas que cada software livre possui,
para que o professor possa usar em suas aulas.

Para exemplificar apresentamos duas atividades que tem por objetivo a construgado, visu-
alisacdo e animac¢do das fungdes elementares afim, quadrética e seno. Classificar, por meio
dos sinais dos autovalores, e construir os graficos das formas quadradicas em R? utilizando
0 GeoGebra e em R?, utilizando o wxMaxima.

Este trabalho divide-se em trés capitulos.

No primerio capitulo apresentamos alguns recortes da informatica na educacao brasileira
e apresentamos as politicas publicas desenvolvidas pelo governo federal nas escolas publi-
cas, o Prolnfo. Destacamos algumas dificuldades enfrentadas pelos professores ao inserir o
computador nas aulas de matematica e as principais contribuicdes que as TICs trazem para o
processo de ensino e de aprendizagem. Também foi listado as quatro liberdades necessérias
para que um software seja considerado livre.

No segundo capitulo classificamos os principais softwares livres matematicos em Geo-
metria dindmica e ndo-dinamica, Calculo Numérico e Algébrico e Computacao Algébrica ou

Matematica Simbolica. Foram destacados em cada um deles, as principais fungdes matema-
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ticas e as plataformas em que os softwares livres estdo disponiveis.

No terceiro capitulo, apresentamos duas atividades utilizando o software livre GeoGebra
e o wxMaxima. A primeira atividade destinou-se ao estudo das funcdes elementares afim,
quadratica e a trigonométrica seno, utilizando o software livre GeoGebra. A segunda ati-
vidade destina ao estudo das formas quadraticas em R? utilizando o GeoGebra, e em R?
classificamos as superficies quadricas por meio dos sinais dos autovalores que foram calcu-
lados utilizando o software livre wxMaxima e em seguida construimos seus graficos.

Antes de cada atividade sugerida, fizemos uma revisao tedrica: das funcdes afim, quadra-
tica e seno; dos autovalores e autovetores e das formas quadriticas em R?, necesséria para
dar suporte e argumentacdo matematica para as atividades propostas.

Finalizamos o trabalho discutindo as principais vantagens e algumas limitacdes encon-

tradas ao adotar um Software Livre Matematico.
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Capitulo 1

Premissas

1.1 Informatica e Educacao

A informdtica tem avang¢ado em vdrios setores da sociedade, transformando a maneira
de comunicar, de trabalhar, de decidir, de pensar e de pesquisar, o que tem afetado a organi-
zagdo dos sistemas educacionais € o proprio processo de ensino e de aprendizagem.

Assim as instintui¢des de ensino tem repensado suas estratégias curriculares e pedagé-
gicas, e inserindo a informética como recurso didético, ou seja, os computadores vem ga-
nhando espaco nas escolas. Como exemplo disto, nas escolas publicas, temos o Programa
Nacional de Tecnologia Educacional (Prolnfo) criado pela Portaria n® 522/MEC, de 9 de
abril de 1997 e regulamentado pelo Decreto 6.300 de 12 de dezembro de 2007, para promo-
ver o uso pedagdgico de Tecnologias de Informatica e Comunicagdo (TICs) na rede publica
de ensino (FNDE, 2014).

O MEC/FNDE compra, distruibui e instala laboratérios de informdtica nas escolas pu-
blicas de educacdo bdsica e, em contrapartida, os governos locais — prefeituras e governos
estaduais — devem providenciar a infraestrutura das escolas para receberem os computadores
(FNDE, 2014).

O Prolnfo € descentralizado, existindo em cada unidade da Federacao uma Coordenagao
Estadual e os Nicleos de Tecnologias Educacional (NTE) dotados de infraestrutura de infor-
maética e comunicagdo que retne educadores e especialistas de hardware e software (FNDE,
2014).

No entanto, ndo é s6 construir laboratérios com computadores e internet € necessario
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integrar professor, softwares educacionais, computador e aluno (Valente, 1993b). Segundo
Valente (2000, p.18) "o uso inteligente do computador na educacdo € justamente aquele que
tenta provocar mudangas na abordagem pedagdgica ao invés de colaborar com o professor
para tornar mais eficiente o processo de transmissdo do conhecimento”. O computador deve
enriquecer e auxiliar o processo de ensino e aprendizagem, contruibuindo no processo de
construcdo do conhecimento e desenvolvendo habilidades que serdao fundamentais na socie-
dade do conhecimento.

Mas ha muita resisténcia quanto ao uso do computador por parte do professor, apesar
de reconhecer a importincia da informética na sala de aula. Entre as barreiras estdo os
problemas técnicos e logisticos. Mas um profesor qualificado, experiente e motivado € a
chave para a implementacdo da informética no processo de ensino e aprendizagem. Os
professores precisam desenvolver competéncias e habilidades suficientes e necessarios para
explorar o potencial da informdtica — computador — na sala de aula.

Nesse sentido, os Softwares Educionais sdo importantissimos para os ambientes educaci-
onais e devem ser escolhidos pelo professor, pois software(s) inadequado(s) de modo algum
contribui para a melhoria e inova¢do do processo de ensino e aprendizagem. Além disso,
necessita de uma pedagogia apropriada e de uma metodologia para ser implementados.

Um dos dilemas dos professores de matematica, com a implantagdo de computadores e
softwares nas escolas brasileiras, tem sido o da selecao do software mais adequado aos ob-
jetivos, aos alunos e as circunstancias das préticas de ensino. O software deve ser escolhido
pelo seu caréter de interagc@o considerando professor, aluno e conteido matemaético e princi-
palmente pela sua disponibilidade, pois a simples ado¢cdo de um software ndo garante que o
recurso didatico-pedagdégico possa auxiliar o processo de ensino e de aprendizagem.

Segundo os Parametros Curriculares Educacionais (1998), o uso das Tecnologias da Co-
municagdo traz contruibui¢cdes significativas para o processo de ensino e aprendizagem a
medida que: relativiza a importancia do cédlculo mecanico e da simples manipulacdo simbo-
lica; evidencia para os alunos a importancia do papel da linguagem grafica e de novas formas
de representacdo; possibilita o desenvolvimento, nos alunos, de um crescente interesse pela
realizacdo de projetos e atividades de investigac@o e exploragdo como parte fundamental de
sua aprendizagem e permita que os alunos construam uma visao mais completa da verdadeira
natureza da atividade matematica.

Deste modo os computadores podem ser usados nas aulas de matemdtica com vdrias
finalidades: fonte de informacgdo, alimentando o processo de ensino e aprendizagem; auxi-
liar no processo de constru¢do de conhecimento; meio para desenvolver a autonomia pelo

uso de softwares que possibilitem pensar, refletir e criar solu¢des; ferramenta para realizar
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determinadas atividades — uso de planilhas eletronicas, processadores de texto, banco de da-
dos, etc. Além disso, o uso do computador pode contribuir para que o processo de ensino e
aprendizagem de Matematica se torne uma atividade experimental mais rica, desenvolvendo
o pensamento. (BRASIL, 1998, p.44).

1.2 Software Livre

O Movimento do Software Livre € um movimento pelo compatilhamento do conhecimento
tecnolégico e é fruto de um trabalho colaborativo mundial. Iniciou-se na decada de 1980
se espalhando rapidamete pelas teias da rede mundial, e hoje € uma realidade brasileira.
O Software Livre vem sendo adotado como um novo paradigma no cendrio tecnoldgico
(SILVEIRA, 2004).

Segundo Free Software Foundation (2014), a principal diferenca entre um software livre
e o modelo proprietdrio nio reside na possibiliadade de ler seus cédigos, e sim de ler, alterar,
customizar e melhorar. Para que o software seja considerado livre ele deve possuir quatro

niveis de liberdade:
Liberdade 0 A liberdade de executar o programa;

Liberdade 1 A liberdade de estudar e adaptar o programa para suas necessidades — ter

acesso ao codigo-fonte 1.
Liberdade 2 A liberdade de redistribuir cOpias, para ajudar o préximo;

Liberdade 3 A liberdade de aperfeicoar e liberar o programa para que toda a comunidade

seja beneficiada.

Porém ha softwareS que € gratuito e proprietario sem ser livre, pois ndo atende toda as

quatro liberdades, por exemplo o Winplot 2.

Cédigo fonte é um conjunto de palavras ou sfmbolos escritos de forma ordenada, contendo instruncdes
em uma linguagem de programacdo, de maneira 16gica, ou seja sdo linhas de programacdo que formam um

software.

20 Winplot é um programa gréfico que foi desenvolvido pelo professor Richard Parris da Philips Exeter
Academy, por volta de 1985. Faz parte da linha Peanut Software e desde de 2001 esta escrito na linguagem

C++.
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Uma das liberdades € a de ter acesso ao cddigo-fonte, e todo cddigo-fonte dever ser com-
pilado, isto €, traduzido para a linguagem de maquina. Assim se o cédigo-fonte do programa
estiver aberto € possivel modificé-lo, conforme as necessidades e em seguida compild-lo —
traduzido — pois, se o codigo-fonte estiver fechado, ndo serd possivel. Se codigo-fonte estiver
fechado s6 € possivel executa-lo.

Cada vez mais as pessoas estdo usando o sistema operacional Linux. O Linux foi cri-
ado por Linus Torvalds, como uma variagdo do MINIX. E o MINIX por sua vez foi criado
baseado em um sistema operacional que tem grande participacdo a histéria da computacao
- o UNIX. Isto mostra o quanto o conhecimento é compartilhado nas comunidades de soft-
ware livre. Um exemplo disto sdo vérias distribui¢des existemte, tais como Ubuntu, Fedora,
Debian, etc.

Para Silveira (2004) estamos na era informacional, isto é, quanto mais se compartilha
o conhecimento mais ele cresce. E os softwares s@o os principais intermediadores da inte-
ligéncia humana na era da informagdo. Garantir o seu compartilhamento € essencial para
a construcdo de uma sociedade livre, democratica e socialmente justa. A transmissdo e a
disseminag@o do conhecimento tecnoldgico permitem viabilizar o fortalecimento da inteli-
géncia coletiva local e evitar a submissdo e o aprisionamento pela inteligéncia monopolista
e redutora das possibilidades de igualdade social e de melhoria econdmica dos povos.

Segundo Pires (2001), as principais vantagens de usar o Software Livre sdo: a ultima
versao do software sempre estd disponivel, geralmente por meio da internet; o software pode
ser legalmente utilizado, copiado, distribuido e modificado; os resultados obtidos podem
ser divulgados sem nenhuma restri¢do; os programas desenvolvidos podem ser transferidos
para outras pessoas inclusive para nossos alunos sem imposi¢cdes de quaisquer naturezas; a
certeza de estar participando de uma comunidade cujo valor principal € a irrestrita difusdo
do conhecimento.

Segundo Silveira (2004) saber fazer programas de computador serd cada vez mais vital
para um pais, e os softwares serdo elementos de crescente utilidade social, econdmica e de
alto valor agregado. Deste modo, o software livre, proporciona ndo s utilizar ou execu-
tar gratuitamente o programa mas, de forma colaborativa, estudar, aperfeicoar e adaptar as
nossas necessidades e redistribuir copias para ajudar o préximo.

Em maio de 2003, o entdo ministro-chefe da Casa Civil José Dirceu anunciava que iria
utilizar preferencialmente o software livre. Esta opcdo seguia a l6gica da gestao do governo
de apostar no desenvolvimento nacional e de construir uma politica tecnoldgica que permi-
tiria introduzir o pais na chamanda economia global (Silveira, 2004).

Ainda de acordo com Silveira (2004, p.38), a ado¢do do software livre como paradigma
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do desenvolvimento e uso das tecnologias da informac¢ao no governo pode ser resumida em
cinco argumentos: o macroecondmico, o de seguranca, o da autonomia tecnoldgica, o da
independéncia de fornecedores e o democrético.

Percebemos que o software livre transformou-se em politica publica. Na educacdo pu-
blica todos os laboratérios montados pelo Prolnfo sdo instalados com o Linux Educacional 3.
Logo ndo podemos virar as costas e fechar os olhos para as mudancas. Se hd uma alternativa
livre para os software educacionais, por que usar um proprietario?

Devemos lembrar que ensinar exige estética e €tica, exige a corporeificacdo das palavras
pelo exemplo, exige risco, aceitacdo do novo e rejei¢ao a qualquer forma de discriminacao.
Ao adotar um Software livre estamos ensinando, pelo exemplo, a ética, estamos correndo
risco, aceitando o novo e principalmente estamos rejeitando qualquer forma de discrimina-

¢do, pois todos devem ter acesso a informacdo (Freire, 1996).

3E uma distribuicdo Linux desenvolvida pelo Centro de Experimentacio em Tecnologia Educacional

(CETE) do Ministério da Educag¢do (MEC)
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Capitulo 2

Softwares Livres de Matematica

O objetivo deste capitulo € relacionar os principais Softwares Livres de Matematica.
Os Sofwares Lives de Matemdtica foram classificados conforme a finalidade e/ou carac-
teristica de cada programa. Assim eles podem ser: de geometria dindmica ou nio-dindmica;

Cilculo Numérico e Algébrico e de Computagio Algebrica ou Manipulacdo Simbélica.

2.1 Geometria

2.1.1 GeoGebra

O GeoGebra ¢ um software de geometria dinamica que foi desenvolvido por Markus
Hohenwarter para o nivel bésico e para o nivel superior.

Segundo Instituto GeoGebra (2014), a missao do projeto GeoGebra € habilitar estudantes
e professores de todos os niveis de ensino e aprendizagem da matematica com a facilidade e
a disponibilidade do software e materiais interativos.

O GeoGebra possui vdrios recursos, tais como: geometria interativa, dlgebra, tabelas,
gréaficos, probabilidade, estatistica, cdlculos simbdlicos, derivada e integral. No entanto o
célculo de derivada e integral de uma func¢do, na janela CAS (Computagdo Algébrica Simbo-
lica) s esta disponivel no GeoGebra da plataforma Windows. Todos estes recursos juntos em
um mesmo programa, torna-o vantajoso didadicamente, pois € possivel fazer representagcdes
diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si, possibilitando aos alunos testarem

suas conjecturas e aos professores desenvenvolverem suas aulas.
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O GeoGebra esta disponivel para as seguintes plataformas: Windows, Mac OS X, Geo-
Gebra Chrome App, Ubuntu Debian (.deb), openSUSE, Fedora (.rpm) e Java Applet.

2.1.2 C.a.R. - Régua e Compasso

O programa Régua e Compasso (C.a.R.) € um software de geometria dindmica plana,
desenvolvido pelo professor René Grothmann da Universidade Catélica de Berlim, na Ale-
manha.

No C.a.R. é possivel realizar constru¢cdes geométricas tais como: ponto, retas, cicu-
los. Uma vez feita a construcdo destes objetos geométricos podemos deslocéd-los na tela
mantendo-se as relacdes geométricas de pertinéncia, paralelismo, etc. Com o C.a.R o aluno
e/ou o professor pode propor e testar conjecturas através de exemplos e contra-exemplos,
usando as facilidades do software.

Esta disponivel para as plataformas Windows, Linux e Mac OS X.

2.1.3 KmPlot

O KmPIlot faz parte do projeto KDE-Edu que possui um pacote de aplicativos educaci-
onais que integra vdrios softwares.

Segundo a comunidade KDE (2014), o KDE-Edu é um projeto da KDE, iniciado em
2001, cujo objetivo € desenvolver Aplicagdes de Educacdo Livres (licenca GPL) destinadas
as escolas, estudantes, pais e outras pessoas que desejam aumentar o seu conhecimento.

O KmPlot desenha graficos de fungdes matemdticas, das suas integrais ou derivadas.
Além disso suporta diferentes sistemas de coordenadas, inclusive cartesiano, polar, paramé-
trico e implicito. E possivel desenhar a primeira e segunda derivada e a sua integral. Possui
ferramentas para graficos de fungdes, tais como: encontrar ponto de maximo e/ou minimo,
desenhar a area entre a funcdo e o eixo OY. Os plots gerados sdo exportdveis para formato
bitmap ! (KDE-Edu, 2014).

KmPlot faz parte do pacote de aplicativos educacionais e pode ser instalado juntos nas

plataformas: Windows, Linux e Mac OS X.

10s bitmaps sdo imagens formadas por matrizes de pixels. Como forma a imagem pixel a pixel h4 alteracio
quando aumentamos a sua escala. Imagens Vetoriais sdo imagens formadas por objetos mateméticos, pontos,

retas, poligonos, circunferéncias, etc.
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2.1.4 Calques 3D

O software de geometria dindmica Calques 3D, foi desenvolvido pelo professor Nico-
las Van Labeke da Universidade de Edinburgh na Inglaterra, como parte do seu Ph.D em
Ciéncias da Computacdo na Franca. Ele trabalhou com duas equipes de professores de ma-
temadtica do ensino secundério que ajudaram a projetar e desenvolver o sistema. O principal
objetivo do trabalho colaborativo foi proporcionar aos professores um software que atenda as
suas necessidades e as suas proprias abordagens de ensino de geometria espacial (LABEKE,
2014).

Segundo LABEKE (2014) o Calques 3D é um micromundo projetado para a construgao,
observacio e manipulacdo figuras geométricas no espaco. Ele permite um acesso intuitivo e
adaptdvel as caracteristicas do ambiente. Intuitiva, porque pode ser usado pelos alunos sem o
conhecimento prévio do software. Adaptavel, pois permite o professor decidir a sua prépria
pedagogia, no que diz respeito as operacdes que serdo disponibilizadas para o aluno.

Com o Calques 3D é possivel manipular figuras geométricas tridmensionais em varias
perspectivas, se tornando um excelente laboratério de aprendizagem da geometria espacial,
pois o professor e/ou aluno pode testar e elaborar suas conjecturas por meio de exemplos e
contra-exemplos.

Os principais objetivos do Calques 3D sdo: observagdo, constru¢do e a manipulagao.
Através da observacgdo € possivel entender a terceira dimensdo, alterar o sistema de referén-
cia espacial, escolher a perspectiva e modificar o ponto de vista do observador. A construcao
permite construir figuras geométricas dinamicas de objetos elementares, tais como ponto, re-
tas, planos, intersecao de retas e planos. Além disso, € possivel construir poliedros regulares,
esferas, cilindros, secdes planas, porém ndo € possivel construir paraboldides e hiperbol6i-
des. E, com a exploracio o professor pode descobrir as propriedades geométricas da figura,
através de deformacdes e deslocamentos na tela a partir das construgdes realizadas, man-
tendo as relagdes (pertinéncia, paralelismo, etc.) previamente estabelecidas, otmizando o
tempo, que pode ser gasto na associagdo entre os objetos.

Ele pode ser executado na plataforma o Windows 98/2000/XP.
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2.2 Calculo Numérico e Algébrico

2.2.1 OCTAVE

Segundo o site do OCTAVE (2014), o programa foi escrito por John W. Eaton e alguns
colaboradores. Concebido originalmente em 1988, um software para notebook em nivel de
graduacao em design de produtos quimicos, sendo escrito por por James B. Rawlings, da
Universidade de Wisconsin-Madison e John G. Ekerdt da Universidade do Texa destinado
principalmente para computa¢ao numérica.

O OCTAVE tem uma interface de linha de comandos ideal para resolver numericamente
problemas lineares e/ou ndo-lineares. Disponibilizando vérias feramentas para resolver pro-
blemas comuns de dlgebra linear, para encontrar as raizes de equagdes nao-lineares, funcdes
ordindrias, polindmios, cdlculo de integrais, integracdo numérica de equagdes diferenciais
ordindrias e diferenciais-algébricas. Além disso, é possivel implementar outros experimen-
tos numéricos usando uma linguagem que € mais compativel com Matlab e pode ser usado
como uma linguagem orientada para lote.

E compativel com as plataformas: GNU/Linux (Debian, Fedora, Gentoo e SuSE), BSD,
OS X e Windows.

2.2.2 Scilab

O Scilab € um programa para computacao numérica que proporciona um ambiente com-
putacional poderoso para engenharia e para aplicagdes cientificas. Tem uma linguagem de
programacgdo de alto nivel que permite o acesso a estruturas de dados avancados, fungdes
gréficas 2-D e 3-D SCILAB, 2014.

Segundo a comunidade do Scilab (2014) o programa tem centenas de fungdes matemati-
cas. Tais como: Matemdtica e Simulagdo para aplicagdes na engenharia e ciéncias, incluindo
operacdes matemadticas e andlise de dados; Visualizagdo 2-D e 3-D — fung¢des graficas para
vizualizar, anotar, exportar dados, védrias maneiras de criar, personalizar diversos tipos de
gréificos e tabelas. Otimizacdo — algoritmos para resolver problemas de otimizac¢do conti-
nuos e discretos restritos ou nao restritos. Estatisticas — ferramentas para executar andlise de
dados e molelagem. Projetos e Andlise de Controle de Sistema — algoritmos padrao e ferra-
mentas para o estudo do sistema de controle. Processamento de Sinais — visualizar, analisar
e filtrar os sinais em tempo e da frequéncia de dominios. Desenvolvimento de Aplicagoes -

incrementar as funcionalidades nativas do Scilab e gerenciar trocas de dados com ferramen-
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tas externas. Xcos — Sistemas dindmicos hibrido modelador e simulador — modelagem de
sistemas mecanicos, circuitos hidraulicos, sistemas de controle.
O Scilab esté disponivel nas plataformas GNU / Linux, Mac OS X e Windows XP/Vista.

2.2.3 Sage

Sage é desenvolvido por uma comunidade de programadores e mateméticos que pode
ser utilizado por meio de linhas de comandos interativas, isto €, uma interface dentro de
um browser onde os passos podem ser armanzenados em pdginas separadas por usudrio. O
Notebook (terminal) pode estar instalado ou acessado de uma instalagdo remota via internet
(nuvem). Segundo Sage (2014) sua missdo € criar uma alternativa livre para Magma, Bordo,
Mathematica e Matlab.

O Sage pode ser usado para estudar matemaética elementar e avangada, pura e aplicada,
adequado tanto para o ensino quanto para a pesquisa. Isso inclui uma grande variedade de
matematica, incluindo 4lgebra bésica, cdlculo, teéria dos nimeros elementar, criptografia,
computacdo numérica, dlgebra comutativa, teoria de grupos, andlise combinatdria, teoria de
grafos, dlgebra linear e muito mais (Sage, 2014).

O Sage esté disponivel nas plataformas Linux, Mac OS X e Windows.

224 R

O R € uma linguagem e ambiente para computacio estatistica e graficos, criada em
1996 por Ross Ihaka e Robert Gentleman semelhante a linguagem S-Plus — cédigo fechado,
desenvolvido pelo Laboratérios Bell. Pode ser coniderado como uma implementacgao dife-
rente de S 2. Embora exista diferencas importantes, a quantidade de c6digo escrito para S é
executado inalterado em R.

A linguagem R € uma alternativa para a pesquisa em metodologia estatistica, pois fornece
uma ampla variedade de estatisticas — modelagem linear e ndo linear, testes estatisticos clds-
sicos, andlise de séries temporais, clasificacdo — de técnicas grificas e altamente extensivel
(R, 2014). Também fornece numerosas funcdes de manipulagio, importacdo e exportacio

de dados e permite operacdes matemdticas simples, manipulacdo de vetores e matrizes.

%S é uma lingagem estatistica, desenvolvida por John Chambers, hoje é mantida por Rick Becker e Allan

Wilks dos laboratérios Bell.
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O R executa e compila nas plataformas UNIX e sistemas similares (incluindo FreeBSD
e Linux), Mac OS X e Windows.

2.2.5 Calc - Planilha de Calculo

O Calc € uma planilha eletronica que faz parte do LibreOffice, uma "suite de escritdrio".
Tem uma interface similar ao EXCEL, que faz parte do Office da Microsoft.

Com o Calc € possivel realizar tarefas simples, como digitagdo e impressao de plani-
lhas, e até tarefas mais elaboradas como criacdo de tabelas mais sofisticados, com dados
relacionados e cdlculos numéricos mais complexos. A andlise de dados é simplificada atra-
vés de diagramas bidimensionais e tridimensionais, que sdo facilmente construidos e de alta
qualidade visual.

O LibreOffice é compativel com os sistemas operacionais Linux, Mac OS X e Windows.

2.3 Computacao Algébrica ou Matematica Simboélica

2.3.1 AXIOM

Segundo AXIOM (2014), o software estd em desenvolvimento desde 1971 e evoluiu
lentamente. Inicalmente foi chamado Scratchpad, sendo originalmente desenvolvido pela
IBM sob a direcao de Richard Jenks. Barry Trager foi fundamental para a direcdo técnica do
projeto.

Durante vinte anos, Scratchpad foi desenvolvido e considerado uma plataforma de pes-
quisa para o desenvolvimento de novas ideias em matematica computacional, mas foi na
década de 1990 que o projeto foi renomeado para AXIOM e vendido para o Grupo Numé-
rica Algoritmos (NAG) na Inglaterra, e tornou-se um sistema comercial. Porém por uma
variedade de razdes ndo foi financeiramente vidvel. Em outubro de 2001 foi retirado do
mercado.

Assim a NAG concordou em liberar o AXIOM como software livre, pois o AXIOM
representava algo diferente de outros programas, principalmente pela sua fundamentacao em
matematica.

O AXIOM esta disponivel nas plataformas Unix (Ubuntu, Mandriva, Fedora, Debian e
outras distribui¢des) e Windows e OS X.
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2.3.2 Maxima

Segundo a comunidade Maxima, o0 Maxima € um programa descendente do Macsyma,
o sistema de algebra computacional desenvolvido na década de 1960 no Massachusetts Ins-
titute of Technology (MIT) com fundos do Departamento de Energia dos Estados Unidos e
outras agencias governamentais. Uma versdo do Macsyma foi mantida por William Schelter
de 1982 até seu falecimento em 2001. Em 1998 ele obteve a permissdao do Departamento de
Energia, para liberar o codigo-fonte sobre a GNU General Public License (GPL). Foi revo-
luciondrio e muitos sistemas posteriores, como o Maple, o Mathematica e o Derive foram
inspirados por ele.

O Maxima pode ser utilizado para calculos matemaéticos, manipulagdo simbolica in-
cluindo diferenciagao, integracao, série de Taylor, transformada de Laplace, equacdes dife-
renciais e ordindrias, sistemas de equacdes lineares, polindmios, e conjuntos, listas, vetores,
matrizes, autovalores, autovetores, computa¢do numérica e criagao de graficos. Além disso
produz resultados numéricos com alta precisdo usando fracdes exatas 3, inteiros de tamanho
arbitrario, e nimero de ponto flutuante de precisao varidvel.

Se executado pelo comando maxima em um terminal, 0 Maxima inicia em um ambiente
de trabalho por linha de comando, mas pode-se trabalhar por meio de uma interface gréfica
conhecida como wxMaxima, que € acionada pelo comando wxMaxima.

O wxMaxima estd disponivel nas plataformas: Linux, Mac OS X e Windows.

30 programa representa internamente na forma de fracio retornando o resultado nio-decimal, isto é, na

forma ¢.
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Capitulo 3

Aplicando Softwares Livres Matematicos

Como vimos no capitulo anterior, hd muitos softwares livres matemaéticos disponiveis que
podem ser ferramentas importante para o processo de ensino-aprendizagem do ensino basico
e também do ensino superior.

Escolhemos o software livre GeoGebra para propor as atividades em R?, pois é possivel
interagir Algebra e Geometria, tornando um campo rico para o desenvolvimento da intuic@o,
pois as conjecturas surgem delas. E para R? escolhemos o wxMaxima.

Antes de apresentarmos as atividades propostas faremos uma breve revisao tedrica, que

dara suporte nas atividades.

3.1 Ensinando Funcoes

Segundo PCN+ ENSINO MEDIO (2000), o estudo das diferentes funcdes deve estar no
conceito de funcdo e em suas propriedades em relacdo as operagdes e principalmente na
interpretacdo de seus graficos, pois € uma ferramenta importante para vdrias outras dreas do

conhecimento.

3.1.1 Funcoes — Revisao Teodrica

Definicao 3.1 (Funcdes). Uma fungdo f : A — B consta de trés partes: um conjunto
A, chamado o dominio da funcdo (ou o conjunto onde a fungdo é definida), um conjunto

B, chamado o contradominio da funcdo, ou o conjunto onde a funcdo toma valores, e uma
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regra que permite associar, de modo bem determinado, a cada elemento x € A, um tnico

elemento f(x) € B, chamando valor que a fungdo assume em x (ou no ponto x).
Toda fung¢ao pode ser representada graficamente conforme a definicao abaixo.

Definicao 3.2 (Grifico de uma Funcdo). Se f é uma funcdo entdo o grdfico serd o conjunto
de todos os pontos (x,y) m R? para os quais (x,1) é um par ordenado, tal que x pertence

ao dominio de f ey = f(x).

Deste modo, dependendo da lei de formagao (regra) as fungdes sdo classificadas em:
funcdo afim; quadratica; exponencial; logaritmica; funcdes polinomiais; trigonométricas;
etc. Faremos a revisdo bibliografica das func¢des elementrares afim, quadratica e da funcao

trigonométrica seno, pois a sugestdo de atividade contemplaré essas trés fungdes.

Definicao 3.3 (Funcdo Afim). Uma fungcdo f : R — R chama-se afim quando existem
constantes a,b € R tais que f(z) = ax + b para todo x € R.

As fungoes lineares e constante f : R — R, definidas por f(x) = ax e por f(z) = b

para todo =z € R, sdo casos particulares da fun¢ado afim.

Definicao 3.4 (Fun¢do Quadréitica). Uma funcdo [ : R — R chama-se quadrdtica quando

existem niimeros reais a,b e c com a # 0, tais que f(x) = ax? + bx + ¢ para todo x € R.

Fungdo quadrdtica é definida por uma expressao quadrdtica, mas toda expressao quadra-

tica pode ser escrita na forma canonica. Entdo, completando o quadrado podemos escrever:

b\? dac—b?
> y 82 3.1)

fz)=ar’ +bz+c=a (.Z'—i-% e

Escrever a funcdo quadrdtica na forma candnica tem algumas consequéncias. Em pri-

meiro lugar, ela conduz imediatamente a férmula que da os zeros fun¢do 3.1. Em segundo,

=b dac—b?
2a’7  4da

ela determina o vértice da parabola, isto €, V = ( ) e esse sera o ponto de mdximo

(a < 0) ou ponto de minimo (a > 0).

Definicao 3.5 (Funcdo Periddica). Uma fungcdo f : A — B é periddica se existir um

numero p > 0 satisfazendo a condi¢do
flx+p)=f(z),Vz € A.

O menor valor de p que satisfaz a condicdao acima é chamado de periodo de f.
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Definicao 3.6 (Funcdo Seno). Dado um niimero real x, seja P sua imagem no ciclo (circun-
feréncia de raio unitdrio). Denominamos seno de x (e indicamos sen(x)) a ordenada O Py
do ponto P em relacdo ao sistema X OY. Denominamos fungdo seno a funcdo f : R — R

que associa a cada real x o real OP; = sen(x), isto é, f(x) = sen(x).

P

Figura 3.1: Ciclo Trigonométrico - Seno.

Como o ponto P estd no ciclo, sua ordenada pode variar apenas de —1 a +1, logo a
imagem da fungdo seno é o intervalo [—1, 1].

A fungdo seno é periddica e seu periodo 27, pois se sen(z) = OP; e k € Z, entdo
sen(x + k- 2m) = OP,, mas z e = + k - 27 tém a mesma imagem P no ciclo. Temos, entdo,
para todo x real: sen(x) = sen(x + k - 27) = OP,, portanto a fungdo seno é periédica e seu

periodo € 27, pois é o menor valor positivo (conforme definicao 3.5).

3.1.2 Estudo das Funcoes Elementares usando o GeoGebra

Nesta se¢do apresentaremos uma sugestao de atividade, utilizando o software GeoGebra,
para estudo das funcdes afim, quadratica e a trigonométrica seno devido a sua importancia
no Ensino Bésico e no Ensino Superior, cudo objetivo € refor¢car o ensino das fungdes —

conceitos e graficos.

Funcao Afim

Iniciar o estudo da fungdo afim construindo o gréfico da fungdo linear
f(z) =ax (3.2)
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e mostrar, por meio do software, que o grafico € uma reta, que o software constréi o grafico
fazendo a = 1 (figura 3.2 - fungdo identidade), e que a fungdo passa pela origem (0, 0).

® Aplicativos Locais = 3 O W) 1215
o GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Disposigdes Opgde:

E El /‘ YIS0l

tas_Janela Ajuda

a:zl| | || Intersecao de Dois Objetos 18]
4= 4| Selecione dois objetos ou clique diretamente na intersecéo

~

Janela de Algebra

Y
Entrada:| @
[® - GeoGebra D9 A -

Figura 3.2: Fungdo Linear f(z) = ax.

Em seguida usar o controle deslizante para que os alunos possam perceber o que acontece
com o gréfico da fun¢do quando variamos o valor de a.

Concluir que se:

a > 0 afuncgdo é crescente;
a < 0 afuncgdo € decrescente;
a = 0 a fun¢do € constante (equagdo do eixo x).

Adicionar o termo constante b (coeficiente linear) na equagdo 3.2. Assim teremos a
fungdo afim
f(z) =az +0. (3.3)

Em seguida construir o gréfico da funcio 3.3, conforme figura 3.3. Para que os alunos
possam compreender melhor o comportamento da fun¢@o, quando incluimos o coeficiente
linear b, usar a fung¢do "animar"” no coeficiente linear b.

Concluir que houve uma translagdo horizontal do grafico. Em seguida utilizar a ferra-
menta intersecdo de dois objetos, para que os alunos possam vizualizar o ponto de insersecao
entre o grafico (reta) e os eixos OY e O X.

E concluir que a reta intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0, b) e que as vezes se
chama valor inicial, isto é f(0) = b e intersecta o eixo das abscissas no ponto (_—b O).

a’
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® Aplicativos Locais

© GeoGebra

Ferramentas Janela_Ajuda
d k || 322 | | ¢ | mtersecao de Dois Objetos @
o] N\ APE 5| | 4] Selecione dois objetos ou clique diretamente na intersecso

& x [lanela de Vi

Arquvo_Editar_Exbir_Disposigdes Opgdes

D =ERECE

i @

Sriecal]

[@ - GeoGebra 99

Figura 3.3: Fun¢do Afim f(z) = ax + b.

® Aplicativos Locais o044 3 O @) 1628 &

GeoGebra

Arquivo_Editar_Exibir_Disposigd: es_Ferramentas Janela Ajuda

icbes Opg
h s SR Reta definida por Dols Pantos @

&) [ AR [P0 ) [N roe] Lo [ ] tegetiteeoce

janela de Algebra 8 % [lanela de Visualizaca: X,
]
.

Entracar] ] @

-

Figura 3.4: Reta definida por dois pontos.

Para fechar a atividade, representar no plano cartesiano os pontos (2, 3) e (0, —1), depois
usar a funcdo reta definida por dois pontos para construir a reta. Na janela de dlgebra
aparecerd a lei de formacdo da fungdo que tem f(2) = 0e f(0) = —1 (conforme figura 3.4),

isto €,y = 2x — 1.

Funcao Quadratica

Segundo Lima (2006) o gréfico da funcdo quadrdtica

f(z) = ax* +bx +c
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€ um elemento de grande importancia para entender o comportamento desta fun¢ao. Assim,

devemos iniciar o estudo da funcdo quadrdtica construindo o gréifico da funcao

f(z) = ax®. (3.4)

Em seguida usar a ferramenta controle deslizante para animar o coeficiente a e entender

o comportamento do gréfico (pardbola), quando variamos o coeficiente a. Questionar os
alunos: "O que acontece quando a = 0? Continua sendo uma Fun¢do Quadrdtica?". Assim

através da visulizacdo os alunos poderdo concluir que se a = 0 a funcdo ndo serd quadrética,

logo é necessdrio, conforme a revisdo tedrica, definir a # 0.

® Aplicativos Locais = 3O
o GeoGebra

) 12:30 &

Arquivo_Editar_Exibir_Disposicdes Opgdes Ferramentas Janela _Ajuda

Nl RN M @
e 2 [ o e S
nel Algebra v & x_[Janela de Visualizacdo £
; \ I,
\ e
. \
b=1
\ e
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\ L
\
\
\
.,
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Srtrada] 1o
[® : GeoGebra D9 -

Figura 3.5: Fungdo Quardrdtica f(z) = az?.

Usar a ferramenta "intersecdo de dois objetos" para determinar o vértice e 0s pontos em
que o grafico intersecta o eixo OX e OY', que neste caso, sdo coincidentes.

Ao animar o coeficiente a € possivel concluir que se:
a > 0 a fung¢do terd concavidade para cima;
a < 0 afungdo € terd concavidade para baixo;
a = 0 afung¢do € constante — um caso particular da funcdo afim (equacdo do eixo Xx).

Além disso é possivel perceber que se |a| crescer haverd uma dilatacdo horizontal no
gréfico.

Ao incluirmos a constante real ¢ na equacdo 3.4 obteremos a equacao
f(z) = a2’ +c. (3.5)
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Construir o grafico da equagao 3.5, em seguida usar a ferramenta animar para entender
o comportamento da funcdo 3.5. Ao adicionar o termo constante ¢ o vértice altera, isto €,

V = (0, ¢) e o gréfico sofrera uma translagdo vertical.

® Aplicativos Locais

GeoGebra

Arquivo Editar Exbir Disposicées Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

|~ Gl RS Mover &
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=
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9 c
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@v=1(0,1) \ b=1
Ddiy=x'+1

Entradai| J @
@ GeoGebra 99 -

Figura 3.6: Fung¢do Quadrética f(z) = az? + c.
Ao incluir o termo linear bx na equagao 3.5, obteremos a equacao
f(z) = ax® +bx +c. (3.6)

Animando o coeficiente b perceberemos que haverd translacdo vertical e horizontal. O
vértice ndo se mantém e a funcdo terd ou ndo zeross (raizes da equagdo f(x) = 0) depen-
dendo do valor de b. Usando a ferramenta intersecdo de dois objetos podemos determinar os
pontos em que a curva intersecta os eixos OX e OY, isto &, (x1,0), (x2,0) e (0, ), onde z;
e x5 sa0 os zeros da fungdo.

Mas como determinar o vértice neste caso (equacdo 3.6)? Como vimos na revisao tedrica,
a forma candnica permite determinar o vértice e as raizes. Para isso usaremos o comando

dlgebra — completar quadrados que esta na janela de ajuda (no canto inferior direito) para
—b 4ac—b2>

20’ 4da

Para concluir, mostrar aos alunos que o vértice serd ponto de méximo, se a < 0 ou ponto

completar o quadrado da funcdo 3.6 e determinar o vértice, isto é, V' = <

de minimo se a > 0. Além disso hd um intervalo em que a fun¢do € crescente e um em que

serd decrescente.

34



e 3 O W) 12:36 &

® Aplicativos Locais

o GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Disposicées Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

1 9 . Ponto Médio ou Centro
] 5 ABC | =
E /{V L b‘v @V @V ‘&-v Nv il Selecione dois pontos, Um segmento, um circulo ou UMa canica
Janela de Algebra = 5 % janela de vi -
= Objetos Livres
Sa=1
-1
Ob-1 e
9 c=1 3
= Objetos Dependentes
GA=0,1) b1
Odiy=xitx+1 - i
y +x+ c=1
-
2
& 3
o
s s " = 2 T o T 2 B s s G
4
2
s
Entrada:| @
= . GeoGebra 2I°] -

Figura 3.7: Fungdo Quadrética f(z) = az? + bz + c.

Funcao Seno

Assim como as fun¢des afim e quadratica, as fungdes trigonométricas € um tema impor-
tante da Matemadtica, tanto por suas aplicacOes no dia-a-dia da Ciéncia e também na alta
Tecnologia, como pelo seu papel central que desempenham na Andlise. Para ter uma ideia
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Figura 3.8: Fung¢do Seno f(z) = asen(bx).

do comportamente global de uma fung¢ao trigonométrica é conveniente construir seu grafico,

pois o grafico retine todas as informacdes da funcdo.
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Construir o gréfico da fungao
f(z) = asen(bx). (3.7)

Quando construimos o grafico da fun¢do 3.7, o GeoGebra faz a = 1 e b = 1. Dai marcar
o ponto de intersessdo entre o grafico e o eixo das ordenadas OY’, em seguida usar a ferra-
menta animar para entender o comportamento da fun¢do 3.7 quando variamos o coeficiente
a. Assim sera possivel perceber que o coeficiente a determina a dilatagdo vertical € a re-
flexdo em torno do eixo OX, sofrida pelo grafico. Além disso, a imagem da funcdo sofrera
mudangas, isto é, [ = [—a,a|. Refor¢ar mostrando que o ponto de intersessdo do grafico
com o eixo das ordenadas alterna conforme o valor de a. Usar novamente a ferramenta ani-
mar o coeficiente real b, para ver o comportamento da fungdo. Concluir que o coeficiente
real b altera o periodo, consequentemente havera uma dilatacdo ou contracdo. Concluir que

se |b| cresce o periodo diminui (contragdo) e se |b| diminui o periodo aumenta (dilatagdo).
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Figura 3.9: Fungdo Seno f(z) = asen(bx + c).
Ao incluir o coeficiente ¢ na fun¢ao 3.7 obtemos a seguinte funcao
f(x) = asen(bx + ¢). (3.8)

Construir o grafico da funcao 3.9 e em seguida usar a ferramenta animar no coeficiente c,
para entender o comportamento do grafico da funcdo. Perceber que haverd uma translacdo

horizontal para a esquerda se ¢ > 0 e para a direita se ¢ < 0, conforme figura 3.9.
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Figura 3.10: Fungdo Seno f(z) = a.sen(bx + ¢) + d.

Finalmente incluir o coeficiente d na fung@o 3.7 obter a fungado
f(z) = asen(bx + ¢) + d. (3.9)

Perceber que haverd uma translagdo vertical. Se d > 0 a translagdo serd para cima e se

d < 0, serd para baixo, conforme figura 3.10

3.2 Ensinando Curvas Dadas pelas Formas Quadraticas em

R? e em R? — Conicas/Quadricas

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados da Algebra Linear importantes para a
Geometria Analitica, que servird de embasamento tedrico para o estudo das cOnicas e das

quadricas.

3.2.1 Formas Quadraticas no R? — Revisdo Teérica

Autovalores

Seja A : E — FE uma operador linear num espago vetorial £, de dimensao finita. Para

que o nimero real A seja autovalor de A é necessario e suficiente que exista v # 0 em F,
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tal que
Av = .

Ou seja, Av é um vetor paralelo ao vetor v. Temos que v = 0 € solucdo trivial, mas é
interessante encontrar valores para A de modo que exista solu¢des ndo-triviais (v # 0), mas

Av =X v = (A— N)v=0.

Porém para que o operador linear (A — \I) : E — F tenha nicleo ndo-trivial, isto é,

nao seja invertivel € necessdrio e suficiente que
det(A — M) = 0.

O determinante det(A — AI)

¢ um polindmio de grau n em A, cujo o termo lider é
(—1)"A™. A equagdo det(A — M) = 0 é chamada equacdo caracteristica ou polinémio

caracteristico do operador A (onde A é uma matriz quadrada de ordem n) e € representado
por P(\). Entdo
P(\) = det(A— \I)
ou seja
P(A) = ap A" + ap i A"+ ag ) Fag.
Onde

Ap—1 = T’I“(A) = Z )\z

ap = detA = ﬁ/\’
i=1

Teorema 3.1. Seja A : E — E um operador linear. Entdo, A tem no mdximo n autovalores

reais.

Demonstracao 1. Os autovalores de um operador linear sdo as raizes do polinémio carac-
teristico de A. Mas um polinémio de grau n tem no mdximo n raizes reais. Logo A tem no

mdximo, n autovalores reais — contando as multiplicidades.

Uma matriz quadrada de ordem n € simétrica se, A = A’ (A’ € a matriz transposta de
A). Se a matriz do operador linear A for simétrica, ele terd exatamente n autovalores reais.

Mostraremos este resultado para n = 2.
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Proposicao 3.1. Seja A : E — E um operador linear de dimensdo n = 2. A matriz A tem

dois autovalores reais distintos se a matriz A for simétrica.

Demonstracao 2. Demonstracdo: Seja A a matriz quadrdtica do operador linear A, tal que

11 Qai12
A= ,

21 Q22
Cujo o polinémio caracteristico é
P()\) = /\2 — (CL11 + CLQQ)/\ + <a11a22 - a21a12>.
O polinémio possui solugdes reais distintas se, somente se, o discriminante
A= (an + a22)2 — 4(ar1a22 — a12a91) = (a1 — a22)2 +4aypaz > 0.

Observe que se A for uma matriz simétrica, teremos a5 = as;.
Logo
2 2
A = ((ZH — a22) + 4(112 Z 0

Entdo o operador linear possui exatamente dois autovalores reais distintos se A for simé-

trica. |

Vale observar que, se a matriz A for simétricae A = 0, isto é,
2 2
(@11 — ag2)” +4ajp” =0,

ou seja

a1 — a2 = ajg = 0,

isto €, a1 = a9, entdo a matriz € A = A\I — matriz diagonal.

Autovetores

Definicao 3.7 (Autovetores). Seja A : E — E uma aplicagdo linear num espago vetorial
E, de dimensdo finita. Um vetor v € E, v # 0, é autovetor do operador linear A se existir
A € R tal que A(v) = M.

Teorema 3.2. Seja A : E — E um operador linear. Entdo autovetores ndo-nulos associa-

dos a autovalores distintos sdo linearmente independentes.
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Demonstracao 3. Sejam )\, A\ autovalores, tais que A1 # Xo, e vy, Vg autovetores ndo
nulos, associados aos autovalres \y e \y respectivamente. Suponhamos que vy e vy sejam

linearmente dependentes, logo existe ¢, # 0 e ¢y # 0 tal que
c1v1 + covg = 0, (3.10)
multiplicando a equagdo 3.10 por \i obtemos,
A1C1U1 + A1cavg = 0. (3.11)
Agora apliquemos A a ambos os membros de 3.10
A1C101 + Agcovg = 0, (3.12)
subtraindo as equagoes 3.12 de 3.11 encontramos
(M — Aoy + ca(Ay — Ap)ve =0, (3.13)
como \| # Ao, entdo co = 0. Absurdo! Logo os vetores sdo linearmente independentes. M

Mostraremos a seguir que se a matriz A for simétrica, entdo os autovetores associados a

autovalores reais distintos sdo ortogonais.

Teorema 3.3. Se a matriz A do operador é simétrica, entdo os autovetores de autovalores

distintos sdo ortogonais.

Demonstracao 4. Sejam A\ e Ao, com A\ # Ao e vy, Vg Seus respectivos autovetores reais

ndo-nulos. Entdo
Al)l = )\11)1 (314)

AUQ = )\2?]2. (315)

Multiplicando a equagdo 3.14 por vl e a equagéo 3.15 por v, obtemos

UéAUl = )\11)51)1 = )\1’02 U1 (316)
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UiAUQ = )\27)%’02 = )\21]1 * Vo, (317)

Como o produto escalar é comutativo, isto é, vy - Vo = vy - V1, logo

)\21)1.1)2 = )\11)2 * U1,

ou seja
()\2 — )\1)7)1 Vg = 0
logo
)\1 = )\2
ou
vy - vp =0,
mas A1 # )Xo, portanto os vetores sao ortogonais. |

Assim o conjunto linearmente independente {v1,v2} forma uma nova base ortogonal

(conforme o Teorema 3.3) para o R?, e organizando-os em uma matriz coluna obtemos

B=1| v u | (3.18)

Pelo Teorema Espectral, segue que para uma matriz simétrica, podemos escolher uma

base ortonormal de autovetores, (vy, -, v, -+ ,v,) tal que
1, 1=7
Ui - V5 = (51']‘ = (319)
0, 1#]

Assim escolhendo a matriz P formada pelos autovetores normalizados de A, isto é,
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temos que

_ ot —
t __
P - — Uit — )
_ ot —
entao
oyt —
tp _
PP = - Uit - U1 U; Un
_ ot —
vt v ', v,
= | vl v, vty
Vpt, Ut v; vty

como v;' - v; = v; - v; € pela equagdo 3.19 temos que PP = I. Logo
P'=p
Uma matriz P € ortogonal se a sua inversa € a sua transposta (P").
Corolario 3.1. Se P ¢ ortogonal, entdo
detP = +1
Demonstracao 5. Como P é ortogonal, entdo

P'p=1,
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portanto

det(P'P) = detI,

mas

detPtdetP = detI.

Jd que detA = det AY, logo
(detP)* =1,

e dai

detP = #+1.

Quadrica

Definicao 3.8 (Quéadrica). Um subconjunto > C R" chama-se uma quddrica central quando

existe uma forma quadrdtica ¢ : R™ — R tal que Y. é definido pela equacdo ¢(v) = 1. Se
p(v) =) ayam;
ij=1

para v = (x1,...x,), isto significa que . é o conjunto dos pontos (1, ...x,) € R" tais que

n

E Qi T;T5 = 1.

,j=1

Se n = 2, ¥ é denominada conica central é definida em R? pela equacgio
2 2 _
ar” + 2bzy +cy” =1
e tem a seguinte expressdo em termos de matrizes
a b x
Ty =1, (3.20)
b c Y

onde 11 = a, Q12 + A1 = 2be a9 = C.
O problema de identificar que tipo de cOnica se reduz em encontrarmos um sistema de

coordenadas mais apropriado em que a equagdo do segundo grau tem a forma mais simples
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possivel, de forma que o termo misto xy desapareca. Tal transformacao permitiria a iden-
tificacdo imediata da curva através da comparacdo com equacoes modelo. Porém, quando
mudamos de um sistema de coordenadas para outro € importante assegurar que esta mudanga
de coordenadas ndo cause nenhuma distor¢ao nos comprimentos € nos angulos.

Movidos pelos resultados de Algebra Linear ja demonstrados, e sabendo que a matriz
A é simétrica, consequentemente possui autovalores reais distintos e autovetores ortogonais.
Essa escolha é conveniente, pois podemos encontrar um novo sistema de coordenadas orto-

normal. A matriz P formada pelos autovetores ortonormais da matriz A:

P - V1 U9 5 (321)

pois ela é ortonormal. Logo a matriz A pode ser diagonalizavel através da matriz ortogonal
P.
Assim arelagdo entre as coordenadas do antigo sistema de coordenadas e do novo sistema

de coordenadas é

— Ul U2 , . (322)

’ , . . . o ’
Temos que v = Pv, onde P é a matriz relativa ao novo sistema r y e v' = (v )'Ple

substituindo 3.22 na equacdo 3.20 obtemos

o a b x
b c Y
. |
Mas
. .

a b A O
Ult Ugt V1 Uy = ) (324)

o b ¢ o 0 X

onde \; e A\ sdo os autovalores da matriz A. Substituindo 3.24 na equacdo 3.23 reduzimos

a cOnica na sua forma canonica, isto €,

(7)) + X (y)? = 1. (3.25)
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Porém nos interessa classificar outro tipo mais geral de quadricas, os subconjuntos > C

R™ definidos por uma equacdo do tipo

n

> ajmir; + i bix; = ¢, (3.26)

ij=1 i=1

e como ja vimos a escolha de uma base ortonormal conviniente em R" faz com que a equacao

z": /\ia:'? + Zn: bl = c, (3.27)
i=1

3,j=1

3.26 assuma a forma

e apds uma translag@o a equacao 3.27 assumird a forma
n
> i =, (3.28)
ij=1

e no R? obtemos
M)+ N(y) = (3.29)

Deste modo, os sinais dos autovalores determinam o tipo de curva. Assim se:
1. Se A; g > 0 teremos elipse ou elipse degenerada:
o ¢ > 0: elipse;
e ¢ <0: conjunto vazio;

e ¢ = 0: um ponto (o centro da elipse - origem).
2. Se A1 \y < 0 teremos hipérbole ou hipérbole degenerada:

/ . ’ . . . .

e ¢ > (: hipérbole - eixo focal coincidente com o €ixo X;
/ ., . . . .

e ¢ < 0: hipérbole - eixo focal coincidente com o eixo y;

o ¢ = 0: um par de retas - assintotas das hiperboles.
3. Se M2 = 0 (A # 0 ou Ay # 0) teremos pardbolas ou pardbolas degeneradas:

/ ., . . . .

e ¢ > 0: hipérbole - eixo focal coincidente com o eixo Xx;
! . ’ . . . .

e ¢ < 0: hipérbole - eixo focal coincidente com o eixo y;

e ¢ = 0: um par de retas - assintotas das hipérboles.
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Se introduzirmos o termo misto (2bxy) as curvas sofrerdo uma rotagao e transformarao
conforme os valores dos autovalores que formam um sistema ortogonal. Ha uma alteracao
nos semi-eixos, mas o centro (vértice) mantém-se constante, ¢ se variarmos o valor de [l
inicia-se mudancas topoldgicas.

Introduzindo os termos lineares dx e ey, na equagao 3.29 teremos

M(2)* + () +d'(2) +€'(y) = 1. (3.30)
completando o quadrado
d 2 ¢ 2 d? 2
A "+ — A "+ — | = —+—=f" 3.31
1(“2A1>+2(y+%) ot S

Podemos concluir que haverd uma translacao do centro (vértice) e aumento do semi-eixo,
mas o tipo de curva (a topologia) se mantém, pois os autovalores ndo alteram.

Se n = 3 a quédrica central serd uma superficie quddrica em R? em um sistema de
coordenadas usual. Como ja vimos com uma base ortonormal conveniente a equacdo 3.26

assume a forma 3.27 e apds uma translacdo obtemos a seguinte equacao
M (') + Xa(y)? + Xs2” = §. (3.32)

De modo andlogo as cénicas podemos classificar as supérficies quddricas analisando os

sinais dos autovalores. Assim
1. Se Ay >0, >0eA3>0¢

e ;' > 0: elipsdide;
e j' < 0: conjunto vazio;

e j' = 0: um ponto (origem).
2. Se)\l >O,)\2 >O€)\3 <0e

e j' > 0: hiperboldide de uma folha;
e j' < 0: hiperboldide de duas folhas;

e j' = 0: cone quadrdtico
3. Se A >0, Ay <Oe)\3 <0e

e j' > 0: hiperboldide de duas folhas;
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e j' < 0: hiperboldide de uma folha;

e ;' = 0: cone quadrdtico

4. Se M\ \3 = 0 (dois a dois diferentes de zero) e

se \y >0e A3 > 0ej > 0: cilindro eliptico;

se \y > 0e A3 > 0ej < 0: conjunto vazio;

se Ay < 0e A3 > 0: cilindro hiperbdlico;

se A\ < 0e A3 <0ej’ > 0: cilindro hiperbdlico;

Se um dos autovalores for igual a zero, A\; por exemplo a equagdo 3.27, apés uma

translacdo assumird a seguinte forma
Xoy'> + X322 4+ ra’ = 0.
Analisando os possiveis sinais dos autovalores teremos:
5. Se M\ A3 < 0 teremos um paraboldide hiperbdlico.
6. Se A2 \3 = 0 teremos um cilindro parabdlico.

7. A2, A3 > 0 teremos um paraboldide eliptico.

3.2.2 Estudo das Quadricas no R? usando o GeoGebra

O objetivo da atividade é representar graficamente as quddricas no R?, procurando
explorar e investigar os conceitos matematicos envolvidos. Formular e refutar conjecturas
por meio de argumentos matematicos.

Primeiramente iremos analisar que tipo de curva teremos ao variar os coeficientes da

quddrica central, construindo no GeoGebra o gréifico da equacao

ax’ 4+ cy’ = f. (3.33)

Mostrar que o software constrdi a curva fazendoa = 1ec = 1 e f = 1, concluir que
neste caso a qudadrica central é uma circunferéncia de raio 1. Em seguida usar o controle
deslizante para variar os coeficientes a e ¢, fixando f = 1. Deste modo os alunos perceberdao
que a curva pode ser: uma elipse, uma hipérbole ou um conjunto vazio.

Usar novamente o controle deslizante para verificarmos que tipo de curva teremos agora
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Figura 3.11: Quddrica Central.
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Figura 3.12: Forma Quadratica.

se variarmos os coeficientes a, c e f. Classificar as curvas da equagdo 3.33, conforme a
variagdo dos coeficientes. Confirmar que a classificagao satisfaz os argumentos matematicos

apresentados na revisdo teorica, isto é, teremos uma elipse, uma hipérbole ou uma pardbola

(degeneradas ou nao).
O que acontece quando incluimos o termo misto 2bxy na equacao 3.33? Inserir o termo

misto 2bxy na equacao 3.33
ax’® + 2bxy + cy2 = f, (3.34)
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e usar o controle deslizante, realizando a animacdo no coeficiente b. Concluir que houve
mudanca no tipo de curva (na topologia) e que isso acontece, pois os autovalores alteram
quando variamos o coeficiente c.

Finalmente incluir os termos lineares dz e ey na equagdo 3.34
az® + 2bxy + cy* + dx + ey = f, (3.35)

para que possamos analisar o comportamento da curva. Animar somente os coeficientes d
e e para que os alunos possam perceber que a topologia ndo se altera, porém houve uma
translacdo da curva e alterac@o no eixo. Mas porque a topologia nao se altera? Concluir a
conjectura mostrando que os autovalores nao se altera (conforme a 3.31), logo a topologia

nao muda.

3.2.3 Estudo das Quadricas no R? usando o Maxima

O objetivo da atividade € realizar uma mudanca de base conveniente, achando primeria-
mente os autovalores, por meio do software Maxima e logo apds representd-la graficamente.
No estudo das guddricas € interessante classificar, mas em alguns casos € importante
saber as suas dimensdes no espago. Entdo, para cada exemplo, faremos a classificacdo,
realizando uma mudanca de coordenadas conveniente (base ortonormais) e classificando-a

conforme o sinal dos autovalores (revisdo tedrica).

Exemplo 1. Determine:

1. que tipo de quddrica a equacdo —5y> — 2xy — S8xy + 2yz = 1 representa.

Observe que a forma matricial da equagdo acima é

[a: Y 21 1 -5 1 y | =L (3.36)

Calcularemos os autovalores e autovetores da quddrica usando a ferramenta introdu-
zir matriz da janela de dlgebra e calcularemos os autovalores e autovetores usando a
ferramenta autovetores. O software retorna os autovalores (ndo normalizados), suas

multiplicidades e os seus autovetores respectivamente, conforme figura 3.13.
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Figura 3.13: Autovalores e Autovetores da equagdo 3.36.

Observe que os autovalores sdo \y = —6, A\y = —3 e \3 = 4, tem multiplicidade 1 e

os autovetores (ndo normalizados) sdo [1,—2,1], [1,0,—1] e [1, 1, 1].

Logo a equacgdo 3.36, apos a mudanga de coordenadas é

—62% — 3y? + 427 = 1.

Comparando os sinais dos autovalores, segundo a revisdo tedrica, temos que a curva

é um hiperboloide de duas folhas.

[l gnuplot grapl P
B & [ e Options ~ b1

2%squt(37y2+6™x°2+1)

view: 60,0000, 300000 scale: 1.00000, 100000

Figura 3.14: Gréfico do Hiperbol6ide de duas folhas .

Escrevendo a superficie quddrica em fungdo de x' e iy’ obtemos

1
Z = iﬁ\/l + 622 + 322,
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view: 74,0000, 360000 scale: 1.00000, 100000

Figura 3.15: Gréfico do Hiperbol6ide de duas folhas 2.

Para finalizar construiremos o grdfico das curvas

1
Y = 5\/1 1 62’2 + 322

1
2= —5\/1 + 622 + 322.

. que tipo de quddrica a equagdo 22°+2y* +52* —4xy—2x2+2y2z—10x—6y—22—7 = 0

representa.

A representagdo matricial da equagdo é

2 =2 -1 T T
{x Yy z] -2 2 1 y —I—{—lO —6 —2} y | =7. (3.37)
-1 1 5) z z

Usando Maxima calcularemos os autovalores e autovetores da matriz .

Observe que os autovalores s@o A\ = 6, A\ = 2 e \3 = 0 (Figura 3.16) e os auto-
vetores (ndo normalizados) sdo [1,—1,-2], [1,—1,1] e [1,1,0]. Assim a relagdo do

antigo sistema de coordenadas e o novo sistema de coordenadas é
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[t 15023 (s s T 5| OE5)
@3lexIXDO|I0>0 1@

Fin a:

(#12) eigenvectors(s);
(%02) [[[6,3,01,01,1,11],0001,-1,-211,002,-1,111,0[1,1,0]111]

Figura 3.16: Autovalores e autovetores da equagdo 3.37.

1 1 1
x ool
= | =1 =1 1 / _
y e Vs ovz| | Y -39
-2 1 /

Logo a equacdo 3.37, apos uma mudanga de coordenadas (Figura 3.16), fica
622 + 3y'? — 2v/3y — 827 =T.

Analisando os sinais dos autovalores e comparando com a revisdo teorica, temos que
a quddrica dada pela equacdo é um paraboloide eliptico.
Isolando a varidvel z' em fungdo de x' e i/, obetemos a seguinte equagcdo

z,_6\/§x'2+3\/§y'2—2\/6y'—7\/§

Finalmente construiremos o grdfico equagdo (conforme Figura 3.18).

52



dula Maxima_Equaoes AlgebraCilculo_ Smplificar_Grifico Numético _Ajuda
Dedex¥XDOlca|@(>O 2

(8i1) e: matrix ([1¥sqre(6)"-1,1¥sqrt(3)"-1,1¥sqrt(2) -1, [-1¥sqre (6)*-1,-1%sqrt (3) -1, 1¥sqre (2) "~11, [-2¥sqrt (6) "~1, 1¥sqre (3) *~1,01) ;

11
RN
(201) |5 —= =
R OEENERNR
2
=5 °
($i2) a: matrix([(-10,-6,-21); 1

(202) [-20 -6 -2]

(3i3) d: a.e;
(303) [0 247 277

Bem-vindo 20 wiblasima Pronto para entrada do usurio

Figura 3.17: Mudanca de coordenadas.

HV
ol

roph —
M Foptons > $1

Function

view: 600000, 30.0000_scale: 100000, 1.00000
—————

Figura 3.18: Grafico do paraboléide eliptico .
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Consideracoes Finais

As instintui¢des de ensino tem repensado sua estratégias curriculares e pedagdgicas,
e inserindo a informdtica como recurso didatico, ou seja, os computadores vem ganhando
espaco nas escolas. Um exemplo disto, nas escolas publicas, é o programa Prolnfo.

Os laboratérios de informatica implementados nas escolas publicas brasileiras, pelo Pro-
Info, sdo instalados com o sistema operacional Linux Educacional. Deste modo, quem ¢é
professor da rede piblica com certeza ja teve algum contato ou usou um Software Livre.

Mas sabemos que ndo € s6 construir laboratérios de informatica é necessdrio integrar
professor, softwares educacionais, computador e aluno. Logo os softwares educacionais sao
importantissimo para os ambientes educacionais e devem ser escolhidos pelo professor, pois
softwares inadequados de modo algum contribuiem para a melhoria do ensino.

O uso do computador pode trazer contribui¢des significativas para o processo de ensino
e aprendizagem de matematica a medida que as atividades de investigacdo e exploracdo seja
parte fundamental de sua aprendizagem e permita que os alunos construam uma visao mais
completa da verdadeira natureza da atividade matematica.

Entao nds professores de matematica devemos ter acesso a varios softwares educacio-
nais, para que possamos analisar qual ou quais sdo mais adequados a determinado conteido
matematico que serd trabalhado. A partir disto selecionamos e classificamos os principais
sofwares livres matematicos, identificando as plataformas e determinando as principais fun-
¢oes matematica de cada um. Todos os softwares livres apresentados estao disponiveis na
internet e podem ser facilmente instalados em nossos computadores.

Concluimos que qualquer que seja o software educacional livre escolhido o professor
deve conhecer as suas fungdes matematicas e também ter dominio do software para explora-
lo e também reconhecer as suas limitacdes, antes de utilizd-lo em sala de aula. Utilizamos
os Softwares Livres Geogebra e o wxMaxima para desenvolver a sugestdo de atividade.
Com o GeoGebra foi f4cil, pois ja possuia dominio do software. J4 com o wxMaxima pude

confirmar que o professor, antes de utilizar um software deve dominar todos seus comandos
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e suas fungdes matematicas.

Além disso, a figura do professor como mediador do conhecimento € ressaltada, pois ne-
nhum software livre matemaético € auto-suficiente. E toda e qualquer atividade desenvolvida
utilizando um software livre deve ser fundamentada com argumentos mateméticos.

Durante a pesquisa e o desenvolvimento das atividades sugeridas pudemos perceber que
para o R3 os softwares sdo limitados quanto a contrugio de figuras em 3D.

Enfim, antes do professor utilizar qualquer software educacional livre ou ndo ele precisa
conhecer todas as suas ferramentas e também suas limitagcdes, pois estas também podem ser

exploradas durante as atividades.
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