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Resumo

Neste trabalho estudamos os principios da geometria dedutiva e experimental
tratada no Ensino Fundamental e Médio. Iniciamos o trabalho com um conjunto
de axiomas da geometria plana, e seguimos o mesmo estudando alguns tépicos da
geometria espacial. A fim de ilustrar algumas definicoes e resultados discutidos ao
longo do trabalho, alguns so6lidos sao construidos com cartolina, isopor, canudos e
etc.
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cas; Poliedros; Areas; Volumes.
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Abstract

In this work we study the principle of the Deductive and Experimental Geometry
trated in the High School. We begin the work with a set of axioms of the Plane
Geometry, and we follows the work studing some topics of the Spacial Geometry. To
illustrate some definitions and results ao long of the work, some solids are constructed
with paperboard, straw and etc.

Keywords: Deductive and Experimental Geometry; Geometry ilustrations;
Polyhedrons; Areas; Volumes.
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Introducao

Neste trabalho dissertamos sobre alguns topicos de Geometria Plana e Espacial,
e como estes podem ser trabalhados em sala de aula. Com este fim, buscamos
construir um material didatico visando melhorar a aprendizagem, por parte dos
alunos.

Este trabalho tem como objetivo facilitar o entendimento de alguns topicos de
Geometria Plana e Espacial vistos no Ensino Fundamental e Ensino Médio, para isso
procuramos usar material didatico para ilustrar defini¢oes e resultados. O nosso foco
é motivar os alunos e fazer com que eles possam descobrir muitas das propriedades
vistas nas aulas de geometria, ao invés de simplesmente decorar o que o professor
diz. Conseguindo fazer isso, estaremos atingindo, o que julgamos ser, um dos obje-
tivos do PROFMAT, que é melhorar o ensino de matemaética nas escolas de Ensino
Fundamental e Ensino Médio.

O conhecimento matematico, como construcao logico-dedutiva, como exercicio
de pensamento ou como auxiliar na experiéncia humana, permeia a linguagem e
as praticas cotidianas. Para alguns desperta interesse e instiga, para outros pode
ser indiferente. Mas, para muitos, a assimila¢do (ou nao) do conhecimento matema-
tico no contexto escolar pode tornar-se constrangedor, gerando dificuldades, rejeicao
e pouco aproveitamento. Assim questiona-se, frequentemente, tanto os limites da
construcao como as formas de apropriacao desse conhecimento. Sendo assim, a nossa
metodologia consiste em representar solidos e outros entes geométricos confecciona-
dos com cartolina, isopor, palitos, canudos, etc, para serem utilizados como material
didéatico nas aulas de geometria.

O TCC consiste em quatro capitulos. No primeiro capitulo, tratamos de al-
guns temas bésicos que servem de embasamento tedrico para os capitulos seguintes.
Nele falamos sobre principios essenciais da geometria, como por exemplo: as no-
¢Oes basicas (ponto, reta, plano), os axiomas (ou postulados), e algumas defini¢oes
importantes.

No segundo capitulo, destacamos o Teorema de Pitdgoras e terminamos o capi-
tulo apresentando uma aplicacao desse teorema: o problema de Hipocrates.

O terceiro capitulo é dedicado a alguns topicos de geometria espacial. Definimos
prisma e mostramos uma ilustracao usando um prisma hexagonal feito com isopor e
palitinos, falamos do Principio de Cavalieri, deduzimos formulas de volume de alguns

xiv



solidos, apresentamos um resultado que denominamos Teorema Pitéforas/Cavalieri
que relaciona volumes de solidos geométricos. Finalmente concluimos o capitulo
com uma secao com a planificacao de alguns poliedros, as quais podem ser usadas
para contrui-los.

No quarto capitulo estudamos a formula do Bin6mio de Newton, ilustramos com
solidos construidos com cartolinas o cubo da soma de dois termos e para o quadrado
da soma de dois termos usamos isopor para ilustrar geometricamente o resultado.
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Capitulo 1

Topicos de Geometria Plana

Este primeiro capitulo servird de embasamento teérico para os capitulos seguin-
tes, trataremos de alguns principios da geometria plana, como por exemplo, das
nogoes basicas (ponto, reta e plano), dos axiomas (ou postulados), de algumas defi-
nicoes e resultados, para assim fazer a transicao do plano para o espago. O capitulo
¢ baseado em [1], [7] e [10].

1.1 Nocoes Primitivas

Vamos comecar falando do matematico Euclides de Alexandria, que deu uma
importante contribui¢ao para o desenvolvimento da geometria veja [2], [9] e [13].

Figura 1.1: Euclides de Alexandria

Euclides de Alexandria, matematico grego, ficou conhecido pelo seu mais famoso
trabalho "Os Elementos". Muito pouco se sabe da vida deste matematico, sabe-se
que ensinou em Alexandria, no Egito, durante o reinado do rei Ptolomeu I (306-283
a.c.). Alcancou grande prestigio pela forma brilhante como ensinava Geometria e



1.2. NOCOES PRIMITIVAS

Algebra, conseguindo assim atrair para as suas liches ptblicas um grande ntiimero
de discipulos. O nome de Euclides ficou na historia da ciéncia para sempre associ-
ado & primeira concepcao da Geometria como um conjunto sistematizado e logico
de propriedades. Muitas dessas propriedades eram ja utilizadas anteriormente, de
forma dispersa e com objetivos, tanto utilitario como de mero prazer intelectual
ou artistico, por outras civilizagoes, mas Kuclides organizou-as de forma logica e
demonstrou-as tomando como ponto de partida um conjunto reduzido de proposi-
¢oes que toma como verdadeiras sem necessitarem de demonstracao, sao os chamados
axiomas ou postulados. A obra "Os Elementos", atribuida a Euclides, é uma das
mais influentes na histéria da matematica, servindo como o principal livro para o
ensino de matematica, especialmente geometria, desde a data da sua publicacao até
o fim do século XIX ou inicio do século XX. Nessa obra, os principios do que é hoje
chamado de geometria euclidiana foram deduzidos a partir de um pequeno conjunto
de axiomas. A obra Os Elementos é composta por treze volumes, sendo: cinco sobre
geometria plana, trés sobre niimeros, um sobre a teoria das proporcoes, um sobre
conjuntos incomensuraveis e trés (os ltimos) sobre geometria no espago.

Escrita em grego, a obra cobre a aritmética, a algebra e a geometria conhecidas
até entao no mundo grego, reunindo o trabalho de predecessores de Euclides, como
Hipocrates e Eudoxio. Sistematizou todo o conhecimento geométrico dos antigos,
intercalando os teoremas ja entao conhecidos com a demonstragao de muitos outros,
que completavam lacunas e davam coeréncia e encadeamento logico ao sistema por
ele criado. Apos sua primeira edicao foi copiado e recopiado iniimeras vezes, tendo
sido traduzido para o arabe no ano de 774. A obra possui mais de mil edigoes
desde o advento da imprensa, sendo a sua primeira versao impressa datada de 1482
(Veneza, Italia). Essa edi¢ao foi uma traducao do arabe para o latim. Tem sido -
segundo George Simmons - "considerado como responsavel por uma influéncia sobre
a mente humana maior que qualquer outro livro, com excecao da Biblia". Embora
muitos dos resultados descritos em Os Elementos originarem-se em matematicos
anteriores, uma das reconhecidas habilidades de Euclides foi apresenta-los em uma
tnica estrutura logicamente coerente, tornando-a de facil uso e referéncia, incluindo
um sistema rigoroso de provas matematicas que continua a ser a base da matematica
23 séculos mais tarde.

1.2 Nocoes Primitivas

Na Geometria, pontos, retas e planos sao algumas nocoes aceitas sem de-
finicao, e por isso chamadas de nogoes primitivas. Como sao produtos da mente
humana, as noc¢oes primitivas funcionam como modelos para explicar a realidade.
Assim:

e um ponto nao tem dimensao, nem massa, nem volume;



1.3. AXIOMAS: UM PONTO DE PARTIDA DA GEOMETRIA

e uma reta nao tem espessura, nem comeco, nem fim;
e um plano nao tem espessura nem fronteiras.

Representaremos os pontos por letras maitsculas (A, B, C, ...), as retas por letras
mintsculas (r, s,t,...), e os planos por letras gregas mintusculas («, 3,7, ...). Grafi-
camente, representaremos como na figura abaixo.

oA T~

Figura 1.2: Ponto, reta, plano

Definigao 1 (semiplano) Toda reta r contida em um plano « divide-o em duas re-
gioes. A reuniao da reta r com qualquer uma dessas regioes € chamada de semiplano
de origem r.

semiplano de origem r

A

Figura 1.3: Semiplano

Definigao 2 (espaco, semiespago) Essas trés nogoes ponto, reta e plano fazem parte
do espacgo, que ¢ o conjunto dos infinitos pontos existentes. Todo plano o divide o
espaco em duas regioes. A reuniao do plano o com qualquer uma dessas regioes €
chamada de semiespago de origem o (figura 1.4).

1.3 Axiomas: Um ponto de partida da geometria

J& iniciamos nossa reflexao a respeito das bases sobre as quais se assenta o
desenvolvimento da geometria com as nocoes primitivas de ponto, reta e plano.
Dando continuidade, foram estabelecidos como propriedades fundamentais desses
elementos os chamados Axiomas ou Postulados apresentados a seguir.



1.4. POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS RETAS

semiespago de origem o

Figura 1.4: Semiespaco

Axioma 1 FEzistem infinitos pontos.

Axioma 2 Em uma reta e fora dela existem infinitos pontos.
Axioma 3 Em um plano e fora dele existem infinitos pontos.
Axioma 4 Dois pontos distintos determinam uma unica reta.
Axioma 5 Trés pontos nao colineares determinam um tunico plano.

Axioma 6 Se uma reta possui dois pontos distintos num plano ela estd contida
nesse plano.

Axioma 7 Dada uma reta r e um ponto P, existe uma unica reta que passa por P
e € paralela a r.

1.4 Posicoes relativas entre duas retas

Para representar retas e planos no espaco, vocé pode desenhar antes um pa-
ralelepipedo reto-retangulo e nele destacar as retas e planos que precisa desenhar.

Figura 1.5: Bloco retangular



1.4. POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS RETAS

Duas retas coplanares(aquelas que pertencem a um mesmo plano) podem ter
trés posicoes relativas possiveis: coincidentes , paralelas ou concorrentes. No
espaco, duas retas podem ter uma terceira posicao relativa: elas podem ser rever-
sas, acompanhe as defini¢oes a seguir.

Definicao 3 (Retas coincidentes) Duas retas, v e s, sao coincidentes quando tém
todos 0s pontos comuns.

r 5

/

r e s sao retas paralelas
coincidentes (r // se r = s)

Figura 1.6: Retas coincidentes

Defini¢ao 4 (Retas paralelas) Duas retas coplanares, r e s, sao paralelas quando
nao possut nenhum ponto comum.

r
/
re s sdo retas paralelas
distintas (r // ser# s)

Figura 1.7: Retas paralelas

Definigao 5 (Retas concorrentes) Duas retas, v e s, saGo concorrentes se, e somente
se, tém um unico ponto em comum (figura 1.8).

Defini¢ao 6 (Retas reversas) Duas retas, v e s, sao reversas quando nao sdo co-
planares (figura 1.9).

Definigao 7 (Retas perpendiculares) Duas retas concorrentes, r e s, sao perpen-
diculares quando o dngulo formado pelas duas retas for reto (figura 1.10).

Definigao 8 (Retas ortogonais) As retas r e s representadas na figura abaizo sao
reversas, e a reta t € perpendicular a v e paralela a s. Sob essas condicoes dizemos
que as retas r e s sao ortogonais (figura 1.11).



1.4. POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS RETAS

s

re s sao concorrentes

Figura 1.8: Retas concorrentes

o
D A F
c E
B G
H
As retas AB e CD sdo reversas, pois ndo existe um As retas EF e GH néo sdo reversas, pois existe um plano o
plano que contenha ambas ao mesmo tempo. que as contém: é o plano do retangulo FFGH.

Figura 1.9: Retas reversas

Figura 1.10: Retas perpendiculares

A
/

Figura 1.11: Retas ortogonais




1.5. DETERMINACAO DE UM PLANO

1.5 Determinacao de um Plano

Um plano pode ser determinado por meio de uma das quatro afirmacoes funda-
mentais a seguir.

Afirmacgao 1 Trés pontos ndo colineares determinam um plano (axioma 5).

o = pl(ABC)

Figura 1.12: Plano

Afirmacao 2 Uma reta e um ponto que nao pertence a ela determinam um plano.

o= pl(r, P)

Figura 1.13: Plano

De fato, se considerarmos dois pontos distintos A e B de r, teremos trés pontos P,
A e B nao colineares e, pelo axioma 5, eles determinam um plano.

Afirmacao 3 Duas retas concorrentes determinam um plano.

—

o = pl(r, s)

[+

Figura 1.14: Plano

De fato, se considerarmos dois pontos distintos A e B de modo que A # P, A € r,
B # P, B € s, temos que pelo axioma 1, os pontos P, A e B determinam um plano.

Afirmacao 4 Duas retas paralelas distintas determinam um plano.



1.6. POSICOES RELATIVAS ENTRE RETA E PLANO

4

o = pl(r, s)

o

Figura 1.15: Plano

1.6 Posicoes relativas entre reta e plano

Uma reta e um plano podem ter trés posicoes relativas, conforme é descrito a
seguir.

Defini¢ao 9 (Reta paralela a um plano) Uma reta r é paralela a um plano o quando
r e a nao tém nenhum ponto em comum.

Figura 1.16: Reta paralela a um plano

Definigao 10 (Reta secante ou concorrente a um plano) Uma reta r € secante (ou
concorrente) a um plano « quando v e o tém um dnico ponto em comum.

Figura 1.17: Reta secante a um plano

Definicao 11 (Reta contida em um plano) Uma reta r estd contida em um plano
a quando todos os pontos de r pertencem ao plano « (figura 1.18).



1.7. POSICOES RELATIVAS ENTRE PLANOS

Figura 1.18: Reta contida em um plano

1.7 Posicoes Relativas entre Planos

Uma reta e um plano podem ter trés posigoes relativas, conforme é descrito a
seguir.

Definigao 12 (Planos coincidentes) Dois planos o e  sao coincidentes quando tém
todos os seus pontos em comum.

Figura 1.19: Planos coincidentes

Defini¢ao 13 (Planos paralelos) Dois planos o e B sdo paralelos quando nao tém
ponto em comum.

Figura 1.20: Planos paralelos

Definigao 14 (Planos secantes) Dois planos o e 8 sdo secantes quando tém uma
unica reta em comum (figura 1.21).

Defini¢ao 15 (Planos perpendiculares) Dois planos a e B sao perpendiculares quando
um deles contém uma reta perpendicular ao outro. Indicamos que um plano o € per-
pendicular a um plano B por: o L B (figura 1.22).



1.8. PROJECAO ORTOGONAL

e Y4
a4

Figura 1.21: Planos secantes

Figura 1.22: Planos perpendiculares

1.8 Projecao ortogonal

Defini¢ao 16 (Projecao ortogonal de um ponto sobre uma reta) A projegao ortogo-
nal de um ponto P sobre uma Reta v € o ponto P’ tal que P' € r ¢ PP’ Lr.

Figura 1.23: Projegao ortogonal

Defini¢ao 17 (Projecao ortogonal de um ponto sobre um plano) A projecdo orto-
gonal de um ponto P sobre um plano o é o ponto P tal que P° € a e PP" La. (figura

1.24)

10



1.8. PROJECAO ORTOGONAL

Figura 1.24: Projegao ortogonal

Defini¢ao 18 (Projecao ortogonal de uma reta sobre um plano)

Consideremos uma reta r e um plano a.
a) Serla, comrNa= A, entao a projecao ortogonal de r sobre o é o ponto A

(figura I).
b)Se a reta r ndo € perpendicular ao plano «, entdo a proje¢io ortogonal de r

sobre a € a reta s determinada pela projecao de dois pontos distintos de r sobre «
(figura II).

Figura | A Figura Il

Figura 1.25: Projecao ortogonal

Definigao 19 (Proje¢ao ortogonal de um segmento de reta sobre um plano)
A projecao ortogonal sobre um plano o de um segmento AA  cuja reta que o
contém (retasuporte) nao € perpendicular ao plano « € o segmento BB'.

a

: I-
A B

Figura 1.26: Projecao ortogonal

11



1.9. DISTANCIAS

Defini¢ao 20 (Proje¢ao ortogonal de uma figura geométrica sobre um plano)
A projecao ortogonal de uma figura geométrica sobre um plano € o conjunto das
projecoes ortogonais de todos os pontos da figura sobre esse plano.

Figura 1.27: Projecao ortogonal

1.9 Distancias

Defini¢ao 21 (Distdncia entre um ponto e uma reta) A distdncia entre um ponto
P e uma reta v € a distdncia entre P e sua projecao ortogonal P sobre r.

e
-

Figura 1.28: Distancia ponto reta

Definicao 22 (Distdncia entre um ponto e um plano) A distancia entre um ponto
A e um plano o € a distdncia entre o ponto A e a sua projecao ortogonal A" sobre
a (figura 1.29).

Definigao 23 (Distdncia entre uma reta e um plano paralelo) Dados um plano o e
uma reta r paralela, o distdncia enire a reta r e o plano a é a distdncia entre um
ponto A qualquer de r e o plano o (figura 1.50).

Definigao 24 (Distdncia entre dois planos paralelos) Dados dois planos paralelos,
«a e 3, a distdncia entre eles é a distdncia entre qualquer ponto de o e o plano (3,
ou vice-versa (figura 1.31).

12
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Lo-ed

oo

Figura 1.29: Distancia ponto plano

a

.ﬂ“““

Figura 1.30: Distancia reta plano paralelo

Figura 1.31: Distancia planos paralelos

13



1.10. ANGULOS NO ESPACO

Defini¢ao 25 (Distincia entre duas retas reversas) Dadas duas retas reversas, r
e s, a distincia entre elas € a distdncia entre qualquer ponto de v e o plano que
contém s e € paralelo a r, ou vice-versa.

A r
—
A'{I 5

a

Figura 1.32: Distancia entre duas retas reversas

1.10 Angulos no espaco

Definicao 26 (Angulos entre retas reversas) O angulo 0 entre duas retas reversas,
res, €o dngulo formado entre v e s, sendo s wma reta paralela a s e concorrente
com .

/0 s’

Figura 1.33: Angulos entre retas reversas

Definicao 27 (ffngulos entre dois planos) Seja t a reta comum a dois planos se-
cantes, a e B, e sejam as retas r e s, contidas em « e 3, respectivamente, com r_Lt
e sLt. Os dngulos formados por o e B sao aqueles formados por r e s (figura 1.84).

1.11 Diedros

Definigao 28 (diedro ou dngulo diedro) Sejam Ey e Ey dois semiplanos de mesma
origem t, nao contidos num mesmo plano. Chama-se diedro ou dngulo diedro a
figura formada pela reuniao dos semiplanos Ey e Ey (figura 1.85).

14



1.12. O NUMERO PI E O COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

Figura 1.34: Angulos entre dois planos
t Ez

aresta

- faces

Figura 1.35: Diedro

Defini¢ao 29 (dngulo plano) Dado um diedro e um plano « perpendicular a aresta
do diedro, chama-se dngulo plano a interseccio do plano o com o diedro. A medida

desse angulo é considerada a medida do diedro.

Figura 1.36: angulo plano

1.12 O ntmero pi e o comprimento da circunferén-

Cla

Vocé conhece algum método para determinar o valor do nimero irracional 77
O matemaético grego Arquimedes (287-212 a.C.) apresentou um célculo tedrico que

15



1.12. O NUMERO PI E O COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

. .22 22 . . .
resultou na aproximagao — < w < —. Para isso, ele considerou um circulo de

71 7
raio de medida 1. Entao, percebeu que o comprimento da circunferéncia do circulo

estava entre o perimetro de qualquer poligono regular inscrito na circunferéncia e o
perimetro de qualquer poligono regular circunscrito na circunferéncia. Hoje sabemos
que a razao entre o comprimento ¢ de uma circunferéncia de raio r e a medida do
seu diametro é constante, ou seja, a razao é sempre a mesma, qualquer que seja a
circunferéncia. Essa constante é denotada por , [1] e [9].

Definicao 30 Definimos o nimero m como o numero tal que 2w é o comprimento
de uma circunferéncia de rato um, fixada uma unidade de medida.

Teorema 31 O comprimento ¢ de uma circunferéncia de rato r é dado por:

c=2nr

Demonstracao: Seja p, o perimetro de um poligono regular com n lados, cada
um com comprimento a,, inscrito numa circunferéncia A, e P, o perimetro de um
poligono regular com n lados, cada um com comprimento b, circunscrito a \. Por-
tanto, p, = na, e P, = nb,. As figuras (ilustram o caso n = 7) permitem deduzir
facilmente que a,, = 2rsen(w/n) e que b, = 2R, sen(w/n), onde R, = CA’ & o raio
do poligono circunscrito, ja que o triangulo AC'E é retangulo.

b, .
— = R, sin—
2 n

n
E

B

Figura 1.37: Poligonos iscritos e circunscritos a circunferéncia

E claro que lim,, ,oc R, = 7 e p, < P,. Assim, ambos os limites lim,_,., p, €
lim,,_,, P, existem e sao iguais, portanto, sendo ¢ o perimetro da circunferéncia,
temos:

c= lim p, = lim P,.
n—oo n—oo

16



1.12. O NUMERO PI E O COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

Senx

De fato, usando o limite fundamental lim,_,q = 1, podemos provar que oS

limites acima referidos sao ambos iguais a 27r, como seria de esperar:
2rsen(m/n)  w2rsen(w/n)

Pn = n2rsen(m/n) = Un = T 7

passando o limite quando n tende ao infinito, temos:

2
lim p, = lim M = 27r lim M =2mr -1 =2mr.
n—oo n—o0 7T/7’L n—oo 7T/TL
—_————

1

Dai, lim,, o, p, = 277, e de modo analogo, lim,,_,, P,, = 27r. Assim, o comprimento
de uma circunferéncia de raio r é ¢ = 27r, como queriamos demonstrar. =

Experimento 1 Na figura abaizo, temos trés exemplos de circunferéncias com raios
bem distintos:

a2

Figura 1.38: Circunferéncias: moeda, bambolé, terra.

e uma moeda de um real que tem didmetro de 2r = 27Tmm e comprimento
de ¢ = 85mm, portanto c¢/2r = 3,148148...;

e um bambolé que tem didmetro de 2r = 60cm e comprimento de ¢ =
188, 5¢m, portanto ¢/2r = 3,1416...;

e ¢ o planeta terra tem didmetro de 2r = 12756,32Km (aprozimadamente)
na linha do equador e comprimento de ¢ = 40075,1612Km (aprozimada-
mente), portanto ¢/2r = 3,1411592....

Observando os trés casos, podemos perceber que a razao do comprimento da cir-
cunferéncia pelo seu didmetro é sempre muito prozimo de 3,14... que é aproximada-
mente o valor de ™ que jd conhecemos. Isso ocorre independentemente do tamanho
da circunferéncia, basta ver a diferenca entre o raio da terra e o da moeda, porém

17



1.13. AREA DO CIRCULO

mesmo com essa diferenca de tamanho muito grande a razio foi a mesma nos dois
casos. O objetivo desse experimento é o de conduzir o aluno a descobrir que mesmo

. 4 4 C
vartando o tamanho da circunferéncia, vamos ter sempre: o = 3,14....
r

Curiosidade 1 Por mera curiosidade aqui fica o numero w até a tricentésima casa
decimal:

m =3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209
74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679 82148 08651 32823 06647
09384 46095 50582 23172 53594 08128 48111 74502 84102 70193 85211 05559 64462
29489 54930 38196 44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83165 27120 19091
45648 56692 34603 48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273...

1.13 Area do circulo
Teorema 32 Num circulo de raio r sua drea A € dada pela expressao:
A=mr
Demonstracao: Para qualquer poligono regular, sua area ¢ dada pela formula:

_€~n~s

A - )
2

onde ¢ é o comprimento do apétema do poligono, n é o nimero de lados do poligono
e s ¢ o comprimento de cada lado do poligono, coforme a figura.

n=6

Figura 1.39: Poligono hexagonal

Agora, consideremos um circulo inscrito a um poligono regular, o raio deste
circulo é igual ao apotema do poligono, conforme ilustra a figura (1.40).

Sabemos que 7 é a razao entre o comprimento ¢ da circunferéncia e o seu diametro
2r, ou seja, m = ¢/2r. Construimos, entdo, um circulo de raio 7 inscrito a um
poligono regular de n lados (figura 1.41).

18
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ap)

Ny

X~

Figura 1.40: Circunferéncia inscrita a um hexagono

Figura 1.41: Circunferéncia inscrita a um poligono

19



1.14. AREA DE UMA REGIAO TRIANGULAR

Representando a area do circulo por A., a do poligono por A,, o perimetro do
poligono por P e o comprimento da circunférencia por C, para n suficientemente

grande, temos
rns

Ay=—"=A. e P=ns=c
2
Além disso, se n cresce indiscriminadamente, o poligono de n lados se confunde
. . . .. ™S .
com o circulo circunscrito e obtemos os limites lim — = A, e lim ns = ¢, como
n—0o0 n—o0
T = ¢/2r temos
lim ns
& n—oo . ns
= — = = lim —.
2r 2r n—oo 21
. ) . rns
Se multiplicarmos o numerador e o denominador de lim,_,., — = A. por r
2 ?
obtemos )
. ™ms r . r°ns 9 .. NS
lim — - - = lim =7r° lim —.
n—oo 2 r n—oo 21 n—oo 2r

. ns
Mas, como 7™ = lim —, temos A, = 2. =
n—oo LT

1.14 Area de uma regiao triangular

Teorema 33 A drea S de uma regiao triangular ABC, € igual a 1/2 do produto da
medida de um dos lados b pela medidada da altura h relativa a esse lado, ou seja:

b-h
S—T.

Demonstracao: A partir do triangulo ABC de base b = AC' e altura h relativa a
essa base, tracamos uma reta paralela ao segmento AC que passa pelo ponto B, e
uma outra reta paralela ao segmento AB que passa pelo ponto C. Essas duas retas
se encontram no ponto D e dessa forma obtemos o paralelogramo ABC' D, conforme
mostra a figura abaixo.

Figura 1.42: Triangulo ABC' e paralelogramo ABC'D

Assim a area do tridangulo ABC é metade da area do paralelogramo ABCD.
Como a area do paralelogramo ¢é igual ao produto da base pela altura concluimos

que a area S do triangulo ¢ S = 5 como querimos demonstrar. m
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1.15. DESIGUALDADE TRIANGULAR

Ilustracao 1 Podemos usar a ilustracao abaizo, feita com isopor, para ajudar na
compreensao dessa demonstracao.

Figura 1.43: Tlustracao: paralelogramo e triangulo

1.15 Desigualdade triangular

Teorema 34 Dado um tridngulo ABC, a medida de um lado é sempre menor do
que a soma das medidas dos outros dois lados.

Assim, se a = BC, b = AC e ¢ = AB sao as medidas dos trés lados de um
triangulo qualquer, na mesma unidade de medida, entao temos que:

a<b+c
b<a-+c
c<a+b.

Figura 1.44: Triangulo ABC

Demonstracdo:  No triangulo ABC' da figura (1.45) suponha, sem perda de
generalidade, que BC' é o maior lado.
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1.16. SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DO TRIANGULO

Figura 1.45: Triangulo BC'D

Prolangando o lado C'A e tomando sobre o prolongamento o ponto D, tal que
AD = AB. No triangulo isosceles ADB, resulta portanto, ADB = ABD. Sendo
ABD < CBD segue que ADB < CBD e, como ao maior angulo de um triangulo
opoe-se 0 maior lado, temos no triangulo DBC: BC < CD ou BC < CA+ AD,
sendo, porém, AD = AB, vem finalmente BC < AB+ CA. =

Aplicagao 1 Um homem foi a um cartorio registrar um terreno triangular cujas
medidas dos lados eram 12m,15m e 29m porém o escrivao nao quis registrar tal
terreno. Justifique matematicamente o motivo da recusa.

Olha, sem duvidas o escriviao conhecia a desigualdade triangular e observou que
nao existe triangulo com as medidas 12m, 15m e 29m, pois 12 + 15 < 29.

Experimento 2 FEsse experimento pode ser feito usando canudinhos de refrigerente
e linha (ou barbante, ou fio dental). Recorte os canudinhos em tamanhos diversos,
jqunte trés a trés e passe a linho por dentro dos canudinhos e tente formar tridingulos,
podemos perceber que so serd possivel formar tais tridngulos quando a soma de dois
lados for maior do que a do terceiro lado. E o que acontece no primeiro caso da
figura abaizo, jd no sequndo caso nao foi possivel formar porque a soma de dois
lados € igual ao terceiro lado e por fim, também nao foi possivel no terceiro caso
porque a soma de dois lados € menor que o terceiro lado. Esse experimento nos leva
a concluir que a medida de um lado de um tridngulo é sempre menor do que a soma

das medidas dos outros dois lados (figura 1.46).

1.16 Soma dos angulos internos do triangulo

Teorema 35 Em todo tridingulo a soma das medidas dos trés dngulos internos é
igual a 180° (figura 1.47).
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1.16. SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DO TRIANGULO

Figura 1.46: Ilustracao: triangulos feitos com canudos

Figura 1.47: Triangulo ABC
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1.17. SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM QUADRILATERO

Demonstragao: Vamos tragar uma reta r por A, paralela ao lado BC' (figura
1.48). Observando a figura podemos escrever:

!

o

Figura 1.48: Triangulo ABC' e Reta r

. Os_angulos ABC e [ sao congruentes, pois sao alternos internos, ou seja
ABC = f,;
IT. Os angulos ACB e 0 sio congruentes, pois sao alternos internos, ou seja

ACB = ¢;

III. B, e 8 formam um angulo raso, que por sua vez tem medida igual a 180°,
concluimos que § + a + 6 = 180°.

Experimento 3 Desenhe um tridingulo qualquer em uma folha de papel ou carto-
lina; recorte seus dngulos; em sequida, junte os trés dngulos do triangulo. Nessa
experiéncia podemos perceber que os trés dngulos do tridngulo formam um dngulo
raso, logo a soma dos trés é 180°.

1.17 Soma dos angulos internos de um quadrilatero

Teorema 36 FEm todo quadrildtero a soma das medidas dos dngulos internos € iqual
a 360°.

Demonstragao: Para demosntrar essa propriedade basta dividir o quadrilatero
em dois triangulos, tragando uma de suas diagonais. Como a soma das medidas dos
angulos internos do triangulo ¢ 180° entao o quadrilatero terd 360° que é duas vezes
os 180° correspondente aos angulos do triangulo. m
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Figura 1.49: Ilustracao: soma dos angulos interno do triangulo

Figura 1.50: Quadrilatero
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1.17. SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM QUADRILATERO

Experimento 4 Desenhe um quadrildtero em uma folha de papel ou cartolina; re-
corte seus dngulos; em sequida, junte-os como na figura abaixo. Nessa experiéncia
podemos perceber que os quatro dngulos do quadrildtero formam um dngulo de 3607,
uma volta completa, portanto a soma dos dangulos internos do quadrildtero é 360°.

Figura 1.51: Tlustracao: soma dos angulos interno do quadrildtero

Curiosidade 2 (A divina proporgao ou retangulo dureo) O que hd em comum
entre a disposicao dos floculos do girassol, a espiral que delineia a concha de um
molusco, a conformagao de uma galdzria, a estrutura molecular de cristais e a dr-
vore genealogica de um zangao? Uma razao constante, que hd muito intriga a mente
humana: a chamada razao durea, ou nimero de ouro ou - em consondncia com
o deslumbramento que provoca nos seres humanos - divina propor¢ao. Dada sua
importdncia na construcao do pentagrama, a razao durea jd foi definida na Antigui-
dade, pelo matemdtico grego Euclides (325 a.C. -265 a.C.), e tem percorrido toda
a historia da cultura, em especial nas artes pldsticas e visuais, nas quais compa-
rece como pardmetro de equilibrio e beleza. Esse interesse continuo justificaria que,
ainda hoje, estudiosos de Psicologia investiguem a possibilidade de ela ser a mais
prazerosa proporcao estética percebida pelo ser humano. A razdo durea € uma cons-
tante denotada pela letra grega ® com o valor arredondado para trés casas decimais
temos ® = 1,618. Na imagem abaizo temos um retdngulo dureo, cuja razao entre
0s comprimentos dos lados maior e menor € igual ao nimero de ouro ®.

Podemos ainda associar o retdngulo dureo com a Seqiiéncia de Fibonacci (figura
1.53)

(1,1,2,3,5,8,...)

A designagao adaptada para este nimero, ® (Phi maiusculo), € a inicial do nome
de Fidias que for escultor e arquiteto encarregado da construcao do Pdrtenon, em

Atenas (figura 1.54).
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1.17. SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM QUADRILATERO

Figura 1.52: Retangulo Aureo

Retangulo Aureo e Sequéncia de Fibonacci

2
1]t

3

Figura 1.53: Retangulo aureo e a seqiiéncia de Fibonacci

Figura 1.54: Partenon, em Atenas
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1.17. SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM QUADRILATERO

Leonardo da Vinci, afirmava que a arte deveria manifestar por ela propria um
mouvimento continuo de beleza. Para se atingir este fim, Leonardo utilizou extensi-
vamente o retangulo de ouro nas suas obras (figura 1.55).

Figura 1.55: Monalisa, de Leonardo da Vinci

O ® € um numero misterioso que tem algumas quantidades relacionadas e for-
mas, e ele aparece nas proporcoes do corpo humano e outros animais, nas plantas, no
DNA, no sistema solar, na arte e na arquitetura, na musica, etc (figura 1.56). Esse
tema daria uma boa dissertacdo de mestrado, pois é uma grande fonte de pesquisa.
Informacdes obtidas de [14] e [15].

Figura 1.56: Elementos da natureza e a razao aurea
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Capitulo 2

Teorema de Pitagoras Generalizado

2.1 Teorema de Pitagoras

O teorema de Pitagoras é uma relacao matemética entre os comprimentos dos
lados de um triangulo retangulo. Na geometria euclidiana, enuciamos assim:

Teorema 37 Em qualquer tridingulo retdngulo, o quadrado do comprimento da hi-
potenusa € igual & soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Figura 2.1: Triangulo retangulo

Por definigao, a hipotenusa é o lado oposto ao angulo reto, e os catetos sao os dois
lados que o formam. O enunciado anterior relaciona comprimentos, mas o teorema
também pode ser enunciado como uma relacao entre areas:

Teorema 38 Em qualquer triangulo retingulo, a drea do quadrado cujo lado € a
hipotenusa € igual & soma das dreas dos quadrados cujos lados sao os catetos (figura

Ilustragao 2 A ilustracao da figura (2.2), feita com isopor, ajuda a entender o
stgnificado desse teorema .
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2.1. TEOREMA DE PITAGORAS

o

Figura 2.2: Teorema de Pitagoras

Figura 2.3: Ilustragao: Teorema de Pitagoras

Para ambos os enunciados, se a representa o comprimento da hipotenusa, e b e
c representam os comprimentos dos catetos, pode-se equacionar

a’> = b + &2

O teorema de Pitagoras leva o nome do matematico grego Pitagoras (570 a.C. a
495 a.C.), que tradicionalmente é creditado pela sua descoberta e demonstragao, em-
bora seja frequentemente argumentado que o conhecimento do teorema seja anterior
a ele (ha muitas evidéncias de que mateméaticos babilénicos conheciam algoritmos
para calcular os lados em casos especificos, mas nao se sabe se conheciam um al-
goritmo tao geral quanto o teorema de Pitagoras). Nao se sabe ao certo qual seria
a demonstracao utilizada por Pitdgoras. O teorema de Pitdgoras ja teve muitas
demonstragoes publicadas, o livro The Pythagorean Proposition, de Elisha Scott Lo-
omis, por exemplo, contém 370 demonstragoes diferentes. H4 uma demonstracao no
livro Os Elementos, de Euclides. E também ofereceram demonstracoes, o matema-
tico indiano Bhaskara Akaria, o italiano Leonardo da Vinci, e o vigésimo presidente
dos Estados Unidos, James A. Garfield. O teorema de Pitégoras é tanto uma afir-
macao a respeito de areas quanto a respeito de comprimentos, algumas provas do
teorema sao baseadas em uma dessas interpretacoes, e outras provas sao baseadas
na outra interpretagao. Faremos aqui a Demonstragao Classica do Teorema 38, [8].
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2.1. TEOREMA DE PITAGORAS

Esta simples e engenhosa demonstragao pode ter sido a que os pitagoricos imagina-
ram.

Demonstracao: Dado um triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e c,

considere o quadrado cujo lado é b + c.

Figura 2.4: Demonstracao do Teorema de Pitagoras

Na figura da esquerda, retiramos do quadrado de lado b + ¢ quatro triangulos
congruentes ao triangulo retangulo dado, restando um quadrado de lado a. Na
figura da direita, retiramos também do quadrado de lado b+ ¢ os quatro triangulos
congruentes ao triangulo retangulo dado, restando um quadrado de lado b e um
quadrado de lado ¢. Logo, a area do quadrado de lado a é igual & soma das &reas
dos quadrados cujos lados medem b e ¢, ou seja a®> = b? + %, como queriamos
demonstrar. m

Tlustragao 3 Podemos usar a ilustra¢io da figura (2.5), feita com isopor, para
ajudar na compreensao dessa demonstracao.
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2.2. TEOREMA DE PITAGORAS GENERALIZADO

Figura 2.5: Teorema de Pitadgoras

2.2 Teorema de PitiAgoras generalizado

No enunciado do Teorema de Pitdgoras, vimos que a drea do quadrado construido
sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo ¢ igual a soma das areas dos quadrados
construidos sobre os catetos. Nesta secao vamos demonstrar que esse resultado pode
ser generalizado para quaisquer figuras semelhantes construidas sobre os lados de
um triangulo retangulo. O teorema pode ser enunciado como segue:

Teorema 39 Se figuras semelhantes sao construidas sobres os trés lados de um
tridngulo retdngulo de hipotenusa a e catetos b e ¢, entao a drea da figura construida
sobre a hipotenusa € igual a soma das dreas das figuras construidas sobre os catetos.

Figura 2.6: Teorema de Pitagoras generalizado

Demonstracao: Sejam A, B e C as areas dessas figuras, conforme esté indicado na
figura acima. Pela propriedade da razao entre areas de figuras semelhantes, sabemos

an 2
que ela ¢ igual ao quadrado da razao de semelhanca. Dai temos que: % = (E)
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2.2. TEOREMA DE PITAGORAS GENERALIZADO

a\ 2 A
e % = (—) ou seja — = b% e — = C% Usando a seguinte propriedade das
c a a
roporgoes — = ¢c_B+c obtemos entao que A_bB+C
Propore 22 242 q a? b2+ c?

Como, pelo Teorema de Pitagoras, a®> = b? + ¢* concluimos que A = B + C.
Portanto, se figuras semelhantes sao construidas sobre os lados de um triangulo
retangulo, a area da figura construida sobre a hipotenusa é igual a soma das areas
das figuras construidas sobre os catetos, como queriamos demonstrar. m

2.2.1 Aplicagao do Teorema de Pitagoras generalizado: O
problema de Hipo6crates

Seja dado um triangulo retangulo e trés semicircunferéncias tendo os lados desse
triangulo como diametro. Conforme mostra a figura a seguir, [8|:

Figura 2.7: Lanulas

Neste caso, temos

Proposicao 1 A soma das dreas das duas linulas € igual o drea do tridngulo re-
tangulo.

Demonstragao: De fato, sejam 7" a area tridngulo, L, e Ly as areas das lanulas e
S1 e Sy as areas compreendidas entre as linulas e os catetos do triangulo, conforme
mostra a figura acima.

Aplicando o Teorema de Pitagoras generalizado, podemos concluir que a area do
semicirculo construido sobre a hipotenusa ¢ igual & soma das areas dos semicirculos
construidos sobre os catetos. Entao temos T + Sy + Sy = (L1 + S1) + (La + So).
Portanto T' = Lq + Lo, ou seja, a soma das areas das duas linulas é igual a area do
triangulo retangulo.

A figura (2.9) mostra triangulos, quadrados, pentiagos e hexdgonos regulares
construidos sobre a hipotenusa e os catetos do mesmo triangulo retangulo. m

Assim, pelo teorema de Pitadgoras generalizado, as areas dos poligonos regulares
construidos sobre a hipotenusa sao iguais a soma das areas dos poligonos construidos
sobre os catetos.
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2.2. TEOREMA DE PITAGORAS GENERALIZADO

RUREN

Figura 2.8: Luanulas e triangulo retangulo

Figura 2.9: Triangulo retangulo e poligonos

Agora fica a pergunta, serd que é possivel relacionar volumes no espaco, assim
como ¢é possivel relacionar areas no tridngulo retangulo num plano? Nao encontra-
mos nenhuma literatura que pudesse nos responder a essa indagacao, porém anali-
sando o Teorema de Pitdgoras juntamente com o Principio de Cavalieri chegamos a
conclusao que ¢ possivel sim tal resultado e trataremos dele no capitulo seguinte.
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Capitulo 3

Topicos de Geometria Espacial

3.1 Poliedros

Considere os solidos geométricos das figuras abaixo, neste capitulo nos baseamos
em [1], [3], [10] e [11].

j:i? ; Z\' ]M @

Figura 3.1: Poliedros

Todos esses solidos sao regioes do espaco limitadas por poligonos, esses tipos de
solidos sao exemplos de poliedros, os quais definimos a seguir.

Definicao 40 Poliedro € o solido geométrico limitado por regioes poligonais planas
chamadas faces, onde:

(a) cada lado de uma dessas regioes poligonais € também lado de uma, e apenas
uma, outro regiao poligonal;

(b) a intersecao de duas faces quaisquer ou é um lado comum, ou é um vértice
ou € vazia. Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, é
chamado uma aresta do poliedro e cada vértice de uma face é um vértice do
poliedro;
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3.1. POLIEDROS

(c) € sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer outra,
sem passar por nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas arestas).

3.1.1 Elementos de um poliedro

Os elementos do poliedro sdao: face, cada uma das superficies poligonais que
compoem a superficie do poliedro; aresta, lado comum a duas faces e vértice,
ponto comum a trés ou mais arestas.

face

-
% 5

vértice

Figura 3.2: Elementos do poliedro

Definicao 41 "Um conjunto C, do plano ou do espaco, diz-se convexro, quando

qualquer segmento de reta que liga dois pontos de C' estd inteiramente contido em
c’.

Podemos trabalhar, também, com as duas defini¢cdes seguintes de poliedro con-
VexX0 Ol Nao convexo:

Definicao 42 Se cada plano que contém uma face de um poliedro posiciona as de-
mais faces num mesmo semiespaco, entdo o poliedro em questdo € convexo; caso
contrdrio, € nao convero (ou concavo).

Figura 3.3: Poliedro convexo ou nao convexo

No caso dos poliedros, podemos substituir essa definicao por outra equivalente,
que nos sera mais ttil.

Definigao 43 Um poliedro é convezo se qualquer reta (nao paralela a nenhuma de
suas faces) o corta em, no mdzimo, dois pontos (figura 3.4).
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3.2. RELACAO DE EULER

DA~ DL

Poliedro Convexo Poliedro Nao Convexo

Figura 3.4: Poliedro convexo ou nao convexo

3.2 Relacao de Euler

Os elementos dos poliedros mantém uma relagao numérica, denominada Relacao
de Euler, é o que trata o seguinte teorema:

Teorema 44 (Relagao de Euler) Sendo V' o nimero de vértices, A o nimero de
arestas e F' o numero de faces de qualquer poliedro convexo, vale a rela¢ao:

V+F=A+2.

Demonstracgao:

1% Parte Por inducao finita referente ao nimero de faces, vamos provar, em
cardter preliminar, que, para uma superficie poliédrica limitada convexa aberta,
vale a relacao: V, + F, = A, + 1, onde V, é o nimero de vértices, A, o de arestas e
F, o de faces da superficie poliédrica limitada convexa aberta.

Para F, = 1, a superficie se reduz a um poligono plano convexo de n lados e,
entao, V, =n e A, = n, assim:

V,—-A,+F,=n—-n+1=1=V,— A, + F,=1.

Logo, a relagao esté verificada para F, = 1.

Admitindo que a relacdo vale para uma superficie de F’ faces(que possui V'
vértives e A" arestas), vamos provar que também vale para uma superficie de F” + 1
faces(que possui F'+1 = F, faces, V, vértices e A, arestas). Por hipotese de indugao,
para a superficie de F” faces, V' vértices e A" arestas vale:

Vi —A+F =1.

Acrescentando a essa superficie, que é aberta, uma face de p arestas (lados)
e considerando que ¢ dessas arestas (lados) coincidem com arestas ja existentes,
obtemos uma nova superficie com F, faces e V, vértices tais que:

F,=F"+1,
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3.2. RELACAO DE EULER

A, = A"+ p — q (q arestas coincidiram),
Vo=V'+p—(q¢+1) (¢ arestas coincidindo, g + 1 vértices coincidem).

Formando a expressao V, — A, + F, e substituindo os valores acima, temos:

VoAt Fo = [Vi+p—(¢g+ D] - [A+p—q +[F+1]
= Vi4p—q-1-A—ptqg+F +1
= VA +F.

Como V, — A, + F, = V' — A’ + F’ provamos que essa expressao nao se altera se
acrescentarmos (ou retirarmos) uma face da superficie. Uma vez que, por hipotese,
VIi— A+ F' =1, temos V, — A, + F, = 1, 0 que prova a relacdao preliminar.

2% Parte Tomemos a superficie de um poliedro convexo ou qualquer superficie
poliédrica limitada convexa fechada (com V' vértices, A arestas e F' faces) e dela

retiremos uma face.

Figura 3.5: Superficie Poliédrica Aberta

Ficamos, entdo com uma superficie aberta (com V, vértices, A, arestas e F,
faces) para a qual vale a relacdo V, — A, + F, = 1. Como V, =V, A, = Ae
F,=F—1,temos V— A+ (F —1) =1, ou seja

V-A+F =2

|
Observacao
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Figura 3.6: Poliedro Nao Convexo

e Todo poliedro convexo satisfaz a relacao de Euler, mas nem todo poliedro que
satisfaz a relagao de Euler é convexo (figura 3.6).

No poliedro nao convexo da figura acima temos que: V =24, A =36¢e F = 14,
assim V — A+ F =24 — 36 + 14 = 2, ou seja, o poliedro satisfaz a relacao de
Euler, mas nao é convexo.

e A expressao V — A+ F pode assumir valores diferentes de 2 quando o poliedro
nao é convexo.

Figura 3.7: Poliedro Nao Convexo

No poliedro nao convexo da figura acima temos que: V =16, A = 32e F = 16,
assim V — A+ F =16—-32+16 =0 # 2.

3.3 Poliedros regulares

Definicao 45 Um poliedro converxo ¢ regular quando todas as faces sdo regioes
poligonais requlares e congruentes entre si e em todos os vértices concorrem o mesmo
numero de arestas.

Teorema 46 FEzistem exatamente cinco classes de poliedros requlares.

As cinco figuras seguintes mostram um exemplo de cada classe de poliedros
regulares um deles, o hexaedro regular, recebe nome especial: cubo. Os demais
sao denominados tetraedro regular, octaedro regular, dodecaedro regular e
icosaedro regular (figura 3.8).

Ilustragao 4 Vejamos, na figura (3.9), uma ilustra¢ao dos poliedros regulares que
foi feita com cartolina.
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3.3. POLIEDROS REGULARES

Tetraedro Regular - Hexaedro Reqular  Qctaedro Reqular Dodecaedro Regular  lcosaedro Reqular

Figura 3.8: Poliedros regulares

Figura 3.9: Ilustragao dos poliedros regulares

Demonstracao: Seja P um poliedro regular, sendo n o nimero de lados de
cada face e m o nimero de arestas que concorrem em cada vértice. Temos entao

2A =nF =mV, dai

F F
A= ne e V= n—.
2 m
Substituindo esses valores na relacdo de Euler '+ V = 2 4+ A, obtemos:
F F 4
B M P22 F= UL
m 2 2m +2n —mn

Assim, devemos ter: 2m + 2n —mn > 0, ou seja, > m. Como m > 3,

concluimos que n < 6. Portanto, temos as seguintes possibilidades: n =3,n =4 e
n = 5. Analisemos cada caso:

e Para n = 3, temos
4
po A
6—m
e podemos notar que, para m = 3, temos F' = 4 (tetraedro); para m = 4 temos
F = 8 (octaedro); para m = 5 temos F' = 20 (icosaedro).

e Para n = 4, temos
2m

T 4-m
e podemos notar que, para m = 3 temos F' = 6 (hexaedro).
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3.4. DEFINICAO DE PRISMA

e Para n = 5, temos
4m

~10—3m’

e podemos notar que, para m = 3 temos F' = 12 (dodecaedro).

F

|
’ "I“ ’
tetraedro hexaedro octaedro dodecaedro icosaedro
regular regular (cubo) regular regular regular

Figura 3.10: Poliedros Regulares

Curiosidade 3 No estudo de probabilidade € muito frequente os problemas que en-
volvem o dado(objeto com 6 faces quadrangulares congruentes). Se quisermos fabri-
car outros dados com um nimero de lados diferentes de 6 (o hexaedro regular), so
teriamos mais quatro opgoes, que sao exatamente os outros quatro poliedros regula-
res, assim teriamos o dado com 4 lados (o tetraedro reqular), o dado com 8 lados
(octaedro regular), o dado com 12 lados (o dodecaedro regular) e o dado com 20
lados (o icosaedro reqular).

Figura 3.11: Poliedros regulares usados como dados

3.4 Definicao de prisma

Definicao 47 Consideremos dois planos paralelos, o e 8 uma regido poligonal P
contida em a e uma reta v que intercepta os planos « e B (figura 3.12). Chama-se
prisma o poliedro formado por todos os segmentos de reta paralelos a r tais que uma
de suas extremidades € um ponto da regiao P e a outra extremidade é um ponto no
plano 5.
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3.5. ENTENDENDO A NOCAO DE VOLUME DE UM SOLIDO

Figura 3.12: Prisma hexagonal

Ilustracao 5 Para um melhor entendimento dessa definicao podemos fazer uma
lustracao do prisma usando isopor e palitinhos de churrasco. Na ilustracao do
primsma da figura abaizo usamos dois pedacos de isopor para representarem os pla-
nos paralelos o e B e um palito de cor vermelha para representar a reta r que
intersecta os dois planos. No plano « foi desenhado um hexagono e desse hexagono
e de seu interior saem varios palitos pretos representando retas paralelas a reta r
e definindo no plano B um hexagono congruente ao do plano «, os dois hexagonos
formam a base do prisma.

Acreditamos que essa ilustracao ajuda aquele aluno que estd vendo pela primeira
vez esta definicao a ter uma idéia melhor da forma do prisma.

3.5 Entendendo a nocao de volume de um soélido

Um sélido geometrico qualquer ocupa uma certa parte do espaco, esse espago
ocupado pelo solido é chamado de volume.

O volume de um soélido corresponde a um tnico nimero real V' positivo obtido
pela comparacao da porcao do espaco ocupado por ele com a porcao do espago
ocupado por uma unidade de medida de volume.

A unidade de medida de volume que usualmente consideramos é o volume de um
cubo unitario, isto é, de um cubo de aresta lu, sendo u certa unidade de compri-
mento. Assim, dizemos que o volume desse cubo unitario é 1u3. Quando a aresta
do cubo unitario mede 1m, seu volume é de 1m?; se a aresta do cubo unitario mede
lem, o volume desse cubo é 1em3, e assim por diante.

Exemplo: Vamos calcular quantas vezes o cubo unitario de aresta 1cm cabe em
um paralelepipedo reto-retangulo de dimensoes 4cm, 2cm e 2cm.
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Figura 3.13: Tlustracao do prisma hexagonal

/-

Figura 3.14: Paralelepipedo reto-retangulo

4cm
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3.5. ENTENDENDO A NOCAO DE VOLUME DE UM SOLIDO

Analisando a figura, vemos que o paralelepipedo é formado por 4 - 2 = 8 cubos
unitarios na base e que tem 3 camadas iguais & camada da base. Logo, tem 3-8 = 24
cubos unitarios no total, ou ainda, o paralelepipedo é formado por 4-2-3 = 24 cubos
de 1em? de volume. Dizemos, entao, que o volume do paralelepipedo é 24cm?. o

No exemplo acima, podemos verificar que um paralelepipedo reto-retangulo cu-
jas dimensoes sao dadas por ntimeros inteiros tem volume igual ao produto desses
trés niameros. Esse fato pode ser demonstrado, verificando-se que ele é valido para
qualquer paralelepipedo reto-retangulo cujas dimensoes sao dadas por nimeros reais
positivos. Desse modo, temos que:

Afirmacao 47.1 O volume de um paralelepipedo reto-retangulo cujas dimensoes sao
dadas por numeros reais positivos €é:

V=a-b-c

Figura 3.15: Paralelepipedo reto-retangulo de dimensoes a,b e ¢

Afirmacgao 47.2 O volume de um cubo de aresta a é:

V=aaa=ad.

V4

a

Figura 3.16: Cubo de aresta a
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3.6. PRINCIPIO DE CAVALIERI

3.6 Principio de Cavalieri

A foto da figura (3.17) mostra 12 moedas idénticas empilhadas de duas maneiras
diferentes. Que relacao existe entre o volume da primeira pilha de moedas e o volume
da segunda pilha?

Figura 3.17: Pilha de moedas

E claro que as pilhas tém volumes iguais, pois o volume de cada pilha é a soma
dos volumes das moedas que a compoem, e as duas pilhas sao compostas por um
mesmo nimero de moedas identicas. O mesmo acontece com a pilha de tijolos da
figura (3.18).

y
y

Figura 3.18: Pilha de tijolos

Essa ideia intuitiva foi transformada em uma importante proposicao pelo ma-
tematico, professor da Universidade de Bolonha (Italia), Bonaventura Cavalieri. A
obra mais importante de Cavalieri, Geometria indivisibilibus continuorum (Geome-
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3.7. TEOREMA PITAGORAS/CAVALIERI

tria dos indivisiveis continuos), publicada em 1635, apresenta o principio, enunciado
a seguir, para a comparacao dos volumes de dois s6lidos geométricos.

Teorema 48 (Principio de Cavalieri) Dois solidos, S1 e Sa, apoiados num plano
J 2

a e contidos num mesmo semiespaco, terao o mesmo volume V se todo plano f3,

paralelo a «, secciona os dois solidos sequndo regives planas de mesma drea (A).

solido S, solido S,

Figura 3.19: Sélidos geométricos

Se imaginarmos os dois solidos fatiados no mesmo nimero de fatias muito fi-
nas, todas com mesma altura, duas fatias correspondentes com mesma area terao,
aproximadamente, mesmo volume. Tanto mais aproximadamente quanto mais finas
forem. sendo o volume de cada so6lido a soma dos volumes de suas fatias, concluimos
que os dois s6lidos tém volumes iguais. Como exemplo podemos tomar duas resmas
de papel identicas que mostra um caso particular desse argumento, onde os dois
solidos sao formado pelas resmas, cada um, com 500 fatias, todas iguais.

Figura 3.20: Resma de papel

3.7 Teorema Pitagoras/Cavalieri

Teorema 49 O volume de um prisma de altura h cuja base é um quadrado cons-
truido sobre a hipotenusa de um tridngulo retingulo € igual a soma dos volumes
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3.8. VOLUME DE UMA PIRAMIDE

dos primas, também de altura h, construidos sobre os quadrados dos catetos desse
triangulo.

Figura 3.21: Prismas quadrangulares

Demonstragao: Pelo Teorema de Pitdgoras sabemos que a area do triangulo cons-
truido sobre a hipotenusa ¢ igual & soma das areas dos quadrados construidos sobre
os catetos, e assim serd com toda secao de um plano paralelo as bases dos prismas.
Isto é, as secgoes dos primas construidos sobre os catetos terao area igual a seccao
determinada no prisma construidos sobre a hipotenusa. Assim, pelo principio de
Cavalieri, o volume do prisma cuja base é o quadrado construido sobre a hipotenusa
do triangulo retangulo é igual a soma dos volumes dos primas construidos sobre os
quadrados dos catetos desse triangulo, considerando, por hipoétese que os prismas
envolvidos tem mesma altura h. =

3.8 Volume de uma piramide

Nesta sec¢ao demonstraremos a formula para calcular o volume de uma piramide,
para tal usaremos a formula para calcular o volume de um prisma e o fato de que
um prisma triangular pode ser decomposta em trés piramides.

3.8.1 Volume de uma piramide triangular

Lema 49.1 o volume de uma piramide triangular € 1/3 do volume de um prisma
que tem a mesma base e a mesma altura da pirdmide.

Demonstracao: Vamos demonstrar que um prisma triangular pode ser decom-

posto em trés piramides triangulares de mesmo volume, conforme mostra a figura a
seguir.
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3.8. VOLUME DE UMA PIRAMIDE

Figura 3.22: Prismas e piramides

As piramides I e II tém bases congruentes e alturas iguais. De fato, os tridngulos
ABC' e DEF sao congruentes e a distancia de D ao plano (ABC) é igual a distancia
de C ao plano (DEF) - altura do prisma original. Logo, I e IT tém mesmo volume.

As piramides IT e TIT também tém bases congruentes e alturas iguais. De fato,
o triangulo CE'F' é congruente ao triangulo BC'E, pois cada um deles é metade do
paralelogramo BCFFE, e a altura de cada uma dessas piramides é a distancia de D
ao plano (BCFE). Logo, II e III tém mesmo volume. Assim, V; = Ve Vip = Vg
e portanto, V; = Vi = Vir. Lembrando que Vyyisme = Vi + Vir + Vi e fazendo
Vi =Vir =V =V, temos

V..
Virisma = 3V =V = =522,
Como o volume do prisma ¢ igual a area da base A, vezes a altura do prisma h,
temos, entao que o volume da piramide triangular é:
Ay - h

V:3.

Tlustragao 6 A ilustracio mostrada na foto da figura (3.23), feita com cartolina,
mostra a decomposicao de um prisma triangular em trés piramides, ela pode ser
usada na demonstracao do calculo da fomula do volume de uma pirdmide triangular.

3.8.2 Volume de uma piramide qualquer

Agora, usando o Lema anterior, para provar o Teorema seguinte que trata do
volume de uma piramide qualquer.
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3.8. VOLUME DE UMA PIRAMIDE

Figura 3.23: Tlustracao da decomposicao do prisma triangular em 3 piramides

Teorema 50 o volume de uma piramide qualquer é 1/3 do volume de um prisma
que tem a mesma base de drea Ay e a mesma altura h da pirdmide, isto é:

_Ay-h

=3

Demonstracao: Para uma piramide qualquer, podemos dividir o poligono de
sua base em triangulos justapostos por meio de diagonais. Assim, a piramide fica

Figura 3.24: Piramide pentagonal

dividida em piramides triangulares de mesma altura h. Se a base foi dividida em
n triangulos de areas A;, Ay, ... e A,, entdo a area da base é dada por: A, =
A1+ As+...+ A, Como o volume V da piramide é a soma dos volumes das piramides
triangulares:

1 1 1
V= -Ah+ =Ash+ ...+ -Ah
gt gt g

1 1
V= 3(At Ay bt A = A
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3.9. VOLUME DE UMA ESFERA

Portanto, o volume de uma piramide qualquer é igual a 1/3 do produto da area
da base Ay por sua altura h, ou seja:

3.9 Volume de uma Esfera

Para o calculo do volume da esfera, utilizamos um sélido auxiliar chamado
deanticlepsidra.

Definicao 51 A anticlepsidra é o solido obtido retirando-se de um cilindro equild-
tero de didmetro 2R dois cones cujas bases coincidem com as bases do cilindro e
cujos veértices coincidem com o centro do cilindro.

2R

anticlepsidra

Figura 3.25: Cilindro e anticlepsidra

Lema 51.1 O volume da anticlepsidra ¢ iqual a diferenca entre o volume do
cilindro equildtero de raio da base R e o volume do solido formado por dois cones
circulares retos de altura R e raio da base R.

Demonstragao:
O volume V; do cilindro é V; = 7R? - 2R, ou seja: Vi = 27 R3 e o volume V5, do

1 2R3
solido formado pelos dois cones é Vy = 2 (§ -TR? - R), ou seja Vo = "

3 logo o
volume V' da anticlepsidra é:

2R3 L At R3

V=V,—V,=2rR— .

Teorema 52 O wvolume de uma esfera de raio R € igual ao volume de uma anti-
clepsidra de altura 2R.
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3.9. VOLUME DE UMA ESFERA

Figura 3.26: Esfera e anticlepsidra

Demonstracao: Consideremos esses dois sélidos em um mesmo semiespaco de
origem em um plano o de modo que a base da anticlepsidra esteja contida em « e
a esfera seja tangente a « (figura 3.26): Todo plano 3, paralelo a «, que secciona a
esfera, também secciona a anticlepsidra. Se 3 passa pelo centro O da esfera, entao
passa também pelo centro V' da anticlepsidra e determina em ambos os so6lidos sec-
coes de 4reas iguais a mR2, pois as duas sec¢oes sao circulos de raio R. Suponhamos
que [ seccione esses solidos a distancia d, com d > 0, do centro da esfera, ou do
centro da anticlepsidra (figura 3.27): Se r é o raio da secgdo determinada na esfera,

A

Figura 3.27: Esfera e anticlepsidra
entao a area A; dessa seccao é¢: A; = 7r?. Observamos, pelo teorema de Pitagoras,
que: 7> +d? = R? = r? = R? — d%. Assim, podemos expressar a area A; por:

A = (R?* — d?). A secgao determinada pelo plano 3 na anticlepsidra é uma coroa
circular: Note que o raio interno dessa coroa ¢ igual a distancia d entre o plano 3 e

Figura 3.28: Coroa circular

o centro da anticlepsidra. Para compreender essa afirmacao, considere uma seccao
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3.10. AREA DA SUPERFICIE ESFERICA

meridiana da anticlepsidra (figura 3.29):

2R

Figura 3.29: Seccao meridiana da anticlepsidra

O triangulo VM N é isosceles; logo, o raio interno da coroa circular é igual a d.
Assim, a area Ay dessa coroa é¢: Ay = m(R*—d?). Observe que: A; = A, Resumindo,
todo plano que secciona a esfera também secciona a anticlepsidra, determinando,
em ambas, seccoes de mesma area. Logo, pelo principio de Cavalieri, a esfera tem o
mesmo volume da anticlepsidra. Assim, o volume V' de uma esfera de raio R é dado

por:

At R3
V= .
3

3.10 Area da superficie esférica

Qualquer que seja o método que imaginarmos para obter a area de uma superficie
esférica, em algum momento precisaremos de uma "passagem ao limite". Entretanto,
para justificar o valor 47 R? para a area da esfera ao aluno do Ensino Médio, existem
processos que, apesar de nao constituirem uma demonstracao, tornam esse resultado
bastante aceitdvel. Um deles usa o volume da esfera, é o que apresentremos.

Teorema 53 A drea da supeficie esférica de raio R é A = 4w R2.

Demonstracao: Suponha a esfera de raio R, dividida em um ndmero n muito
grande de regides, todas com area e perimetro muito pequenos. Como se a esfera
estivesse coberta por uma rede de malha muito fina.

Cada uma dessas regides, que é "quase'plana se n for muito grande, sera base
de uma piramide com vértice no centro da esfera. Assim, a esfera ficard dividida
em n piramides, todas com altura aproximadamente igual a R (tanto mais aproxi-
madamente quanto menor for a base da piramide). Se A é a é4rea da esfera e Aj,
Ay, As ..., A,, sdo as areas das diversas regioes. Lembrando que o volume de cada

R

PN . », ( . ’ ’ ', .
piramide & ——, com 1 <7 < neque A; + ...+ A, = A é a area da superficie
esférica, temos:

4R 1 1 1 1
=_-A -A i+ A R= (A1 + A+ ..+ A
3 3 1R+3 o[+ +3 R 3( 1+ A+ ..+ AR,
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3.11. POLIEDROS REGULARES E SUAS PLANIFICACOES

Figura 3.30: Esfera e piramide

e passando o limite quando n tende ao infinito, supondo que lim,,_,, (A; + ... + A,)
exista, obtemos:

ATR® 1 1
3 :§7L11_>IEO(A1+...+AR)R— EAR,
. 47TR3 1 , L, . L . 4 2
ou seja: = §AR’ portanto a area da supeficie esférica de raio R é A = 47 R”.
[ |

3.11 Poliedros regulares e suas planificacoes

As figuras seguites mostram como podemos confeccionar alguns poliedros usando
cartolinas ou algum material similar, para tal basta desenhar suas planifica¢oes, nao
esquecendo de deixar "abas'"para colar e fechar o solido.

Figura 3.31: Planificacao do tetraedro regular
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Figura 3.32: Planificacao do hexaedro regular

NV

Figura 3.33: Planificacdo do octaedro regular

Figura 3.34: Planificacao do dodecaedro regular
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&2

Figura 3.35: Planificacao do icosaedro regular

Figura 3.36: Tetraedro regular planificado

Figura 3.37: Hexaedro regular planificado
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Figura 3.38: Octaedro regular planificado

Figura 3.39: Dodecaedro regular planificado
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Figura 3.41: Planificacao do prisma hexagonal

Figura 3.42: Planificacao do paralelepipedo
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Figura 3.43: Planificacao da piramide hexagonal

Figura 3.44: Planificacao da piramide quadrangular
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Capitulo 4

Interpretacao geométrica dos
produtos notaveis

4.1 Quadrado da soma de dois termos

Afirmacgao 53.1 O quadrado da soma de dois termos a e b € igual ao quadrado do
primeiro termo, mais o dobro do produto do primeiro pelo sequndo, mais o quadrado
do seqgundo termo [4] e [5] . Algebricamente, temos

(a+b)* = a® + 2ab + b*.

Afirmacédo 53.2 Geometricamente (a + b)? indica a drea de um quadrado de lado
com medida a + b, dado que a e b sao nimeros reais positivos. Fsse quadrado pode
ser dividido em 4 partes: duas retangulares de drea ab cada uma, uma quadrada de
2 ¢ outra quadrada de drea b?.

o i ks
1 i i

(a+b)2=a2+ 2ab + b2

Figura 4.1: Quadrado da soma

drea a

Ilustracao 7 Vejamos uma ilustracao, feita com isopor, para ajudar na compreen-
sao da afirmacdo acima.
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4.2. CUBO DA SOMA DE DOIS TERMOS

Figura 4.2: ITlustracao: quadrado da soma

4.2 Cubo da soma de dois termos

Afirmacao 53.3 O cubo da soma de dois termos a e b € igual ao cubo do primeiro
termo, mais trés vezes o quadrado do primeiro termo multiplicado pelo sequndo, mais
trés vezes o primeiro multiplicado pelo quadrado do sequndo termo, mais o cubo do
sequndo termo [4]. Algebricamente, temos:

(a+0b)* = a® + 3ab + 3ab® + b°.

Afirmacgido 53.4 Geometricamente (a+b)? indica o volume de um cubo com arestas
medindo a+b, dado que a e b sao nimeros reais positivos. Esse cubo pode ser dividido
em 8 partes: um cubo de volume a®, trés paralelepipedos de volume a*b cada um,
trés paralelepipedos de volume ab® cada um e outro cubo de volume b3.

Tlustracao 8 Vejamos uma ilustracao dos paralelepipedos, feita com cartolina, para
ajudar na compreensao da afirmacao acima.

D =70 =10 (&7

-lab2|j|ab2ﬁ |ab2U

(a+b) = d’+3a°b+3ab® +b°

Figura 4.3: Cubo da soma
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4.3. O BINOMIO DE NEWTON

Figura 4.4: Ilustragao: cubo da soma

4.3 O bindtmio de Newton

Nesta secao apresentaremos o binémio de Newton que recebe esse nome em
homenagem ao grande matematico Isaac Newton que descobriu a férmula desse
binomio. Vejamos agora uma pequena biografia desse grande génio [2], [6] e [12].

4.3.1 Sir Isaac Newton

Sir Isaac Newton nasceu em Londres, no ano de 1643, e viveu até o ano de 1727.

Figura 4.5: Isaac Newton

Ele atuou em varias areas do conhecimento foi cientista, quimico, fisico, me-
canico, astronomo, alquimista, tedlogo e matematicos, trabalhou com Leibniz na
elaboragao do calculo infinitesimal. Durante sua trajetoria, ele descobriu vérias leis
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4.3. O BINOMIO DE NEWTON

da fisica, entre elas, a lei da gravidade. Além de seu trabalho em calculo infinite-
simal, como matematico Newton contribuiu para o estudo das séries de poténcias,
generalizou o teorema binomial para expoentes nao inteiros, e desenvolveu o método
de Newton para a aproximacao das raizes de uma funcao, além de muitas outras
contribuicoes importantes.

Sua obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica é considerada uma das
mais influentes na historia da ciéncia. Publicada em 1687, esta obra descreve a lei
da gravitacao universal e as trés leis de Newton, que fundamentaram a mecanica
classica. Newton também dedicou muito de seu tempo ao estudo da alquimia e da
cronologia biblica, mas a maior parte de seu trabalho nessas areas permaneceu nao
publicada até muito tempo depois de sua morte.

Em uma pesquisa promovida pela Royal Society of London, Newton foi conside-
rado o cientista que causou maior impacto na histéria da ciéncia. De personalidade
sobria, fechada e solitaria, para ele, a funcao da ciéncia era descobrir leis universais
e enuncia-las de forma precisa e racional. Interrogado sobre como conseguia suas
descobertas, respondeu: "Para descobrir todos os fenomenos que deseja, basta ao
sabio trés coisas: pensar, pensar e pensar". Os estudiosos de sua obra afirmam que
ele foi a inteligéncia suprema que a raca humana produziu, "cujo génio superou o
tipo humano". Segundo Voltaire, Newton seria "o maestro que regeria a orquestra
quando, um dia, todos os génios do mundo se reunissem".

Definicao 54 (Binoémio de Newton) Sejam a e b numeros reais e n um nimero
natural. Toda poténcia da forma (x +y)™ é conhecida como Binomio de Newton.

Teorema 55 (Desenvolvimento do bindmio de Newton) O desenvolvimento
do binémio de Newton € dado pela expressao:

(z+y)" = zn: ( L ) 2y

k=0

_ n n, 0 n n—1,1 n n—k, k n 0, n
= (O)xy+<1)$ y+...+(k>x y+...+(n)xy,

onde para n > k temos

(Z):k'(nni_k)!’ enl=n---(n—-1)---(n—-2)---2-1.

Aqui, convencionamos que 0! =1 e 1! = 1.

Demonstracao: A demonstracao desse teorema sera feita por inducao sobre n.
A igualdade é trivialmente verificada para n =0 e n = 1, veja que

Paran =0, temos (z +y)’ =1 = ( 8 ) %90,
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4.3. O BINOMIO DE NEWTON

Paranzl,temos(x—i-y)l:av—i—y:((1) iy’ + 0 20",

Agora suponha, por hipotese de inducgado, que a igualdade é vélida para n > 1

natural, isto é
n n n—
(x+y)" = E (k)x Fak,

k=0

Vamos mostrar que é valida para n + 1, ou seja

n+1
n n+1 n—
(z+7) +1 _ Z ( . > T k+1yk'

k=0
Multiplicando ambos os membros da hipotese de inducao por x + y, obtemos

n

e =3 (f ) et

k=0

Por distributividade de produto sob a soma
n n n—1 n
(a:+y)”+1 — xn-‘rl +xz ( . )$n_k@/k +yZ( . )x”_kyk+y”+1

k=1 k=0

_ In-ﬁ-l +xz ( Z ) l,n—kyk ‘l’yz ( kﬁl )xn—k’-l—lyk:—l +yn+1
k=1 k=1

_ ntl . n n n—k+1, k—1 n+1

=t () ()t

-~

I

Usando a relagao de Stiefel: ( Z ) + ( I ﬁ 1 ) = ( n—;; L ) em [, obtemos

( + )™+ = 2" ( nzl > gLyl
k=1

Reagrupando o somatoério, temos:

63



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

131

4]

[5]

[6]

17l

18]

[9]

[10]

[11]

[12]

Barroso, Juliane Matsubara, Conexoes com a matemdtica, volume 2. 1° ed. -
Sao Paulo: Moderna (2010).

Boyer, Carl B., Merzbach, Uta C., Historia da matemadtica. 3° ed. - Sao Paulo:
Blucher (2012).

Dante, Luiz Roberto, Contexto e aplicacoes, volume 2. 1° ed. - Sao Paulo: Atica
(2003).

Dante, Luiz Roberto, Tudo é matemdtica, 7* série. 2* ed. - Sdo Paulo: Atica
(2005).

Dehira, Nelson T., Conceitos e historias , 7% série. 2* ed. - Sao Paulo: Editora
Scipione (1995).

Elon, L., Paulo, C., Eduardo, W., Augusto, C., A matemdtica do ensino médio
Vol. 1. 6° ed. - Rio de Janeiro: SBM (2006).

Elon, L., Paulo, C., Eduardo, W., Augusto, C., A matemdtica do ensino médio
Vol. 2. 6° ed. - Rio de Janeiro: SBM (2006).

Elon, L., Paulo, C., Eduardo, W., Augusto, C., Temas e Problemas Elementa-
res. 2° ed. - Rio de Janeiro: SBM (2006).

Osvaldo, D., José Nicolau, P., Fundamentos de Matemdtica Elementar Volume
9. 7° ed. - Sao Paulo: Atual (1993).

Osvaldo, D., José Nicolau, P., Fundamentos de Matemdtica Elementar Volume
10. 7° ed. - Sao Paulo: Atual (1993).

Paiva, Manoel Rodrigues, Matemdtica 2 Paiva. 1° ed. - Sao Paulo: Moderna
(2009).

http://www.somatematica.com.br/biograf/newton.php. Acesso em: 13 de maio
de 2014

64



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[13] http://www.somatematica.com.br/biograf/euclides.php. Acesso em: 13 de
maio de 2014

[14] http://danilosaretratista.blogspot.com.br/2010/11/proporcao-aurea-beleza-
das-fases.html. Acesso em: 13 de maio de 2014

[15] http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br. Acesso em: 13 de maio de 2014

65



