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RESUMO

A presente producio cientifica aborda o uso do software GEOGEBRA para o ensino de Topicos
da Geometria Plana. Os contetidos aqui contemplados partem dos axiomas primitivos da Geometria para
as demonstracdes de teoremas e suas consequéncias. Neste trabalho, fizemos juntos a mais dois colegas
de turma, também concluintes do Mestrado Profissional em Matematica (PROFMAT), os alunos Fernando
Roberto Braga Colares e Gilberto Alves Teixeira Junior, uma consulta com professores de Matematica das
redes puiblica e privada sobre a utilizacdo do Geogebra em sala, cujo objetivo foi verificar junto aos profes-
sores da Educacdo Bésica se eles utilizavam o Geogebra em suas praticas de ensino. Os resultados foram
expostos neste documento. Além disso, apresentamos o software mostrando todos as suas janelas, botdes
e desenvolvendo atividades exploratdrias experimentais que possibilitem ao aluno descobrir ou redescobrir

conceitos e teoremas da Geometria Plana.

Palavras-chave:GEOGEBRA. Atividades exploratérias. Geometria plana, Axiomas, teoremas
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ABSTRACT

The present scientific production discusses the use of GEOGEBRA software aiming the teaching of
Topics of the Plane Geometry. The contents approached starts from the primitive axioms of geometry to
the demonstrations of theorems and their consequences. In this work, we made, with two other classmates,
also graduates of the Professional Masters in Mathematics (PROFMAT), the students Fernando Roberto
Braga Colares e Gilberto Alves Teixeira Junior, a consultation with mathematic teachers from public and
private schools about the utilization of Geogebra in the classroom, aiming to verify with teachers of Ba-
sic Education if they utilize the Geogebra in their teaching practices. The results were exposed in this
document. Furthermore, we present the software showing all of its windows and buttons and de-
veloping exploratory and experimental activities that enable the students to discover or rediscover concepts

and theorems of plane geometry.

Key-works:GEOGEBRA. Exploratory activities, Plane Geometry, Axioms, Theorems
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Capitulo 1

Consideracoes Iniciais

1.1 Introducao

Na vida profissional, percebemos que, nas escolas onde trabalhamos, o ensino da geometria plana nem
sempre € visto com a mesma €nfase quando comparado com a aritmética e a dlgebra e isso se torna até
mais evidente nas escolas publicas, onde notamos que uma fragao consideravel do corpo discente chega a
concluir toda a educacgdo bdsica sem ter o minimo de conhecimento dessa parte da ciéncia.

Observamos que hd, nas escolas puiblicas em que atuamos, um grande avango no que tange o
aparelhamento das mesmas com recursos eletrénicos como televisores, datashows, notebooks, tablets, as-
sim como, todas essas possuem laboratérios de informatica funcionando, entretanto percebemos que todos
esses recursos sdo pouco utilizados pelos professores de Matematica.

Averiguando junto as equipes de professores de Matematica que trabalham nessas escolas os motivos
que levam o baixo dominio de nossos alunos nos assuntos relacionados a geometria plana, nao conseguimos
obter, com exatiddo, uma resposta e, quando propusemos a utilizacdo do Geogebra ou mesmo de outro re-
curso, percebemos que muitos se sentem inseguros em utilizar na sua plenitude metodologias diferentes da
aula expositiva com o auxilio do pincel e do quadro branco.

Quando olhamos para os nossos os alunos, vemos criangas € jovens que se mostram com bastante de-
senvoltura em utilizar recursos eletrénicos como celulares, smathphones, tablets e computadores, logo, eles
nos parecem potencialmente preparados para o uso da tecnologia. Nesse sentido, entendemos que a utiliza-
¢do de um recurso como o Geogebra poderd proporcionar ao educando uma aproximacao significativa com
a geometria plana.

Assim, esse trabalho tem a intencd@o de auxiliar os professores de Matematica, trazendo uma maneira
de se ensinar alguns tpicos da geometria por meio do Geogebra, pensando, assim, em ajudé-los a transpor

o que talvez seja o maior desafio que é fazer com que os alunos passem a ver a Matemadtica e, em particular,



a geometria plana de uma forma mais agradavel e que eles possam interagir com a ciéncia desenvolvendo
o estudo com maior reflexao, entusiasmo e sentido.

Somado a tudo que foi exposto, outro fator que nos motivou a usar esse software foi o acesso ao
conhecimento desse e de outros softwares para o ensino da matematica no curso de RECURSOS COM-
PUTACIONAIS NO ENSINO DE MATEMATICA, ofertado pela Universidade Federal do Pard durante o
mestrado PROFMAT, que foi ministrado pelo Prof. Dr. Juacir Picangco com apoio da Prof. Msc. Joelma
Morbach e como o Geogebra, pois além de ser uma poderosa ferramenta, é um programa livre, o que nos
permite usar nas escolas publicas sem problema algum.

Neste trabalho, apds apresentarmos as motivacdes que nos levaram a abordar esse tema e os seus ob-
jetivos, temos no 2° capitulo os resultados obtidos na consulta feita com professores de Matemadtica sobre
o uso do Geogebra nas suas aulas. No 3° capitulo, apresentamos o software, mostrando a sua finalidade.
como instald-lo e todas as funcdes que ele possui.

No 4° capitulo, abordamos tépicos importantes da Geometria Plana com enfoque em angulo, tridngulos
e quadrilateros. Vale ressaltar, que, na abordagem teérica desses topicos, partimos dos axiomas para chegar-
mos em definicdes teoremas e consquéncias. Sempre que possivel, iremos construir as demonstracdes de
teoremas e suas consequéncias. O material, dependendo da necessidade, ird apoiar-se nas representacdes

gréficas para que o leitor possa acompanhar o desenvolvimento dos temas com mais facilidade.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivos Gerais

Elaborar uma proposta de ensino de conceitos da geometria plana relacionados com angulos pro-
priedades de triangulos e quadrildteros por meio do Geogebra para professores e alunos, como um ma-
terial de apoio que pretende facilitar o ensino e aprendizagem de geometria plana a partir de atividades

experimentais em ambiente de geometria dindmica.

1.2.2 Consideracoes Sobre a Proposta de Ensino

A proposta de ensino que estamos apresentando neste trabalho contempla vinte e uma se¢des de ensino.
As segdes foram distribuidas por topicos da Geometria Plana com a finalidade de desenvolver habilidades
basicas dos alunos diante de elementos que contemplem as nog¢des de angulo, tridngulos e quadrilateros por
meio da utilizagdo de um software denominado GEOGEBRA. No curriculo, tais no¢des, geralmente, sdo

objetos de ensino do 8° ano do Ensino Fundamental, mas a proposta € livre para ser aplicada ao longo de



todo o Ensino Fundamental II.

O ambiente destinado para o desenvolvimento das se¢des de ensino deverd possuir um Datashow, um
quadro branco e um grupo de computadores com o software GEOGEBRA instalado. Em geral, as escolas
publicas de ensino e mesmo as particulares denominam tais ambientes como Laboratério de Informatica.
A quantidade de alunos por maquina dependerd do nimero de mdquinas em funcionamento do laboratério,
mas nossa proposta de ensino nio restringe nenhuma condi¢do que relacione o aluno a miquina. Diante
disso, podemos sugerir um tnico aluno por maquina, dois alunos por maquina ou mais.

A primeira etapa da proposta de ensino é destinada a familiarizacdo dos alunos com 0 GEOGEBRA,
prevista para ocorrer em 100 minutos (2 horas aulas), independente dos alunos ja possuirem alguma habili-
dade com as ferramentas do programa. Na nossa compreensdo, € importante esse momento até mesmo para
a criacdo de uma ambiéncia sauddvel, pois, em experiéncias ocorridas em nossa pratica, observamos que
alguns alunos ao adentrarem nos Laboratdérios procuram acessar a Internet para visitar paginas de jogos,
redes sociais ou outras atividades divergentes dos objetivos das aulas. Em cada maquina, deverd constar o
tutorial impresso, descrito no capitulo 3, para que os alunos aprendam manipular com as ferramentas do
GEOGEBRA. O desenvolvimento dessa etapa dar-se-4 pela apresentacdo e utilizacdo das ferramentas do
programa, principalmente, as que serdo utilizadas nas se¢des de ensino.

A préxima etapa consiste na realizacdo das se¢des de ensino prevista para um desenvolvimento de 50
minutos por se¢do. O capitulo 4, deste trabalho, serd apostilado e entregue aos alunos como material de
apoio. Cada se¢do de ensino refere-se ao desenvolvimento das atividades que constam no referido material.

No préximo capitulo iremos apresentar os resultados de uma consulta feita a professores da educagdo

basica sobre o uso do software Geogebra no ensino da Matematica.



Capitulo 2

Consulta aos Docentes

2.1 Como foi feita a consulta

Neste capitulo, apresentamos os resultados de uma consulta feita com professores de matemadtica, com
o objetivo de verificar, antes de elaborar a proposta de ensino de tdpicos da geometria plana por meio
do Geogebra, até que ponto os docentes conheciam e acreditavam ser uma possibilidade de melhoria no
ensino da matemadtica o uso do software citado. A consulta foi realizada por meio da internet através do
site www.survio.com, parte dos participantes sdo amigos de trabalho que foram convidados a participar re-
cebendo o link da pesquisa, por isso em sua totalidade a forma de resposta foi o link direto (como mostra o
gréfico central na figura 2.1); obtivemos 207 visitantes dos quais 100 questiondrios foram analisados pelo
SURVIO por estarem completos (na figura 2.1 observe grafico a esquerda).

Essa consulta constava de onze perguntas sendo que em nove delas era para marcar uma Unica al-
ternativa como resposta e em duas delas ( as perguntas 4 e 7), o professor consultado poderia responder
livremente. Esse instrumento foi também utilizado em trabalho de conclusdo de curso do PROFMAT pe-
los alunos Fernando Roberto Braga Colares e Gilberto Alves Teixeira Junior que abordaram o estudo da

Trigonometria e de Fungdes, respectivamente.



Total de Acessos Fontes de Visitas

100,00 %

Tempo Médio de Realizacao

® Apenas mostrando (45.41%)
© Incompleto (6.28%)
@ Concluido (48.31%)

® Link direto (100.00%)

Figura 2.1: Total de Acessos

2.2 12 Pergunta

Ha quanto tempo vocé trabalha como professor?

© 1-2 min. (15.56%)
© 2-5 min. (64.44%)
© 5-10 min. (20.00%)

Resposta Respostas Ratio
® menos de 1ano 3 3.00%
® 1a3anos 5 5.00%
@ 4a6anos 10 10.00%
© 7a9anos 22 22.00%
® mais de 10 anos 60 60.00%
B
10 (10,00%)
22(22,00%)
60 (60,00%)
0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50% 55% 60% 65% 70% 75% 80% 85% 90% 95% 100%

Figura 2.2: Primeira Pergunta

Nessa pergunta, percebemos que mais da metade dos professores que responderam completamente a

consulta (60%) ja ministram aulas de matemadtica hd mais de 10 anos e menos de 20% deles ainda estd no

inicio da carreira profissional, ou seja, com até 6 anos de profissao.




2.3 2?2 Pergunta

Vocé conhece o software geogebra?

Resposta Respostas Ratio
® SM 91 91.00%
® NAO 9 9.00%
0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50% 55% 60% 65% 70% 75% 80% 85% 90% 95% 100%

Figura 2.3: Segunda Pergunta

Nessa pergunta, temos que a grande maioria dos docentes (91% ) dizem ja conhecer o programa Ge-

ogebra, apenas nove professores relatam desconhecerem o programa.

2.4 3? Pergunta

Ja utilizou este software em suas aulas?

Resposta Respostas Ratio
® SIM 52 52.00%
© NAO 48 48.00%

52 (52,00%)

48 (48,00%)

0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50% 55% 60% 65% 70% 75% 80% 85% 90% 95%

100%

Figura 2.4: Terceira Pergunta

Observamos que, mesmo a maioria conhecendo o Geogebra, apenas um pouco mais da metade dos

consultados (52 %) dizem ja terem utilizado tal ferramenta.




2.5 42 Pergunta

Como vocé aprendeu a usar o Software Geogebra?

Resposta Respostas
@Na Graduacdo, ou na P6s-Graduacdo, ou em cursos ofertados redes publicas e privada de ensino. 48
© Sozinho 29
@Pela internet em videos ou tutoriais 17
ON3o sabe usar 13
@N3o respondeu 1

I

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 8 8 9 9 100

Figura 2.5: Quarta Pergunta

Essa era uma das perguntas que ndo possuifa alternativas para marcar, ou seja, o professor redigia a
sua resposta. Dos cem (100) profissionais consultados, tivemos apenas um (1) que nio respondeu. Dessa
forma, as respostas obtidas foram tabuladas conforme a figura 2.5.

Assim temos que quarenta e oito (48) professores disseram que aprenderam o Geogebra fazendo o
curso da graduagdo ou da pds-graduagdo ou entdo em cursos oferecidos pelas redes publicas ou privada de
ensino; vinte e nove dissram que aprenderam sozinhos; dezessete (17) com auxilio de videos e tutoriais na

internet; treze (13) disseram que ainda ndo sabem usar o recurso e um (1) ndo respondeu ao questionamento.



2.6 5% Pergunta

O programa facilitou o processo de ensino do contetido?

Resposta Respostas Ratio
® SIM 55 55.00%
© NAO 4 4.00%

NUNCA UTILIZEI O PROGRAMA 41 41.00%

[riaat-

0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50% 55% 60% 65% 70% 75% 80% 85% 90% 95% 100%

Figura 2.6: Quinta Pergunta

Nessa pergunta, tivemos quarenta e um (41) professores afirmando que nunca utilizaram o programa,
quatro (4) relatam que que o Geogebra ndo facilitou o processo de ensino e cinquenta e dois (52) afirmam

ja ter usado em suas aulas o Geogebra (veja a figura 2.6).

2.7 6? Pergunta

A visualizagdo do contetdo pelo software GEOGEBRA facilitou o aprendizado desse contetido mais

do que em sala de aula no quadro?

Resposta Respostas Ratio

® SM 55 55.00%

® NAO 2 2.00%
NUNCA USEI O PROGRAMA, MAS CERTAMENTE SIM! 43 43.00%
o)

0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50% 55% 60% 65% 70% 75% 80% 85% 90% 95% 100%

Figura 2.7: Sexta Pergunta

Agora, que pedimos para o professor comparar entre o uso do Geogebra para o ensino da matemaética



e o uso do quadro para mesma finalidade , temos que 0os mesmos cinquenta e cinco (55) professores que,
na questdo anterior, afirmaram que o Geogebra auxilia nessa aprendizagem e também afirmam que ela é

mais significativa ao aluno, dois (2) dizem que ndo e quarenta e trés (43) garantem ainda ndo terem usado

0 programa .

2.8 7% Pergunta

Em qual (quais) contetdo (s) vocé ja usou o software GEOGEBRA?

Resposta Respostas
@ Fungoes e Graficos 36
© Geometria Plana 35
@ Nunca usou o Geogebra 30
© Geometria Analitica 15
® Geometria Espacial 7
© Trigonometria 5

s
T

o
[
=
©
=
w

20 25 30 35 40 4 50 55 60 65 70 75 80 8 90 95 100

Figura 2.8: Sétima Pergunta

Essa é a segunda pergunta da consulta em que o professor respondeu com as suas palavras, entdo
tabulamos as informacdes obtidas conforme a figura 2.8. Dai temos que trinta e seis professores (36)
trabalharam fung¢des e graficos; trinta e cinco (35), geometria plana; trinta (30) disseram que nunca usaram

o Geogebra; quinze (15), geometria analitica; sete (7), geometria espacial e cinco (5), trigonometria.



2.9 8? Pergunta

Como vocé considera sua habilidade no manuseio do software GEOGEBRA?

Resposta Respostas Ratio
® EXCELENTE 1 11.00%
© BOM 30 30.00%
© REGULAR 36 36.00%
© INSUFICIENTE 23 23.00%

3
0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50% 55% 60% 65% 70% 75% 80% 85% 90% 95% 100%

Figura 2.9: Oitava Pergunta

Observamos que 11% considera sua habilidade no manuseio do Geogebra excelente, 30% acha bom,

36% regular e 23% insuficiente.

2.10 92 Pergunta

Quantas atividades, no software GEOGEBRA, vocé realizou com seus alunos nos ultimos dois anos?

Resposta Respostas Ratio
© NENHUMA 52 52.00%
© UMA 2 2.00%
© DUAS 7 7.00%
® TRES 6 6.00%
© MAIS DE TRES 33 33.00%

B

33 (33,00%)

0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50% 55% 60% 65% 70% 75% 80% 85% 90% 95% 100%

Figura 2.10: Nona Pergunta
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Nessa pergunta temos que a maioria (52%) nio fez nenhuma atividade com o Geogebra nos dltimos

dois anos, e apenas 33% fez mais de trés atividades nesses dltimos dois anos.

2.11 102 Pergunta

Se o governo do estado ofertasse um curso de utilizacdo e aperfeicoamento desse software GEOGE-

BRA vocé participaria?

Resposta Respostas Ratio
® SIM 89 89.00%
© NAO 11 11.00%

Figura 2.11: Décima Pergunta

Observamos que a maioria dos consultados (89%) gostaria de fazer parte de um curso de utilizacio e

aperfeicoamento do uso do geogebra.

2.12 112 Pergunta

Qual seria seu grau de satisfagdo (de 1 a 5) em receber do governo do estado um material didatico

completo sobre esse software GEOGEBRA em sala de aula?

Resposta Respostas Ratio
@ 1- COMPLETAMENTE SATISFEITO 49 49.00%
@ 2-MUITO SATISFEITO 30 30.00%
3 - SATISFEITO 16 16.00%
© 4-POUCO SATISFEITO 3 3.00%
@ 5-NADA SATISFEITO 2 2.00%
-m%)
B

0% 5%  10%  15%  20%  25%  30%  35%  40%  45%  50%  55%  60%  65%  70%  75%  80%  85%  90%  95% 100%

Figura 2.12: Décima Primeira Pergunta



Observamos que, dentre os professores consultados, 49% ficariam completamente satisfeitos em rece-
berem um material did4tico sobre o uso do Geogebra em sala de aula, 30% ficariam muito satisfeitos, 16%

ficariam satisfeitos e apenas 5% ficariam pouco ou nada satisfeitos.

2.13 Comentarios

Observando os resultados obtidos nessa consulta, temos que, na primeira pergunta, veja a figura 2.2,
encontramos 60% dos professores com mais de dez (10) anos de experiéncia profissional, o que nos leva a
concluir que eles, se tiverem também os mesmos anos de formados, ndo viram, pelo menos na graduacio,
a utilizacdo deste programa pois o mesmo foi criado hd apenas 13 anos. Entretanto, percebemos que a
maioria dos consultados (91%) diz conhecer o software (veja figura 2.3) e o terceiro questionamento nos
assegura que um pouco mais da metade desses docentes ja utilizou o Geogebra em classe.

Quando, na quarta pergunta, se questionou como o professor aprendeu a usar esse recurso, vale ressaltar
que alguns citavam mais de uma forma de aprender a utilizar o software, como por exemplo, um dos en-
trevistados relatou que fez um curso ofertado pela Universidade Federal do Parad e também acessou videos
e tutoriais na internet para compreender melhor , assim, tivemos nove (9) professores informando mais de
uma maneira de acesso ao programa, dai, a soma das informacdes nesta pergunta ultrapassa os cem (100)
professores que foram consultados.

Quando perguntamos se o programa facilitou o processo de ensino, tivemos quarenta e um (41) pro-
fessores afirmando que nunca utilizaram o programa, quatro (4) relatam que que o Geogebra ndo facilitou
o processo de ensino (veja a figura 2.6), sendo que desses ultimos, dois (2) afirmam nunca ter usado o
Geogebra e os outros estdo entre os cinquenta e dois (52) professores que ja teriam usado o programa em
suas aulas (veja a figura 2.4). Logo, dos cinquenta e cinco (55) docentes que afirmam que o Geogebra
ajudou na aprendizagem dos seus alunos, temos que cinquenta (50) ja usaram o recurso e cinco (5) nio, o
que nos deixa em dudvida se tanto os dois (2) professores que nunca usaram e disseram que o programa nao
ajuda no processo de aprendizagem quanto os outros cinco (5) que também ndo usaram mas acreditam que
0 programa serviu para a aprendizagem, entenderam o questionamento feito.

Notamos ainda, que os docentes consultados se revelam, na sua maioria, com habilidades regular ou
boa no uso do Geogebra, entretanto, ndo realizaram ou fizeram muito pouco com o Geogebra nos tltimos
dois anos e, quando perguntamos se gostariam de serem treinados para o uso em classe desse recurso e
também se gostariam de receber um material de apoio sobre experiéncias com o Geogebra, quase que a
totalidade disse que sim, o que refor¢a a nossa motiva¢do em produzir o material a que nos propomos.

No préximo capitulo, iremos abordar o que € o software Geogebra, como instalar o mesmo em um

12



computador e mostrar as suas principais ferramentas.
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Capitulo 3

O GEOGEBRA

3.1 O Queé GEOGEBRA?

O GEOGEBRA ¢ um software de matemadtica dindmica criado por Markus Hohenwarter no fim de 2001
que tem como principal objetivo aprender e ensinar matematica nas escolas. E uma poderosa ferramenta
com uma interface bem amigavel e de fécil utilizacdo por todas as faixas etdrias. Segundo Nobriga (2010,
P. 1) "Um dos diferenciais deste programa em rela¢do aos outros softwares de Geometria Dindmica € o fato
de se poder acessar as funcoes, tanto via botdes na Barra de ferramenta, quanto pelo Campo de Entrada", o
que facilita e diversifica as maneiras de se trabalhar.

Dentre as vantagens do Geogebra, podemos destacar que €& um software que nos permite
construir figuras geométricas e manused-las livremente mantendo as suas propriedades, podemos exportar
seus arquivos na extensdo html e publicar em paginas da internet que possuam o objetivo primordial: a
socializacdo do conhecimento cientifico. Outra grande vantagem € que podemos ter o programa rodando

em diversos sistemas operacionais nos computadores e tablets, além de estar todo em Portugués.

3.2 Como Instalar o GEOGEBRA?

Acesse o0 site www.geogebra.org e baixe o instalador de acordo com o seu sistema operacional, Uma

vez obtido o arquivo de instalacdo do GeoGebra, realize a instalagcdo dele da seguinte forma:

1. Execute o arquivo de instalacdo do GeoGebra, que vocé acabou de salvar em seu computador.

14



2. Selecione o idioma e clique no botdo OK.
3. Clique em AVANCAR.

4. Ap6s a leitura dos termos do contrato de licenca, marque a caixa de verificagdo Aceito os termos do

Contrato de Licenga e clique no botdo AVANCAR.
5. Continue clicando em AVANCAR até que a instalagdo comece.
6. Aguarde a instalacao.
7. Clique em AVANCAR.

8. Clique em CONCLUIDO.

3.3 Conhecendo o GEOGEBRA

Ao iniciar o GeoGebra abrira a janela conforme figura a seguir:

[, GeoGebra -0 x|
Arquivo  Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda
A . [N ' . -
A ol o]l N=] o
VI v —"d v v A VI A VI Lad
) Objetos Livres X 2]
) Objetos Dependentes
2
1
0 T
2 1 0 1 2 3 4 5 [
14
2
a4
© Entrada: I I’ ﬂ o« v IComando ﬂ

Figura 3.1: GeoGebra

Observe que a esquerda aparece a janela de algebra e a de geometria, a direita, abaixo o campo de

entrada e acima, a barra de ferramentas:
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Figura 3.2: Barra de Ferramentas
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Clicando no canto inferior direito de cada icone da barra de ferramentas, abriremos uma janela que
mostra algumas opg¢des de botdes.

Vamos agora definir cada botdo das diversas janelas.

3.3.1 Janelal

Bl
[y Mover

% Girar em Torno de um Ponto
L2

36
24 % Gravar para a Planilha de Calculos

Figura 3.3: Janela 1

ks BOTAO MOVER = Acionando o botio R podemos mover qualquer objeto livre ou selecionar
objetos.
: K BOTAO GIRAR EM TORNO DE UM PONTO = Com o botio ¢ R podemos girar um objeto em torno
de um angulo.
:;Z’ ¥ BOTAO GRAVAR PARA PLANILHA DE CALCULOS = O botdo % s copia dados para planilha de

calculos.
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3.3.2 Janela2

e Novo Ponto
\.:f},;. Ponto em Objeto

Vincular / Desvincular Ponto

vl
X Interseco de Dois Objetos
L]
L ]
L]
z
°

Ponto Médio ou Centro

Numero Complexo

Figura 3.4: Janela 2

o BOTAO NOVO PONTO = Utilizando o botio o’ podemos criar pontos clicando em qualquer
lugar da janela de geometria enquanto o botdo estiver acionado. Também podemos criar pontos através do
campo de entrada digitando (x,y) as coordenadas e apertando enter.

X BOTAO INTERSECAO DE DOIS OBJETOS = O botio X permite marcar interse¢do de dois obje-
tos clicando no primeiro objeto e, posteriormente, no segundo.

«* BOTAO PONTO MEDIO OU CENTRO = Acionando *° clicamos no primeiro ponto e, posterior-

mente, no segundo para obter o ponto médio, ou em um segmento para determinar o ponto médio, ou,

ainda, para determinar o centro de uma secc¢ao conica.

3.3.3 Janela 3

/ Reta definida por Dois Pontos
Segmento definido por Dois Pontos

Segmento com Comprimento Fixo

Semirreta Definida por Dois Pontos

Caminho Poligonal

Vetor Definido por Dois Pontos

Vetor a Partir de um Ponto

WN MIN IS

Figura 3.5: Janela 3
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o BOTAO RETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS = A partir de dois pontos, clique neste botio e
nos pontos dados para construir a reta.
7 BOTAO SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS = Dois pontos marcados determinam as ex-
tremidades de um segmento. Observe que na janela algébrica aparecerd sua medida.
' BOTAO SEGMENTO COM COMPRIMENTO FIXO = Marca-se a origem do segmento e digita-se a
medida desejada para ele, em uma janela que se abre automaticamente.
- BOTAO SEMIRRETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS = Traca-se uma semi-reta a partir do primeiro
ponto dado, passando pelo segundo.
~ BOTAO VETOR DEFINIDO POR DOIS PONTOS = Cria-se dois pontos e traca-se o vetor com
origem no primeiro ponto e ponto final no segundo.
2 BOTAO VETOR A PARTIR DE UM PONTO = Construido um vetor, podemos construir um repre-
sentante dele a partir de um ponto considerado. Para isso, marca-se um ponto (que serd a origem do outro
representante de v), seleciona-se esta ferramenta, clica-se sobre o vetor v ji construido e, depois, sobre o

ponto considerado.

3.3.4 Janela 4

E

A _ Reta Perpendicular
—

—*_ Reta Paralela
o< Mediatriz
‘{" Bissetriz

.,O Tangentes

. © Reta Polar ou Diametral

o %" Reta de Regresséo Linear

5\ Lugar Geométrico

Figura 3.6: Janela 4

/b/ BOTAO RETA PERPENDICULAR = Constréi-se uma reta e um ponto fora dela, clica-se na fer-
ramenta e temos uma perpendicular a reta passando por tal ponto. Isso vale para segmento e semirreta
também.

— BOTAO RETA PARALELA = Constréi-se uma reta e um ponto fora dela, clica-se na ferramenta e

temos uma paralela a reta passando por tal ponto. Isso vale para segmento e semirreta também.
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i< BOTAO MEDIATRIZ = A partir de um segmento, clica-se nele e na ferramenta e ela vai criar uma
perpendicular pelo ponto médio.

< BOTAO BISSETRIZ = Marcando-se trés pontos A, B e C, constréi-se a bissetriz do angulo ABC.
Clicando-se sobre as duas linhas concorrentes, ja tragadas, constrdi-se as bissetrizes dos angulos determi-
nados pelas linhas.

L BOTAO TANGENTES = Podemos construi-las selecionando um cénica ¢ e um ponto A (todas as
tangentes a ¢ por A sao tragadas) ou selecionando uma linha e uma conica.

K BOTAO RETA POLAR OU DIAMETRAL = A reta polar ou diametral 3 uma conica pode ser
construida selecionando-se um ponto € uma cdnica ou uma linha ou um vetor e uma cdnica.

d BOTAO RETA DE REGRESSAO LINEAR = A reta de regressio pode ser construida selecionando
botdo e selecionando um conjunto da pontos.

5‘ BOTAO LUGAR GEOMETRICO = Clica-se em um objeto, como ponto e ativa a ferramenta, entdo,

podemos conhecer o lugar geométrico deste objeto.

3.3.5 Janela s

Poligono

Poligono Regular

Poligono Rigido

I,- Poligono Semideformavel

Figura 3.7: Janela 5

> BOTAO POLIGONO = Clicando na janela de geometria, cria-se os vértices. Para fechar, clique
no primeiro vértice. Na janela de dlgebra é fornecida a area.
10 BOTAO POLIGONO REGULAR = Crie os dois primeiros vértices, uma janela se abrird automatica-
mente perguntando a quantidade de lados do poligono.
D BOTAO POLIGONO RIGIDO = Idéntico ao poligono com a diferenca que neste caso nio é possivel
modificar o poligono.

I POLIGONO SEMIDEFORMAVEL =5 Idéntico ao poligono com a diferenca que neste caso ndo é pos-

sivel modificar o primeiro vértice.
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3.3.6 Janela 6

)

(+) circuto definido pela centra & um de seus pontos

@ Circulo dados centro e raio

*J Compasso

..

Q Circulo definido por trés pontos

p Semicirculo Definido por Dois Pontos
..) Arco circular dados o centro e dois pontos

‘/) Arco circuncircular dados trés pontos

Q Setor circular dados o centro e dois pontos

Q Setor circuncircular dados trés pontos

Figura 3.8: Janela 6

© BOTAO CIRCULO DEFINIDO PELO CENTRO E UM DE SEUS PONTOS = O primeiro clique
na janela de geometria produz o centro e o segundo, um ponto da circunferéncia.
© BOTAO CIRCULO DADOS CENTRO E RAIO => Inicialmente, define-se o centro, uma janela abrird
automaticamente perguntando o raio.
. BOTAO COMPASSO = Os primeiros dois pontos definem a abertura do compasso e o terceiro o cen-
tro da circunferéncia.
O BOTAO CIRCULO DEFINIDO POR TRES PONTOS => Crie trés pontos na janela de geometria.
r BOTAO SEMICIRCULO DEFINIDO POR DOIS PONTOS = Defina o ponto inicial e o final do
semicirculo.
) BOTAO ARCO CIRCULAR DADOS OS CENTROS E DOIS PONTOS = O primeiro ponto define o
centro e os demais inicio e fim do semicirculo; no final € indicado o comprimento do arco.
() BOTAO ARCO CIRCULAR DADOS TRES PONTOS =5 Selecione os trés pontos que define o arco.
Ao final, € indicado o comprimento do arco.
‘Q BOTAO SETOR CIRCULAR DADOS O CENTRO E DOIS PONTOS => Crie o centro e 0s pontos do
setor. Ao final, serd indicado, a area do setor.
Q BOTAO SETOR CIRCULAR DADOS TRES PONTOS = Neste caso, os trés pontos pertencem ao

setor.
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3.3.7 Janela7

.; j Elipse
-

. . s
".'- Hipérbole

\*_ Parihola
\

O Cdnica Definida por Cinco Pontos

Figura 3.9: Janela 7

C'/j BOTAO ELIPSE = Defina os focos e um ponto da elipse, na janela de dlgebra serd indicada a
equacao da conica.
~ BOTAO HIPERBOLE = Defina os focos e um ponto da hipérbole, na janela de 4lgebra sera indicada
a equacgdo da conica.
\ BOTAO PARABOLA = Selecione o foco e depois a reta diretriz, na janela de dlgebra serd indicada a
equagdo da conica.
O BOTAO CONICA DEFINIDA POR CINCO PONTOS =5 Crie os cinco pontos que pertencem 2 conica.

O Geogebra indicard a conica associada qualquer que seja ela.

3.3.8 Janela 8

,éx' Angulo
».

Angulo com Amplitude Fixa
Q0 g plitude Fix

Distancia, Comprimento ou Perimetro
| Area
/ Inclinacdo

{1,2} CriarLista

Figura 3.10: Janela 8

4 BOTAO ANGULO = Com tal ferramenta, podemos tracar dngulo entre trés pontos; entre dois

segmentos; entre duas retas (ou semirretas); entre dois vetores ou ainda interiores de um poligono.
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‘\.. BOTAO ANGULO COM AMPLITUDE FIXA = Marca-se dois pontos ¢ digita-se a medida desejada
para o angulo em uma janela que aparece automaticamente.

" BOTAO DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO = Essa ferramenta fornece, na janela al-
gébrica, a distancia entre dois pontos; duas linhas ou entre um ponto e uma linha.

cn& BOTAO AREA =5 Determina a drea da figura selecionada.

/ BOTAO INCLINACAO = Indica a inclinacdo da reta.

%2 BOTAO CRIAR LISTA = Aperte e arraste para selecionar objetos para uma lista.

3.3.9 Janela9

N

x Reflexdo com Relagdo a uma Reta
L]
o Reflexdo com Relagdo a um Ponto
\ L
o\ Inverséo
e Girar em Torno de um Panto por um Angulo

'/ Transladar Objeto por um Vetor

.; ° Ampliar ou Reduzir Objeto dados Centro e Fator da Homotetia

Figura 3.11: Janela 9

X BOTAO REFLEXAO EM RELACAO A UMA RETA = Com esta ferramenta, faz-se reflexdo de
um objeto em relacdo a uma reta.
- BOTAO REFLEXAO COM RELACAO A UM PONTO = Reflete um ponto em relagio a outro.
o~ BOTAO INVERSAO = Faz reflexiio em relacio a um circulo.
e BOTAO GIRAR EM TORNO DE UM PONTO POR UM ANGULO = Esta ferramenta gira um objeto
em relagdo a um ponto.
- BOTAO TRANSLADAR OBJETO POR UM VETOR = Esta ferramenta translada objetos.
e’ BOTAO AMPLIAR OU REDUZIR OBJETOS DADOS CENTRO E FATOR DE HOMOTETIA =

Crie o centro e, depois, na janela que se abrird, digite o fator de ampliacao.
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3.3.10 Janela 10

ABC| Inserir Texto

g Inserir Imagem

k,/‘ Caneta

/\/ Funcdo a Mo Livre

p Relacdo entre Dois Objetos

Inspetor de Funces

f.':\ Calculadora de Probabilidades
<

Figura 3.12: Janela 10

A8¢ BOTAO INSERIR TEXTO = Permite criar uma caixa de texto.

‘i BOTAO INSERIR IMAGEM = Insere imagens na janela.

(/ BOTAO CANETA = Realiza tragos livres.

/\-/ : BOTAO FUNCAO A MAO LIVRE = Descrever uma fungio desenhando seu grafico.

b BOTAO RELACAO ENTRE DOIS OBJETOS = Conhecer relacio entre dois objetos.

J.l BOTAO CALCULADORA DE PROBABILIDADES = Calcular probabilidades.

S/ BOTAO INSPETOR DE FUNCOES = Determina elementos da fungio como maximo, minimo, raiz

e etc...

3.3.11 Janela 11

a=2

a2 Controle Deslizante
{ Caixa para Exibir / Esconder Objetos
Inserir Botio

a=@ Inserir Campo de Entrada

Figura 3.13: Janela 11

—2 BOTAO CONTROLE DESLIZANTE = Cria um controle que permite modificar valores de uma
varidvel. Clique na tela e na janela que abrird automaticamente, digite os valores maximo e minimo, bem

como o incremento do nimero.
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5 BOTAO CAIXA PARA EXIBIR/ESCONDER OBJETOS = Cria um botio para esconder, ou exibir,
objetos ou lista de objetos.

BOTAO INSERIR BOTAO = Esta ferramenta posibilita a criagdo de um botio para acdes programaveis.
- BOTAO INSERIR CAMPO DE ENTRADA = Possibilita a cria¢cdo de um campo de entrada para um

valor.

3.3.12 Janela 12

[]

ﬁ%b Deslocar Eixos

& Ampliar

2,  Reduzir

“ -, Exibirj Esconder Objeto
A A\ Exibirj Esconder Rétulo

<7 Copiar Estilo Visual

//  Apagar Ohjeto

Figura 3.14: Janela 12

<» BOTAO DESLOCAR EIXOS = Botdo que permite mover a janela de geometria.
" BOTAO AMPLIAR = Aumentar o zoom.
2 BOTAO REDUZIR = Diminuir o zoom.
*o BOTAO EXIBIR/ESCONDER OBJETOS = Exibir ou esconder objetos.
A% BOTAO EXIBIR/ESCONDER ROTULOS = Exibir ou esconder o nome (rétulo) do objeto.
< BOTAO COPIAR ESTILOVISUAL = Copiar o estilo visual.
- BOTAO APAGAR OBJETOS = Apagar objetos.

No préximo capitulo, iremos abordar os tépicos da geometria plana relacionadas a angulos, tridingulo e

quadrilateros.
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Capitulo 4

Topicos da Geometria Plana

4.1 Nocoes preliminares da geometria plana

Neste capitulo, iniciamos o estudo de tépicos da Geometria Plana apresentanso os principais axiomas,
defini¢Oes e observagdes relacionadas a ponto, reta, plano, segmento de reta e angulos, que serdo de suma
importancia para as abordagens dos assuntos desse capitulo. Para Freitas (2013), este ponto de partida
€ o alicerce que os alunos irdo precisar para compreenderem demonstracdes futuras mais elaboradas, o
que os torna primordial para iniciarmos o nosso estudo. Baseado em Iezzi(2009) e Neto(2012) vamos
desenvolver todo o referencial tedrico que servird como referéncia para as secdes de ensino no Geogebra

propostas nesse trabalho. Ja as se¢des de ensino tiveram com suporte o referencial de Sa (2009) e S4 (2006)
4.1.1 Ponto, reta e plano

Axioma 4.1 (Da existéncia em relagdo a reta). Numa reta, bem como fora dela, hd infinitos pontos.
Axioma 4.2 (Da existéncia em relacdo ao plano). Num plano, hd infinitos pontos.

Observacao 4.1.1. Dados dois pontos A e B, eles podem ser coincidentes (mesmo ponto com o os dois

nomes: A e B) ou distintos.

Observacao 4.1.2. Dado um ponto P e uma reta r, hd duas condi¢des possiveis, o Ponto P pertence a r

ou o ponto P ndo estd na reta r.
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Per Pgr
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Figura 4.1: Posi¢cdes entre ponto e reta

Axioma 4.3 (Da determinacao em relacdo a reta). Por dois pontos distintos de um plano, passa uma tvinica

reta.

Axioma 4.4 (Da determinagdo em relacdo ao plano). Trés pontos ndo colineares determinam um tinico

plano que passa por eles.

Axioma 4.5 (Da inclusdo). Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, entdo, a reta estd contida

nesse mesnio plano.

Observacao 4.1.3. Duas retas sdo concorrentes se, e somente se, elas tém um vinico ponto em comum(veja

figura 4.2)

rns={P}

Figura 4.2: Retas concorrentes

4.1.2 Segmento de reta

Dados os pontos A, B e C, a nogao de estar entre obedece aos seguintes axiomas:
Axioma 4.6. Se C estd entre A e B, entdo A, B e C sdo colineares.

Axioma 4.7. Se C estd entre A e B, entdo A, B e C sdo pontos distintos.
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Figura 4.3: Nocgao estar entre

Axioma 4.8. Se C estd entre A e B, entdo A ndo estd entre C e B e nem B estd entre A e C.

Axioma 4.9. Seja r uma reta qualquer e A e B dois pontos distintos de 1, existe entdo, um ponto C que estd

entre A e B.

Definicao 4.1.1 (Segmento de reta). Dados dois pontos distintos, o conjunto formado por esses pontos e

por todos os demais que estdo entre eles é chamado de segmento de reta.

X
A B

AB ={A, B} U {X|X estd entre A e B}
Figura 4.4: Segmento de reta AB

Definicfo 4.1.2 (Semirreta). Dados dois pontos distintos A e B, a reunido de todos os pontos do segmento

de reta AB com o conjunto dos pontos X tal que B esteja entre A e X é a semirreta AB.

A B
_} I
AB = ABU{X|B estd entre A e X}
Figura 4.5: Semirreta AB

Definicao 4.1.3 (Segmentos consecutivos). Dois segmentos de reta sdo consecutivos se. e somente se,

tiverem uma extremidade comum.
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[ ]

C
A

AB eBC sao consecutivos X7 eYZ sdo consecutivos

Figura 4.6: Segmentos consecutivos

Definicao 4.1.4 (Segmentos colineares). Dois segmentos de reta sdo colineares se. e somente se, estiverem

numa mesma reta.

A B c D X Y VA
AB eCD sao colineares XZ eYZ sao conlineares
mas nao sao consecutivos e consecutivos

Figura 4.7: Segmentos colineares

Definicao 4.1.5 (Segmentos adjacentes). Dois segmentos de reta sdo adjacentes se. e somente se, possuem

apenas uma extremidade em comum.

A B C X Y VA

AB eBC sao colineares, XZ eYZ sao conlineares,

consecutivos e sao adjacentes consecutivos mas nao sao
adjacentes

ABN BC = { B} adjucentes
M =

Figura 4.8: Segmentos adjacentes

Definicao 4.1.6 (ponto médio de um segmento). Dado um segmento AB existe um vinico ponto M que estd

entre A e B tal que AM = M B
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A M B

[ ]

Mec ABe AM= MB

M é o ponto médio de AB

Figura 4.9: Ponto médio de um segmento
Observacao 4.1.4 (Unicidade do ponto médio). O ponto médio de um segmento ¢ tinico

Demonstragdo Dados pontos distintos C' e D, vamos supor que eles sejam pontos médios de um mesmo

segmento de reta AB. Assim teriamos:

AC=CBeAD=DB

Observe:

Considerando agora C' como ponto médio,

e Se Cestaentre Ae D, entio AD > AC,
e Se Destaentre C e B, entio CB > DB.
Assim terfamos que AD > AC = CB > DB, o que é um absurdo, logo o ponto médio de AB é

unico.

4.2 Angulos

Axioma 4.10 (da separagao dos pontos de um plano). Uma reta r de um plano « separa este plano em dois

conjuntos o e . Cada um desses conjuntos é chamado de semiplano aberto. A reunido da reta r com

cada um dos conjuntos é chamado de semiplano e o/ e o/ sd@o semiplanos opostos.
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adnNna” =¢
Aco,Bea"= AB #¢

Figura 4.10: Semiplanos

Definiciio 4.2.1 (Angulo). Angulo é a reunido de duas semirretas de mesma origem.

b
AOB = a0b = ab

Figura 4.11: Angulo

AOB =0AUOB

O ponto O é o vértice do angulo AOB
As semirretas OA e OB sio os lados do angulo

Observacao 4.2.1. O interior de um dngulo AOB éa intersecdo de dois semiplanos abertos oy e 1. A
reunido dos pontos internos do dngulo ( oy N 81 ) com as semirretas que formam os lados do dangulo ( 071

e @)é o que chamamos de dngulo completo ou setor angular. (Ver figura 4.12)

- -

N

. L

N A .-
N
S ¥
o »
~eo - oy \
-~ 4 \
"~~ ‘/ )
ol
P |
<0 T~
R4 ~ 1
. . 1
. ~
- ..
o" ~
. ~
-~ B ~

Figura 4.12: Regido interna do angulo AOB
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Definicao 4.2.2 (Angulos consecutivos). Dois dngulos sdo consecutivos se, e somente se, possuem um lado

em comum

-

D

BAC e CAD sao

consecutivos

—_
(AC é o lado comum)

FEG e FEH sao
consecutivos

1

JIL e KIL sao
consecutivos

—_
(IL é o lado comum)

—_
(EF é o lado comum)

Figura 4.13: Angulos consecutivos

Definicdo 4.2.3 (Angulos adjacentes). Dois dngulos consecutivos sdo adjacentes se, e somente se, ndo tém
pontos internos comuns.

Na figura acima o vnico par de dngulos adjacentes sd@o BAC e CAD

1° Atividade no GEOGEBRA - Angulos consecutivos

Objetivo: Reconhecer dngulos consecutivos

Abra o GEOGEBRA.

Se ao abrir o Geogebra na Janela de Visualizacao estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,
proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualiza¢do com o botéo direito do mouse, abrird uma
janela, depois clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer

4 Com a ferramemta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) crie, no lado esquerdo
da Janela de Visualiza¢io, trés segmentos de mesma origem: AB, AC e AD

4‘ Use a ferramenta ANGULO (janela 8) e marque os angulos B AC e CAD . Vocé deve, inicialmente,
clicar em um ponto de um dos lados, depois no vértice e por fim no ponto pertencente ao outro lado, sempre
no sentido anti horério.

Coloque o cursor do mouse sobre a marcagdo do angulo BAC e clique com o botdo direito, ird abrir

uma janela, entfio clique em Propriedades.... Uma nova janela se abrird e vocé fard as seguintes mudancas:

e Em cor, serd azul e transparéncia 25
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e Em estilo mude o tamanho para 60

Agora, na parte central da Janela de Visualizacao, trace com o auxilio da ferramenta ' SEGMENTO
DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) os segmentos EF, EG e EH

4 Use a ferramenta ANGULO (janela 8) e marque os angulos F EHeGEH

Coloque o cursor do mouse sobre a marcagdo do angulo F'E'H e clique com o botao direito, ird abrir

uma janela, entfio clique em Propriedades.... Uma nova janela se abrird e vocé fard as seguintes mudancas:

e Em cor, sera azul

e Em estilo mude o tamanho para 60

Por fim, no lado esquerdo da Janela de Visualizac¢ao, trace com o auxilio da ferramenta 4 SEGMENTO
DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) os segmentos I.J, IK, IL e IM

4- Use a ferramenta ANGULO (janela 8) e marque os angulos J IK e LIM
Vocé deve obter a seguinte imagem no GEOGEBRA.

€ GeoGebra - ——— -
Arquivo_ Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

R oo DR

iJ\d\g Janela de Visuali

&
> A=(242,2.96)
> B=(1.78,4.96)
> 2.08,2.1)

Figura 4.14: 1* Atividade no Geogebra

Observando trés pares de angulos desenhados, preencha a tabela abaixo:

Pares de dngulos | Lado comum entre os angulos | Possui pontos internos comuns?
BAC e CAD ( )SIM ( )NAO
FEGe FEH ( )SIM ( )NAO
JIK e LIM ( )SIM ( )NAO
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Sabendo que dois dngulos distintos sdo consecutivos quando possuem um lado em comum, determine

qual ou quais pares de angulos, na tabela acima, sdo consecutivos?

2° Atividade no GEOGEBRA - Angulos adjacentes

Objetivo: Reconhecer dngulos adjacentes
Sabendo que dois angulos consecutivos sao adjacentes se ndo possuirem pontos internos comuns,
assim, observando os dngulos e a tabela preenchida na atividade anterior reconhecga qual o par de dngulos

que sdo adjacentes.

Defini¢io 4.2.4 (Angulos opostos pelo vértice - opv). Dois dngulos sdo opostos pelo vértice quando os la-
dos de um desses dngulos sdo semirretas opostas aos lados do outro. Notemos que duas retas concorrentes
formam dois pares de dngulos opostos pelo vértice.

Angulos opostos pelo vértice sdo sempre congruentes

Figura 4.15: Angulos opostos pelo vértice

Demonstragdo Na figura 4.2, vemos que os angulos AOB = ae COD = B séo opostos pelo vértice.
O mesmo ocorre com o par de angulos AOC =6 e BOD
Observe que o + 6 = 180° (1) e B+ 6 = 180° (2)
Subtraindo (2) de (1), obtemos o — 3 = 0, logo o« = 3, ou seja, angulos opostos pelo vértice sdo congru-

entes.

3¢ Atividade no GEOGEBRA - Angulos opostos pelo vértice

Objetivo: Determinar as relagdes existentes entre os angulos formados por duas retas concorrentes
Abra o GEOGEBRA.
Se ao abrir o Geogebra na Janela de Visualizacio estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,

proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualizacao com o botao direito do mouse, abrird uma

33



janela, depois clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer

~ Com a ferramemta RETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS (janela 3), crie duas retas concorrentes
X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 2) da seguinte forma: clique uma vez
em cada reta, surgird assim o ponto F na intersecio das retas

‘{» Use a ferramenta ANGULO (janela 8) e marque os ngulos BED = o, DEA = B, AEC = ve
CEB = § tomando os mesmos cuidados que tivemos no momento de marcar os angulos da 1? tarefa no
Geogebra

Dessa forma, vocé devera obter a seguinte imagem no Geogebra.

£ GeoGebra

ESEE

zzzzzz

Figura 4.16: 3* Atividade no Geogebra

K Com o auxilio da ferramenta MOVER (janela 1) clique nos pontos A, B, C' e D manipulando
assim a figura, para que o angulo BED = « tenha as medidas indicadas na tabela abaixo.

A cada medida de BED = o preencha a linha referente na tabela.

BED=ao | DEA=§3| AEC =~ | CEB=§
30°

50°

60°
90°
110°

Observando a figura 4.16 e os valores obtidos na tabela acima, responda:

e Quais sdo os pares de angulos opostos pelo vértice nessa figura?

e Quanto as medidas de dois dngulos opostos pelo vértice, o que vocé percebeu?
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e Dentre os quatro angulos marcados na figura, quando vocé soma as medidas de dois angulos adja-

centes que valor vocé encontra?
e De acordo com a resposta acima, a que conclusdo vocé chega?

Definicao 4.2.5 (Bissetriz de um angulo). A bissetriz de um dngulo é a semirreta interna ao dngulo, com
origem no vértice do dngulo e que o divide em dngulos congruentes.

Cada angulo possui uma, e somente uma, bissetriz.

B

‘OC é a bissetriz do angulo AOB

Figura 4.17: Bissetriz de um angulo

Demonstracdo Sejam as semirretas OC e O—ﬁ com OC #* @, bissetrizes do angulo AOB, logo

teremos:

e se OC for interna ao angulo AOD, entdo AOD > AOC

e se OD for interna ao angulo BOC, entdo BOC > BOD

Dafi concluimos que AOD > AOC = BOC > BOD que é absurdo, logo a bissetriz de um angulo € tnica.

4* Atividade no GEOGEBRA - Bissetriz de um angulo

Objetivo: Verificar quais as relagdes existentes entre os Angulos formados pela bissetriz

Se ao abrir o Geogebra na Janela de Visualizacao estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,
proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualiza¢do com o botéo direito do mouse, abrird uma
janela, depois clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer

-~ Com a ferramemta SEMIRRETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS (janela 3), crie duas semirretas

AB AC
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4— Use a ferramenta ANGULO (janela 8) da seguinte forma: clique no ponto C, no ponto A e no ponto
B, respectivamente
= Com a ferramenta BISSETRIZ (janela 4) marque nessa ordem os pontos C, A e B
o’ Use a ferramenta NOVO PONTO (janela 2) e marque o ponto D sobre a bissetriz de BACda seguinte
forma: clique no ponto C, no ponto A e no ponto D, assim vocé determina a medida do angulo BAC
‘43 Use a ferramenta ANGULO (janela 8) da seguinte forma: clique no ponto C, no ponto A e no ponto
D, assim, vocé determina a medida do angulo BAC

Coloque o cursor do mouse sobre a marcacao do angulo BAC e clique com o botao direito, ird abrir

uma janela, entdo, clique em Propriedades.... Uma nova janela se abrird e vocé fard as seguintes mudangas:

e Em cor, serd vermelho e transparéncia 25%.

e Em estilo mude tamanho para 60,
Facga o mesmo para o dngulo BAD s6 mudando os valores das alteracdes conforme instrugdes abaixo:

e Em cor, serd verde e transparéncia 25%.

e Em estilo mude tamanho para 80.

Se tudo foi feito corretamente, deverd, entdo, ter a seguinte imagem no Geogebra.

G e e IR e =

Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda Masimizar]
A 3 0 I\ Lo ° as

» Janela de Algebra = [ [ » Janela de Visualizagao &

nto
> A=(012,2.06)
9 B=(412,564)
9 C=(434,-1.66)
@ D=(5.36,208)
Re

9 b3
Angulo
@ a=30

9 p=40°

Entrada: )

Figura 4.18: 4* Atividade no Geogebra
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R Use a ferramenta MOVER (janela 1) selecione ou o ponto B ou o ponto C para movimenta-los até

que a medida do angulo BAC seja as indicadas na tabela abaixo

BAC | BAD | DAC
80°

90°

100°

150°

Agora, responda as seguintes perguntas:

e Qual ¢ a relagdo entre as medidas dos angulos BAC e BAD?

e Qual é a relagdo entre as medidas dos angulos BAD e DAC?

e Ao movimentar o ponto B, mudando assim a medida do dngulo BAC as relagdes acima se alteram?
e Defina o que é uma bissetriz de um angulo,

Definiciio 4.2.6 (Angulos complementares). Dois dngulos sdo complementares quando a soma de suas

medidas for 90°.

Definiciio 4.2.7 (Angulos suplementares). Dois dngulos sio suplementares quando a soma de suas medidas

for 180°.

4.3 Triangulos

4.3.1 Conceitos, elementos e classificacao

Definicio 4.3.1. Dado um plano «, sejam os pontos ndo colineares A,B e C € «, os segmentos AB,

AC e BC determinam o tridngulo ABC como vemos na figura a seguir.

Indicamos o triangulo ABC como AABC ou ABU AC U BC

4.3.2 Elementos

Baseados na figura 4.3.1 temos que:
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Figura 4.19: Triangulo ABC

Vértices: Os pontos A, B e C sdo os vértices do AABC
Lados: Os segmentos AB , AC e BC sio os lados do AABC

Angulos Internos: Os angulos BAC ou A, ABC ou BE ACB ou C sio os angulos internos, ou sim-

plesmente, os dngulos do AABC

4.3.3 Classificacao

e Quanto as medidas de seus lados:

— Equilateros: quando possuem os trés lados congruentes
— Isésceles: quando possuem dois lados congruentes

— Escaleno: quando dois lados quaisquer ndo sao congruentes
e Quanto as medidas de seus angulos:

— Acutangulo: quando todos os seus angulos sdo agudos (menores que 900)
— Retingulo: quando um de seus angulos for reto (medir 900)

— Obtusangulo: quando um de seus angulos for obtuso (maior que 900)

5% Atividade no GEOGEBRA - Tridngulo equildtero

Objetivo: Identificar as principais caracteristicas do tridngulo equilétero

Abra o GEOGEBRA.
Se ao abrir o Geogebra na Janela de Visualizacao estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,

proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualiza¢do com o botdo direito do mouse, abrird uma
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janela, depois clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer
4 Com a ferramemta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3), crie, no Geogebra, o
segmento AB
© Use a ferramenta CIRCULO DADOS CENTRO E UM DE SEUS PONTOS (janela 5) da seguinte
forma: primeiramente trace a circunferéncia de centro em A passando pelo ponto B, depois, trace uma
nova circunferéncia com centro em B passando por A
X Com a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS(janela 2) marque as duas circunferéncias,
irdo aparecer dois pontos de interse¢do: os ponto C' e D
< Com a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e trace os segmentos
AC e BC

Com a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETOS (janelal2), apague as duas circunferéncias e o
ponto D

om

- Com a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO (janela 8), marque os seg-
mentos AB e AC e BC
4 Com a ferramenta ANGULO (janela 8) depois de selecionada, marque os segmentos AB e AC para

medir o angulo B, faca a mesma coisa para medir os angulos A e C'

Se tudo foi feito corretamente, deverd, entdo, ter a seguinte imagem no Geogebra.

Figura 4.20: 5* Atividade no Geogebra

Ap0s realizar todas as tarefas acima, manipule o tridngulo ABC' ampliando-o e reduzindo-o de tal sorte
que vocé obtenha as medidas do lado AB indicadas na tabela abaixo. A cada medida encontrada, preencha

a linha correspondente da tabela
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AB | BC | CA | BAC | ACB | CBA

g |o o |~

Agora, analisando a imagem 4.3.3 e a tabela acima, responda as seguintes questdes
e O que vocé percebeu quanto as medidas dos lados desse tridngulo quando ampliamos ou reduzimos
a imagem?

e O que vocé percebeu quanto as medidas dos angulos internos desse tridngulo quando ampliamos ou

reduzimos a imagem?

Como se pode classificar o tridngulo quanto a medida de seus angulos?

Defina o que € um tridngulo equilatero?

4.3.4 Congruéncia de Triangulos

Definicao 4.3.2. Dois tridngulos sdo congruentes quando se torna possivel fazer uma correspondéncia
entre seus vértices de tal forma que os lados homologos entre os tridngulos sdo congruentes e 0 mesmo

ocorre com as medidas dos dngulos correspondentes.

Figura 4.21: Congruéncia de Tridngulos

AB=AB A=A
AABC = ANA'B'C' s AC=AC" ¢ B=F
BC=BC C=C
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4.3.5 Casos de congruéncia

Acima, quando definimos dois tridngulos congruentes, avaliamos seis condi¢des necessdrias, ou seja,
tr€s congruéncias entre os lados e trés entre os angulos. Agora, vamos estudar critérios de congruéncias, ou

seja, quais sdo as condi¢des minimas para podermos afirmar que dois tridngulos sdo congruentes.

1° caso - LAL - postulado

Se dois tridngulos tém ordenadamente congruentes dois lados e o angulo compreendido, entdo, eles sdo

congruentes.

Figura 4.22: Caso de Congruéncia - LAL

AB = A'B’ B = B
A = A NAABC=NAABC — BC = BCO
AC = A0 c = C

6“ Atividade no GEOGEBRA - Congruéncia de Tridngulos

Objetivo: Demonstrar a congruéncia tridngulos
Abra o GEOGEBRA.

Se ao abrir o Geogebra na Janela de Visualizacio estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,
proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualizacdo com o botdo direito do mouse, abrird uma
janela, depois clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer
— Com a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE (janela 11), crie o que serd o valor da medida do lado
AB do NABC.
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No preenchimento dos dados deste controle, faca as alteragdes mostradas na figura 4.23

Controle Deslizante ==
® Nimero N°'“°,
Angulo ¢
[z Aleat6rio (F9)
Intervalo | Controle Deslizante
min: 0 max 5 Incremento: (0.5

Figura 4.23: Dados do controle deslizante ¢
=2
—== Com a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE (janela 11), crie o que serd o valor da medida do
angulo Ado AABC.

No preenchimento dos dados deste controle, faca as alteragdes mostradas na figura 4.24.

=2
—= Com a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE, (janela 11) crie o que serd o valor da medida do

Controle Deslizante =
) Namero N"’”E,
@ Angulo a
HUEE [7] Aleatério (F9)
Intervalo | Controle Deslizante | Animacas|
min: [0° max | 180° incremento: |1°

Figura 4.24: Controle deslizante do angulo A

lado AC do AABC

No preenchimento dos dados deste controle, faca as alteracdes mostradas na figura 4.25

Controle Deslizante ®
© Nimero N"P
© Angulo L
D Inteiro [7] Aleatsrio (F9)
Intervalo Cwlm\e Deslizants | AnimagZo
min: [0 max |5 Incremento usl
[ cancelar |

Figura 4.25: Dados do controle deslizante b

a e

o Com a ferramenta SEGMENTO COM COMPRIMENTO FIXO (janela 3), crie o segmento AB de

comprimento c.

L
<5 Com a ferramenta ANGULO COM AMPLITUDE FIXA (janela 8), crie o dngulo BAB' de ampli-

tude «.
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—
/ Com a ferramenta RETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS (janela 3), crie areta AB’.

@ Com a ferramenta CIRCULO DADOS CENTTRO E RAIO (janela 6), crie uma circunferéncia de

centro em A e raio medindo b.

—
A reta AB’ e a circunferéncia de centro em A se interceptam em dois pontos, ative a ferramenta

INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 2) e clique sobre a circunferéncia e a reta. Aparecerdo os

pontos C'e D

% Com a ferramenta MOVER (janela 1), clique sobre o pornto D com o botdo direito do mouse e sele-
cione RENOMEAR, renomeie o ponto com a letra C', vocé vera que o antigo ponto C' passard a ser escrito
como C.

A circunferéncia, a reta AB’ e os pontos B’ e Cy ndo precisam mais aparecer. Para que eles desa-

parecam, ative a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETOS (janela 12) e clique sobre os objetos citados.

/ Com a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3), faca um segmento

que una os pontos A e C e posteriormente B e C.

cm _

- Com a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMETO OU PERIMETRO (janela 8) ativada, clique so-
bre cada um dos lados do AABC.

cm _

g Com a ferramenta ANGULO (janela 8) ativada, marque os dngulos ACBe CBA.

Agora, refaca todo o procedimento e crie um triAngulo A’ B’C’. Dai teremos a seguinte imagem no

Geogebra
€2 LALTCCggb -y (] ]
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda -
IDDDDD@DD@DD o
TL#EA —

Entrada PR B
{ Mostrar area de trabalho

Figura 4.26: 6* Atividade no Geogebra
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Como vocé ja percebeu, em cada tridngulo, pode-se alterar as medidas de dois de seus lados e do

angulo compreendido entre eles. Veja a tabela abaixo.

Controle deslizante | Representa a medida do
c lado AB
« angulo A
lado AC
d lado A’B’
g angulo Al
b lado A’C"

Agora, manipulando os controles deslizantes, preencha a tabela abaixo:

AB| A |AC |BC|B|C|4AB | A4 |AC |BC |B |
3 63° 2 3 63° 2
2.5 | 48° | 3.5 2.5 48° 3.5
4.5 | 120° | 4.5 4.5 120° | 4.5
5 90° 2 4 90° 2
3 60° 4 3 60° 3
5) 40° 5) 5) 40° 4.5

Analise linha a linha, na tabela acima os valores que vocé encontrou. a que conclusio vocé chegou?

Teorema 4.1 (Do tridngulo isésceles I). "Se um tridngulo tem dois lados congruentes (tridngulo isosceles),

entdo, os dngulos opostos a esses lados também sdo congruentes"

Demonstracdo Seja por hipétese o triangulo ABC onde AB = AC
Vamos considerar, assim, os tridngulos ABC' e AC'B de tal sorte que A, B e C' do AABC sio correspon-

dentes a A, C e B do AAC B, nessa ordem. Daf temos que

AB = AC
BAC = ciB Y Y& AABC=AABC = B=C
AC = AB
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7 Atividade no GEOGEBRA - Tridngulos isdsceles

Objetivo: Identificar as principais caracteristicas do tridngulo isésceles
Abra o GEOGEBRA.

Se ao abrir o Geogebra na Janela de Visualizacdo estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,
proceda da seguinte forma: clique na Janela jde Visualizacido com o botdo direito do mouse, abrird uma
janela, depois clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer

< Com a ferramemta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3,) crie, no Geogebra, o

segmento AB

“< Com a ferramemta MEDIATRIZ (janela 4), crie, no Geogebra, a mediatriz do segmento AB

o’ Com a ferramemta NOVO PONTO (janela 2), crie, no Geogebra, um ponto C na reta mediatriz

' Com a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3), trace os segmentos
AC e BC
Com a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETOS (janelal2), apague a mediatriz

om

- Com a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO (janela 8), marque os seg-
mentos AB e AC e BC.

‘{‘:3 Com a ferramenta ANGULO (janela 8), depois de selecionada, marque os segmentos AB e AC para
medir o angulo é, faca a mesma coisa para medir os angulos AeC.

Se tudo foi feito corretamente, deverd, entdo ter a seguinte imagem no Geogebra.

€7 Atividade 4 - Classificacio de tridngulos - Isésceles acuténgulo ou Isésceles obtusangulo.ggb. - =

s ;

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Y [ B¥ = (o) [5) PN

~ Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagdo

5| I

ABC.
)

) A=(232,1)
> B=(9.08,-0.92)
d C=(3 5.08)
< Reta

b:11.4x - 0.08y = -38.46
= Segmento

> a=114

7 c=83

> d=83
= Angulo

> a=46.65°

> B=86.69°

> v=46.65°

Figura 4.27: 7* Atividade no Geogebra
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Ap0s realizadas todas as tarefas acima, manipule convenientemente o tridngulo ABC' ampliando-o e

reduzindo-o e preencha a tabela abaixo

AB|BC|CA|A| B | C
4 50°
7 60°
6 40°
9 100°

Agora, responda as questdes abaixo

e O que vocé percebeu quanto as medidas dos lados desse tridangulo?

Como se pode classificar o tridngulo quanto a medida de seus lados?

e O que vocé percebeu quanto as medidas dos dngulos internos desse tridngulo?

Observe as medidas encontradas na segunda linha da tabela. O que hé de especial nesse tridngulo?

A que conclusio vocé chega?

2° caso - ALA

Se dois angulos de um tridngulo e o lado comum a eles sdo congruentes a dois angulos de outro tridngulo

e ao lado comum a estes, entdo, esses tridngulos sdo congruentes.

Figura 4.28: Caso de Congruéncia - ALA
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A = D AC = DF
AB = DE Y& AMBC=ADEF — (¢ = F
B = E BC = EF

DemonstracaoTemos por hipétese que A=D,AB = DE e B = E, vamos supor, entdo, que
um ponto G € AC (ver figura 4.29) é tal que AG = DF, assim, pode-se afirmar pelo caso LAL que
ANABG = ADFEF dessa forma teremos que ABG = E, mas, como por hipétese, ABC = E, conclui-se
que G = C, portanto AABG = NABC e como AABG = ADEF, entdo, NANABC = ADEF, como

queriamos demonstrar.

D E

Figura 4.29: Demonstracdo do Caso de Congruéncia - ALA

8% Atividade no GEOGEBRA - Congruéncia de Tridgngulos - Caso ALA

Objetivo: Demonstrar via Geogebra, o caso de congruéncia de tridngulos ALA

Se ao abrir o Geogebra na Janela de Visualizacao estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,
proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualiza¢do com o botdo direito do mouse, abrird uma
janela, depois clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer
=2 Com a ferramemta CONTROLE DESLIZANTE (janelal 1), crie trés controles, sendo que, o primeiro
tem nome a, minimo zero e maximo 10; no segundo, comece marcando dngulo, nome « e valor mdximo
179° e, por fim, o terceiro, marque angulo, nome /3 e valor maximo 179°
' Use a ferramenta SEGMENTO COM COMPRIMENTO FIXO (janela 3) da seguinte forma: clique
no lado esquerdo abaixo da drea de trabalho do GEOGEBRA, ird abrir uma janela pedindo o comprimento
do segmento, escreva a, isso ird criar o segmento AB de comprimento a, faca 0 mesmo procedimento s6

tomando o cuidado de comecar clicando no meio da tela mais para baixo. Ao final, vocé terd criado o

segmento C'D de comprimento a.
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“% Com a ferramenta ANGULO COM AMPLITUDE FIXA(janela 8), marque o ponto B, depois o A,
nesse momento abrird uma janela pedindo o valor do angulo, preencha «. Isso fara surgir o ponto B’ no
GEOGEBRA. Faga 0 mesmo para o segmento C'D clicando primeiro no ponto D.
- Use a ferramenta SEMIRRETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS (janela 3) e marque o ponto A e
depois o ponto B’. Faca o mesmo para o segmento C' D criando, assim, a semirreta overrightarrowCD’.
“‘Q Com a ferramenta ANGULO COM AMPLITUDE FIXA (janela 8), marque o ponto A, depois, o B.
Nesse momento abrird, uma janela pedindo o valor do angulo, preencha 3 e marque sentido horario, isso
fara surgir o ponto A’ no GEOGEBRA. Faga o mesmo para o segmento C'D clicando primeiro no ponto C'
- Use a ferramenta SEMIRRETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS (janela 3) e marque o ponto B e,
depois, o ponto A’. Faga 0 mesmo no segmento CD criando, assim, a semirreta D—C>’ .
X Use a ferramenta INTERSECAQ DE DOIS OBJETOS (janela 2), selecione as semirretas ﬁ e ﬁ
surgird o ponto E. Faca o mesmo com as semirretas CW e D—Cz , surgird o ponto F
’ Use a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETOS (janela 12) e selecione as semirretas /@ , ﬁ ,
C—D) e D—a e os pontos A, B', C", e D’
< Use a ferramenta SEGMENTO DEFINODO POR DOIS PONTOS (janela 3) e trace os segmentos
AE,BE,CF e DF
Pronto. Vocé criou dois tridngulos, os quais possuem dois angulos ordenadamente congruentes e 0s

lados que estdo entre esses angulos também sdo congruentes entre si.

om

. Use a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO (janela 8) e selecione os seg-
mentos AE, BE,CF e DF
‘< Use a ferramenta ANGULO (janela 8) e selecione os angulos AEB e CFD, nessa ordem

Se tudo foi feito corretamente, deverd, ento, ter a seguinte imagem no Geogebra.

i Use a ferramenta MOVER (janela 1), manipule os trés controles deslizantes para preencher a

tabela abaixo

a| a | B |AB|BE |EA|A|B|E|CD|CF|FD|C|D|F
3| 63° | 60°
4] 90° | 64°
5| 30° | 70°
6 | 55° | 65°
3| 63° | 60°

Observando as medidas da tabela responda as seguintes perguntas:
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€7 Atividade 7 - Congruéncia de Tridngulos - caso ALAggh - — . - =S|
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A L1 'S 47 \ -
>y Id ] aBC || a2
Y5 I B S (o] [ P DN [ =
» Janela de Algebra

» Janela de Visualizagao

-
a=6 a=99" B=32"

I

-3.36, 4.84)
6.34, 5.28)

d:-5.93x - 0.94y = 15.36
e:-3.18x - 5.00y = 13.95
f:-5.93x - 0.94y = 42.53
:-3.18x - 5.00y = 47.03
= Angulo
9 a=99°
9 p=32°
2 v=099° =
i

Entrada:

—  lem 11
{ Mostrar area de trabalho

Figura 4.30: 8" Atividade no Geogebra

e Qual andlise, quanto as medidas dos lados e dos dngulos desses tridngulos, vocé pode fazer?

e A qual conclusdo vocé chega?

Teorema 4.2 (Do tridngulo isésceles II). Tomando por base o0 2° caso de congruéncia de tridngulos (ALA)

pode-se provar a reciproca do Teorema do Tridngulo Isosceles, ou seja, se um tridngulo possui dois dngulos
congruentes, ele é isésceles

Figura 4.31: Demonstracdo do Teorema do Tridngulo Isésceles

Demonstracdo Considere um tridngulo ABC, no qual B = (. Gostarfamos de mostrar que AB = AC.

Para isso, consideremos as duas cépias do tridngulo (conforme figura 4.31)e a seguinte correspondéncia bi-
univoca BAC = CAB, B = C e C = B, segue-se pelo caso ALA que a correspondéncia biunivoca
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A+ A, B+ CeC < Bnos garante a congruéncia dos tridngulos ABC e CAB, dai, decorre, particular-

mente que AB = AC,como queriamos demonstrar.

9* Atividade no GEOGEBRA - Tridngulo isosceles

Objetivo: Verificar a relagdo que existe entre a congruéncia de dois dngulos em um tridngulo e a classi-
ficagdo do mesmo Usando a atividade anterior, manipule os controles deslizantes de tal sorte que vocé

obtenha os seguintes valores:

01| 7 | 45° | 45°

02| 8 | 40° | 60°

031 9 | 60° | 60°

04 | 10 | 30° | 60°

051 6 | 100° | 20°

Agora responda as seguintes perguntas:

e Qual a classificacdo de cada tridngulo da tabela em relagdo a medida de seus lados?

e Qual a relacdo entre essa classificacdo e as medidas de seus angulos?

3% caso - LLL

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes os trés lados, entdo, esses tridngulos sao congruentes

Figura 4.32: Caso de Congruéncia - LLL

AB = DE A =D
AC = DF ' AMBC=ADEF — B = E
BC = EF C = F
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Demonstracio Considere os tridngulos ABC e DEF, temos como hipétese que AB = DE , AC =
DF e BC = EF. Tomando o tridngulo ABC e tracando o segmento AG = DE de tal sorte que 0s
pontos A e G estejam em semiplanos opostos e GBC = GBC (Ver figura 4.33). Ao tragcarmos o segmento
GC, temos que os tridngulos DEF e GBC sio congruentes devido ao caso de congruéncia LAL. Assim,
pode-se afirmar que AB = DE = GB, AC = DF = GC E BC = EF, ao tragar o segmento AG,
criamos os tridngulos isésceles BGA e CG A, logo, temos BAG = BGAe CAG = C@A, dai, valem as
seguintes conclusdes BAG+CGA = A, BGA+CGA = G, logo GA = G e também usando o caso LAL
afirma-se que os tridngulos ABC' e GBC' sdo congruentes. Sabe-se que se dois tridngulos sdo congruentes
a um terceiro, entdo, eles sdo congruentes entre si dessa forma fica evidenciado que os tridngulos ABC' e

DEF sao congruentes.

Figura 4.33: Demonstra¢io do Caso de Congruéncia - LLL

Teorema 4.3 (do angulo externo). Um dngulo externo de um tridngulo é maior que qualquer um dos

dngulos internos ndo adjacentes

A e> A
e>B
e+c=180°

Figura 4.34: Teorema do angulo externo

Demonstracéo Seja M o ponto médio de AC' e P pertence a semirreta BM tal que BM = M P. Pelo
caso LAL, ABAM = APMC e dai BAM = PCM (1).
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Como P ¢ interno ao angulo € = ACX vem: € > PCM. 2
De (1) e (2), decorre que é > A.
Analogamente, tomando o ponto médio de BC, e usando os angulos opostos pelo vértice, concluimos que

€ > B, como querfamos demonstrar.

10° Atividade no GEOGEBRA - Teorema do dngulo externo

Objetivo: Verificar a relacio entre um angulo externo de um tridngulo e os dois dngulos internos nao
adjacentes

Se ao abrir o Geogebra, na Janela de Visualizacao, estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,
proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualizacdo com o botdo direito do mouse, abrird uma
janela, depois clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer.
= Com a ferramemta CONTROLE DESLIZANTE (janelall) crie dois controles, marcando angulo, o
primeiro terd nome « e valor maximo 179° e o segundo terd nome (3 e valor maximo 179°

- Use a ferramenta SEMIRRETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie a semirreta AB
“.Q Use a ferramenta ANGULO COM AMPLITUDE FIXA (janela 8) e clique no ponto B, depois no
ponto A, abrird uma janela pedindo o valor da medida do angulo, entdo escreva « de clique em OK. Ird
surgir o ponto B’
< Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie o segmento AB’

Use a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETOS (janela 12) e selecione o ponto B

*.i Use a ferramenta ANGULO COM AMPLITUDE FIXA (janela 8) e clique no ponto A, depois no
ponto B’, abrird uma janela pedindo o valor da medida do &ngulo, entdo escreva [ de clique em OK. Ird
surgir o ponto A’

- Use a ferramenta SEMIRRETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie a semirreta ﬁ
X Com a ferramenta INTERSECAQ DE DOIS PONTOS (janela 2) e clique nas semirretas AB e ﬁ ,
ird surgir o ponto C.

4 Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie o segmento B/C

"0 Use a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETOS (janela 12) e selecione o ponto A’ e a semirretas
BA
«*" Com a ferramenta REFLEXAO COM RELACAO A UM PONTO(janela 8) clique primeiramente no
ponto A e depois no ponto C', ird surgir sobre a semirretas AC o ponto A}

& Use a ferramenta ANGULO (janela 8) e clique no ponto A’ depois no ponto C’ e finalmente no ponto
B/
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Se tudo foi feito corretamente, devera, entdo ter a seguinte imagem no Geogebra.

(€7 GeoGebra S — S ——— —
Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda
e Fe . @l
v D &
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
= Ponto i
> A=(4.06,2.76) =40
) A=(1143, 4.11) -
o A, =(17.23,25)
O B=(10.08,-2.64) p=77"
9 B'=(859,12) e
5 C=(1064,-2.63)
= Segmento
9 b=602
9 d=434

= Semirreta

9 a:-012x+6.02y=-17.1

O c:5.31x+2.84y = 49.04
= Angulo

@ a=40°

@ B=77°

@ y=40°

@ 5=77°

2 =17

Entrada:

Figura 4.35: 10? Atividade no Geogebra

Manipulando os controles deslizantes, preencha a tabela abaixo

a=A|B=B|ACB | A+B
50° 60°
30° | 100°
34° 76°
90° 30°

Agora, observando a tabela acima, responda:

e Quando vocé compara a medida do angulo externo do triAngulo com a soma das medidas dos angulos

internos nao adjacentes, a que conclusdo vocé chega?

4° caso - LAA,

Se dois tridngulos tém ordenadamente congruentes um lado, um angulo adjacente e um angulo oposto

a esse lado, entdo, esses tridngulos sdo congruentes
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Figura 4.36: Caso de Congruéncia - LAA,

BC = EF AB = DFE
B = B 2% AABC=ADEF — 4AC = DF
A = D C = F

5° caso - Caso especial do tridngulo retangulo

Se dois tridngulos retdngulos t€ém ordenadamente congruentes um cateto e a hipotenusa, entdo, esses

tridngulos sdo congruentes

B
E
A — :
C D o
Figura 4.37: Caso Especial de Congruéncia
A = D AC =

R —  casoespecial

AB = DE Bt NABC = ADEF = B =

) ) %‘

v
Q
Il
t
&S
(@)
Il

Desigualdades nos triingulos

Observacao 4.3.1. Ao maior lado opde-se o maior dngulo
Se dois lados de um tridngulo ndo sao congruentes, entdo os dngulos opostos a eles ndo sdo congru-

entes e o maior deles é oposto ao maior lado.

Observacao 4.3.2. Desigualdade triangular
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B C

Se BC > AC entao A > B

Figura 4.38: Relacdo entre lado e angulo

Em um triangulo a medida de um de seus lados é sempre maior que a diferenca entre as medidas dos

outros e sempre menor que a soma dessas mesmas medidas.

[b—c|]<a<b+c
la—c|<b<a+c
la—bl<ec<a+b

Figura 4.39: Desigualdade triangular

4.4 Paralelismo

4.4.1 Conceitos e propriedades

Definicao 4.4.1. Retas paralelas
Duas retas sdo paralelas (simbolo: ||) se, e somente se, sao coincidentes (iguais) ou sdo coplanares e

ndo tém nenhum ponto em comum

s

L

r=s=r|s

rCa, sCa, rNs=¢=rls

Figura 4.40: Retas paralelas

55



Axioma 4.11 (Unicidade da paralela - Postulado de Euclides). Por um ponto passa uma vinica reta paralela

a uma reta dada

Observacao 4.4.1. Quando duas retas coplanares distintas concorrem com uma terceira reta coplanar que

chamaremos de transversal, elas formam oito dngulos, como vemos na figura 4.41

Figura 4.41: Retas coplanares

Esses oito angulos serdo classificados da seguinte forma:

e Alternos:

— Alternos internos: 3 e 3, 4eb6

~

— Alternos externos: 2 e §, Te7
e Colaterais:

— Colaterais internos: 3 e 8, 4eb

Com base nesse axioma, podemos provar o teorema seguinte:

Teorema 4.4 (Existéncia da paralela). Se uma transversal t intercepta duas outras retast e s, determinando
um par de dngulos correspondentes congruentes, entdo, t e s sdo paralelas. Duas retas paralelas distintas
coplanares e distintas e uma transversal determinam dngulos alternos (ou dngulos correspondentes) con-

gruentes, entdo, essas duas retas sdo paralelas.
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Axioma 4.12 (Unicidade da paralela - Postulado de Euclides). Por um ponto passa uma vinica reta paralela

a uma reta dada.

Com base nesse axioma, podemos provar o teorema seguinte.

Teorema 4.5. Duas retas paralelas distintas coplanares e distintas e uma transversal determinam dngulos

alternos (ou dngulos correspondentes) congruentes, entdo, essas duas retas sdo paralelas.

Figura 4.42: Retas paralelas cortadas por uma transversal

Demonstragdao Temos como hipétese que as retas r e s, sendo r||s. Vamos considerar um outra reta u,
passando pelo ponto P € r (veja figura) logo r Nu = {P}, tal que: ut = [ alternoa ave ' = av.

Pelo teorema da existéncia, temos que se o = /3’ entdo ul|s.

Assim, terfamos duas retas paralelas a s passando por P, o que contraria o postulado das paralelas.

Logo, « é congruente a 3, isto é, « = 3

11° Atividade no GEOGEBRA - Angulos formados por duas retas paralelas cortadas por uma transversal

Objetivo: Encontrar todas as relacdes existentes entre os angulos formados por duas retas paralelas
cortadas por uma transversal
Se ao abrir o Geogebra, na Janela de Visualizacao, estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano
proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualizacdo com o botdo direito do mouse, abrird uma
janela, depois, clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer.
7 Use a ferramenta RETA DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie uma reta.
o’ Com a ferramenta NOVO PONTO(janela 2), marque o ponto C, fora da reta.

-~
—

- Use a ferramenta RETA PARALEILA (janela 4) e crie uma reta paralela a primeira que passe pelo

ponto C.
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7 Use a ferramenta RETA DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie uma reta transversal as

duas paralelas clicando em cada uma das retas paralelas
4 Use a ferramenta ANGULO (janela 8) e encontre todos os angulos formados pelas duas retas paralelas

cortadas pela transversal.Se for necessario, antes de marcar os angulos, crie pontos nas retas utilizando a

A
ferramenta ® (Janela 2)

Se tudo foi feito corretamente, devera, entdo ter a seguinte imagem no Geogebra.

T e e e T - K3 =
Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda

Tl ol @
NEENERENEER ]
» Janela de Aigebra [ > Janela de Visualizagao

Ponto /
> A=(272,1.66)
3 B=(9.66,1.64

5 a:-0.02x+694y=-1157
5 b:-0.02x+694y=2133
9 cAT5x-192y=2129

Entrada:

Figura 4.43: 112 Atividade no Geogebra

K Use a ferramenta MOVER (janela 1), manipule livremente as retas e observe o que ocorre com as

medidas dos angulos

Agora, responda a seguinte pergunta:

e Quando vocé compara a medida dos angulos formados pelas retas paralelas cortadas pela transversal,

quais relagdes voc€ consegue vislumbrar?

e Qual € arelacdo entre os angulos correspondentes? e entre os colaterais? e, por fim, entre os alternos?
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Teorema 4.6. Em todo tridngulo, qualquer dngulo externo é igual a soma dos dois dngulos internos ndo

adjacentes a ele

o
I
o
+
oo}

Figura 4.44: Teorema do angulo externo de um tridngulo

Teorema 4.7. Em todo tridngulo, a soma dos dngulos internos € igual a dois dngulos retos, ou seja, € igual

180°

A+ B+C=180°

Figura 4.45: Teorema do angulo interno de um tridngulo

12¢ Atividade no GEOGEBRA - Soma dos angulos internos de um triangulo

Objetivo: Determinar a relacdo existente entre os angulos internos de um tridngulo.

Se ao abrir o0 Geogebra, na Janela de Visualizacio, estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,
proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualiza¢do com o botéo direito do mouse, abrird uma
janela, depois, clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer.

> Use a ferramenta POLIGONO (janela 4) e crie um triAngulo.

4 Use a ferramenta ANGULO (janela 8), encontre os trés dngulos internos do tridngulo.

Se tudo foi feito corretamente, devera, entdo ter a seguinte imagem no Geogebra.
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€ Atividade 9 - Soma dos dngulos internos de um triangulo.ggh ——— . w—

il o) g

Arquivo Editar Exibir Opdes Ferramentas Janela Ajuda

NDRENECEEN

» Janela de Algebra > Janela de Visualizagao
= Ponto
> A=(092,-2.34)
5 B=(9.02,-2.3)
) C=(44,44)
= Segmento
> a=814
» b=859
> c=994
= Tridngulo
2 pol1=3339
= Angulo
> a=5148°
> p=7287°
> v=5564

A
°

3]

|

y=155.64"
B

Entrada:

oy

Figura 4.46: 12* Atividade no Geogebra

R Use a ferramenta MOVER (janela 1), manipule livremente o tridngulo para preencher a tabela
abaixo.

A|B|C|A+B+C
68°
46°
38°
76° | $

Agora, responda a seguinte pergunta:

e Qual é o valor da soma dos trés dngulos internos do tridngulo?

e O que vocé pode concluir quanto a resposta do item anterior?

Observacio 4.4.2 (Angulos de lados paralelos). Dois dngulos de lados respectivamente paralelos sdo

congruentes ou suplementares.

Observacio 4.4.3 (Angulo interno de um tridngulo equildtero). Num tridngulo equildtero, cada dngulo
mede 60°.

Observacao 4.4.4 (Triangulo equildtero). Todo tridngulo retdngulo e equidngulo, pois cada dngulo mede
60°
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4.5 Perpendicularidade

4.5.1 Conceitos e propriedades

Definicao 4.5.1 (Retas perpendiculares). Duas retas sdo perpendiculares (simbolo 1) se, e somente se, sdo

concorrentes e formam dngulos adjacentes suplementares congruentes.

rlserns={P}e CPA=CPB,ondeC €reAeB €s conforme figura abaixo.

Figura 4.47: Retas perpendiculares

Definicao 4.5.2 (Altura de um tridngulo). A altura de um tridngulo é o segmento de reta perpendicular a

reta suporte de um lado do tridngulo com extremidades nesta reta e no vértice oposto ao lado considerado.

A A
B H C B=H C
Triangulo Triangulo Triangulo
Acutangulo Retangulo Obtusangulo

Em todos os triangulos o segmento AH representa a altura re ferente ao lado BC

Figura 4.48: Altura do Tridngulo

Definicao 4.5.3 (Mediatriz de um segmento). A mediatriz de um segmento de reta perpendicular a esse

segmento pelo seu ponto médio.

m

M é o ponto médio de AB

m é a mediatriz do segmento AB

Figura 4.49: Mediatriz do segmento AB
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Observacao 4.5.1 (Propriedade dos pontos da mediatriz). Todo ponto da mediatriz de um segmento é

equidistante das extremidades do segmento.

m

N
kS
N

Figura 4.50: Propriedade da mediatriz

Demonstracdo Por hipétese, temos que m é mediatriz de AB e P € m, logo percebemos dois trian-
gulos retangulos APM e BPM sendo AM = BM , AMP = BMP e MP é um lado comum dos

tridngulos, entdo, pelo caso de congruéncia LAL, temos que AAPM = ABPM e, consequentemente,

13* Atividade no GEOGEBRA - Propriedade dos pontos da mediatriz

Objetivo: Determinar a partir do experimento a propriedade dos pontos da mediatriz

Se ao abrir o Geogebra, na Janela de Visualizacio, estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,
proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualizacdo com o botdo direito do mouse, abrird uma
janela, depois clique em EIXOS, vocé vera que eles irdo desaparecer.
4 Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie um segmento
AB.
< Use a ferramenta MEDIATRIZ (janela 4) clicando sobre o segmento AB.
o’ Use a ferramenta NOVO PONTO (janela 2) clicando sobre a mediatriz cria-se o pontoC.
4 Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos AC
e BC.

om

. Use a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO (janela 8) e clique sobre os
segmentos AC' e BC

Se tudo foi feito corretamente, deverd, ento, ter a seguinte imagem no Geogebra.

k Use a ferramenta MOVER (janela 1), manipule livremente o ponto C' observando os comprimentos
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€7 Atividade 10 - Propriedade da mediatrizggb | W —— — .. - =S|
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A Sl B PN . @e
= & ] ABC || _az2
‘:’/v/v'v@v\/v LAY '7%.7 D
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio o
= Ponto
O A=(084,0.32)
o B=(1112,-024)
@ C=(511,411)
= Reta
3 b:-11.96x-0.08y = 61.45
= Segmento
5 a=119
5 c=742
> d=742
7.42 7.42
4|
B
Entrada (1)

Figura 4.51: 13? Atividade no Geogebra

dos segmentos AC e BC

Agora responda a seguinte pergunta:

e Qual é a relacdo entre os comprimentos dos segmentos AC ¢ BC'?

e Analise o motivo que garante essa igualdade.

Observacao 4.5.2 (Propriedade dos pontos da bissetriz). Todo ponto da bissetriz de um dngulo é equidis-
tante dos lados do dngulo.

Figura 4.52: Propriedade da bissetriz

Demonstragdo Por hipdtese temos que OP é bissetriz do angulo AOB, logo AOP = POB. Percebe-
se também que o segmento O P é um lado comum dos tridngulos OPA e OPB e POA = POB = 90°.

Dai pode-se concluir pelo caso de congruéncia LAA, que AOPA = AOPB e, por consequéncia,

PA = PBeOA = OB como queriamos demonstrar.
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14* Atividade no GEOGEBRA - Propriedade dos pontos da bissetriz

Objetivo: Determinar através do experimento a propriedade dos pontos da bissetriz
Se ao abrir o Geogebra, na Janela de Visualizacio, estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,
proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualiza¢do com o botdo direito do mouse, abrird uma
janela, depois clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer
- Use a ferramenta SEMIRRETA DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie a semirreta AB
e depois outra semirreta, AC.
< Use a ferramenta BISSETRIZ (janela 4) clicando sobre os pontos B, Ae C
o Use a ferramenta NOVO PONTO (janela 2), clicando sobre a bissetriz, cria-se o pontoD
- Use a ferramenta RETA PERPENDICULAR (janela 3) e clique no ponto D e na semirreta AB ,
depois, refaca 0 mesmo procedimento para o ponto D e a semirreta ﬁ
X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 2) e crie os pontos de intersecio entre
cada reta perpendicular e o lado do dngulo BAC, surge, assimm os pontos de intersecdo E e I
4 Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos
DEe DF.
o Use a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO (janela 8) e clique sobre os
segmentos DE e DF'.

Se tudo foi feito corretamente, deverd, entdo ter a seguinte imagem no Geogebra.

R Use a ferramenta MOVER (janela 1), manipule liviemente o ponto D observando os comprimentos
dos segmentos AC e BC

Agora, responda a seguinte pergunta:

e Qual ¢ arelagdo entre os comprimentos dos segmentos AC e BC?

e Analise o motivo que garante essa igualdade
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€7 Atividade 11 - Propriedade da bissetrizggb ' W ——— - — .

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

[

G
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Nimero
h=0
= Ponto
9 A=(0.02,1.22)
9 B=(4.64,4.92)
9 C=(522,-2.82)
9 D=(5.72,1.26)
9 E=(351,402)
@ F=(3.55,-1.53)
= Reta
9 c001x+1y=122
d:5.2x - 4.04y = 24.65
e 4.62x-37y =311
= Segmento
9 a=592
9 b=658
9 =353 4
9 g=353

>

Entrada:

Figura 4.53: 14* Atividade no Geogebra

4.6 Quadrilateros Notaveis

4.6.1 Quadrildtero - Definicao e elementos

Definicao 4.6.1 (Quadrilatero). Sejam A, B, C e D quatro pontos coplanares, distintos e de forma que trés

nunca sdo colineares. Se os segmentos AB, BC, CD e DA interceptam-se apenas nas extremidades, a

reunido desses quatro segmentos é um quadrildtero.

Elementos:
E
B
G
A
C
H
F
D
ABCD convexo EFGH concavo

Figura 4.54: Quadriléteros

e A, B, C e D sdao chamados vértices.
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e Os segmentos AB, BC, CD e DA sdo lados.

o Segmentos que unem vértices ndo consecutivos sdo chamados diagonais AC e BD

Um quadrildtero possui duas diagonais ( segmentos que ligam vértices ndo consecutivos ), a soma de seus

dngulos internos e externos é 360°.

4.6.2 Quadrilateros Notaveis-Defini¢ao
Trapézio

Definicao 4.6.2. Um quadrildtero convexo é um trapézio se, e somente se, possui dois lados paralelos. Os

lados paralelos sdo as bases do trapézio.

ABCD é trapézio <= (AB,/ /CD ou BC/ /DA)

Figura 4.55: Trapézio

De acordo com os lados ndo paralelos, o trapézio pode ser:

1. Isésceles: quando os lados nao paralelos sdo congruentes.

2. Escaleno: quando os lados nao paralelos nio sdo congruentes.

O trapézio pode ser retdngulo se possuir dois angulos internos retos.
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D ’

Trapézio isosceles Trapézio escaleno

Trapézio retdngulo

Figura 4.56: Tipos de Trapézio

Paralelogramo

Definicao 4.6.3. Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se, e somente se, possui os lados opostos

paralelos.
ABCD é paralelogramo <= (AB,/ /CD e BC/,/DA)
B C
A D
Figura 4.57: Paralelogramo
Retangulo

Definicao 4.6.4. Um quadrildtero convexo é um retdngulo se, e somente se, possui os quatro dngulos con-

gruentes.

ABCD é retdngulo <~— A=B=C=D

67



Figura 4.58: Retangulo
Losango

Definicao 4.6.5. Um quadrildtero convexo é um losango se, e somente se, possui os quatro lados congru-

entes.

ABCD élosango <= AB = BC = CD = DA

Figura 4.59: Losango

Quadrado

Definicao 4.6.6. Um quadrildtero convexo é um quadrado se, e somente se, possui os quatro lados e os

quatro dngulos congruentes.

~

ABCD é quadrado = AB=BC=CD=DAeA=B=C

D
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Figura 4.60: Quadrado

4.6.3 Propriedades
Dos Trapézios

1. Seja ABCD um trapézio qualquer de bases AB e C'D temos que a soma dos angulos internos forma-

dos por um lado ndo paralelo e as bases € igual a 180°, ou seja: A+D=B+C =180°

2. Seja ABCD um trapézio isésceles de bases AB e C'D, temos que os angulos internos formados pelos

~ ~

lados ndo paralelos e a base sdo congruentes, ou seja: A = BeC=D.

3. Seja ABCD um trapézio isésceles, entdo, suas diagonais AC' e B D sdo congruentes.

15% Atividade no GEOGEBRA - Propriedades dos trapézios

Objetivo: Determinar através do experimento as propriedades dos trapézios

Se ao abrir o Geogebra, na Janela de Visualizacao, estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,
proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualizacao com o botao direito do mouse, abrird uma
janela, depois clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer.
= Use a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE (janela 11) e crie um controle deslizante com as
seguintes especificacdes: marque a opcao niimero e preencha nome=a, min=0, max=10 e Incremento=0.1.
<2 Use a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE (janela 11) e crie um controle deslizante com as
seguintes especificacdes: marque a opcao niimero e preencha nome=r, min=0, max=a/2 e Incremento=0.1.
<2 Use a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE (janela 11) e crie um controle deslizante com as
seguintes especificagdes: marque a opgdo dngulo e preencha nome= «, min= 1°, max= 79° e Incre-
mento= 1°.
<2 Use a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE (janela 11) e crie um controle deslizante com as
seguintes especificagdes: marque a op¢do dngulo e preencha nome= 3, min= 1°, max= 79° e Incre-

mento= 1°.
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ae

< Use a ferramenta SEGMENTO COM COMPRIMENTO FIXO (janela 3) e crie a segmento AB e
preencha no valor comprimento, a.

© Use a ferramenta CIRCULO DADOS CENTRO E RAIO (janela 6) e crie a circunferéncia de centro
A e preenchendo no valor comprimento, r.

':i Use a ferramenta ANGULO COM AMPLITUDE FIXA (janela 8) e clique, primeiramente, no ponto
B, depois no ponto A, abrird uma janela. Nela, em angulo, preencha «, marque a op¢ao sentido anti-
hordrio € clique no botdo OK, ird aparecer o Angulo ~y € o ponto B’.

- Use a ferramenta SEMIRRETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS (janela 3) clicando sobre o ponto
A e depois sobre o ponto B’, criando assim a semirreta A—B_>' .

X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 2) clicando sobre a circunferéncia e a
semirreta ﬁ , criando assim o ponto C.

~— Use a ferramenta RETA PARALELA (janela 4) clicando sobre os pontos C' e, depois, sobre o seg-
mento AB.

*.3 Use a ferramenta ANGULO COM AMPLITUDE FIXA (janela 8) e clique, primeiramente, no ponto
A, depois no ponto B, abrird uma janela. Nela, em angulo, preencha 3, marque a opg¢éo sentido hordrio e
clique no botéo OK, ird aparecer o angulo ¢ e o ponto A’.

- Use a ferramenta SEMIRRETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS (janela 3) clicando sobre o ponto
B e depois sobre o ponto A’, criando, assim, a semirreta 1_3_1 .

X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 2) clicando sobre a semirreta ﬂ ea
reta paralela ao segmento AB criando assim o ponto D.

—
Use a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETOS (janela 12) e clique sobre as semirretas AB’,

l €

BA’, os pontos A’ e B e sobre a reta paralela ao segmento AB.

' Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos
AC, CD e DB criando assim o trapézio ABDC.

4 Use a ferramenta ANGULO (janela 8) e marque os angulos ACDeCDB.

cm _

-~ Use a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO (janela 8) e marque os com-
primentos dos segmentos AC, CD e DB.
Agora, estamos prontos para avaliarmos algumas propriedades dos trapézios, vejamos:
b Use a ferramenta MOVER (janela 1), manipule liviemente os controles deslizantes, verifique que,

a cada manipulagao, o trapézio muda as sua medidas. Agora, vamos as experiéncias.

Se tudo foi feito corretamente, devera, entdo teremos a seguinte imagem no Geogebra.
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€3 TRAPEZIO.ggb . —-— — - — - . - oo e S
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
- °
v 5 E) 3 J
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Conica
) d:(x-1.48) + (y + 0.48) =2 a=10 (=45 =50 B=50
=/ Ndmero ® e
9 a=10
) b,=10
9 r=45
= Ponto
9 A=(1.18,-048)
9 A'=(4.75,748)
@ 18,048 c D
O 18
@ C=(4.07,2.97)
@ D=(8.29,2.97)
= Reta
O ery=297
= Segmento
2 b=10 N
9 g=45
9 h=421
9 i=45
= Semirreta
D ci7.66x+6.43y =-12.12
D £:-7.66x-6.43y = -82.56
= Angulo
2 a=50°
@ B=50°
@ y=50°
@ 5=50°
9 £=130°
@ g=130°
« I »
Entrada: 0

Figura 4.61: 15 Atividade no Geogebra

R Use a ferramenta MOVER (janela 1), manipule os controles deslizantes para os seguintes valores:
a=10,r =5, a = 30° e 5 = 40°. Agora, verifique qual é o valor da soma dos dngulos internos formados
por um lado ndo paralelo e as bases.

Fazendo novas manipulacdes dos controles deslizantes, crie outros trapézios e faca para cada um a
mesma verificacdo.(E necessério ter atencio para que os valores escolhidos nos controles deslizantes nos
garantam que a figura seja um trapézio, pois dependendo dos valores escolhidos, poderd gerar uma linha
poligonal fechada e ndo simples que, obviamente, ndo serd nem poligono)

O que vocé pode concluir?

Como comprovar essa conclusao?

Ainda manipulando os controles deslizantes, faca com que os controles « e ( sejam iguais. Agora,
analise as medidas dos lados ndo paralelos, refaca essa experiéncia com diversos outros valores para esses
angulos. A que conclusio vocé chega?

Como se pode classificar esses trapézios?

' Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos AD
e BC que representam as diagonais do trapézio ABDC.

o Use a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO (janela 8) e marque os com-
primentos dos segmentos ADe BC

Observe, agora, as medidas dessas diagonais quando os dngulos o e 5 sdo diferentes e quando sio

congruentes. A que conclusdo se chega?
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Dos Paralelogramos

1. Angulos opostos congruentes.

e Em todo paralelogramo, dois Angulos opostos quaisquer sdo congruentes.
e Todo quadrildtero convexo que possui angulos opostos congruentes € paralelogramo.

e Consequéncia: todo retingulo é paralelogramo.
2. Lados opostos congruentes.

e Em todo paralelogramo, dois lados opostos sdo congruentes.
e Todo quadrilatero que possui lados opostos congruentes é paralelogramo.

e Consequéncia: todo losango ¢é paralelogramo.
3. As diagonais dividem-se ao meio.

e Em todo paralelogramo, as diagonais interceptam-se nos respectivos pontos médios.

e Todo quadrildtero convexo em que as diagonais interceptam-se nos respectivos pontos médios

¢ paralelogramo.
e Consequéncia: se dois segmentos interceptam-se em seus respectivos pontos médios, entéo,
suas extremidades sdo vértices de um paralelogramo.

4. Dois lados paralelos e congruentes.

e Todo quadrilatero convexo que possui dois lados paralelos e congruentes é um paralelogramo.

e Consequéncia: se dois segmentos sdo paralelos e congruentes, entdo, suas extremidades sdo

vértices de um paralelogramo.

16* Atividade no GEOGEBRA - Propriedades dos paralelogramos

Objetivo: Determinar a partir do experimento as propriedades dos paralelogramos

Se ao abrir o Geogebra, na Janela de Visualizacio, estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,
proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualiza¢do com o botéo direito do mouse, abrird uma
janela, depois clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer.
< Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos AB
e BC.
~~ Use a ferramenta RETA PARALELA (janela 4) e clique no ponto A e no segmento BC, criando assim
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uma reta paralela, refaca 0 mesmo procedimento com o ponto C' e o segmento AB.
X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 4) e marque as retas paralelas criadas
anteriormente, surge assim o ponto de interse¢io D.

Use a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETOS (janela 12) e marque as retas paralelas.
4 Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos
CD e DA que sio os lados que faltam no paralelogramo e também crie os segmentos AC e BD que serdo
as diagonais.
X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 4) e marque as diagonais do
paralelogramo, surge assim o ponto de interse¢do E.
‘4 Use a ferramenta ANGULO (janela 8) e marque os angulos BAD, ADC, DCB e CBA, nessa or-
dem.
N Use a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO (janela 8) e marque os com-
primentos dos segmentos AB, BC, C'D e DA, assim como com a mesma ferramenta clique nos pontos A
e E para medir o segmento AF, procedendo da mesma forma crie as medidas dos segmentos EC, BE e

ED.

Se tudo foi feito corretamente, deverd, ento, ter a seguinte imagem no Geogebra.

€2 paralelogramo.ggb - - H e s D B
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

,—\ A TS P . . 57 @e
'// OJ O L N e o) )2 D @
» Janela de Algebra ()| » Janela de Visualizagio ®

= Numero
O distanciaAE = 5.27
5 distanciaBE = 6.49
5 distanciakC = 5.27
> distanciakD = 6.49
O g=438
O h=1044
= Ponto
9 A=(1.94,03)
9 B=(8.95,-0.04)
J C=(1.78,438)
@ D=(312,472)
9 E=(292,234)
= Reta
D c442¢-118y=8.22
O d:0.34x+109y =50.39
= Segmento
2 a=1091
9 b=457
9 e=a57
9 f=1091
9 i=1298
2 j=1054
= Angulo
@ a=10673°
@ p=7321°
@ y=10673
@ 5=71321°

Entrada: @

Figura 4.62: 16* Atividade no Geogebra

Agora, estamos prontos para avaliarmos algumas propriedades dos paralelogramos, vejamos
R Use a ferramenta MOVER (janela 1), manipule, livremente, os pontos A, B ou C' e verifique que,
a cada manipulagao o paralelogramo muda as sua medidas.

Agora, vamos as perguntas.
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Qual ¢ a relacdo entre os comprimentos dos segmentos opostos de cada paralelogramo?
Qual ¢ a relacdo entre as medidas dos angulos internos opostos de cada paralelogramo?
Observando as medidas dos segmentos AE e EC' e, depois, dos segmentos BE e E D, a que conclusao

se chega quanto a cada diagonal e ao ponto de intersecdo entre elas (Ponto £)?

Retangulo

1. Diagonais congruentes.

e Em todo retdngulo as diagonais sdo congruentes.

e Todo paralelogramo que tem diagonais congruentes ¢ um retangulo.

4.6.4 Losango

1. Diagonais perpendiculares.

e Todo losango tem diagonais perpendiculares.

e Todo paralelogramo que tem diagonais perpendiculares é um losango.

Quadrado

1. Todo quadrado é retangulo e também ¢é losango.

NOTA: Se o quadrado ¢é retingulo e também € losango, entdo, suas diagonais sdo congruentes e

perpendiculares e se interceptam em seus pontos médios.

17° Atividade no GEOGEBRA - Paralelogramos Notdveis

Objetivo: Determinar a partir do experimento as caracteristicas dos paralelogramos notdveis

Se ao abrir o Geogebra, na Janela de Visualizacio, estiverem aparecendo os eixos do plano cartesiano,
proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualizacdo com o botdo direito do mouse, abrird uma
janela, depois, clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer
<2 Use a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE (janela 11) e crie um controle deslizante com as
seguintes especificacdes: marque a opcao nimero e preencha nome=a, min=0, max=10 e Incremento=0.1.

= Use a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE (janela 11) e crie um controle deslizante com as
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seguintes especificacdes: marque a opcao niimero e preencha nome=b, min=0, max=10 e Incremento=0.1.
<2 Use a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE (janela 11) e crie um controle deslizante com as
seguintes especificagdes: marque a opgdo dngulo e preencha nome= «, min= 1°, max= 179° e Incre-
mento= 1°.
' Use a ferramenta SEGMENTO COM COMPRIMENTO FIXO (janela 3) e crie a segmento AB e
preencha no valor comprimento, a.
© Use a ferramenta CIRCULO DADOS CENTRO E RAIO (janela 6) e crie a circunferéncia de centro
A e preenchendo no valor comprimento, b.
"\'l Use a ferramenta ANGULO COM AMPLITUDE FIXA (janela 8) e clique, primeiramente, no ponto
B, depois no ponto A, abrird uma janela. Nela, em angulo, preencha «, marque a op¢ao sentido anti-
hordrio e clique no botdo OK, ird aparecer o angulo 7y € o ponto B’.
- Use a ferramenta SEMIRRETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS (janela 3) clicando sobre o ponto
A e depois sobre o ponto B’, criando assim a semirreta xﬁ .
X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 2) clicando sobre a circunferéncia e a
semirreta :4? , criando assim o ponto C.
— Use a ferramenta RETA PARALELA (janela 4) clicando sobre os pontos C' e, depois, sobre o seg-
mento AB criando uma reta paralela ao segmento AB. seguida, clique no ponto B e na semirreta ﬁ
criando assim uma reta paralela a semirreta citada.
X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 2) clicando as duas retas criadas
no comando anterior, criando assim o ponto D.

Use a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETOS (janela 12) e marque a circunferéncia, as retas
paralelas criadas, a semirreta ﬁ e o ponto B’.
' Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos
AC, CD e DBque sdo os lados que faltam no paralelogramo e também crie os segmentos AC e BD que
serdo as diagonais.
X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 4) e marque os segmentos AC e
BD, surge assim o ponto de intersecio E.

4 Use a ferramenta ANGULO ( janela 8) e marque os dngulos internos do paralelogramo e um dos

angulos formados entra as suas diagonais.

om _

=" Use a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO ( janela 8) e marque os com-
primentos dos segmentos referentes aos lados do paralelogramo e as suas diagonais

Agora, estamos prontos para avaliarmos algumas propriedades dos paralelogramos notdveis. Ve-
jamos:

Se tudo foi feito corretamente, deverd, entdo, teremos a seguinte imagem no Geogebra.
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€7 paralelogramos notéveis.ggb ol e IS C— — . — ol S
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A L1 @e

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Cénica B N

O d:(x-1.58F + (y + 0.64F
= Nimero

9 a=65

9 b=65 a=65

5 €,=65 — -

) €,=65 b=65

O distanciaAD = 8.18 ——

O distanciaBC = 10.1 a=102"

O m=0 65 ——

O n=0

o i q

@ D=(673,572)

@ E=(415,254)

@ F=(6.73,572)

@ G=(1.58,-0.64)

@ H=(4.15,254)

Reta

O Ry=572

O g:-6.36x - 1.35y = 50.51
= Segmento

9 c=65

9 h=65

9 i=65

9 j=65

9 k=101

9 1=848
= Semirreta

D er-6.36x-1.35y=-9.18
= Anaulo 2

i »

Entrada: ©

Figura 4.63: 17* Atividade no Geogebra

R Use a ferramenta MOVER (janela 1), manipule livremente os controles deslizantes referentes aos
pardmetros a e b, jd no controle referente ao dngulo o faca ele ser igual a 90° criando assim um retdngulo.
Agora, responda o que vocé percebe quanto as medidas da diagonais.
Altere novamente as medidas dos controles deslizantes a e b e volte a observar as medidas das diago-
nais, refaca essa experiéncia outras vezes.

Qual é a conclusdo que vocé chega?

R Volte a usar a ferramenta MOVER (janela 1), manipule os controles deslizantes referentes aos
pardmetros a e b de tal sorte que as medidas sejam congruentes e, no controle referente ao dngulo «, faca-o
ser diferente de 90°, criando assim um losango.

Agora, responda: O que vocé percebe quanto as medidas da diagonais e quanto ao dngulo formado
entre elas?

Altere novamente as medidas do controle deslizante o e volte a observar as medidas das diagonais e a
medida do dngulo formado por elas. Refaca essa experiéncia outras vezes.

A qual conclusdo vocé chega?

R Volte a usar a ferramenta MOVER (janela 1), manipule os controles deslizantes referentes aos
pardmetros a e b de tal sorte que as medidas sejam congruentes, no controle referente ao dngulo o faca ele

serigual a 90° criando assim um quadrado.
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Agora, responda:

O que vocé percebe quanto as ,medidas da diagonais e quanto ao dngulo formado entre elas.

Altere novamente as medidas do controle deslizante a e b tomando o cuidado para que a = b e volte a
observar as medidas das diagonais e a medida do dngulo formado por elas, refaca essa experiéncia outras
vezes.

E agora, qual é a conclusdo que vocé observa?

4.6.5 Consequéncias-Bases Médias
Do Triangulo

1. Se um segmento tem extremidades nos pontos médios de dois lados de um tridngulo, entdo:

e FEle é paralelo ao terceiro lado;

o Ele é metade do terceiro lado.

2. Se um segmento paralelo a um lado de um tridngulo tem uma extremidade no ponto médio de um
lado e a outra extremidade no terceiro lado, entdo, esta extremidade é o ponto médio do terceiro
lado.

Do Trapézio
1. Se um segmento tem extremidades nos pontos médios dos lados ndo paralelos de um trapézio, entdo:

e FEle é paralelo as bases;

o FEle é igual a semi-soma das bases.

2. Se um segmento paralelo as bases de um trapézio tem uma extremidade no ponto médio de um dos

lados e a outra extremidade no quarto lado, entdo, essa extremidade é o ponto médio desse lado.

4.7 Pontos Notaveis do Tridngulo

4.7.1 Medianas - Baricentro

Definicao 4.7.1 (Mediana). Em um tridngulo, mediana é o segmento de reta cujos extremos sdo um vértice

do tridangulo e o ponto médio do lado oposto a esse vértice.
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As trés medianas de um tridngulo interceptam-se num mesmo ponto que divide cada mediana em duas

partes tais que a parte que contém o vértice o dobro da outra.

Definicao 4.7.2 (Baricentro). O ponto de intersegdo das trés medianas de um tridngulo é o baricentro do

triangulo.

M é o ponto médio de BC
N é o ponto médio de AC
P é o ponto médio de AB

AM é a mediana referente ao vértice A
BN é a mediana referente ao vértice B

CP é a mediana referente ao vérticeC

G é o baricentro do triangulo ABC

Figura 4.64: Medianas e baricentro

182 Atividade no GEOGEBRA - Medianas e baricentro

Objetivo: Determinar a partir do experimento as propriedades das medianas de um tridngulo

Se ao abrir o Geogebra, na Janela de Visualizacdo, estiverem aparecendo os eixos do plano carte-
siano, proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualizacdo com o botdo direito do mouse, abrird
uma janela, depois clique em EIXO0S, vocé verd que eles irdo desaparecer.
4 Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos
AB, BC e C A construindo assim o tridngulo ABC.

**  Use a ferramenta PONTO MEDIO OU CENTRO ( janela 2) e clique sobre os segmentos AB, BC

e C'A criando assim, respectivamente, os pontos médios D, E e F.
< Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos
AE, BF e CD elas serdo as medianas do triangulo ABC.

Perceba que as medianas se cruzam em um vinico ponto.
X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 2), clicando sobre duas medianas
quaisquer, criando, assim, o ponto G que é chamado de baricentro.
o Use a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PERIMETRO (janela 8) e marque os
comprimentos dos segmentos referentes aos segmentos CG e GD. Para isso clique nos extremos de cada
segmento, observe, agora, que os valores encontrados sdo exatamente 0s mesmos que estdo representados

na janela de dlgebra pelos segmentos g e h.
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Se tudo foi feito corretamente, deverd, entdo, teremos a seguinte imagem no Geogebra.

£ Geotebra 1)

Aquvo.Edtar Exbir Opgd

=(162,26)
=043, 27)
- (554,4.26)

5 1-175

Enraga: [5]

Figura 4.65: 18 Atividade no Geogebra

ks Use a ferramenta MOVER (janela 1) manipule, livremente, os vértices do tridngulo ABC e
perceba qual é a relagdo entre os segmentos CG e GD.

A qual conclusdo vocé chega?

4.7.2 Bissetrizes internas - Incentro

Definicao 4.7.3 (Bissetriz interna). Em um tridngulo, a bissetriz interna é o segmento de reta que divide um
dngulo interno desse tridngulo em dois dngulos congruentes e tem como extremos um vértice do tridngulo

e um ponto pertencente ao lado oposto a esse vértice.

Definicao 4.7.4 (Incentro). O ponto de intersecdo das trés bissetrizes internas de um tridngulo é o incentro
do triangulo.

O incentro é o centro da circunferéncia inscrita no triangulo.
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BAD = CAD

ABE = CBE

ACF = BCF
AD é a bissetriz referente ao vérticeA
BE é a bissetriz referente ao vértice B

CF é a bissetriz referente ao vértice C

I é o incentro do triangulo ABC

Figura 4.66: Bissetrizes e incentro

192 Atividade no GEOGEBRA - Bissetrizes internas e incentro

Objetivo: Determinar a partir do experimento que as propriedades das bissetrizes internas de um tridn-
gulo.

Se ao abrir o Geogebra, na Janela de Visualizacdo, estiverem aparecendo os eixos do plano carte-
siano, proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualizacdo com o botdo direito do mouse, abrird
uma janela, depois clique em EIXOS, vocé verd que eles irdo desaparecer.

4 Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos
AB, BC e C A construindo assim o tridngulo ABC.

< Use a ferramenta BISSETRIZ (janela 4) e crie as bissetrizes internas referentes ao vértices do tridn-
gulo ABC, observe que elas se cruzam em um mesmo ponto.

Perceba que as medianas se cruzam em um vinico ponto (incentro).

X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 2) clicando sobre cada lado do
triangulo e a bissetriz que toca nele, assim, como entre duas bissetrizes.
' Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos
que unem cada vértice ao ponto de intersecdo entre a sua bissetriz e o lado oposto a ele.

Use a ferramenta EXIBIRZESCONDER OBJETOS (janela 3) e clique sobre as trés bissetrizes.

Observe que, ao mover livremente o tridngulo, o ponto de encontro das bissetrizes serd serd interno ao
tridangulo.

- Use a ferramenta RETA PERPENDICULAR (janela 4) e clique no ponto de intersecdo das bis-
setrizes e em um dos lados do tridngulo.
>( Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 2) clicando sobre cada reta perpen-
dicular tracada no comando anterior e o lado do tridngulo.

Use a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETOS (janela 3) e clique sobre a reta perpendicular.
© Use a ferramenta CIRCULO DADOS CENTRO E UM DE SEUS PONTOS ( janela 6) e clique
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sobre o incentro e o ponto de intersecdo entre um dos lados e a reta perpendicular.

Se tudo foi feito corretamente, deverd, entdo, ter a seguinte imagem no Geogebra.

€ GeoGebra2) M. S TS Y >

oo S
Arquivo. Editar Ferramentas Janela Ajuda
[
L s
) ) ) v ) v} o F

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
= Cénica

9 K(x-7.50F+(y+0.677=6
= Ponto

9 A=(332,322)

2 B=(131,3.08)

@ c 3.5

@0

@E ¢

@

96

@
= Reta

. H
= Segmento c 4

@

@

@

@

@

o

B

Q| P——
Entrada <)

03:01
30/05/2014

Al scnen 4

# © .

Figura 4.67: 19* Atividade no Geogebra

R Use a ferramenta MOVER (janela 1) manipule livremente os vértices do tridngulo ABC' e
perceba o que ocorre com a circunferéncia em relagdo ao tridngulo ABC.

A qual conclusdo vocé chega?

4.7.3 Mediatrizes - Circuncentro

Definicao 4.7.5 (Mediatriz). Em um tridngulo, a mediatriz é a reta que intercepta perpendicularmente o

ponto médio de um lado do tridngulo.
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Definicao 4.7.6 (Circuncentro). O ponto de intersecdo das trés mediatrizes de um tridngulo é o circuncen-
tro do tridngulo.
O circuncentro é o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo. O circuncento é equidistante

aos vértices do tridngulo e essa distdancia é igual ao raio da circunferéncia circunscrita a ele.

M é o ponto médio de BC
N é o ponto médio de AC
P é o ponto médio de AB

m, é a mediatriz referente ao lado BC
my é a mediatriz referente ao lado AB

mg é a mediatriz referente ao lado AC

OA=0B=0C=r
r é o rato da circun feréncia

O é o circuncentro do triangulo ABC

Figura 4.68: Mediatrizes e circuncentro

202 Atividade no GEOGEBRA - Mediatrizes e circuncentro

Objetivo: Determinar a partir do experimento as propriedades das mediatrizes dos lados de um tridn-
gulo

Se ao abrir o Geogebra, na Janela de Visualizacdo, estiverem aparecendo os eixos do plano carte-
siano, proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualizacdo com o botdo direito do mouse, abrird
uma janela, depois clique em EIXO0S, vocé verd que eles irdo desaparecer.
4 Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos
E, BC e C A construindo, assim, o tridngulo ABC.
i< Use a ferramenta MEDIATRIZ (janela 4) e crie as mediatrizes referentes aos lados do tridngulo
ABC, observe que elas se cruzam em um mesmo ponto que chamamos de circuncentro.
X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 2) clicando sobre cada lado do
triangulo e a sua mediatris assim como entre duas mediatrizes.
& Use a ferramenta DISTANCIA, COMPRIMENTO OU PEIMETRO ( janela 8) e meca os segmen-
tos com extremos em um dos vértice e no ponto de intersecdo de um lado adjacente ao vértice selecionado
e a sua mediatriz, também meca a distancia entre cada vértice e o cincuncentro.
‘4 Use a ferramenta ANGULO (janela 8) e me¢a os dngulos internos do tridngulo.

Ao mover livremente o tridngulo, observe a posicdo do circuncentro em relagdo ao tridngulo e também

as medidas de seus dngulos internos.
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O ponto de encontro das mediatrizes sempre serd interno ao tridngulo?
De acordo com a posigcdo ocupada pelo circuncentro, como poderia classificar o tridngulo quanto as

medidas de seus dngulos internos? © Use a ferramenta CIRCULO DADOS CENTRO E UM DE

SEUS PONTOS (janela 6) e clique sobre o incentro e sobre um dos vértices do tridngulo

Se tudo foi feito corretamente, deverd, entdo ter a seguinte imagem no Geogebra.

€7 Trigngulo - Mediatriz - Circuncentroggb e GRS —

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagao
= Cénica
9 g:(x-3.82F+(y-058F =21
= Ponto ¢
@ A=(-058,-0.96)
9 B=(7.88,1.72)
J C=(274,512)
@ D=(3.82,058)
= Reta
9 d:5.14x-6.84y = 1567
9 e:-8.46x+0.76y=-31.9
9 £:332x+6.08y=16.23
= Segmento
9 a=849
9 b=856
9 c=693

o

BEID

« i D

Entrada:

Figura 4.69: 20* Atividade no Geogebra

R Use a ferramenta MOVER (janela 1), manipule, livremente os vértices do tridngulo ABC e
perceba o que ocorre com a circunferéncia em relacdo ao tridngulo ABC.

A qual conclusdo vocé chega?

Como provar que as conclusées obtidas no comando anterior?

4.7.4 Alturas - Ortocentro

Definicao 4.7.7 (Altura). Em um tridngulo, a altura é o segmento de reta perpendicular a um lado do

triangulo cujos extremos é um ponto pertencente a esse lado e o vértice oposto a ele.

Definicao 4.7.8 (Ortocentro). O ponto de interse¢do das trés alturas de um tridngulo é o ortocentro do

triangulo.

O circuncentro é o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo. O circuncento é equidistante

aos vértices do tridngulo e essa distdncia é igual ao raio da circunferéncia circunscrita a ele.
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AH, é a altura referente ao lado BC
BH, é a altura referente ao lado AB
Hy CH; é a altura referente ao lado AC

O é o ortocentro do triangulo ABC

Figura 4.70: Alturas e ortocentro

212 Atividade no GEOGEBRA - Alturas e ortocentro

Objetivo: Determinar a partir do experimento que as propriedades das alturas relativas aos lados de
um tridngulo

Se ao abrir o Geogebra, na Janela de Visualizacdo, estiverem aparecendo os eixos do plano carte-
siano, proceda da seguinte forma: clique na Janela de Visualizacdo com o botdo direito do mouse, abrird
uma janela, depois clique em EIXO0S, vocé verd que eles irdo desaparecer.
' Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e crie os segmentos
AB, BC e C A construindo assim o tridngulo ABC.
I Use a ferramenta RETA PERPENDICULAR (janela 4) e clique em um vértice do tridngiulo e no
lado oposto a esse vértice. Marque essa reta perpendicular com o botdo direito do mouse, ird se abrir
uma janela, cligue em PROPRIEDADES, abrird uma nova janela, clique em cor e escolha vermelho, em
seguida clique em ESTILO e escolha reta pontilhada.

Repita esse procedimento para os outros dois vértices do tridngulo soé alterando a escolha da cor. para
a segunda perpendicular escolha azul e para terceira escolha verde.
X Use a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (janela 2) clicando sobre cada lado do
tridngulo e a sua perpendicular assim como entre duas perpendiculares.
4 Use a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS (janela 3) e trace os segmentos
cujos extremos sao um vértice do tridngulo e o ponto de intersecdo entre o lado oposto a esse vértice e a
sua perpendicular, esses segmentos representardo as alturas do tridngulo e o ponto de intersecdo dessas
alturas é chamado de ORTOCENTRO.
4‘ Use a ferramenta ANGULO ( janela 8) e meca os angulos internos do tridngulo assim como o angulo

formado por cada lado e sua altura relativa.

Se tudo foi feito corretamente, deverd, entdo ter a seguinte imagem no Geogebra.
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€ Trisngulo - altura - ortocentro.ggb - — - [

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

O[5S E% = o) 5)

!
.-

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo

= Ponto

A=(352,5.12)

OB

&Y

B =(-0.92,-3.06)
C=(9.8,-25)
D=(5.74,2.43) -
E=(3.75,0.79)
F=(3.93,-281)
G=(1.75,1.87)
= Reta

@ d:-10.72x - 0.56y = -40.6

[SESESESESNES

o

@ e:4.44x+8.18y=23.06
@ 1:6.28x-7.62y=17.54
‘ = Segmento
9 a=931
‘ 9 b=1073
9 c=987
) g=9415
) =794
=863
j=9.15
k=863

1=7.94
= Angulo
a=90°
B=90°
y=90°
5-67.99°
£=535°
7=5852°

QOO0

[SESESESESNS

Entrada:

el

Figura 4.71: 21* Atividade no Geogebra

R Use a ferramenta MOVER (janela 1), manipule, livremente os vértices do tridngulo ABC e
perceba o que ocorre com a circunferéncia em relacdo ao tridngulo ABC.
O ortocentro é sempre um ponto no interior do tridngulo?
Hd alguma relagdo entre a localizagdo do ortocentro e a classificagdo do tridngulo quanto as medidas

de seus lados?
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

5.1 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos uma proposta para o ensino de topicos da Geometria Plana por meio do
Geogebra, a fim de contemplar alguns assuntos que percebemos em nosso cotidiano profissional e que por
muitas vezes, causam algum desconforto em nossos alunos em de fato se apropriarem deste conhecimento.
Entendemos que, por ser uma proposta de ensino de Topicos da Geometria Plana que ainda ndo foi tes-
tada, teremos o cuidado de, inicialmente, aplicd-la com outros colegas professores, para podermos fazer
futuros ajustes ou, até mesmo, corregoes que , de fato, sirvam de forma contundente aos objetivos para o
qual ela foi pensada.

Objetivando, realmente, aprimorar este trabalho, iremos propor que a equipe de professores de matemdtica
de uma escola publica (E E E F e M Dr, Freitas) e outra da rede particular (Colégio Moderno) sejam os
primeiros a analisarem o material e, com isso, fazer as sugestoes para que, so depois, possamos aplicd-las
com alunos do 8° ano do Ensino Fundamental. Esperamos, com isso, estar num caminho que, efetivamente,
faca valer o curso de Mestrado Profissional em Matemdtica que tem como objetivo qualificar o professor
para o ensino de Matemdtica, elevando o nivel de aprendizagem dos nossos alunos.

E importante enfatizar que o projeto de Mestrado profissional em Matemdtica, é uma oportunidade
impar para nos, professores, repensarmos toda a nossa prdtica. Podemos afirmar que durante esses 2
anos em que estivemos de volta a vida académica, o nosso fazer pedagogico, a nossa visdo da ciéncia

Matemdtica jd sofreu profundas e irreversiveis mudangas para melhor.
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