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Resumo

No presente trabalho de conclusdo de curso trataremos sobre os nimeros complexos com
uma ateng¢ao especial ao seu aspecto geométrico. Alguns problemas geométricos podem ser
solucionados usando a notacao algébrica dos niimeros complexos com ajuda das suas ricas
interpretagdes geométricas com certa facilidade. O aspecto geométrico dos nimeros com-
plexos muitas vezes ndo € ensinado no ensino médio, nem sequer a forma trigonométrica
(ou polar). Por essa razdo, os alunos nao aplicam os conhecimentos de nimeros com-
plexos para resolver problemas geométricos. Em muitos casos, essa abordagem vem a
facilitar a resolucdo das solugdes. Neste trabalho faremos uma abordagem dos ntimeros
complexos aplicados para resolver problemas, ora geométricos, ora algébricos, fazendo rela-
cionar os conceitos geométricos com os conceitos algébricos dos nimeros complexos e vice
versa, e lancamos como proposta para desenvolver a habilidade dos alunos em relacionar os
conteidos matematicos oferecendo oportunidade dos mesmo fixarem melhor conceitos dos

nimeros complexos.

Palavras Chaves: Nimeros Complexos. Geometria. Plano complexo.
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Abstract

In the presentdissertation we study complex numbers with a special attention to the geo-
metric aspect. Many geometric problems can be answered using the algebraic notation of
complex numbers with their rich geometric interpretations with relative ease. The geometric
aspects of the complex numbers are often not taught in high school, not even the trigono-
metric form (or polar form). Therefore, students do not apply the knowledge of complex
numbers to solve geometric problems. In this paper we will approach the complex numbers
applied to solve both geometric as algebraic problems, making relate geometric concepts
with algebraic concepts of complex numbers, and launched as a proposal to develop the
ability of students to relate mathematical content offering opportunity of even better fix the

concepts of complex numbers.

Keywords: Complex numbers. Geometry. Complex plane.
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INTRODUCAO

Com muita frequéncia o ensino dos nimeros complexos tém uma abordagem pura-
mente algébrica, deixando uma grande auséncia de significado e grandes dificuldades em
entender onde estes nimeros podem ser aplicados. Uma abordagem geométrica dos nlimeros
complexos pode minimizar esse desconforto de significado e reforcar a aprendizagem desse
conteido que também tem aplicacdes na fisica, na engenharia elétrica, na aerodinamica,
entre outras areas.

A interpretacdo geométrica dos numeros complexos como um ponto (ou um vetor) do
plano cartesiano traz valores significativos para resolugdes de problemas geométricos com
vantagens em muitos problemas. Um ponto chave nessa interpretacdo geométrica recai na
multiplicacdo de nimeros complexos que, em linhas gerais, € uma composicao de rotagdes,
como veremos nesse trabalho em varias aplicagdes de problemas estudado na referéncia [1].

Antes de prosseguir com uma abordagem tedrica citaremos um pouco da histéria do

surgimento dos nimeros complexos.

Historia
Sabemos resolver, quando possivel, equagdes da forma
ax®> +bx+c=0,

quando a, b e ¢ sdo nimeros reais e a # 0. E comum usarmos a férmula

B —b++b% —4ac

2a

X

para encontrarmos suas solucdes. Mas, quando b> — 4ac é um valor negativo, concluimos
que a equagdo ndo tem soluc@o no conjunto dos nimeros reais. Por exemplo, se tentarmos
resolver a equagdo

X —6x+13=0,

em R, encontramos as solucoes

_ —6+£+/36—-4.1.13 6+/-16
- 2 a 2 ’

X



e como o simbolo y/—16 ndo representa um niimero real, segue que a equagdo dada ndo tem
solu¢do em R. Mas, sendo ousado a operar com um novo simbolo, a saber v/—1, como se

fosse um numero, ficariamos com o resultado

V= +./16(—1 V=
x:6j:2 6 _6 \/26( ):6:|:42 [ oy T

Qualquer um dos dois resultados serd uma solugdo para a equagio x> — 6x+ 13 =0,
se tratarmos o sfmbolo /—1 como um ndmero com a particularidade que (v/—1)? = —1.

Vejamos o que acontece para x = 3 4+ 2+/—1 quando substituimos na equagao dada:

—6x+13 = (B3+2V-1)2-6(3+2vV—-1)+13
= 9+ 12V—1+4(vV/=1)>—18—12y/—1+13
= 4-4=0.

O caso de x = 3 —21/—1 é andlogo. Isto é, para x = 3 42+/—1 terfamos uma raiz para
a equacdo. Assim, operando ousadamente com o simbolo como discutido acima, estrariamos
encontrando uma solugdo para equagdes quadraticas que antes ndo tinha solucoes.

Destacamos, no entanto, que o surgimento dos nimeros complexos nao esta ligado
a resolucdes de equacdes algébricas do 2° grau cujas solugdes sdo expressas por raizes
quadradas de nimeros negativos, como vimos acima. O surgimento dos nimeros complexos
estd ligado diretamente a resolucdo de equacdes algébricas do 3° grau. Quando equagdes do
2° grau apresentavam raizes quadradas de nimeros negativos de imediato eram consideradas
insolaveis (no conjunto dos nimeros reais).

No inicio do século XVI, um grupo de matematicos italianos procurava uma férmula
que desse as raizes das equagdes algébricas de 3° grau em funcdo dos seus coeficientes
(reais), semelhante a férmula da equagdo do 2° grau.

Em 1545, Girolamo Cardano (1501-1576) publica uma férmula, em seu livro Ars

Magna, que dava a solugio para a equagdo ctbica do tipo x> 4+ px + ¢ = 0. Tal férmula

conhecida hoje como férmula de Cardano - Tartaglia'.

era dada por:

Nota-se que essa férmula s6 se aplicava quando

(@)=

'A férmula ficou assim conhecida devido ao fato que Tartdglia revela a férmula para Cardano que o promete

de ndo publica-l4, pois o proprio Tartdglia queria publicar em momento oportuno. Cardano ndo cumpre a

promessa e, em 1545, publica a férmula de Tartdglia no seu livro Ars Magna.
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para garantir a existéncia da raiz evitando assim a mesma situacdo das equagdes do 2° grau
com raizes quadradas de nimeros negativos.

Nesse contexto, o matematico italiano Rafael Bombelli (1526-1573) fez um estudo
sobre a resolugio de equacdes de grau inferior a quatro e resolvendo a equagio x> — 15x = 4,
verificou por inspeciio que x = 4 era solugio da equagio, pois 4° — 15.4 = 4, mas, ao usar a

féormula de Cardano - Tartaglia para verificar se encontrava a mesma solucgao, ele obteve:

B RICREIREICRC]
= V2+V21+v2—v-121

Assim Bombelli chegou a um grande impasse, por um lado sabia-se que /—121 nao

existia. Logo, a equacdo ndo teria solugdo. Por outro lado, x =4 era uma solu¢do da equacao,
pois satisfazia a igualdade.

Para tratar essa questdo, Bombelli passou a trabalhar com raizes quadradas de ntimeros
negativos como se fosse nimeros. Ele assume que o nimero /24 +/—121 poderia ser
representado da forma a 4 /—b, como a,b € R. Isto é, existem niimeros reais a e b tais que

V2+vV—121=a+vV—b e \J2—vV—121=a—/—b.

Com isso, obteve quea=2e b =1.
Logo,

x = V24+v—121+v2——121
24+V/=1+2—+y/—-1=4,

Assim encontrando a solucdo desejada. A férmula com essa solucdo foi encontrada era

considerada duvidosa. Mas o método funcionava, embora ninguém ainda podia explicar.

Durante muito tempo trabalhou-se com essas raizes quadradas de nimeros negativos,
sempre com a sombra de duvida da existéncia de tais nimeros. Eles eram usados de forma
envergonhada, e acompanhados de nomes ofensivos, que permaneceram até hoje na nossa
nomenclatura - como por exemplo “nimeros imagindrio” - sé que, ainda assim, eram cada
vez mais utilizados.

O matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) propos, em 1777, a utilizagdo do
simbolo i para representar v/—1 e avangou nos estudos de Bombelli. Euler também iden-
tificou as raizes da equagdo 7' = 1 como sendo os vértices de um poligono regular de n
lados e definiu a funcdo exponencial no conjunto dos nimeros complexos pela férmula:
¢!% =cosO+isend.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) introduziu a denomina¢do nimero complexo e uti-
lizou a representagcdo geométrica deles por meio de pontos de um plano. Com essa represen-
tacdo Gauss usa os complexos para obter resultados sobre Geometria plana, sobre os nimeros



reais e até sobre os nimeros inteiros. Foi utilizando o plano complexo que Gauss deu sua
demonstracdo geométrica de que todo polindmio de coeficientes reais pode ser decomposto
em fatores de grau méximo dois (o que equivale ao Teorema Fundamental da Algebra).

Jean Robert Argand (1786-1822) e Caspar Wessel (1745-1818), utilizaram a represen-
tacdo dos niimeros complexos como segmentos orientados conquistando maior aceitacao no
meio matemaético. Tanto Wessel quanto Argand, perceberam que os nimeros complexos po-
dem ser operados algebricamente, como no caso de vetores. Além disso, nesta representacao
dos nimeros complexos por vetores, a multiplicacdo por i representa uma rotagao de 90°.
Desse modo, Wessel (1798) e Argand (1806) imprime no conjunto dos nimeros complexos
a interpretacdo geométrica, em termos atuais, que a soma deles faz translacdes no plano, e
que a multiplicacao deles faz rotagdes e dilatacoes.

Em 1800, com Argand e Gauss usando um sistema de coordenadas retangulares (con-
vencionando que eixo horizontal representaria os nimeros reais, o €ixo vertical representaria
os nimeros imagindrios) e fazendo relacionar um complexo com um par ordenado; isto &,
a+ bi corresponderia ao par (a;b), tem-se uma maior aceitagio dos matemadticos da "existén-
cia” desses numeros. Com essas conversdes um complexo a + bi representaria geometrica-
mente um ponto (ou um vetor), nesse plano bidimensional que hoje € denominado de plano
de Argand-Gauss.

Para finalizar, ressaltamos: a procura por um modo sistemdtico para obtencdo das
raizes cubicas de uma equagdo de terceiro grau foi o principal motivo do surgimento dos

nimeros complexos e nao a resolucao de uma equagdo de segundo grau.



Capitulo 1

Numeros complexos e algumas
propriedades

1.1 Numeros complexos

Nesta secdo faremos um breve resumo do conjunto dos nimero complexos e citare-
mos algumas propriedades que usaremos nos Capitulos 2 e 3 para resolver problemas de
geometria com as nota¢des dos nimeros complexos.

Usaremos o simbolo i, e chamaremos de unidade imagindria, para representar a
expressdo /—1 e definimos a propriedade i> = —1. Assim, podemos falar de um niimero

complexo da seguinte forma:

Definicao 1.1 (Namero complexo) Um niimero complexo é um niimero da forma z = a+ bi,

onde a e b sdo niimeros reais e i é a unidade imagindria.

Definicao 1.2 Dada um niimero complexo z = a+ bi, chamamos a de parte real e b de parte

imagindria.

Usaremos as notacgoes:

Re(z) = a e Im(z) = b para dizer que a é parte real e b é a parte imaginaria de z.
Se um nimero complexo é da forma z =a+bi, a=0,b € R*, dizemos que z € um nimero
imaginario puro!. A seguir definimos as condi¢des para que dois nimeros complexos sejam

iguais.

Definicao 1.3 Dois niimeros complexos z1 = ay + bii e 2o = ap + byi sdo iguais, 71 = 2o,
quando ay = ap e b1 = b».

Em outras palavras, temos que z; = z; se, ¢ somente se, Re(z;) = Re(zz) e Im(z;) =

Im(Z2).

Usaremos também a notago z € iR, para dizer que z é uma imaginario puro.

7



O conjunto de todos os nimeros complexos é usualmente representado pelo simbolo
C. Devemos notar que os nimeros da forma z = a -+ 0i, s6 tem a parte real. Esse fato nos diz

que o conjunto dos nimeros reais R € um subconjunto de C.

Operacoes dos niimeros complexos

Vamos relembrar as operagdes de adicdo, subtragio, multiplicacdo e divisio? de dois
nimeros complexos.
Considerando dois nimeros complexos, z; = aj +iby € z2 = az + ibp, definimos as

seguintes operacdes:

Adicio: 21+ = (a1+ib))+ (aa+iby) = (a1 +az) +i(by + b)
Subtracao: 21—22 = (a1 + ib]) — (az + ibz) = (a1 — az) + i(b] — bz)
Multiplicacdo: z;-20 = (a1 + ibl)(az + ibz) =ajay—b1br+ i(b1a2 + albz)

R 2 ay +ib
Divisao: —_- = —
2 ar +iby

a1a2+b1b2 ,blaz—albz
= +1i , comay; #0 ou by #0.
a3+ b3 a3+ b3 ? ?

Observe que a adi¢do de dois nimeros complexos é um nimero complexo cuja parte

real (a parte imagindria ) € a adi¢ao das partes reais (imagindrias) dos nimeros dados:

Re(z; +22) = Re(z1) + Re(z2);

e
Im(z; +22) = Im(z;) +Im(z2).
Com relagdo a subtragdo, temos:
Re(z1 —z22) =Re(z1) —Re(z2);
e

Im(z; —22) =Im(z1) —Im(z2),

e para a multiplicacdo,

Re(21Z2) = Re(zl).Re(zZ) — Im(zl).Im(zZ)

2Em rigor, s6 temos definidas duas operacdes que sio adicio e multiplicagdo. A subtragio e divisio sdo
consequéncia das propriedades dos nimeros complexos e as defini¢des daquelas operacgdes.



Im(z122) = Im(z;).Re(z2) +Im(z2).Re(zy).

O conceito de divisao ficard mais claro na secdo 1.1.1 e sua interpretacdo geométrica
serd vista no préoximo capitulo.
Devemos observar ainda que a adicdo e a multiplicagdo tem as propriedades associa-

tiva, comutativa e a distributividade da multiplicacdo com relagdo a adi¢ao, isto é,

Comultatividade: At = nta
Associatividade: a+(2+zn) = (a+z)+z

21(2z3) = (2122)73

Distributividade: {z;(z2+2z3) = 2120 + 2123

O elemento neutro da adi¢do € representado por 0 = 0+ 0i e é chamado de zero. Por
sua vez, o elemento neutro da multiplicacdo é representado por 1 = 1+ 0i e é chamado de
unidade. De outra forma, se z = a+ib, temos que z+0=ze z-1 = z, pois:

z+0=(a+ib)+(0+0i)) =a+0+i(b+0)=a+ib=z.

z:1=2z-(140i) =z

Poténcia do namero i

Vejamos a seguir quais as poténcias inteiras do nimero complexo i.

Tomando, z = i, temos:

i = 1; o= ri=1;
il = I o= it 1=1;
2= -1 ¢ = Pi=-1;
3 2 .7 6

Pode-se provar por indugdo que, para qualquer inteiro positivo n,

An 1; l-4n+1 — i

Dai, i" € {—1,1,—i,i} para todos os inteiros n > 0. Se n é um nimero inteiro negativo,

R ()

temos:



1.1.1 Conjugado de um nimero complexo

Para z = x4+ yi o nimero complexo 7 = x — yi € chamado conjugado de z.
Algumas propriedades do conjugado de um nimero complexos segue na proposi¢ao a

seguir:
Proposicao 1.1 As seguintes propriedades sdo satisfeitas em C.

1. Aigualdade 7 =7 é vale se, e somente se, 7 € R.
2. Para qualquer niimero complexo z, a igualdade 7 =7 é vdlida.
3. Para qualquer niimero complexo z, o niimero 7.7 € R é um niimero real ndo negativo.

4. 71+ 20 =71 + 22 (0 conjugado de uma soma é a soma dos conjugados).

5. 71.22 = 71-22 (0 conjugado de um produto é o produto dos conjugados).

—1
6. Para qualquer niimero complexo diferente de zero z a igualdade 77! = (z) = é vdlida.

4| 21 . : ) . :
7. (—) = —,z2 # 0 (0 conjugado de um quociente é o quociente entre os conjugados).
{2 {2

8. Dado z€ C

7+z

Re(z) = ¢ Im(z) = iz

20

A demonstracio se encontra no anexo A na proposi¢ao A.l pagina 71.
Com a defini¢do de conjugado de um nimero complexo, podemos fazer a divisdo de

dois nlimeros complexo como segue: se z; = a; +ib; € zp = ap + iby, com zp # 0. Entdo,

22 2 aaytbib i(blaz—albz)

D DD a%—{—b% a%+b%

1.1.2 Moédulo de um niimero complexo

Segue agora a defini¢do de médulo de um nimero complexo.

Defini¢iio 1.4 O nimero |z| = \/x*>+y? é chamado o médulo do niimero complexo 7 =
x4+ yi.

Exemplo 1.1 Os niimeros complexos 71 = 4+ 3i,z0 = —3i,z3 = 2 tém os modulos:

21] = VA2 +32 =5 || = /02 + (=3)2 =3 e |z3] = V22 =2.

A seguir enumeramos algumas propriedades do médulo dos nimeros complexos. As

demonstracdes delas se encontram no anexo A pédgina 72.
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Proposicao 1.2 As seguintes propriedades de médulo de um niimero complexo sdo sempre
satisfeitas:

I —|z] <Re(z) <[z| e —lz| <Im(z) <z,

2. |z| > 0 para todo z € C. Além disso,

7| = 0 se, e somente se, 7= 0.

3. el = 1=z =zl

4. Z=z]*.

5. |z1z2| = |z1] - |z2| ( 0 médulo de um produto é o produto dos médulos).
6. |z1| — 22| < |21 + 22 < |1 + |22l

7 0 =7 z#0.

<1 p . . . .
= u 20 # 0 ( 0 modulo de um quociente é o quociente entre os modulos).

|22

9. |z1| = lza| < lz1 — 22| < Jzn| + 22l

<1
<2

Exercicio 1.1 Provar que a identidade
21+ 222+ |zt — 22 = 2(|a1)* + |22 %),
vale para todos os niimeros complexos 71 e 2;.

Solucdo: Usando a propriedade 4 na proposi¢do acima, obtemos:

i +nlPtla-n? = @+2)@+n)+ (@ -2) @ -2)
= ’Zl|2+Z1.5—|—Z2E—HZ2|2—|—\Z1|2—Z1Z_2—Zzz_1-HZ2’2
= 2(|z1]*+|z2).

1.2 Imagem geométrica de um niimero complexo

Dado um numero complexo z = x + yi definimos o par ordenado de numeros reais

(x,y) € R x R como imagem geométrica de z. Por isso, € natural que um nimero complexo
= x+ yi corresponda a um ponto M = (x,y) no plano R x R.

Para uma introdugdo formal da relagdao entre um nimero complexo e um ponto do

plano, vamos considerar M = (x,y) sendo um ponto de um plano IT e suas coordenadas

dadas num sistema coordenado xQOy. Tomando a fun¢do bijetiva,

¢p: C — 1II
z —  0(z)=M.

11



Definicdo 1.5 O ponto M = (x,y) é chamada a imagem geométrica do niimero complexo
=X+ yi.

O numero complexo z = x + yi € chamado de coordenada complexa do ponto M =

(x,y). Usaremos a notagdo M(z) para indicar que M é o ponto com coordenada complexa z.

M(x, y)

0 x M'(x,-y)

M(x,y)

M"(—x,~y)

Figura 1.1: Imagem de M(z),M'(Z) e M"(—z)

A imagem geométrica do conjugado 7 de um nimero complexo z = x+ yi é o ponto
M’ = (x,—y) obtido pela reflexdo em relagdo ao eixo x do ponto M = (x,y) (ver figura 1.1).

A imagem geométrica do inverso aditivo —z de um nimero complexo z =x+yi € o
ponto M” = (—x,—y) obtido pela reflexdo em relagdo a origem do ponto M = (x,y) (ver
figura 1.1).

A funcdo bijetiva ¢ encontra todos os pontos do conjunto R quando aplicada aos
ndmeros complexos da forma x + 0i, que recaem sobre o eixo x, o que € denominado o
eixo real. Por outro lado, os niimeros complexos imagindrio puros correspondem ao eixo
v, que € quando a funcdo ¢ € aplicada aos nimeros complexos da forma 0 + yi. Esse eixo
€ chamado de eixo imaginario. O plano I1, cujos pontos sdo identificados com nimeros
complexos, é chamado o plano complexo (ou plano de Argand-Gauss em homenagem a

esses matematicos).

12



Por outro lado, também podemos identificar um ndmero complexo z = x + yi com o

—
vetor Vv =0M, em que M = (x,y) é aimagem geométrica do nimero complexo z.

A
M(x,y)
y R 4 .
A
—
J
ol 7T X i

H
Figura 1.2: Vetor associado a z (OM (z)).

Seja Vp o conjunto de vetores cujos pontos inicial € a origem O. Entdo, podemos definir
a func¢do bijetiva

v: C — VW,
2 = y(2)=xi+y),

onde i e j sdo os vetores do eixo x e eixo y, respectivamente.

1.2.1 Interpretacio geométrica do médulo

Vamos considerar um ndimero complexo z = x + yi, com M = (x,y) sendo a imagem

geométrica no plano complexo. A distancia Euclidiana OM é dada pela férmula

OM = \/(xM —x0)*+ (ym —y0)*,

de modo que OM = +/x2+y? = |z| = |¥|. Em outras palavras, o0 médulo |z| de um nimero

complexo z = x+ yi é o comprimento do segmento OM ou a magnitude do vetor vV = xi+yj.

Observacao: 1.1 Para um niimero real r positivo, o conjunto dos niimeros complexos com
modulos r corresponde, no plano complexo, a um circulo C de centro O e raio r, que repre-

sentamos por C(O,r).

Observacdo: 1.2 Os niimeros complexos z, com |z| < r, correspondem aos pontos do interior
do circulo C; por outro lado, os niimeros complexos z, com |z| > r, correspondem aos pontos

do plano exterior do circulo C.

13



1 V3 1 V3 1 V3 1 V3
E lo 1.2 Os nii =4 —ilpn=—4—in=———Ii —__ 17
xemplo s numeros 7\ 2—1— 5 1,22 2-|- > 1,23 > > iezy 5 3 i

estdo representados no plano complexo por quatro pontos no circulo unitdrio centrado na

origem (ver Figura 1.3), pois

21| = |22| = |z3| = |z4| = 1.

Figura 1.3: Circulo de raio 1 e centro na origem.

1.2.2 Interpretacio geométrica das operacoes algébricas
Adicao e subtracao.

Considere os nimeros complexos z; = x; +y1i € 20 = xp + y»i € 0s vetores correspon-
dentes v} = xji + ylf e vh=oxi+ yzf.

Observa-se que a soma dos nimeros complexos € z; +zp = (x; +x2) + (y1 +y2)i, e a
soma dos vetores é V] + Vv = (x +x1)?'+ (y1 —l—yz)f.

Portanto, a soma z; + z» corresponde a soma vi + v5.

M(x1+x2, y1+y2)

My(x2, y2)

—
V] Mi(x1, y1)

— —
Figura 1.4: Vetores OM; (z1)+ OM; (z2).
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Exemplo 1.3 Temos (3 + 5i) + (6 +i) = 9+ 6i, dai a imagem geométrica da soma é dado
na figura (1.5).

M(9,6)
6 4+
s | M3, 5
L M;(6,1)
3 6 9

H
Figura 1.5: Vetor OM (9 + 6i).

Exemplo 1.4 Observe que (6 — 2i) + (—2+ 5i) = 4 + 3i. Portanto, a imagem geométrica da

soma destes dois niimeros complexos é o ponto M = (4,3) (ver a figura 1.6).

My(-2,5) |

M;(6,-2)

—
Figura 1.6: Vetor OM (4 + 3i).

Por outro lado, a diferenca entre os nimeros complexos z; € 2 €

21— 22 = (x1 —x2) + (y1 — )i,
e a diferenca dos vetores vi e vy é

L= = (x1 —x2)i + (y1 —y2) ]

Assim, a diferenca z; — zp corresponde a diferenca vy — v5.

15



My(2,3)

M,(-3. 1)

M(-5,-2)
M"(-2,-3)

—_—
Figura 1.7: Vetor OM (—5 —2i).
Exemplo 1.5 Temos (—3+1i) — (2+3i) = (-3 +1i) + (-2 — 3i) = —5 — 2i, dai a imagem

geométrica da diferenga destes dois niimeros complexos é o ponto M = (—5,—2) dada na
figura (1.7).

Exemplo 1.6 Nota-se que (3 —2i) — (=2 —4i) = (3 —2i) + (2+4i) =5+ 2i, logo o ponto
M = (5,2) é a imagem geométrica da diferenca destes dois complexos niimeros (ver Figura

1.8).

M'(2,4)

M(5, 2)

M\(3,-2)

M(_Z 3 _4)

H
Figura 1.8: Vetor OM (5 + 2i).

Observacio: 1.3 A distancia de My = (x1,y1) a My = (x2,y2) € igual ao do médulo do

niimero complexo z1 — zp ou igual ao comprimento do vetor vi — v,. Com efeito,

My —Ma| = [21 2] = [~ 53] = 1/ (2 1) + (32— )2,
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Miuiltiplos real de um niimero complexo.

Considere um nimero complexo z = x+ iy e 0 vetor correspondente V =xi+yj. Se A é
um nimero real , entdo o miltiplo real Az = Ax-+idy corresponde ao vetor AV = Axi+ Ayj.
Nota-se que se A > 0, entdo os vetores AV e V t€m a mesma orientagao e

AV = A V.
Quando A < 0, o vetor AV tem orientagdo oposta a v e |[AV| = —A|V|. Claro que, se
A =0, entdo A7 = 0.
y ¥y
M'Oux, Ly)
. o

A0 - o

rd
/// iw(x? ‘))
7 M(x.y)
//
O x / x
M'(hx, Ay)

Figura 1.9: Multiplo positivo e negativo do vetor associado a z.

Exemplo 1.7 Temos 3(1 + 2i) = 3 + 6i, portanto M’ = (3,6) é a imagem geométrica do
produto de 3 por z =1+ 2i.

6l -

H
Figura 1.10: Vetor OM’ (3 + 6i).
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Exemplo 1.8 Observe que —2(—3 +2i) = 6 —4i, e obtemos o ponto M’ = (6,—4) como a

imagem geométrica do produto de —2 por z = —3 4 2i.

6

-4 M(6,-4)

H
Figura 1.11: Vetor OM’ (6 — 4i).
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Capitulo 2

Representacao trigonométrica dos
nimeros complexos

2.1 As coordenadas polares no plano

Vamos considerar um plano cartesiano e um ponto M = (x,y) que ndo é a origem. O
niimero real r = \/x2 +y? é chamado o raio polar do ponto M. O 4ngulo 6 € [0,27), no
sentido anti-horério, entre o vetor 0—1\;1 e 0 semi-eixo x positivo € chamado o argumento
polar do ponto M. O par (r,0) é chamado as coordenadas polares do ponto M.

Vamos escrever M = (r,0). Nota-se que a fungdo 2 : R x R\ {(0,0)} — (0,00) X
[0,27), com h(x,y) = (r,0), é bijetiva.

A origem O € o tnico ponto de tal modo que r = 0, o argumento 6 da origem ndo é
definido. Para qualquer ponto M no plano, existe um tnico ponto de cruzamento P do raio
(OM) com o circulo unitdrio centrado na origem. O ponto P tem 0 mesmo argumento polar
0 (ver Figura 2.1).

Utilizando a defini¢do das func¢des seno e cosseno, concluimos que:

x=rcosO e y=rsenb.

Portanto, € facil de obter as coordenadas cartesianas de um ponto se as suas coorde-
nadas polares forem dadas.

Por outro lado, vamos considerar um ponto M = (x,y). O raio polar é r = \/x% + y2.
Para determinar o argumento polar estudamos os seguintes casos:

a) Sex# 0, do fato de tg 6 = X, deduzimos que
X

6 = arctg (X) +kr,
X

onde
0, para x>0ey>0
k=< 1, para x <O0eyéqualquer valor

2, para x>0ey<O.
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Figura 2.1: Coordenadas polares.
b) Se x=0¢ y# 0, entdo

T
— 0
5 para y>

37 ara y<0
5 P y<u.
Exercicio 2.1 Determinar as coordenadas polares dos pontos
My =(2,-2), My=(—1,0), M3 = (—2v/3,-2), My= (v/3,1), Ms = (3,0) e Ms=(—2,2).

T
Solucdo: Neste caso, temos ry = /22 + (—2)2 =2+/2; ) =arctg(—1)+2x = - +27n =

7 7
Tﬂ:, de modo que M| = (2\/2, Tﬂ) .

Para M, Temos r, = 1; 6, = arctg(0) + n = 7, entdo M, = (1, 7).
3 T r 0k
Para M; Temos r; =4; 63 =arctg <§> +r= g—f—n = < de modo que M3 = <4, F) .

3
Para M, Temos ry = 2; 04 = arctg (%) = %, logo My = (2, %) .
0

Para Ms Temos rs = 3; 605 = arctg(0) +0 = 0, de modo que M5 = (3,0).

3n 3n
Para Mg Temos rg =2; 6 =arctg(—1)+n=——+4+71= i entdo Mg = (2, —) :
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Exercicio 2.2 Vamos encontrar as coordenadas cartesianas dos pontos

2 7
Mi=(2), M= (3" e M5=(1,1).
3 4
Solucao: Temos

2 1 2 3
x1—2cos< ;) :2<——) =—1, y1—2sen( ;) :2£:\/§,

de modo que M; = (—1,/3).

Nota-se que
T V2 T V2
3cos7 =3— R y2—3sen7——37,
de modo que M, = < V2 —3%

Temos x3 = cos 1,y, = sen 1, portanto, M3 = (cosl,sen1).

2.1.1 A representacao polar de um niimero complexo

Para um nimero complexo z = x + yi, podemos escrever a representacdo polar
z=r(cosO +isenb),
onde r € [0,00) e B € [0,27) sdo as coordenadas polares da imagem geométrica de z.

Definicao 2.1 O argumento polar 0 da imagem geométrica de z é chamado de argumento

de z, denotado por Arg 7.
Definicao 2.2 O mddulo de 7 é igual o raio r polar da imagem geométrica de z, para z # 0.

O médulo e o argumento de z estio unicamente determinados’.
Considere z = r(cos 0 +isen0) e tomando ¢ = 6 + 2kx para um inteiro k, temos

zx = r[cos(0 — 2km) +isen(0 — 2k7)| = r(cos 6 +isen0) =z,

isto €, qualquer nimero complexo z; pode ser representada como z = r(cos 0 +isenf), em
quer>0e O cR.

Definicdo 2.3 O conjunto Arg(z) ={¢ : 0 +2kn,k € Z} é chamado de argumento prolon-

gado do niimero z.

A menos de congruéncia, quando 6 € R.
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Portanto, os dois nimeros complexos z1,7z> # 0 representados como z; = r(cos 6; +
isen0;) e zp = ry(cos B, +isen B) sdo iguais se, e somente se, r; = ry e 0y — 6, = 2km, para

algum ndmero inteiro k.

Exercicio 2.3 Faca a representacdo polar do niimero 7z = —1 — i, e determine o seu argu-

mento prolongado.

Solucdo: Tal como na figura a seguir, a imagem geométrica P = (—1,—1) encontra-se no
terceiro quadrante. Entdo r; = /(—1)2+(—-1)2=+v2¢ 6; = arcth +m=arctgl + 7w =
x

T +rT= 7 Portanto
4 47 ’

5w 5w
71 = \/5 (COST"‘Z‘SCHT)

5
Argz1 = {Tﬂ+2kn\k€Z}.

Figura 2.2: Representagdo polar de z.

Observacao: 2.1 Podemos observar que a representacdo polar dos niimeros complexos

1,i,—1,—i sdo:

T b1
1 =cos0+isenO; i:cos5+isen§;
. . 3t . R¥/1
—1 =cosmw+isenw; —1:0057+zsen7.

2.1.2 Operacoes com niimeros complexos na representacao polar

A seguir, mostraremos como multiplicar nimeros complexos na forma polar e posteri-
ormente veremos que essa operagao € muito vantajosa para o calculo de poténcia inteiras de

um complexo qualquer.
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Proposicao 2.1 (Multiplicacio na forma polar) Se z; =rj(cos0;+isen;) e zp =ry(cos 6+

isen6,), entdo
2122 :l’ll’z(COS(el +92)—|—isen(91 —l—@z)). 2.1)

Demonstracao: Nota-se que

2122 = rira(cosO; +isenB;)(cos 6, +isen 6,
= rir2((cos 6 cos B, —sen 6 sen 6,) +i(sen B; cos 6, + sen 6, cos 6;))

= rira(cos(6) + 62) +isen(6; + 62)).

Observacdo: 2.2  a) Podemos notar que |z1z2| = |z1|-|22]-
b) Temos que Arg (z120) = Arg z1 +Arg 2o — 2km, onde

r— 0, paraArg z1+Arg zp <2m,
B 1, paraArg z1 +Arg 7o > 2m.

c) Também podemos escrever Arg (z122) = {Arg z1 + Arg 20+ 2km : k € Z}.

d) A formula (2.1) pode ser estendida para qualquer niimero complexo, com n > 2. Isto

é, se 7 = rr(cos O +isenby),k=1,...,n, entdo
2122 Zn = r1r2-~-rn(cos(91 +92—|—--~—|—9n)+isen(61 +92+'-~—|—9n)).

A prova é por indugcdo matemdtica e é imediata. Essa expressdo pode ser escrita da

seguinte forma
n n n n
sz = H”k (cos Z O, + isen Z 6k> .
k=1 k=1 k=1 k=1

Exemplo 2.1 Dados zy = 1 —i e zp = \/3+i. Entdo

4 6

n =« . T =«
<122 = Zﬁ(COS(T—l—g)—Flsen(T_Fg))

7 7
71 = \/i(cos%—i—isen—n) ,z2:2<cos%—|—isenz>



A poténcia de um niimero complexo

2

A Férmula de Moivre~ a seguir nos mostra como encontrar um nimero complexo

elevado a uma poténcia natural.

Proposicdo 2.2 (Férmula de Moivre) Se z=r(cos0 +isen) e n € N, entdo

7' =r"(cosn6 +isennd). (2.2)
Demonstracao: Aplicando a farmula (2.1) para z =z; =20 = ... = g, obtemos:
Zn = r-r---r(cos(0+0+---+0)+isen(0+6+---+0)
n vezes n vezes n vezes

= r"(cosnB+isenn).

Exercicio 2.4 Calcular o niimero complexo (1 +i)10%,

Solucido: A forma polar do nimero 1+i é

ﬁ(cos%—l—isen%) .

Aplicando a Férmula de Moivre, obtemos

000
(140100 = /2' <coleOO§+isen1000%>
= 25%(c0s250m + isen2507)

= 2°9%(cos0 4 isen0) = 27,

A proposi¢do a seguir mostra como podemos efetuar a divisdo de dois ndmeros com-
plexos na forma polar. Uma boa consequéncia dela € a expansiao da Férmula de Moivre para
ndmeros inteiros negativos com veremos em seguida.

Proposicéo 2.3 (Divisdo na forma polar) Se z; = ri(cos0; +isen6;) e zp = ry(cos 6, +

isen6,) # 0, entdo

4 r—l(cos(Ol —6)) +isen(6; — 6)). (2.3)
2 n

2 Abraham de Moivre (1667-1754)
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Demonstracao: Temos que

21 ri(cos @) +isen6)

o) ry(cos 6, +isenH,)

ri(cosO; +isenB;)(cos 6, —isen 6;)
r2(cos? 6, +sen? 6,)

- I [(cos 61 cos B, + sen 6 sen 0 ) + i(sen 6 cos B, — sen 6, cos 0; )]
r

r

= —1(005(91 —6,)+isen(6; —6,)).
r

<1
2

_n_ |l

Observacao: 2.3  a) =—= ;
rn |z

b) Arg a_ {Argz1 —Arg zp+2kn k€ Z};
22

c) Parazi=1ezp =1z,

% =7 1= l(cos(—@) +isen(—0));

r

d) A Formula de Moivre também é vdlida para niimeros inteiros negativos, isto é,
7' =r"(cosn6 +isennf).

;. , . . . 22
Exercicio 2.5 Dados os niimeros complexos 71 = V3tien=1— i, determine —.
21

Solucido: A forma polar de z; e z» s@o

/4 /4 n /4
4] :2<cosg+iseng> €71 :\@(cosz-i-isenZ).

Aplicado a férmula (2.3), temos que

V2 .
2 e L (5] eim(E-)
\/E
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2.1.3 Interpretacao geométrica da multiplicacao
Considerando os numeros complexos
z1 =ri(cosO; +isenB), zp =ry(cos6r+isen6s)

e os seus pontos correspondentes no plano My = (r1,0;), M, = (rp,6,) (ver Figura 2.3).

Considerando os pontos P}, P, que sdo os pontos de intersec¢des entre o circulo C(O; 1) com
: — — .

as semirretas OM| e OM,. Agora, construimos o ponto P; € C(0;1) que tenha o argumento

—

polar 8; + 6, e marquemos o ponto M3 € OP; tal que OM3 = OM|.0OM,. Seja z3 o nimero
complexo que tem as coordenadas do ponto M3. Assim, o ponto Mz = (ryrp,0; + 6;) é a
imagem geométrica do produto z;.23.

Considerando o ponto A e a imagem geométrica do nimero complexo 1, temos que

OM; _ OM,
oM, 1
isto é, -
OM;  OM,
oM, OA

e M25M3 — AOM 1, (ver Figura 2.3) mostrando que os tridngulos OAM| e OM, M3 sdo semel-
hantes.
~ . . . 3,
Essa construcdo representa a imagem do quociente, note que a imagem de — é M.
<2
Entdo, geometricamente, o ponto M3 € obtido por uma rotacdo, no sentido positivo

(anti-horério), de M| (ou M3) de uma angulo igual ao de z» (ou zy).

N

l‘/fg ]u'z
47\’1-]
PZ
P
3 0
1
P'l
&
0, .
Q A’

Figura 2.3: Imagem de M3(z;.22).
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2.2 Asnraizes de um niimero complexo

A seguir vamos encontrar uma férmula para determinar as n raizes de um nimero

complexo. Em seguida serd discutido uma interpretacao geométrica para essas raizes.

2.2.1 Definicao das n raizes de um nimero complexo

Daremos a seguir a defini¢do de raiz n—ésima de um nimero complexo nao nulo.

Definicao 2.4 Considere um niimero inteiro positivo n > 2 e um niimero complexo zo # 0.
As n-ésimas raizes de um niimero complexo zo sdo os niimeros complexos w que satisfazem
a equagdo

w' =z 2.4)

Teorema 2.1 Seja zo = r(cos 6 + isen®) um niimero complexo com r > 0 e 6 € [0,27).

Entdo o niimero zy tem n raizes distintas, dada pela formula

wr = r (cosw +isenw) ,
n n
Demonstracao: Considerando w e zg com suas representagdes trigonométricas
w=p(cosp+isend) e zo=r(cosO+isenh).
Da equacao (2.4) temos que w" = zg, ou equivalentemente

p"(cosng +isenng) = r(cos6 +isenB).

Obtemos que p" =re ng = 0 + 2km para k € Z; logo,

0 2
p=1r e (])k:—+k77r para k € Z.
n

Entdo as raizes da equagdo (2.4) sdo

wi = v/r(cos ¢ +isen¢y), parak € Z,

0 +2k
onde ¢ = ﬂ

Agora, observamos que 0 < ¢p < ¢ < -+ < ¢,—1 < 27, logo os numeros
¢, comke{0,1,....n—1},

sdo argumentos reduzidos, isto é, ¢ € [0,27).

Podemos notar que as n raizes distintas de zp sao wo, wi,...,W,_1.
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Considere os inteiros ke j € {0,1,...,n—1},n > 2, tal que k = nq+ j para g € Z, ou
seja, j € o resto da divis@o de k por n. Segue que

0 2r 6 2r 6 2r 6
or=—+k—=—+(ng+)) —;—|—2q7r+j7=;+j

2
— = — +2qn = ¢; +2qm.
n no o n n n

Isto €, wy = w;, de modo que
{wp k€ Z} ={wo,wi,...,wn_1}.
Em outras palavras, temos exatamente n raizes distintas de zg, como queriamos provar.

As imagens geométricas das n raizes de um nimero complexo sdo vértices de um
poligono regular de n lados inscrito num circulo com centro na origem e raio igual a /7.

Para vermos isto, basta notar que My, M, ..., M,_1 sdo pontos com coordenadas com-
plexas wo,wp,...,w,_1. Logo, temos OMj = |wy| :/ﬂpara ke€{0,1,...,n—1}, de modo
que o ponto My € C(0;/r). Por outro lado o arco MM, | é igual a

0+2(k+1)r—(60+2k 2
Arg wi 1 —Argwy = +2(k+ 1)z —(0+ 71'):_%

)

VY n n
para todo k € {0,1,...,n—2} e o arco M,,_ 1My é
21 —1)27n
n n
VR 7N\ VR

Entdo, todos os arcos MoM, M{M5, --- , M,,_ 1My sao iguais. Assim, o poligono MgM ---M,,_1
¢ regular.

Exercicio 2.6 Encontre as trés raizes cubicas do nimero z = 141 e represente no plano

complexo.

Solucao: A representacdo polardez=1-+i¢é

7= ﬁ(cos%—kisen%).

Assim, as raizes cubicas do nimero z sdo

2 2
Wi = %loos (I—Z—Fk?ﬂ) +i(sen%+k§)] .

para k =0, 1,2, ou de forma explicita,

w3l () si(om )

wy| = V2 [cos (%) +1 (sen%)] ,
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_ 6 7% _ 1%
wz—\/i{cos( 12)+z<sen B )]

Usando as coordenadas polares, as imagens geométricas dos nimeros wo, wy, wp sao

M= (V2,5), M = (%3—”> My = (fﬁ 17”).

12 4 12

A figura (2.4) apresenta um tridngulo equildtero determinado pelos pontos My, M| e M.

Figura 2.4: Tridngulo equildtero MoMM,.
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Capitulo 3

Aplicacoes dos Numeros Complexos a
Geometria

Neste capitulo estudaremos alguns conceitos dos nimeros complexos para resolver
problemas geométricos. A estrutura dos nimeros complexos nos possibilita certas vantagens
em resolver esses problemas. Mas antes, devemos ver algumas nogdes geo-métricas simples

e propriedades, assim como suas relagdes com os nimeros complexos no plano.

3.1 Algumas noc¢oes geométricas simples e propriedades

A seguir definiremos alguns conceitos e faremo as devidas demonstracdes de alguns re-
sultados que serd utilizado nas resolucdes dos problemas geométricos. Vamos usar a notagao
dos nimeros complexos, e a rica interpretacdo geométrica que esses tém, para solucionar

tais questdes.

3.1.1 Distancia entre dois nimeros complexos

Definicao 3.1 Dado dois niimeros complexos 71 e zp que tém os pontos My e My como suas
imagens geométricas, definimos a distdncia entres eles como sendo o comprimento M\M>,

que pode se calculado por

M\M, = |z1 — z2].

Estaremos representando a distincia entre dois ndimeros complexos por d(z;,z2). Assim,

definimos a funcdo d como segue:
Definicao 3.2 A fungdo

d: CxC — [0,4<)CR
(z1,22) = d(z21,22) = |21 — 22|,

definem a distdncia entre os niimeros complexos z1 e 25.
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A func¢do d é chamada funcao distancia e tem as seguintes propriedades:

a) (Positiva e ndo degenerada)

d(z1,22) >0, Vz1,22 € C.

d(z1,z2) = 0 se, e somente se, 7] = 25.

b) (simétrica)

d(z1,20) =d(22,21), Vz1,22 € C.

¢) (Desigualdade triangular)

d(z1,23) <d(z1,22) +d(z2,23), Vz1,22,23 € C.

Vamos justificar essas propriedades.
Os itens a) e b) se verificam pela definicdo de médulo de um nimero complexo.

Para provar o item c) precisamos apenas notar que
21 — 3| = |21 —22+ 22 — 23| < |21 — 22| + 22 — 23],

e aplicar as propriedades de médulo.

A igualdade serd valida se, e somente se, existir um numero real positivo k, tal que
2 —21 =k(z3 —22).

Para verificar isso basta ver a observagdo (A.1) na pagina 73.

3.1.2 Segmentos e retas

A seguir daremos uma defini¢@o para avaliar quando as coordenadas complexas de um
ponto estd entre um segmento.

Definicao 3.3 Dados dois pontos A e B, com coordenadas complexas a e b, dizemos que
um ponto M, com coordenada complexa z, (z # a,z # b), estd entre A e B se conseguimos
verificar a relagdo

la—z|+|z—b|=|a—D|.

Usamos a notagdo A — M — B, para representar que o ponto M estd entre a A e B.
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Definicao 3.4 (Segmento aberto e segmento fechado)

1. O conjunto
(AB) ={M;A—M — B}

serd chamado de segmento aberto determinado pelos pontos A e B, mas que nio os

contém.

2. O conjunto
[AB] = {M;A—M —B}U{A,B}

serd chamado de segmento fechado determinado pelos potos A e B, contendo esses

dois pontos inclusive.

Teorema 3.1 Supondo que A(a) e B(b) sdo dois pontos relacionados aos niimeros com-

plexos a e b. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes.
1. M(z) € (AB);
2. Existe um niimero real positivo k tal que z—a = k(b —z);

3. Existe um niimero real t € (0,1) tal que z = (1 —1t)a+1tb, onde z é coordenada com-

plexa de M.

Demonstracao: Vamos mostrar primeiro que (1) e (2) sdo equivalentes. Para isso, temos que

la—z|+|z—b| = |a—b|, isto € o mesmo que d(a,z) +d(z,b) =d(a,b). O que é equivalente

a dizer que existe um nimero real positivo k, tal que z—a = k(b — z) (ver observagdo (c) da

defini¢do 3.2) na pagina 30).

Para mostrar que (2) e (3) sdo equivalentes temos que tomar ¢t = ,H_Ll € (0,1). (assim
k

7= > 0). Entdo, temos que z—a = k(b —z) é equivalente a z = (ﬁ) a+ gb- Portanto,

= (1—1t)a+1tb, como querfamos mostrar. n

k
b4

7 21
Exercicio 3.1 Verificar se o ponto M(z), com z = 5 + ?i, pertence ao conjunto (AB), onde
A(143i) e B(2+6i).

Solucido: Sejama = 1+3ie b =2+ 6i, temos que

Z—a:%+§i e b—z:§+2i.
5°5 55
Assim, temos que z —a = %(b —z), entdo, o Teorema (3.1) garante que M(z) € (AB).
Definicao 3.5 (Semirreta) O conjunto
(AB={M;A—M—BouA—B—M}

serd chamado de semirreta com origem em A e contendo B.
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Teorema 3.2 Suponha que A(a) e B(b) sdo dois pontos distintos relacionados aos niimeros

complexos a e b. As relacoes a seguir sdo equivalentes:
1. M € (AB;

2. Existe um niimero real positivo t, tal que z = (1 —t)a +tb, em que 7 é o niimero

complexo cuja sua imagem geométrica é o ponto M

3. Arg (z—a) =Arg (b—a);
—a

<

eRT.
b—a

Demonstracdo: 1) = 2). Tomando M € (AB, temos A—M — B ou A — B— M. Pelo Teo-
rema (3.1), existem ndmeros ¢,/ € (0, 1) de tal forma que

z=(1—=t)a+th ou b=(1-1)a+lz.
Faremos para o primeiro caso; pois para o segundo caso basta tomar ¢t = %, assim
z=tb—(t—1)a= (1 —t)a+tb.
Como queriamos mostrar.

2)=3).Dez=(1—t)a+tb, t >0, obtemos

z—a=t(b—a), t>0.

Portanto,
Arg (z—a) = Arg (b—a).

3) = 4). A relagdo

Arg (%) =Arg (z—a)—Arg (b—a)+2kn

para algum k € Z, implica

Arg (Z_“) —2kr, ke Z.
b—a

Tomando, Arg (2 —¢

a . Z—a
= 0. Assim, S

—d —da

) €[0,27m), segue que k =0 e Arg 2
—a

R*, como desejado.

a
€ R*, temos:

4) = 1). Considerando 1 = Z
—a

z=a+tb—a)=(1—t)a+tb, t >0.
Set € (0,1),entdo M € (AB) C (AB.
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Set=1,entdioz=beM =B € (AB.

1
Finalmente, se ¢ > 1, entdo, tomando [ = A € (0,1), temos
b=Iz+(1-1)a.

Segue que A—B—M e M € (AB. O que completa a demonstracio. |

Teorema 3.3 Suponha que A(a) e B(b) sdo dois pontos distintos relacionados aos nimeros

complexos a e b. As relacées a seguir sdo equivalentes':

1. M(z) € AB.
Z—da

2 ER.
b—a

3. Existe um niimero real t, tal que 7= (1 —t)a+tb.

4 det] T4 T4 2o
b—a b—a
[z z
5.det| a @ 1|=0
| b b1

Demonstracio: Para obter as equivaléncias 1) <= 2) <= 3) observa-se que, para um
ponto C tal que C — A — B (isto é, A estd entre B e C), a reta j@ ¢ a unido (ABU{A} U (AC.

Em seguida, aplicamos o Teorema (3.2).
Agora, mostraremos as equivaléncias 2) <= 4) <= 5).

z—a z—a z—a )
Temos, € R se, e somente se, b = ( b ) . Logo, usando as propriedades
—a —a —a

de conjugado, obtemos

b—a b-a
ou de forma equivalente,
det “d E_ a =0,
b—a b—a
entdo obtemos que 2) € equivalente a 4). Por outro lado, temos
z z 1
det| a a 1| =0
b b 1

'Usaremos a notagdo detA para representar o determinante de uma matriz A.
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se, € somente se,

b—a b—a 0
o R z—a zZ—a . L
A ultima relacdo é equivalente a det 5 5z = (; assim obtemos que 4) é equiva-
—a b—a
lente a 5), completando a demonstracdo. ]
Exercicio 3.2 Considere os niimeros complexos z1,z e z3, tais que tenhamos |z1| = |z2| =

|z3| = R. Mostre que o mddulo do nimero w = azp + (1 —a)zz —z1, a € R, serd o menor

1
possivel se for igual a ﬁ\m —22|.]z1 — z3].

Solucao: Temos que mostrar que

minlazs + (1 ~a)es 21| = 51— 22l — 2l
Sabemos que |z1| = |z2| = |z3| = R. Assim, os nimeros complexos zj,z, € z3 representados
pelos pontos Aj,A; e A3 sobre um plano complexo estdo sobre uma circunferéncia de raio
R e centro na origem desse plano. Para auxiliar, consideremos o nimero complexo z =

azz+ (1 —a)zz, a€ R, que é representado pelo ponto A na Figura (3.1), logo

min |azy + (1 —a)z3 —z1| = min|z — 71|
acR acR

Notemos que o ponto A é colinear como os pontos A, e A3z, pois z =azp + (1 —a)z3
(ver Teorema (3.3)). Dessa forma devemos mostrar qual ponto A, sobre a reta determinada
pelos pontos A, e Az, fard a menor distdncia com o ponto A;. Sabemos que essa distancia
tem que ser a altura do tridngulo A1A»A3, relativa ao vértice Aj. Segue que, sendo A1A a

altura do tridngulo?, entdo:

2.211‘63.(141142143)

inlz—z1|=d(A;,A) =
It%lgyz 21| =d(A1,4) d(A2,A3)
zd(Al,A2)d(A17A3)d(A2’A3)
_ 4R
d(Az,A3)
1

= ﬁlm — 22, |z1 —z3]-

Como queriamos demonstrar.

2Um triéngulo circunscrito num circulo de raio R e com as medidas dos lado sendo a, b, e ¢ tem drea igual
abc

aﬁ.
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Figura 3.1: Circunferéncia de raio R circunscrita ao tridngulo AjA>A3

3.1.3 Dividir um segmento dada a razao

Considerando dois pontos distintos A(a) e B(b) associados aos nimeros complexos a
e b. Um ponto M(z), sobre AB, divide o segmento AB na razdo k € R\ {1} se for verificada

MA = k. MB.

Em termos de nimeros complexos esta relacdo pode ser escrita como

a seguinte relacdo vetorial:

a—z=k(b—z)ou(l—k)z=a—kb.

Assim, obtemos:
_a— kb
Tk

Observacao: 3.1 Vejamos que para k < 0, o ponto M estd sobre o segmento de reta que
une os pontos A e B. Se k € (0,1), entdo M € (AB\ [AB]. Finalmente, se k > 1, entdo M €
(BA\ [AB] (ver figura 3.2).

Como consequéncia, note que para k = —1, obtemos que a coordenada do ponto médio

b
do segmento [AB] que é dada por 7y = %.
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A(a) Ala) A(a)

M(z)

Figura 3.2: Parak <0, k€ (0,1) e k> 1.

Exemplo 3.1 Sejam A(a),B(b) e C(c) pontos ndo colineares no plano complexo. Temos que

a+b
o ponto médio M do segmento [AB| tem coordenadas complexa zy = L O baricentro

G do triangulo ABC divide a mediana [CM) na razdo de 2 : 1, logo as suas coordenadas

complexas sdo dadas quando k = =2, isto é, 7 = CT—EZZM _4 + ;b, - C.
/N
Y
C(c)
B(b)
M(Z]\,[)
Aa) .
v 7
X

Figura 3.3: Ponto G(zg)-

3.1.4 Medida de um angulo

Dizemos que um tridngulo é orientado se dermos uma ordem para seus vértices. Se os
seus vértices sdo orientados no sentido anti-horario, dizemos que o tridngulo esta orientado

positivamente’, caso contririo, dizemos que o tridngulo est4 orientado negativamente.

30u diretamente orientado.
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Considere dois pontos distintos M (z;) e M»(z2), e a origem de um plano complexo, também
definimos que:

Definicao 3.6 O dngulo M, 6M2 ¢ diretamente orientado se o pontos M| e M, sdo ordena-

dos no sentido anti-hordrio (Figura 3.4).
Proposicao 3.1 A medida do angulo diretamente orientado M 5M2 éigual a Arg 2

<1

Demonstracao: Consideramos dois casos a seguir.

y i'l’fg

Figura 3.4: Triangulo M;OM, orientado negativamente.

a) Se o triangulo M;OM, é orientado negativamente ( Figura 3.4 ), entdo
M15M2 = x5M2 —xaMl =Arg 2o — Arg z; = Arg Z_z‘
<1

b) Se o triangulo M| OM, € orientado positivamente (Figura 3.5), entdo

M,

Figura 3.5: Tridngulo M{OM,; orientado positivamente.
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M16M2 =2r —M26M1 = 2717—Arg Z—l,
22

uma vez que o angulo MzaM 1 € diretamente orientado, temos
MOM> =271 — Arg = =27 — (27:—Arg Z—Z) — Arg 2,
22 21 |

como queriamos mostrar.

Observacao: 3.2 O resultado também é vdlido se os pontos O, M| e My sdo colineares.

Exemplo 3.2 Considere que 71 = 1+i e zp = —1+1i. Entdo, (ver figura 3.6).

2 —l+i (—1+)(1-d)
2 14+i 2

prg l,
de modo que,

~ T ~ 3n
M\OMy = Argi=2 e MyOM, = Arg (—i) = —-.

M, (-1 +19) M, (1+10)

A J

9/

Figura 3.6: Angulo M, 5M2.

1
Exemplo 3.3 Sejam z1 =iezy = 1. Logo, 2 _ — = —I, entdo (ver figura 3.7)
<1 l

~ 3 ~ y[4
M\0M, = Arg (—i) = == e MyOM, = Arg (i) = 3.
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AN,

\9_} m,(1)

Figura 3.7: Angulo reto M; 5M2.

Teorema 3.4 Considere trés pontos distintos M1(z1),M»(z2) e M3(z3). A medida do dngulo
MQM\lM3 diretamente orientado é Arg Sl .
2 —21

Demonstracao: A translacdo com o vetor —z; dos pontos M;, M, e M3 para os pontos

O,Mé,Mé, nos da as coordenadas complexas 0,z — z1,z3 — z1. Por outro lado

MM M3 = M5OM}.
Pelo resultado anterior, obtemos
73— 11

M50M}, = Arg P

como queriamos demonstrar. ]

Exemplo 3.4 Considerando z1 =4+ 3i, z0=4+47i e z3 =8+ 7i. Temos
-z 4 i(l—i)  14i

zn—z1 4+4i 2 2
assim L4
— 1 T
MsM{M2 = A ==
34V rg D) 4
¢ 2 7
—~ 7:
MM M5 =A =A 1—i)=—.
2M1 M3 rg1+l. rg( l) 4

3.1.5 Angulo entre duas retas

Vamos considerar agora angulos formados por duas retas determinadas por quatro pon-
tos distintos e ndo colineares do plano complexo. Sabemos que duas retas concorrentes de-
terminam quatro angulos, mas, da geometria euclidiana, sabemos que angulos opostos pelo
vértices sdo congruentes. Por isso nos deteremos em encontrar os dois angulos que ndo sao

opostos pelo vértice. Assim segue a proposi¢ao:
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Proposicao 3.2 Considere quatro pontos distintos M;(z;),i € {1,2,3,4}. A medida do én-
4 — 22

gulo determinado pelas retas ﬂ M3 e M2M4 éiguala o =Arg B7A Ly B=Arg .
4—22 3 —121

Figura 3.8: Angulos entre retas.

Demonstracdo: Sendo M(z) o ponto de interseccdo das retas ﬂlMg e ﬂ2M4 com coorde-
nada complexa z, temos

z=(1—1t)z; +1z3

z=(1—=10)zp+ lz4,

comt,l € RT.
Como,
2-z_n-n(l-0)-lu -l (Z4—Z2>
21—z ua-—ull—-t)—tzz —t\z—z)’

segue que a medida do angulo determinado pelas retas ;,\21M3 e EI\ZZMA; é

Mll\//iMz:Argzz_Z:Argm_Zz,
71— 2 3 —11
ou, entao:
z3—z_z3—zl(1—t)—tz3_1+I<Z3—Z1>
-2z n—2n(l-1)—Izu I \zu—2)’

o que implica em

MQMM:; = Arg S = Arg Z3_Z1.
2 —Z 4 —22
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Exercicio 3.3 Determine os dngulos entre as retas AB e CD, onde as coordenadas com-

plexas dos pontos A,B,C e D sdo a=2,b=2+42i, c =—2ed = 2i, respectivamente.

Solucao: Pela discussdo anterior o angulo procurado € Arg d—a ou Arg b —< Logo,
— ¢ —a
temos o angulo entre as retas AB e CD, é
242i—4 —1+i 2042 I+i
Arg —— = Arg —— = Arg (—i Arg ———— = Arg ——— = Arg (i).
i ey — A () ouArg 5o = Arg —mm = Are (7)

— —
Portanto, os angulos entre as retas AB e CD sdo de 90°.
3.1.6 Rotacao de um ponto

Considere um angulo ¢ e o nimero complexo determinado por
€=cosa+isenq.

Seja z = r(cos 0 +isen ) um nimero complexo e M sua imagem geométrica. O pro-
duto

z€ =r(cos(0+ o) +isen(6 + «x))

étalque [z&|=r e Arg (z€) =Arg (z)+ .
Sendo M’ a imagem geométrica de z€, tem que M’ é a rotacdo de M em relagdo a

origem pelo angulo «.

M (ze) -
M(z

&

Figura 3.9: Rota¢do do ponto M.

Ficaremos agora com o resultado que nos da uma formula de rotacio.
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Proposicao 3.3 Suponha que o ponto C é a rotacdo de B em relagcdo a A pelo o dngulo «.

Se a,b,c sdo as coordenadas complexas dos pontos A,B,C, respectivamente, entdo:
c=a+(b—a)e, onde € = cos o +isena.

Demonstraciio: Fazendo uma translagio* dos pontos A, B,C para os pontos O,A’, B, com

coordenadas complexas 0,5 — a,c — a, respectivamente ( ver Figura 3.10).

C B

(@}

Y

Figura 3.10: Rotacdo de B em relagdao A por um angulo «.

4 .

O ponto C’ é a imagem da rota¢do de B’ em torno da origem de uma angulo «, de
modo que
c—a=(b—a)e,ouc=a+(b—a)e,

como desejadvamos demonstrar. |

Exercicio 3.4 Determine as coordenadas do ponto B sabendo que ele é a rotacdo de A(z)
T
em relagcdo a C(zp) do dngulo 3 ondez1 =6+2iez =1+3i.

Solucdo: Seja z a coordenada complexa de B. Assim, pela Proposicdo (3.3), temos:

7z = 2+(z1—2)€

= 14+V3i+(642i—1—/3i) <cos§+isen§>

= 14+V3i+(54+(2—-V3)i) (%Jr?z)

= (5—V3)+(3V3+2)i.
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O >

Figura 3.11: Ponto B do Exercicio 3.4

Exercicio 3.5 Sejam ABCD e BNMK dois quadrados que ndo se sobrepéem e seja E o ponto
médio do segmento AN. Se o ponto F ¢é o pé da perpendicular de B para a reta determinada

pelos pontos C e K, provar que os pontos E,F,B sdo colineares.

A E N

Figura 3.12: Quadrildteros ABCD e BNMK.

Solucido: Considere o plano complexo com origem em F e eixos em CK e FB,onde FB é o

eixo imagindrio. Sejam c, k, bi as coordenadas complexas dos pontos C,K,B com c,k,b € R.

T
O ponto C € arotacido de A em relacdo a B por um angulo 6 = > entdo A tem as coordenadas

4Uma translagio transfere objetos geométricos de uma posigdo para outra sem alterar suas propriedades.
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complexas a = b(1+ i) — ci, pela Proposicéo (3.3). De fato,

c—bi = (a—bi)e
T T
_ b T .
(a— bi)(cos > + sen 21)
= ai+b
= a=b(l1+1i)—ci.

T
Da mesma forma, o ponto N ¢ a rotagdo de K em relacdo a B por um angulo 6; = —3

e a sua coordenada complexa é

n=b(1—i)—ki.

O ponto médio E do segmento AN tem coordenada complexa

_atn b_c+k )
‘T2 T 2 )"

por isso estd contido na reta determinada pelos pontos F e B, como desejado (lembramos
—

que F B coincide com o eixo imagindrio).

Exercicio 3.6 Nos lados AB,BC,CD,DA de um quadrildtero ABCD, e exterior a ele, con-

struimos quadrados de centros O1,0,,03, 0y, respectivamente. Provar que
0103 L. 0,04 e 0103 = 0,04.

Solu¢ido: Sejam ABMM’',BCNN',CDPP' ¢ DAQQ’ os quadrados construidos com os cen-
tros 01,03, 03,04, respectivamente.

M’ M

Figura 3.13: Quadrildteros do Exercicio 3.6.
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Denotemos por uma letra mindscula as coordenadas de cada um dos pontos indicados
por um letra maitscula, ou seja, 01 € a coordenada de Oy, etc.
. _ - R T
O ponto M € obtido com a rotagdo de A em relacdo a B por um angulo 6 = 5; portanto,

m=Db+ (a—b)i. Da mesma forma,
n=c+(b—-c)ip=d+(c—d)ieqg=a+ (d—a)i.

Sabemos que os pontos O, 07,03 e O4 sdo os pontos médios das diagonais AM,BN,CP
e DQ, respectivamente. Logo, temos

a+m a+b+(a—>b)i b+c+(b—c)i

01 = ) = ) y 02 = 7 )
c+d+(c—d)i d+a+(d—a)i
03 = > €04 = > .

Donde segue que

03—01 c+d—a—b+i(c—d—a+Db)
04—0y a+d—b—c+ild—a—b+c)

=—i€iR"

03 — 01

(ou seja, ¢ um nimero complexo puro.)

04 — 02

Assim, 0103 1 0204. Além diSSO,

portanto, O103 = 0,04, como queriamos mostrar.

Exercicio 3.7 No exterior do tridngulo ABC construimos tridngulos ABR,BCP e CAQ tais

que
PBC = CAQ = 45°,
BCP = ACQ = 30°,
e
ABR = RAB = 15°,
Provar que

ORP = 90° e RQ = RP.
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Solucao: Considere o plano complexo, com origem no ponto R e seja M o pé da perpen-
dicular de P sobre a reta determinada pelos pontos B e C.

Denotaremos com uma letra mindscula a coordenada de um ponto denotado por uma

. __ MC
letra maitscula. De MP =MB e P 3 segue que

segue que

c++/3b ( b—c )
p= + I
1+v3  \1+V3

Da mesma forma,

c++3a <a—c)_
q= + I
1+v3  \1+V3

O ponto B € obtido com a rotacdo de um angulo 6 = 150° do ponto A em torno de R,

pois a soma dos angulos internos do tridangulo ABR somam 180° e como ABR = RAB = 15°,

logo ARB = 150°. Assim,
V3 1
b=a|—+=i].
a( 5 +21

. N o P .
Com algumas manipulacdes algébricas encontramos que — =i € iR*, com isso, temos que
q

OR | PR. Além disso, |p| = |ig| = |g|, entdo RP = RQ. Concluindo o resultado desejado.

3.1.7 Condicoes para colinearidade , ortogonalidade e conciclicidade

Nesta secdo, vamos considerar quatro pontos distintos M;(z;), i € {1,2,3,4} e reunir
condi¢Oes para discutir a colinearidade de trés destes pontos, a ortogonalidade das retas
quando tomamos quatro pontos distintos e nao colineares, e identificar quando os pontos sao

conciclicos.

Definicao 3.7 Um conjunto de pontos é dito conciclico se eles estdo sobre um circulo co-
mum.
Proposicao 3.4 Os pontos M,M,, M5 sdo colineares se, e somente se,

3—1]
2 —1

€ R*.

Demonstracao: A colinearidade dos pontos M, M,, M3 é equivalente a Mz/Mﬁ/h €{0,x}.

_ . 3 —121

Segue que 0 Arg 221 € {0, 7} ou, equivalentemente,
-2
strar. ]

€ R*, como queriamos demon-
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Exercicio 3.8 Mostrar que os pontos A,B,C, com coordenadas complexas a = 1+ 8i,b =

—1—2iec=—2-—"17i, sdo colineares.

Solucido: Vejamos que
a—b 2410

c—b —145i
Portanto, pela Proposicdo (3.4), A, B,C, sdo colineares.

=2 e R*.

Proposicao 3.5 As retas EWIMZ e §W3M4 sdo ortogonais se, e somente se,

1—22
i3 —Z24

€ iR*.

Demonstracao: Temos que MM, L M3M, se, e somente se, o dngulo entre as retas ;\ZIMZ

) T 37 . . 21—22 T 3x
e M3M, pertencer ao conjunto ¢ —, — . Isso é equivalente a Arg €=, = ¢-
2°2 73— 24 22
Assim, obtemos

i1 — X .
1722 iR*,
23— 24
[ |
- ~ 21 —2
Observacao: 3.3 Supondo que My = My. Entdo, MM, 1. M3M, se, e somente se, 172 €
3—22

iR*.

Exemplo 3.5 Considere os pontos My (2 —i),My(—14 2i),M3(—2 —i),Ma(1 + 2i). Assim,

segue
21— 22 2—i4+1-2i 1—i )
= = =1
3—z4 —2—i—1-2i —1—i ’
e portanto MM, 1 MzM,.

Exercicio 3.9 Sejam z1,72,73 as coordenadas dos vértices A,B,C de um tridngulo. Se wi =
71 — 22 e wp =23 — 21, provar que o dngulo no vértice A é de 90° se, e somente se, Re(w.w;) =
0.

22— _ . 4 . w1
€ iR, o que € equivalente a —— €
3—1 —W2

wi1.w3 . ,
> =0, isto € ,

Solucdo: Temos A = 90°3 se, e somente se,

iR, ou seja, Re <£> = 0. A ultima relacdo € equivalente a Re (

Re(w.w3) = 0, como desejdvamos mostrar.

_MTZ

Observacao: 3.4 Notar que o exemplo acima fornece uma formula para verificarmos quando

um tridngulo ABC é retdngulo.

SUsaremos a notacfio A para representar o Angulo no vértice A.
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Proposicao 3.6 Os pontos distintos My(z1),M»(22),M3(z3),M4(z4) sdo conciclicos ou col-

ineares se, e somente se,
B— , BU

21— U —u

k= c R*.

Demonstracao: Suponha que os pontos sdo colineares. A Proposi¢cdo (3.4) garante que
k € R*. Casos eles ndo sejam colineares, podemos arranjar os pontos M|,M, , M3 e M,
em um circulo de (4 —1)! = 3! = 6 maneiras diferentes. Consideremos o caso em que
My, M>,M3,M,4 sdo dadas nessa ordem. Neste caso,’(ver Figura 3.14) M,M>,M3 e My s@o

conciclicos se, e somente se ’,

My

£

K
/ "
V)
M,

M;

Figura 3.14: Pontos conciclicos M1,M>,M3 e Mj.

MiMoMs + MMM € {37, 7}

Isto €,

3—22 71— 24
+ Arg
1 —22 324

Arg (Z3_Z2) —Arg (Z3_Z4> € {3m, =},
1 —22 1 — <14

Arg (ZS_Z2+Z3_Z4) € {3=n,x},

Arg

€ {3n,x}.

Segue que

Z1—22 21—

®Em outros casos, os angulos envolvidos terdo o mesmo valor ou somario juntos 277, conforme sua orien-
tacdo. Isso devido ao fato do quadrilatero ser inscritivel.

"Da geometria euclidiana, sabemos que um quadrilatero convexo ¢ inscritivel se, e somente se, a soma dos
angulos opostos somam 7.
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3—22 3324
- -4
k < 0. Para quaisquer outros arranjos dos quatro pontos a prova é semelhante.

Assim, k = < ) estd a esquerda sobre o eixo real do plano complexo. Logo,

Notar que £ > 0 em trés casos e k < 0 em outros trés.
Para mostrar que, se
k:&—a+m—a
{1 —22 31 —Z4
entdo os pontos M1,M>, M3 e M, sdo colineares, temos que a Proposicao (3.3) diz que; se

3—22 ~ ~ . . 71— 24
€ R*, entdo, M|, M,, M5 sdo colineares. De modo andlogo, se ,

71— 22 73— 24

M, M5, M4 também sao colineares. Portanto, M, M>, M5 e My sdo colineares.

€ R*,

€ R*, entdo

Como queriamos mostrar. |

O nimero k é chamada a razio transversal de quatro pontos M;(z1),M>(z2),M3(z3)
€ M4 (Z4).
Devemos notar que

Observacao: 3.5 Na demonstracdo acima podemos notar as relagcoes:

i) Os pontos M,M>,M3,My sdo colineares se, e somente se,

3—22 3 — 24
——=€cR%e

1 —22 i1 — <14

e R".
ii) Os pontos M,M»,M3,My sdo conciclicos se, e somente se,

B WB—U B3—2 23—
= + € R*, mas ¢ R

k :
i1 — X2 <1 — X4 i1 —R2 1 — X4

¢ R.

Exercicio 3.10 As imagens geométricas dos niimeros complexos 1,i,—1,—i sdo conciclicas.

IR i
Solucao: Com efeito, temos a relagdo transversal k = ( l) = ( + l) =—1eR*

1—i I+
—1—i : —1+i . ~ . .
e claramente T =l ¢Re T = ¢ R. Logo, pela observagio (3.5) item ii), os
—i i
pontos 1,i,—1,—i sdo conciclicos.

Exercicio 3.11 Os pontos M1(2—1i), M>(3—2i), Mz(—12i) e M4(—2+ 3i) sdo colineares.

—4 44 1—i —44+4 1—i
lucao: feito, k= ——— | — =]leR* — =4 cR* =
Solucdo: Com efeito, (—1+i> (4—41’) € R*, T c e4—4i

7 € R*. Logo, pela observagdo (3.5) item i), segue que os pontos My, Mp, M3 e My sdo

colineares.

Exercicio 3.12 Encontre todos os niimeros complexos z tal que os pontos de coordenadas

complexas 2,2%,22,2* - nesta ordem - sdo os vértices de um quadrildtero ciclico®.

8Um quadriltero ¢ ciclico quando est4 inscrito num circulo.
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Solucdio:  Se os pontos de coordenadas complexas z,z2,z°,z* -nesta ordem - sdo o vértices

de um quadrilatero ciclico, entdo
27 2 -z N
5 |+ 7} e R".
77—z 7—7

_1+z+z2
Z

O que resulta em

1
cR*, istoé, —1— (z+—) € R*.
Z

1 1 1
Obtemos que z+ — é um ndmero real, isto é, z+— =z + —. Logo, (z—2)(|z|>— 1) =0,
z z Z

assim z—z =0 ou |z]> — 1 = 0. Portanto, z € R ou |z| = 1.

Se z € R, os pontos de coordenadas complexo 7,722,2°,7* sdo colineares, portanto, é

deixado de considerar o caso |z| = 1.
Seja |zl =1 e 8 = Arg z € [0,27). Provaremos que os pontos de coordenadas com-

3 7%, pertencem ao circulo unitério em ordem (determinando um quadrildtero

2 4
convexo) se, e somente se, 6 € <O, ;) U (?E,ZJI) .

plexas z, 2.z

Com efeito,
a)Se 6 ¢ <O,§>,entéo,0<9<29<39<49<2n’0u

0 < Argz<Arg 2> < Arg 2> < Arg 7* < 2m.

2
b) Se 6 € {g,;),entﬁo,0§49—2ﬁ<9<26<36<27r0u

0<Argz* < Argz < Arg 2> < Arg ° < 27.

2
)Se 6 e Hr,n),entao,og39—2n<9§49—2n<29<2nou

OgArgZ3<Argz§Argz4<Argz2<27r.

E, neste dltimo caso, observamos que os pontos com coordenadas complexas z,z2,z> e z*

nao estdo nesta ordem.

Assim, os pontos com coordenadas complexas z,zz,z3 e 7% estdo, nesta ordem, num
circulo quando 6 € (0,27/3).

Da mesma maneira, podemos analisar o caso 6 € [r,27), e concluir que os pontos com
coordenadas complexas z,7z%,7> e z* estdo, nesta ordem, num circulo quando 6 € (47/3,27).

Para concluir, os nimeros complexos que satisfazem a propriedade desejada sdo

2 4r
= 0 +isen6 0 0, — —.,27 |.
z=-cos0 +1sen0, com E(,3)U(3,7r)
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3.1.8 Triangulos semelhantes

Considere seis pontos Aj(a;), Ax(az), Az(az), Bi(b1), Ba(bz) e B3(b3) no plano

complexo.

Definicao 3.8 Dizemos que os tridngulos A{A,A3 e B1B2B3 sdo semelhantes se o dngulo
em Ay é igual ao dangulo a By, k€ {1,2,3}.

Proposicao 3.7 Os tridngulos A{AyA3 e B1ByB3 sdo semelhantes, com a mesma orientagdo,

se, e somente se,

a—a; by—b

= . 3.1
asz —daj b3 — b] ( )
Demonstracao: Temos que A1AA3 ~ B1B>B3 se, e somente se,
i = # € A3A1A2 = B3B]Bz.
A1A3 B1B3
— br—b — by—b
Isto € equivalente a a2 —ai| = B2 = b1l e Arg 274 Arg 22—~ Obtemos
la3 —ai|  |b3—by| as —aj b3 — b,
ap—ay  by—b
a3z —dag N b3—b1'
[ ]

Observacao: 3.6 A condicdo ( 3.1 ) é equivalente a

1 1 1
det| a; ap a3z | =0.
by by b3

Exemplo 3.6 Os tridngulos A1(0)A2(1)A3(2i) e B1(0)By(—i)B3(—2) sdo semelhantes, mas

tem orientagcdes oposta. Neste caso, a condi¢do (3.1) ndo estd satisfeita.

De fato, pois
az—al_ 1-0 1 bz—bl —i—0 I

ai—a; 2—0 2 b3—b, —2-0 2

Proposicao 3.8 Os triangulos A{A2Az e B1ByB3 sdo semelhantes, com orientacdes opostas,
se, e somente se, -

ap—ay  by—b

as—ai  by—by
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Demonstracao: Uma reflexdo em relacdo ao eixo x reflete os pontos By, By, B3 nos pontos
M (b1),My(bs),M5(b3). Os tridngulos By B,B3 e M{M,Mj sdo semelhantes e tém orientagio
oposta, assim os tridngulos A{AAz e M| M> M3 sdo semelhantes com a mesma orientacao. A

conclusdo decorre da proposicao anterior. |

Exercicio 3.13 Sobre os lados AB,BC,CA de um tridngulo ABC construimos tridngulos
semelhantes ADB,BEC,CFA, tendo a mesma orienta¢do. Provar que os triangulos ABC

e DEF tem o mesmo baricentro.

Figura 3.15: Triangulos ABC e DEF com mesmo baricentro G.

Solucdo: Denotaremos por uma letra mindscula a coordenada de um ponto denotado por
uma letra maitscula. Tridngulos ADB, BEC,CFA sao semelhantes com a mesma orientacao,
de modo que

d—a e—b f—c
b—a c—b a—c °

e consequentemente
d=a+(b—a)z, e=b+(c—Db)z, f=c+(a—c)z.

Assim,
d+et+f a+b+c

3 3 ’
assim, os triangulos ABC e DEF tém o mesmo baricentro.
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3.1.9 Triangulos equilateros

Nessa se¢do vamos reunir alguns resultados de tridngulos equildteros e resolver alguns
problemas por meio delas.

Proposicao 3.9 Suponha que z1,27,73 sdo as coordenadas dos vértices do tridngulo AjArAz.
As afirmagoes a seguir sdo equivalentes:

a) A1AzAz é um tridngulo equildtero;
b) 21—z =lz—zl=lz—al;

¢) Z+B+73 =22+ +52;

22 —21 73— 22
d) = ;
3—22 i1 —22

1 1 1
e) + + =0, onde 7z = w;
7—21 Z2—22 2—173 3
21 21

f) (214 €+ €223) (2182 + 20+ €23) =0, onde € = cos?+isen?;

1 1 1
g)det| z; z zz | =0.

2 3 2

Demonstracao: O tridngulo AjAA3 € equildtero se, e somente se, AjA2A3z € semelhante a
AzA3A 1, com mesma orientacdo. Pela observacao 3.6, segue

1 1 1
det 21 22 23 = 0,
2 23 <11

Logo, a) <= g).

Calculando o determinante, obtemos

1 1 1
0 = det 721 22 23
2 32
_ 2,2, 2
= zn+tnuntnua—(1+5+23)
= —(z1+€n +€2Z3)(Z1 + 82Z2 +€z3),

27 2r
onde € = cos— +isen 3 portanto, desse fato obtemos g) <= c) <= {).

Uma manipulacao algébrica mostra que d) <= c).
A implicacdo a) <= b) ¢é de ficil constatacdo, pois A{A2A3 € um tridngulo equilatero

se, e somente se, seus lados |z — 22|, |z2 — z3| € |z3 — z1| s@o todos iguais.
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Uma manipulacao algébrica mostra que a) <=> e). Vejamos: Seja

21+22+23 , )
onde z = —3 que € equivalente a

(z—2)(z—z3)+(z—z1)(z—23)+ (z—z1)(z—z1) =0.

Temos as seguintes equivaléncias:

372 -2zt n+n)tantuntnn=0 — —4+un+un+253=0
= F+d+Ed-un-un-2053=0

— z%+z%+z§ = 2122 2123 T 2223-

) ) ) 1 1
A ultima linha € a mesma que o item c). Portanto, + + = 0, onde
Z2—71 -2 I—33
1+ +z73 ) A . .,
=T ¢ equivalente a A1A>A3 ser um tridngulo equildtero. Como desejavamos
demonstrar. [

Exercicio 3.14 Sejam A(0), B(1+i) e C(z) tais que ABC é um tridngulo equildtero. Deter-

mine z.
Solucao: Pela Proposicdo (3.9), temos que
0+ (1+i)?4+22=0.(1+i)+ (1+i)z+2.0.

Assim, 72 — (1 4-i)z+2i = 0. Logo, segue

(14i)+v/=6i

2
(1+i)i\/5(—§+i§)
© 2
_ (4D EV3(=1+0)
Z = > )
Portanto,zz(l_\/g>+2i<1+\@) . Z:(1+\/§)J;i(1—\/§).

O proéximo resultado traz um refinamento para esta questao.

Proposicao 3.10 Sejam 71,722,723 as coordenadas dos vértices A1,A,,A3z com uma orientacdo

positiva do triangulo. As afirmagoes a seguir sdo equivalentes.
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a) A1ArA3 é um tridngulo equildtero;

T T
b) 73—z =£(Zz—zl),0nde£:cos§+isen§;

5w 5w
c) 72—171 :8(Z3—zl),onde(g:cos?—l—isen?;

27 27
d) Z1+8z2—|—82z320, ondeS:cos?—Hsen?.

Demonstracao: O tridngulo A1A2A3 é equildtero e orientado positivamente se, € somente
. ~ ( A T <
se, Az € obtido de A, por uma rotacdo em torno de A através de um angulo de 3 Isto &,

T . =
B=u+ (cos§+lsen§> (z2—21),

logo a) <= b).

Aj

Figura 3.16: Triangulo equildtero AjAA3.
< . A Sm : ~
Uma rotacdo sobre A; através de um angulo de 3 leva A3 em A,. Consideragdes

semelhantes mostram que a) <= c¢).

Para provar que b) <= d), observe que b) € equivalente a

b/) 3=21t+ (%-I—l?) (z—2z1) = (%—l?) 71+ (%—l—z?) )

Por isso,
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Z1+822+82Z3 = a+|—z+i— Z2—|—(———i£>z3

“erlaeg)er (5o |l e ) (e

= 71+ _§+17 Z2—Z1+<§—17>22:O,

ou seja, b) <= d). [ ]

Exercicio 3.15 Usar a Proposicdo (3.10) para resolver o exercicio 3.14.

Solucdo: Se ABC ¢ a orientacdo positiva do tridngulo, entdo

= 0+ <1+2\/§) (141)

(1 =V3)+i(1+V3)
Z = ) .

Se BAC € a orientacdo positiva do tridngulo, entio

(1+V3)+i(1-v3)

Z = 3

Exercicio 3.16 Considere 71,7,,z3 como sendo as coordenadas complexas diferentes de zero
dos vértices do tridngulo ABC. Se z% =273 € z% = 7123, mostre que o tridngulo ABC é
equildtero.

Solucdo: Multiplicando as relacdes z% =273 € z% = 7123, temos z%z% = lezzg, e, conse-
quentemente, 717y = z%. Segue

Z% -l—z% -I-Z% = 2122 + 2223 + 2321,
assim, pela Proposicdo (3.9), resulta que ABC € um tridngulo equilétero.

Exemplo 3.7 Considere z1,27,23 como sendo as coordenadas complexas diferentes de zero

dos vértices do triangulo ABC. Se |z1| = |z2| = |z3] e 21 + 22+ 23 = 0, provar que o tridngulo
ABC ¢é equildtero.
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Solucao: A identidade a seguir vale para quaisquer nimeros complexos z; € z» ( ver exer-
cicio 1.1 na pagina 11) :

|21+ 22>+ |21 — 22 = 2(|z1]* + |22 ). (3.2)

Como z1 + 22 +z3 = 0 segue que z; +z2 = —z3, entdo |z; + z2| = |z3|. Utilizando as
relages |z1| = |z2| = |z3| € a equagdo (3.2) obtemos |z — z2|> = 3|z1|%. De modo andlogo,
encontra-se as relacdes |z — 23|12 = 3|z1|% e |23 —z1|> = 3|z1|*. Portanto, |21 — 22| = |22 — 23| =
|z3 —z1], ou seja , o tridngulo ABC é equilétero.

Exemplo 3.8 No exterior do triangulo ABC sdo construidos trés tridngulos equildteros AC'B, BA'C
e CB'A orientados positivamente. Provar que os baricentro destes tridngulos sdo os vértices

de um triangulo equildtero.

Figura 3.17: Tridngulo equilétero determinado pelos baricentro dos tridngulos AC'B,BA'C e
CB'A.

Solucdo: Sejam a,b,c as coordenadas dos vértices A, B,C, respectivamente. Usando a

Proposicao (3.10), temos
a+ce+be? =0, b+de+ce? =0, c+be+ae® =0, (3.3)

em que d’, b, ¢’ sdo as coordenadas dos pontos A’, B e C’, respectivamente.
Os baricentros dos triAngulos A’BC,AB'C,ABC’ tém as coordenadas

1 1 1
ad' = g(al—kb—i—c), b’ = §(a+b'—|—c), "= §(a+b+cl)
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respectivamente. Temos de verificar se ¢” +a” e + b"e> = 0. Para tanto, nota-se que, para
todo niimero complexo z, z.€> = z. Assim,

d+b+c)e+(a+b +c)e?

d'e +be+ce)+ (ae® +b'e? +ce?)

+ (ce+b'e* +a) + (ag® + ¢ + be)

+ (ce+b'e* +ag’) + (ae® + '€ + be*)
+(c+b'e+ae®)e+ (a+c'e+be*)e* =0.

3("+d"e+b"e?) = (a+b+C)

a+b+c)

( +(
( +(
= (b+de+ce?)
( )
( )

b+de +c82

b+de+ce?

Logo, ¢’ +a" e +b"€*> = 0. Portanto, pela Proposicio (3.10), o resultado segue.

3.2 Alguns conceitos de geometria analitica no plano com-

plexo

Nesta secdo estudaremos alguns conceitos elementares da geometria analitica no plano.
Porém, estaremos usando as notagdes de nimeros complexos para desenvolver as férmulas
das equagdes da reta, do circulo, drea de um tridngulo, etc. Alguns exemplos serdo apresen-

tados a fim de aplicar os resultados citados.

3.2.1 Equacao de uma reta

Iniciamos essa se¢do com uma proposi¢do que explicita a equagdo da reta em termos

de coordenadas complexas.
Proposicao 3.11 A equacdo de uma reta no plano complexo é
az+az+p =0,
onde o0,z € C*, B eRez=x+1y.
Demonstracao: A equacdo de uma reta no plano cartesiano é dada pela equagdo

Ax+By+C =0,

em que A,B,C € R e A2+ B? # 0. Se tomarmos o complexo z = x + iy, entio x = % e

Z+z 72—z
Al— )| —-Bi| — =
( ! ) ( . )+c 0,
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ou equivalentemente

A+ Bi A—Bi
Z Cc=0.
z( 5 >+z( 5 >+

A—Bi

Sejam os nimeros @ = € C* e B =C € R. Entio,

az+oz+p=0,

como desejavamos demonstrar. ]

Observacio: 3.7 Se @ = @, entdo B = 0 e temos uma reta vertical. Se o # «, entdo defini-

mos o coeficiente angular da reta por

Com esse conceito da equagdo da reta no plano complexo podemos juntar condi¢des
para verificar quando duas retas sao paralelas ou perpendiculares, além de determinar a reta

que passa por dois pontos que sdo imagens de um nimeros complexos.
Proposicao 3.12 Considere as retas ry e ry com equagoes

ar.z+o.z+ B =0,

a_22+ aZ'Z+ﬁ2 - 07

respectivamente.

As retas ry e rp sdo:

o 0
1. paralelas9 se, e somente se, — — —;
o o
. (P77
2. perpendlculareslo se, e somente se, — + P =0;
1 2
o, 0

3. concorrentes se, e somente se, .
o (0%

Demonstracdo: 1) Temos r || r; se, e somente se, m; = my. Entio,

OC1+06_1i_ 062+06_2i

o — oy 062—06_27
. __ _ a0
assim OO0 = 01 0 € temos — = —.
a0

9Usaremos a notacdo r || s para dizer que as retas r e s sdo paralelas.
10Usaremos a notagdo r L s para dizer que as retas r e s sdo paralelas.
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PR — a0
2) Temos r; L rp se, e somente se, mymy = —1. Isto &€, o t; + ;o =0, ou o + - =0.
1 2

~ - 0
3) As retas r| e rp sdo concorrentes se, e somente se, m; # my. Essa condi¢do nos dd — #
o
o

%)
Os resultados encontrados correspondem as propriedades de coeficiente angular de

inclinagdo da reta. |

A raziom, = —
oaz+oz+pB=0.

RIK

€ chamado de coeficiente angular complexo da reta r de equacao

3.2.2 A equacao de uma reta determinada por dois pontos

A proposi¢do a seguir nos ensina como encontrar a equagdo da reta, usando determi-
nante de matrizes, quando se conhece dois pontos da reta.

Proposicao 3.13 A equacdo da reta determinada pelo pontos P (z1) e P»(z2) é dada por:

z1 0z 1
det 22 5 1 =0.
z z 1

Demonstracio: Sabemos que a equacdo de uma reta determinada por dois pontos Py (x1,y1)

e P>(x2,y2), no o plano cartesiano satisfaz as seguinte equagio:

xpoy1 1
det| x, yo» 1 | =0.

Usando niimeros complexos, temos:

r21—21 21+31 T

- 1
2 2i
det | 222 2782 | _
2 2i
72—z 2+z 1
L2 2i -
ou, equivalentemente
i 27—z zut+a 1
it 2-2 2tz 1] =0

z—z z+z 1
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e pelas propriedades de determinantes, obtemos

2171 1
det 72 72 1 =0.
z z 1

Como queriamos demostrar.

Observacio: 3.8 Os pontos Mi(z1), My(z2), e M3(z3) sdo colineares se, e somente se,

21z 1
det 22 5 1 =0.
3 23 1

Observacao: 3.9 O coeficiente angular complexo de uma reta determinada pelos pontos
com coordenadas 71 e 7o é

-7
n-T
Com efeito, a equagdo da reta é
zozr 1
det| 20 22 1 | =0 & ziZz+2z+z@1—222—22— 2221 =0
z z 1

& n—u)-—2n—7)+tuz -2 =0.

Utilizando a definicdo do coeficiente angular complexo, obtemos

02—
m=——.
02—
Exercicio 3.17 Determine se os pontos My(1+2i), Mx(2+i) e M;3(5+ 5i) sdo colin-
eares. Em caso positivo, determine o coeficiente angular complexo da reta que os contém.
— —
Em caso negativo, determine se as retas MM, e M3M, sdo perpendiculares, onde My é o

ponto médio de MiM,.

Solucao: Considerando z; = 1+2i,z0 =2+1ie z3 =5+ 5i, segue

1420 1-2i 1
det| 24i 2—i 1| = (142)Q2—=)+Q+)(5-5)+G+5)(1-2i)—
5+5 5-5i 1

—(5+45)(2—0)— (142i)(5=5i) — 2+i)(1—2i) =
= (242+410+5+5+10—10-5-5-10—2—2)+
+(3-5-5-5-5+3)i=
= 0—14i£0.
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Logo, os pontos ndo sdo colineares.
Seja z4 as coordenadas complexas do ponto My, segue que

atzn 3 3,
= = +21.

‘4 2 2

— —
As retas MiM, e M3M, tém equagdes dadas por

7 7 7 7
(1N . _ oy LA Wy (U)W
Z(1-i)—z(1+i)+8=0 e z(2+21) z( 2+21> ,
respectivamente, e coeficientes angulares complexos

(1—i) 2+2i T+7i 2+42i
(1+i) 2 A N )

mpp =

< ——
respectivamente. Como, m > +m3 4 = 0, temos, pela Proposi¢ao (3.12), que MM, e M3My

s@o perpendiculares.

3.2.3 A area de um triangulo

Apresentamos agora o teorema que nos mostra como calcular a drea de um tridngulo

conhecendo as coordenadas complexas dos vértices.

Teorema 3.5 A drea do tridngulo A1AA3 cujos vértices tém coordenadas 71,722,723 € igual

ao valor absoluto do niimero

i 21 z1 1
zdet| oz 1. (3.4)
3 23 1

Demonstracao: Utilizando as coordenadas cartesianas, a drea de um tridngulo com vértices

A1 = (x1,)1),A2 = (x2,)2),A3 = (x3,y3) é

{ x|
Area(AlAzA3)=E det | xp yo 1
x3 oy 1

Tk + 2k k — 7k
€ Yk =

com
2 2i

Dado um numero complexo z; = xi + yii, temos x; =
ke {1,2,3}. Assim,
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Tt a—u 1]

2 2

, 1 5 0-7
Area(A1ArAz) = 5 |det ZZ;ZZ 22
B3+73 33 1
L 2 TR

2+z1 a—z71 1
l
Zdet 0+ n—2 1
3+73 3—23 1

| =

u+z1 u—z1 1
l JE— JE—
= gdet 2+ nn—722 1
73+723 z3—73 1
. 210z 1
i
= §2 det 2 5 1
3 3 1]
. 21 0z1 1
i
= |=det| 2o 7o 1
4 2 _2 b
73 73 1
CoOmo queriamos mostrar. m

Lema 3.1 Se A,A; e Az, com coordenadas complexas z1,722,23, Sdo vértice de um triangulo

A1A2A3 que estd orientado positivamente, entdo vale a seguinte desigualdade:

) 21071 1

l

Jdet| @ 1] >0 (3.5)
3 23 1

Demonstracao: De fato, pois pela Proposicado (3.4) (pontos colineares), temos que, A1,A»,

e Az sdo vértices de um triangulo se, e somente se,

3—11
22—

¢ R.

Como o triangulo AA,A3 estd diretamente orientado, segue que o angulo A»AA3 € orientado

positivamente. Assim, pelo Teorema (3.4), sabemos que

3—11
2 —32

Arg € (0,m),
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Figura 3.18: AjA,A3 diretamente orientado.

pois, ApAA3 é um angulo interno do tridngulo A1AA3 e % ¢ R.

Im (Z3_Z1> > 0.
72— 21

Vejamos que, se z € C, entdo z — z = 2ilm(z) = —2ilm(z).!!

Logo, segue que

Entao,

. z1 71 1 .

1 1 . _ . _ __

é_ldet 7 722 1 = Z(ZIZZ + 2273 + 2321 — 22723 — 2123 —Z2Z1)
3 73 1

L, o _
= Z(ZIZZ + 2073 + 2321 — 2121 + 2121 — 2223 — 2123 — 2221)

N 2[(23 —z)a— (B -a+ (@B -2+ (2 —3)2)

— 3[(@_zl)(a—z)ﬂa—ﬁ)(@—m)]

"Tomando, z = x + yi, temos que z —Z = x +yi — (x — yi) = 2yi = 2ilm(z) = —2iIm(Z).
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4| (2—z1) (22—71)

i _2iIm (§_§ ] (2—z1)(z2—71)

4 22—

il . 3—21 .
— | —=2iIm 2—21) 22 —Z
41 (zz—m)}(z U )
1 3—12 _

— |Im (22_Z1)(Z2_Zl)>07
20 -7

como querl’amos mostrar.

! —(Z3_Z1)+@_H)} (22— 2)(@H—70)

Corolario 3.1 A drea de um tridngulo A1AA3, com coordenadas complexas 71,272,723, ori-

entado positivamente é

1
drea [AjArA3] = §Im<HZ2 + 2223 +2321)-

(3.6)

Demonstracao: A equacido (3.4) do Teorema acima, juntamente com a equacao (3.5) do

comentario logo a seguir a0 mesmo, nos da

; 21 z1 1
Area [A1A24;3] = Zdet 2 7 1
2z 31

i, _ . _ _
= —(Z1Z2 + 2273 +2321 — 2223 — 2123 —Zzzl)

4

1

= —[(ziz2+2z3+2321) — (2122 + 2273 + 2321)]

4

1

= Z[Zilm(zli—i—zzﬁ—kaﬁ)]
1 N — 5=

= Z[—Zzlm(zlm +7223 +7321)]
| S _ —

= EIm(Z122+Z2Z3+Z3Z1)

1
= ilm(ﬁzz +2223 +72321);

encontrando a férmula desejada.
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Exercicio 3.18 Considere o tridngulo A1AyA3 e os pontos M|, M, M3 situados nas retas
<— —— <—

ArA3,A1A3 e A1Ay, respectivamente. Suponha que os pontos My,M>, M3 dividem os seg-
mentos [AA3),[A3A1],[A1A2] nas razoes Ay, Ay, A3, respectivamente. Entdo,

cirea[MleMg] . 1—11 12/13
drealA1A2A3]  (1—-A)(1—2A)(1—235°

Solucdo: As coordenadas complexas dos pontos My, M,, M3 sdo dadas por:

_a—Maz a3—Aa a1 —May
METT T I, T T,
Como
area [M1M2M3] = %Im(m_lmz + monmy +m_3m1)
_ llm{(a_z—lla?)(%—lzdl) (a3 — Aar) (a1 — Azaz)
2 (I=21)(1—22) (1—=22)(1—A3)
(a1 — Aa)(ar — M as)}
(1—2A3)(1—2)
B 1 1 -3 _ _ _
= o l(l—/11)(1—12)(1—13)(alaz+a2a3+a3al)
_ 1 — 1 . _
— ( TEA 1_)’2)(1_/13)) —Im|(aray + aza3 +azay)|
B 1 —AAA3 )
— ((1 AT _13)) drea [A1ArA3).
Portanto,

érea[MleMg,] . 1— 7L17L213
drealA1ArA3]  (1—A)(1—A)(1—A3°

3.2.4 Equacao do circulo

O conjunto de pontos do plano que estdo a uma distancia, ndo nula, de um ponto
chamamos de circulo. Nessa secdo vamos mostrar como encontrar a equacio do circulo

com coordenadas complexas.

Proposicao 3.14 A equacdo do circulo em coordenadas complexa é
zZ+az+az+p =0,

ondex € Ce f €R.

Demonstracdo: A equagio de um circulo, no plano cartesiano, sdo todos o pontos (x,y) tais
que
x2+y2+mx+ny—|—p =0,
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m? —i—nz

onde m,n,pe R, e p <

4
Temos que x = itz ey= ﬁ, donde segue
2 2i
B z2+7 z72—2
R -0

lz|*+m 5 +n 5 +p
ou

ot m—ni+_m+ni+ _0

2Tt o p=0.
m—ni .

Tomando o = : € Ce B = p € R na equagdo acima encontramos a equagdo que dese-
javamos. ]

Note que o raio do circulo € igual a

2 2
—4
,:1/W: @ B,

e, em seguida, a equagdo encontrada € equivalente a

Z+a)(z+a)=r%

2

Fazendo y= —o = a equacao do circulo, com centro em 7 e raio r € dada por

EZ-P(—7) =r"

Exercicio 3.19 Encontre, em coordenadas complexas, o centro, o raio e a equagdo do cir-
culo que contém os pontos A1 = (z1 =2+ 0i),Ay = (2o = —2+0i) e Az = (z3 = 0+2i).
Solucdo: Seja Yy =a+ bi € C o centro e r o raio do circulo, temos que
E=P-y) = r,
@=P(2-r) = 1,
@Z-Nm-7 = .
ou seja,
(2—a+bi)2—a—bi) = r*
(—2—a+bi)(—2—a—bi) = r*
(=2i—a+bi)(2i—a—bi) = r.
Assim, (4 —4a+a>+b*) = (44+da+a>+b*) = (4 —db+d> + b?).
Logo, a =0 ¢ b = 0. De modo que r> =2 -2 = 4. Portanto, o centro do circulo é y= 0+ 0i,

oraio € r = 2 e a equagdo da circulo é dada por

7.z2=4.
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Anexo A

Modulo e Conjugado de um Numero
Complexo

Nesse anexo seguem alguns resultados que niao foram apresentados no corpo do tra-
balho por fazer parte de uma revisao que se faz necessaria para o desenvolvimento do capitulo

principal que aborda a geometria com coordenadas complexas.

Proposicao A.1 As seguintes propriedades sdo satisfeitas em C.
1. Aigualdade 7 =7 é vale se, e somente se, 7 € R.
2. Para qualquer niimero complexo z, a igualdade 7 = 7 é vdlida.
3. Para qualquer niimero complexo z, o niimero z.Z € R é um niimero real ndo negativo.
4. 71 +720 =71 + 722 (0 conjugado de uma soma é a soma dos conjugados).

5. 71.22 = 71-22 (0 conjugado de um produto é o produto dos conjugados).

—1
6. Para qualquer niimero complexo diferente de zero z a igualdade 77! = (z) = é vdlida.

4| Z1 . : . . .
7. (—) = —, 72 # 0 (0 conjugado de um quociente é o quociente entre os conjugados).
2 22

8. Dado z€ C

Demonstracao:

1. Se z = x+yi, entdo, a relacdo z = 7 é equivalente a x + yi = x — yi. Assim, 2yi = 0,
entdo y =0 e, finalmente z = x € R.

2. Temosz=x—yiez=x—(—y)i=x+yi =z
3. Observe que z.Z = (x + yi)(x — yi) = x> +y> > 0.

71



4. Temos

21+ = (x1+x)+1+y)i
= (x1+x2) = (1 +y2)i
= (x;—y1i)+ (2 —yi) =71 +22.

5. Para essa propriedade segue

7122 = (xx2—y1y2) +ilxy +y1x2)
= (x1x2 —y1y2) —i(x1y2 +x251)

= (x1—iy1)(x2—iy2) =71.22-

-~ _ 1
6. Sabemos que z-1/z =1, daf (z-1/z) =1, e, do item anterior segue, Z <—) =1,
z

obtendo-se (z71) = (7)1

1 1 1 Zr
7. Observe que (Z—l) = (zl—) :_1.(—> =71 <:) = Z:l
22 22 22 22 <2

8. A partir das relacdes

2+z= (x+yi)+ (x—yi) =2x e z—2 = (x+yi) — (x —yi) = 2iy

segue-se que
Z+Z 2—z
R =——c¢l = —.

e(z) S m(z) %

Proposicao A.2 As seguintes propriedades de modulo de um niimero complexo sdo sempre

satisfeitas:
I —[z] SRe(z) <[z e —lz[ <Im(z) <|z].
2. |z] > 0 para todo z € C. Além disso, |z| = 0 se, e somente se, z=0.
3. fel ==zl =z
4. Z=|z*.
5. |lz1z2| = |z1| - |z2| (0 mddulo de um produto é o produto dos médulos).

6. |z1i| —|z2| < |z1 +22] < |z1|+|z2]-
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7. 127 =71, z#0.

<1 . . p . .
= u 22 # 0 (0 modulo de um quociente é o quociente entre os modulos).

|22

9. |z1] — 22| < |21 — 22| < |z1| + 22|

<1
<2

Demonstracao: Pode-se facilmente verificar que (1) - (4 ) sdo verdadeiras.

5) Temos |z1.22|* = (21.22)(z1.22) = (21.21)(22.22) = |21|*.|22|* e, por conseguinte, |z1.22| =
|z1|.]z2], j& que |z| > 0 para todo z € C.

6) Observe que

i+ =@+2) (@ +2)=(+2) @ +2) = u+a.a+7a.2 + |2/

Sabemos que z1.72 = 71.22 = 71-22, Segue que
212 +71.22 = 2Re(21.22) < 22122 = 2|z ]-|z2],

dai

21 + 22> < (1] + |z2])%,

e, consequentemente, |z; + z2| < |z1| + |z2|- A fim de obter a desigualdade no lado

esquerdo notemos que
lzi| =z + 22+ (—22)| < |21 + 22| + | — 22| = |21 + 22| + |22,

o que implica |z1| — |z2| < |z1 +22].

1 1 1
7) Nota-se que a relagdo z.— = 1 implica |z]. —‘ =1,0u —’ = =k Logo, |z7!| = || 1.
Z Z Z b4
8) Temos
21 1 _ _ _ 1
== m-—‘=|21-221|=|Z1|-|221|=|Z1|-|Zz| Y=zl
22 22 |22

9) Podemos escrever |z1| = |21 — 22+ 22| < |21 — 22| + 22/, entdo |21 — 22| > |z1| — |z2].

Por outro lado, |z1 — 22| = |z1 + (—22)| < |z1] + | — 22| = |z1| + |z2]-

Observacdo: A.1 A desigualdade |z1 + 22| < |z1| + |z2| torna-se uma igualdade se, e so-
mente se, Re(2122) = |z1||z2]|. Isto € equivalente a 71 = tzp, em que t é um niimero real ndo

negativo.
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De fato, pois se z; =1z, com ¢t > 0, temos

lz1+z2] = |tn+2|
= (t+1)|z]
= tlz2]+ |z
= |tza| + 22|

= |z1|+ |zl

Reciprocamente, se |21 4 22| = |z1| + |22/, temos dois casos a considerar
1) Sendo z; =0 (ou zp =0,) entdo z; =1z, comt =0 (ouzp =tz;, comt =0.)
ii) Sendo z, # 0, entdo existem ry,r; € R, ambos ndo nulos, e 0,6, € [0,27), tais que

71 =r(cosB; +isen ) e zp = rp(cos B +isen6y).

Como, |z1 + 22| = |z1] +|z2], resulta

|r1cos 6+ rpcos 6, +irpsen 6 + rpsen 6] = |r(cos 0) +isen 6;)|+|ra(cos 6, +isen6s)].

Portanto, obtemos as equivaléncias

r% + r% +2r1ra(cos 01 cos 0, +senBysen6,) = ri+n
r%+r%+2r1r2[cos(91 —6)] = rn+n
2, 2 _ 2
ri+r5+2rirpcos(6;—6,) = (ri+n)

2rirpcos(0; — 6) = 2(rin)

cos(6;—6,) = 1

Logo, 6; — 6, = 0. Isto €, 6; = 6,. Dai, segue

z1 ri(cosB;+isenB) 1

22 r(cos@,+isen6,) rp

r1
Portanto, z; =tz;, comt = — > 0.
r
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Anexo B

Questionario

Neste anexo € apresentado um questiondrio para ser aplicado em algumas escolas, com
professores que trabalhe com o contetido dos niimeros complexos, para levantar informacdes
sobre o ensino dos nimeros complexos nas escolas de ensino médio € deixado a sugestao da

aplicacdo desse material em sala de aula.

1. Qual escola vocé trabalha?

2. Qual o grau de escolaridade?

3. H4 quanto tempo vocé trabalha na escola?

4. Qual sua opinido sobre a apresentacdo dos nimeros complexos no ensino médio?

5. Quando apresentado, qual o tempo médio dedicado a apresentacdo dos nimeros com-

plexos?

6. Que motivagdes sdo apresentadas aos alunos para a apresentacdo dos nimeros com-

plexos?

7. Na sua opinido, os alunos acham interessante o contetidos dos niimeros complexos? O

que normalmente eles falam sobre estes?

8. Quais as principais dificuldades apresentadas pelos alunos na aprendizagem dos niimeros

complexos?
9. Problemas geométricos sdo abordados nesses contetidos em suas aulas?

10. Na sua opinido, hd alguma vantagem na abordagem geométrica dos nimeros com-

plexos?

11. Vocé aceita usar esse material! em alguma de suas turmas com a seguinte proposta:

!Trabalho de conclusio de curso sobre niimeros complexos e geometria
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e Apresentagdo dos conceitos dos numeros complexos - (usando 04 aula de 50
minutos)

e Apresentag¢do dos nimeros complexos na forma trigonométrica - (usando 04 aula
de 50 minutos)

e Apresentacao de problemas geométricos com resolucdes sendo abordadas como

a noc¢do de nimeros complexos - (usando 06 aula de 50 minutos)
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