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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar as vantagens de se utilizar o
programa geogebra no estudo de equacoes cubicas. A pesquisa contemplou um breve
estudo sobre: o software GeoGebra e algumas de suas finalidades, a férmula de
Cardano — Tartaglia, representacao grafica de uma fungao de grau trés, sempre com a
utilizacao do software GeoGebra. O objetivo final desse trabalho é que os educandos
aprendam a identificar os efeitos da variacdo dos parametros nas equacoes cubicas
e entender o comportamento do grafico das fungoes de grau trés, bem como o papel
desempenhado por cada um dos seus coeficientes

PALAVRAS-CHAVE: GeoGebra, Func¢do, Equacoes Cubicas.



Abstract

This work aims to present the advantages of using the software Geogebra to
study cubic equations. The research included a brief study of: the Geogebra software
and some of its applications, Cardano-Tartaglia formula, graphical representation of
a third degree function, always using Geogebra software. The final goal of this work
is that the students learn to identify the effect of the variation of the parameters
in the cubic equations and understand the behavior of the graphic of third degree
equations, as well as the impact due to each of its coefficients.

Keywords: GeoGebra, Functions, Cubic Equations.
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Introducao

Este trabalho tem por finalidade estudar a resolugao de equagoes de terceiro grau,
utilizando o software GeoGebra. A escolha deste tema surge da observagao como os alu-
nos recebem um método de resolucao de equacoes de terceiro grau, diferente dos que eles
estao acostumados a encontrar nos livros didaticos, principalmente sendo este um método
geométrico. Observa-se que nos livros didaticos de matematica utilizados na terceira série
do Ensino Médio, ndo had um estudo especifico para equagoes ctuibicas, mas sim uma gene-
ralizagao de resultados tedricos para equagoes de grau n (LAUREANO, 1993), (GENTIL,
1996), (IEZZI, 1990) e (GRECO, 1996).

Assim, discorda-se desta escolha, porque ao fazer um estudo histérico de alguns
métodos de resolugao de equacgoes de terceiro grau, é possivel perceber que matematicos
iniciam suas pesquisas desenvolvendo férmulas para a resolucdo de equagoes de graus

menores, como dois e trés.

E posteriormente, tentam avancar a procura de férmulas para equagdes de graus
maiores. Outro fator relevante, observado nos livros didaticos de matematica, é a auséncia
de métodos geométricos de resolucao de equagodes, ou mesmo de utilizacao do quadro

geométrico, vao olhar a forma do grafico de equagoes de graus diversos.

Com estas observagcoes, foi possivel elaborar algumas atividades, envolvendo ques-
toes relacionadas, a resolucao de equagoes de terceiro grau para serem aplicadas aos alunos
do ensino médio, que demonstram no decorrer das resolugoes e das respostas grandes di-

ficuldades para encontrar as raizes desse tipo de equacao.

Convém ressaltar também que, alunos do ensino médio nao conseguem utilizar os
métodos de resolugao presentes nos livros didaticos de matematica e nao reconhecem o
grafico de uma equacao cibica. Desta forma, ao procurar diminuir as dificuldades apre-
sentadas acima, desenvolve-se uma sequéncia didatica com a finalidade de apresentar o
método geométrico de resolucao de equagoes de terceiro grau, para serem analisados por
educando da terceira série do Ensino Médio. Justificando porque o estudo de equagoes de

grau n é abordado ao fim dessa série.

Portanto, este trabalho compoe-se de quatro capitulos. No I capitulo é retratado o
contexto historico, onde se faz um levantamento de métodos de resolucao de equagoes de
terceiro grau desenvolvidos através dos tempos, enfatizando as necessidades que geraram

sua descoberta.

J& o Il Capitulo, aborda as Equagoes Cubicas com a definicao de equagoes de

terceiro grau e destaca o método de resolucao de Cardano — Tartaglia que trata do critério
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para classificacao das raizes da cubica, as nogoes basicas do calculo e o comportamento

dos gréaficos das equacoes cibicas.

No Capitulo I11, Software GeoGebra, apresenta a defini¢ao, como instalar o Soft-
ware, sua apresentacdo e importancia para resolucoes de atividades matematicas. O Ca-
pitulo IV, a Sequéncia Didética traz a construcao das atividades a serem resolvidas pelos

alunos e sao apresentadas em duas fases.

Na primeira fase sao sete perguntas, que objetiva saber dos educandos se a funcao
apresenta raizes, pontos criticos onde possui pontos de maximo e pontos de minimo local,
ponto de inflexdo e 1* e 2% derivadas da funcdo. A segunda fase, com 11 atividades
relacionam os coeficientes da fungao e tem por objetivo ser um diferencial no aprendizado

do conceito pela interpretacao feita sob a visualizacao gréfica.

Assim, no decorrer desta pesquisa foi possivel perceber sua contribuicao para mi-
nha formagao, enquanto futuro mestre, suscitando o desejo de desenvolver atividades que
contribuam com o ensino e a aprendizagem dos educandos, possibilitando a interpreta-
¢ao e analise de atividades, tanto como a pertinéncia das solugoes, como também podera
contribuir aos educadores que atuam com alunos que apresentam dificuldades na inter-
pretacao de atividades de fungoes ciibicas, e que acabam nao construindo os conceitos

referentes a este conteido matematico.

Portanto, esta pesquisa se destina a todos os educadores e futuros professores
preocupados com o estudo de funcao de grau trés e que almejem compreender como as
TIC- ( Tecnologias da Informagao e Comunicagao ) podem contribuir relevantemente para

o estudo de fungao de grau trés.
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1 Contexto Histérico

O contexto histérico que cerca a resolucao de equagOes ctbicas é cercado por
disputas e professores renomados, segundo Lima (1987) em 1494, Frei Luca Pacioli, amigo
de Leonardo da Vinci, renomado professor de Matemaética, tendo ensinado em diversas
Universidades da Italia, escreveu o livro “Summa de Aritmética e Geometria”, neste livro,
Frei Luca Pacioli abordava a incognita, que hoje chamamos por z, de “a coisa”, enquanto

3 4 era nomeada como “censo censo”. Neste

22 era denominado por “censo”, 23 era “cubo” e
periodo, a algebra era conhecida como “a arte da coisa” ou ainda “arte maior”. Pacioli
ensinou a Scipione Ferro, regras para resolver equagoes quadraticas através de versos, no
entanto, para Pacioli ndo poderia existir uma regra geral que pudesse resolver equacoes

ctibicas do tipo z° + pr = q.

No entanto, segundo Lima (1987) Scipione Ferro (1465-1526) nao acreditou na
afirmacao de Pacioli. Ao que se tem registro nos livros de Histéria da Matematica sobre
Ferro, ele era um professor da Universidade de Bolonha, ao que se sabe ninguém jamais
superou seu recorde de ter resolvido esse problema apresentado por Pacioli, o qual constava
de equacoes de grau trés, tais como 2® + pxr = ¢, as quais eram consideradas equacoes
sem uma regra para ser resolvida, que ja perpassava trés mil anos, o curioso é que Ferro
nao publicou sua solucao, ele nunca realizou nenhuma publicagao, o que se sabe é que ele

3 = px + ¢ a seus discipulos

comunicou o segredo da solucdo da equacdo z° +pr =qex
Annibale Della Nave e a Antonio Maria Fior, no entanto Fior possuia a regra, mas nao a

prova, que foi descoberta provavelmente em 1515 (BOYER, 1996).

Lima (1987) menciona ainda que em 1535 Fior desafiou Nicol6 Fontona (1499-1557)
, apelidado por Tartaglia', este era engenheiro e ensinou Matemética em cidades italianas
como Verona, Veneza, Piacenza e Brescia, além disso, demonstrava grande conhecimento
em assuntos matemdaticos como aritmética, algebra, geometria e estatistica. O desafio
proposto era para uma disputa matematica, essas disputas eram frequentes na época,
cercadas por rituais, presididas por alguma autoridade e possuiam muita audiéncia, neste
periodo o desempenho nestas disputas era o que confirmava a permanéncia de alguns

professores universitarios contratados.

Tartaglia era professor em Veneza e ja havia derrotado outros desafiantes. Neste
desafio, Fior propds trinta problemas todos envolvendo equacao do terceiro grau, Tartaglia
fez também sua lista envolvendo diversos problemas. Restando-se oito dias para o desafio,

Tartaglia conseguiu deduzir a férmula da equacao do terceiro grau e venceu a disputa

1 Segundo Lima (1987), Tartaglia significa gago. Nicol6 Fontona recebeu esse nome por ter sido fe-

rido com um golpe no rosto e na cabecga, por tropas Francesas. Com isso, Nicolé ficou com grande
dificuldade pra falar.
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com Fior (LIMA, 1987).

A noticia deste feito de Tartaglia chegou até Milao, onde morava Girolamo Cardano
(1501-1576), que impressionou-se com o que havia acontecido e atraiu Tartaglia até Milao.
Cardano gozava de boa posicao em Milao e o convidou a sua casa, com o pretexto de
apresentd-lo ao governador de Milao, Alfonso d’Avalos, uma vez que Tartaglia percebendo
que o influente governador milanés poderia ser muito gratificante e seria uma forma de
sair do modesto trabalho de professor de matematica. Uma vez 14, com muita insisténcia
Cardano conseguiu que lhe fosse revelado o segredo da resolugao das equagoes do terceiro
grau com a condi¢ao de que este deveria guardar esse segredo, e isso foi explicado através

de versos enigmaticos sem nenhuma identificagdo de prova matematica.

Os versos que foram apresentados a Cardano sao transcritos e traduzidos na Re-
vista do Professor de Matematica— RPM (MILIES, )

1. Quando o cubo com a coisa em aprego
Se igualam a qualquer ntimero discreto

Acha dois outros diferentes nisso

2. Depois teras isto por consenso
Que seu produto seja sempre igual

Ao cubo do terco da coisa certo

3. Depois, o residuo geral
Das raizes cubicas subtraidas

Sera tua coisa principal

4. Na segunda destas operacoes,
Quando o cubo estiver sozinho

Observarés estas outras redugoes

5. Do ntimero faras dois, de tal forma
Que um e outro produzam exatamente

O cubo da terca parte da coisa

6. Depois, por um preceito comum
Toma o lado dos cubos juntos

E tal soma serd teu conceito

7. Depois, a terceira destas nossas contas
Se resolve como a segunda, se observas bem

Que suas naturezas sao quase idénticas
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8. Isto eu achei, e nao com passo tardo
No mil quinhentos e trinta e quatro
Com fundamentos bem firmes e rigorosos

Na cidade cingida pelo mar

Cardano usava na solucao da equagao cuibica poucas simplificagoes, sendo um ver-

2 além disso, e, como os arabes, pensava em suas

dadeiro discipulo de al-Khowarizmi
equagbdes com coeficientes numéricos especificos como representantes de categorias ge-
rais(BOYER, 1996), por exemplo, “seja o cubo e seis vezes o lado igual a 207, isto é,
2% 4+ 62 = 20, ele pensava nessa equacao como tipica de todas as equacoes que tém “um
cubo e coisa igual a um ntimero”, ou seja, 23 4+ pr = ¢. A solucao de equacoes deste tipo
coube intimeras paginas de retorica que atualmente reduzimos em simbolos a simples-
mente: substitua-se x por u — v e suponha-se u e v relacionados de modo que seu produto
é um terco do coeficiente de z na equacdo z® + px = ¢, isto é, uv = 2, substituindo na,

3

equacao, vem u® — v® = 20 eliminando v, temos u® = 20u® 4+ 8, uma equacao quadrética

em u?, como ja sabemos, u? vale v/108 + 10. Com isso, da relacao, u® —v3 = 20 vemos que

v3 = /108 — 10, donde, de & = u—v temos x = \3/\/ 108 + 10— \3/\/ 108 — 10. Apés realizar

todos esses cédlculos, Cardano finaliza com uma formulagao verbal da regra equivalente a

solucdo de 22 + pr = ¢:

N ERORER R

3 2 2 3 2 2
Apés essa descoberta, Boyer (1996) menciona que Cardano passou para outros
casos, tais como “cubo igual a coisa e numero”. Logo se fez a substituicdo de x = u + v
ao invés de r = u — v, sendo que o restante da resolugao se assemelha ao apresentado
acima, neste caso, tem uma dificuldade quando aplica a regra a 2® = 6x + 4. O resultado

éxr = \3/ 244+ \3/ 2 —y/—4. Cardano recaiu numa raiz quadrada de niimero negativo,

segundo Boyer (1996) ele sabia que x = —2 é uma raiz, mas nao entendeu a regra para que

houvesse tal raiz, Cardano se referia a essas raizes como sendo “sofisticadas” e concluiu
que o resultado nesse caso era “tao sitil quanto initil”, alguns autores posterior a Cardano

mostraram que tais manipulagoes sao sutis mas nao intuteis.

A resolucao de equagdes cubicas e quarticas possivelmente foi uma das maiores
contribuicgoes a algebra desde que os babilonios, quase quatro milénios antes, aprenderam
a completar o quadrado para equagdes quadraticas, a resolugdo de equagodes cubicas e
quarticas nao foi motivada por consideragoes praticas, nem tao pouco possuia um valor

para os engenheiros ou praticantes de matematica, a formula de Tartaglia-Cardano é de

2 O Caderno Secreto de Descartes (2007), al-Khowarizmi escreveu a primeira obra importante sobre

algebra. al-Khowarizmi apresentou métodos completos para a solucdo de equagoes quadraticas.
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grande importancia légica, com isso iniimeros impulsos foram dados a pesquisa em algebra,

e surgiram relagoes como a supracitada e outras, que aborda contetidos de dlgebra ligados

a outros assuntos matemaéaticos.
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2 Equacoes Cibicas

Neste capitulo abordaremos a defini¢ao de equagao de terceiro grau (isto é, equa-
¢oes da forma p(x) = 0, onde, p é uma fun¢do polinomial). Destacando a dedugao do
método de Cardano — Tartaglia e apresentaremos a “classificacao” das raizes e o compor-

tamento dos graficos das equacgoes ctbicas.

2.1 EQUACOES DE TERCEIRO GRAU

Vejamos uma situagao onde Roberto construiu uma caixa em forma de um pa-
ralelepipedo, sem tampa, a partir de uma folha de papelao retangular que media 30cm
por 15¢m, recortando um quadrado de lado x cm em cada vértice do retangulo, conforme

figura 1.

b X

15—2::,[

X

30-2x
Figura 1: Folha de papelao

As dimensoes da caixa formada quando se recorta um quadrado de lado = sao

dadas por 30 — 2z, 15 — 2z e x, cujo volume do paralelepipedo tem 1500cm?.
Inicialmente, deveremos identificar as dimensoes da caixa:

Sabemos que a férmula para calcular o volume de um paralelepipedo retangulo é

dado por V' = (comprimento).(largura).(altura), isto é:

VPa'ralelepipedo = (30 - 21’)(15 - 2(13).%‘
VParalelepipedo = 4-773 - 90372 + 450x
Portanto, a condicdo do problema é: 423 — 9022 + 4502 = 1500 e o valor de x
procurado é uma solucao da equacao: 2x® — 4522 + 225z — 750 = 0
Que é uma equagao de terceiro grau, objeto de estudo deste capitulo

Definicao 2.1.1. A equacao do terceiro grau com coeficientes a’, b’, ¢’ e d’ é uma

expressao da forma
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dr® + VvV +cdr+d =0

onde a', b/, d ed € Rea # 0 e x éuma variavel real a ser determinada.

Exemplo 2.1.2 O volume do bloco da figura 2 é igual a 50 unidades de volume.

2
5.
5ea—i—

As dimensoes do bloco sao dadas por a + 5, a+ 5+
a

a-+5

2
et LTS

Figura 2: Bloco

Sendo o volume do bloco retangular dado pelo produto entre o comprimento, a

largura e sua altura, temos que

2
Viioco = (comprimento).(largura).(altura) = {(a +5) (a +5+ +5ﬂ (a+5).
a

Agora como

2 2
2 = (a®+1 2 ( )
(a+5) (a+5+ 5) (a® 4+ 10a + 25) a—|—5+a+5

a+

2
+ 25a + 125 + 25.——
a+5 a+5

2
= a® + 50 + a®>.—— + 10a* + 50a + 10a.
a-+5

(a+5)>%

2 2
a® + 15a* 4+ 75a + 125 + (a* + 10a + 25).—— = (a + 5)° +
a+5 a+5

Temos que
(a+5)*+2(a+5)—50=0

a® 4+ 15a% + 75a + 125 + 2a + 10 — 50 = 0
a® + 154> + 77a + 85 =0

Que é uma equagao de terceiro grau na variavel real a.



Capitulo 2. FEquagoes Cuibicas 18

2.2 FORMULA DE CARDANO — TARTAGLIA.

Seja a equacao do terceiro grau a’z® + V'a? + dx +d = 0, onde @’ € R* e ¥V, ¢,
d € R . Como a # 0 entao

v c d
3 2 o
b / d’
Denotemos com b = —, ¢ = g/ ed=—
a a
Logo, a equacao 2.1 é equivalente a
2 4brltex+d=0 (2.2)
b

Agora, fazendo a substituicao x = z — 3 na equagcao 2.2, temos que

(z—é) +b<z—g> +c<z—§>+d:0, (2.3)

3.22b 3.z b 220 V? b.c
- — — 4 b2 - — z2——+d=0
! 9 27 (Z 3 T9) T
vz b 2622 b b.c
Sobr D — b —4cz——+d=0
z z° + 3 57 + 0.z 3 + 9 +c.z 3 +
b2z ¥oob be
3
- —+ec ——+———+4+d| =0
z 3 +cz+ ( 57 + 9 3 + )
transformando a equacao 2.2 na
b? 205 b.c
3 _ = 4 d= 24
z—l—(c 3>z—|—27 S—i- 0, (2.4)
b? 263 b.e . . )
Denotemos com p = ¢ — 3e4= 5~ 3 + d assim a equacgao 2.4, tendera na
incégnita z a forma:
2 4pr+q=0 (2.5)

equacao desprovida de termo do segundo grau.
Que é chamada: FORMULA DE CARDANO — TARTAGLIA

Para resolver a equagao 2.5, escrevemos z = u + v, ou seja, estamos dizendo que
as raizes da equacao podem ser a soma de dois ntimeros. Substituindo, z = u + v, na

equagao 2.5 obtemos:
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(u+v)’ +plu+v)+q=0
u? 4+ 3w+ 3un? + 0P + plutv)+¢=0

u® +0® 4+ 3uv + 3uv® + plu+v) +qg=0

u’ + v+ (Buww +p)(u+v)+¢=0 (2.6)

Observe que no caso que u e v cumpram as seguintes condigoes:

ud + 03 = —q
p (2.7)
3

uv = —

entao,

A (2.8)

portanto z = u + v seré raiz da equacao 2% + pz +q = 0.

Podemos agora ver u® e v® como sendo as solucoes de uma equacio do tipo w? —

Sw+ P = 0, onde S e P sao respectivamente a soma e o produto das raizes. Isto é, da

forma:

2 P3
B —) 2.9
w? 4 qu - 2 (29)

Utilizando a féormula de Baskara, encontramos:

w— b+ Vb2 —4da.c

. (2.10)

3

—q + 241, | —

0t g (27)

v 21

—q 1 ) <p>3
=94 |- 4. (2
w 5 :I:J4 (q + 5

w= %q + <q>2 + (p)3 (2.11)

Portanto,
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e consequentemente

2 3 2 3
z:u—HJ:il—q—i— d +p+j—q— 47 (2.12)

Assim, z = u+v, dada pela férmula 2.12, é chamada: FORMULA DE CARDANO
— TARTAGLIA para o calculo das raizes da equacio z* + pz +q = 0.

2.3 RELACAO ENTRE OS COEFICIENTES E AS RAIZES DA
EQUACAO DO 3° GRAU

Seja a equacao do terceiro grau a’z®+0'2?+c'z+d = 0,onded’ € R*el/,,d € R.

Dividindo todos os termos por a’ # 0 e usando o Teorema da Decomposic¢ao, Temos

b d d
a2+ ng ot = (x — x1)(z — 22)(x — 23)

Aplicando a distributividade no 2° membro desta igualdade, obtemos a expressao
b/ / d/
3.2 2., ¢ @ _ 3 2
0+ —rt+ —w+ = =20 — (1 + T+ 13)0° + (170 + 2173 + T23)T — T1T2T3
a a a
Relacionando a identidade de polindmios, obtemos as relagoes de Girard.

b/

$1+ZE2+$3:—*’
a

/

&
T1T2 + T1T3 + Tal3 = —;
a

d/
T1L2T3 = ——
a

2.4 ANALISE DAS RAIZES DA EQUACAO DO 3° GRAU A PAR-
TIR DA FORMULA DE CARDANO - TARTAGLIA

Sabemos que a equacao do 3° grau possui apenas 3 raizes incluindo suas multipli-

cidades, entao dividiremos o estudo em dois casos.

(1) As trés raizes sao reais e distintas
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Sejam yq, Y2, y3 as trés raizes, com yi, yo, y3 7# 0.

Escrevendo a equacao na sua forma fatorada, obtemos a equagao

(@ —y1)(z —y2)(z —y3) =0
E assim,
2 — (1 + v2 + y3)2” + (Y1y2 + Y1Ys + Y2ys)T — Y1yays = 0 (2.13)
A féormula de Cardano se aplica em equagoes do 3° grau na forma

P +pr+q=0

Portanto para que a equagao 2.13 nao tenha o termo do 2° grau devemos ter

n+yt+ys=0=y3=—(n +1y2).

Substituindo y3 em 2.13, temos que
2 —(y1+y2— (Y1 +92))2° + (1ye +y1 (= (W1 +92)) +y2(— (y1 +v2))x —y1ya(— (Y1 +12)) = 0
2+ (12 — (1 + 12)2)z + 119201 + y2) = 0

Obtemos os valores de p e ¢ dados por

p=1y1y2— (1 +v2)? € ¢ = y1y2(y1 + vo).

Substituindo os valores de p e ¢ na Formula de Cardano, obtemos a expressao

5 - +

8 ey + ) (yy2(yr +12))° | (g2 — (1 +12)°)°
TENT * I 27

il ey tye) \/(y1y2(y1 +12))° I (y1y2 — (y1 +32)%)°
2 4 27 '

Vamos fazer a andlise do discriminante da equacao.

b= (0 (1) = o () (o)

_ =4 — 12075 + 3yiys + 26y7y5 + 3yiys — 12y1y3 — 4y
108

(y1 — y2)*(2y1 + v2)*(y1 + 2y2)?
108 '

=D

=D =—

Observemos que, V y1,y2 € R*, com y; # ys, temos D < 0.

(2) Uma raiz é real e duas raizes sdo complexas
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Suponhamos que z = y; + y2¢ seja uma raiz da equacao do 3° grau. Entao pelo
Teorema das raizes complexas, temos que Z = y; — yot também serd raiz da equacgao e a

outra raiz necessariamente serd real (ys).

Como 2z, Z e y3 sdo raizes da equagdo polinomial podemos escrever sua forma

fatorada, dada por

(= 2)(z = 2)(z —ys) = 0.

Aplicando a distributividade, obtemos a equagao

r3 — (2 +Z+y3)2® + (22 + zy3 + Zys)x — 2Zys = 0. (2.14)

A férmula de Cardano é vélida para equacoes do 3° grau na forma 2 + pz +q = 0.

Portanto, para que a equagao 2.14 nao tenha o termo do 2° grau devemos ter

2+Z+ys =0 =
(1 +y21) + (y1 — i) +y3 =0 =
Yz = —2

Substituindo y3 em 2.14, temos

23— (247 =22 + (22 + 2(—2y1) + Z(—2uy1))x — 22(—2y1) = 0
2%+ (v — 3y1)z + 20 (yi +y3) =0
Obtemos os valores de p e g, dados por
p=y5— 3y e q =21y +y3).
Substituindo os valores de p e ¢ na Formula de Cardano, temos

o 2u (R4 v3) Quyily; +13)° | (5 —3y7)°
TENT 2 + A T or

2 4 - 27

Vamos fazer a andlise do discriminante da equacao.

2 3
q\> <p>3 201 (5 + v3) ys — 3y;
D: — — D: _— - -
(2) t\3) 7 9 T3

+j 20 (i +ys) w?yl(?ﬁ +u3))* | (5 = 3ud)’



Capitulo 2. FEquagoes Cuibicas 23

_ p_ Blyiys +18ytys + s
27 '

Observemos que, ¥V y1,y2 € R, com y5 # 0, temos D > 0.

Caso tenhamos 3y = 0, consequentemente D = 0, entao as trés raizes sao reais,

sendo que teriamos duas ou as trés raizes coincidentes.

Podemos observar que as reciprocas também sao verdadeiras. Para isso, suponha-
mos que D < 0 nao implicasse em trés raizes reais distintas, entdo teriamos uma raiz
complexa y; + y2¢ e consequentemente y; — y9¢ também seria raiz, assim estariamos no
2° caso que implica em D > 0, que é uma contradi¢do. Portanto podemos concluir que
D < 0 implica em trés raizes reais distintas. De maneira analoga, podemos provar que

D > 0 implicard em uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas.
Resumindo, podemos concluir que:
(I) D < 0 se, e somente se, as trés raizes sdo reais e distintas,
(IT) D > 0 se, e somente se, uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas,
(III) D = 0 se, e somente se, as raizes sao reais sendo duas ou as trés iguais.

Exemplo 2.3.3: Seja a equacio 2° — 62 —9 =0, com p = —6 e ¢ = 9, aplicando
os valores correspondentes no discriminante da equagao temos:

¢ P _ (92 (=6)° 81 216 (2187 —864) 1323 49 _ (7)2 .

D=1 - - — -
+ 27 4 27 4 27 108 108 4

obtemos D > 0.

Logo,

N 9 4 9 4’
T
2

e T T
2 2

nosdaaraize=—-1—-2=—

Para encontrarmos as outras duas raizes aplicamos o dispositivo pratico de Briot-
Ruffini no polindémio x® — 6x + 9 pelo bindmio z + 3, ou seja,
> —62+9 (v+3)(2? -3z +3)
t+3 r+3
logo, as duas raizes restantes sao as da equacao x?-3x+3=0,

=2% -3z + 3,

isto é,

3 V3 3 V3
sti——e- —1—
2 2 2 2

Exemplo 2.3.4: Seja a equacdo 2% — 6x — 40 = 0, com p = —6 e ¢ = —40,
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aplicando os valores correspondentes no discriminante da equacao temos:
¢ p* (—40)* (—6)3 _ 1600 216 _ 43200 — 864 42336

392 =

4 21 4 27 4 o7 108 108

(14v/2)% > 0.
Logo,
v=utv= 20+ 14y2 + /20 — 1412

e, como D > 0, as outras duas raizes sdo nimeros complexos conjugados. Como

os divisores 40 na equacao 23 — 62 — 40 = 0, sdo os ntimeros: 40, 20, 10, 8, 5, 4, 2 e 1
observamos que 4 é raiz, pois 4> — 6.4 — 40 = 0. Como nao h4 outra raiz real, concluimos

que

20+ 14v2 + {20 — 142 = 4,
Vamos provar a igualdade acima, Seja \3/20 + 142+ \?/20 — 142 =k, com k € R.
Elevando ao cubo, obtemos

(20 + 14v/2) + 3(/20 + 14v/2)2(/20 — 14v/2) + 3(/20 + 14v/2)({/20 — 14y/2)% +
(20 — 144/2) = K%,

Eliminando os termos opostos e colocando em evidéncia os fatores iguais temos:

20 + 3(/20 + 14v/2) (/20 — 14v/2)[({/20 + 14v/2) + (/20 — 14v/2)] + 20 = &k,

40 + 3(+/400 — 392) < 20 + 14&) + ( /20 — 14\/5) — k3

40 +3(2)(4) = k*
k= V64
k=4

sem duvida uma identidade interessante. Para encontrarmos as outras duas raizes
aplicamos o dispositivo pratico de Briot-Ruffini no polinémio z® — 6z — 40 pelo binémio
r — 4, ou seja,
3 2
— 6z — 40 —4 4 10
(x x ):(x )(z® + 4z + ):x2+4x—|—10,
(x —4) (x —4)

logo, as duas raizes restantes sao as da equacao 2% + 4x + 10 = 0,

isto é,
—2+iv6 e —2 —i\/6,
obtendo as duas raizes (complexas) que faltavam.

Exemplo 2.3.5 Na equacio 2® — 3z + 2 = 0. Aqui, p = —3 e ¢ = 2, aplicando os

valores correspondentes no discriminante da equacao temos:
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2 3 2 3
¢ p_ (27 (=37 _ 4 27
4 + 27 4 * 27 4 27 0
Logo,
3 2 3 2
Neste caso, D = 0 e a formula 2.12 nos da a raiz x = —2. Para encontrarmos as

outras duas raizes aplicamos o dispositivo pratico de Briot-Ruffini no polindmio 2 — 3z 42
pelo binémio x + 2, ou seja,
?—3r+2  (z+42)(2®—2x+1)

T +2 T+ 2
e resolvendo a equacgao do 2° grau temos como raiz 1 que é uma raiz dupla.

=22—-2z+1=(z—1)%

Exemplo 2.3.6: Seja a equacao 2° —6x —4 = 0, com p = —6 e ¢ = —4, aplicando
os valores correspondentes no discriminante da equagao temos:

Diqurpji(—4)2+(—6)375@7432—864i_@i
42T 4 27 4 27 108 108

obtemos D < 0. Portanto ela deve ter 3 raizes reais e distintas

—4 <0,

Logo,
44 44
T=u+v= §+\/—4+ 5—\/—4,

r=2+2i+ /2 -2

A férmula fornece uma delas: © = /2 + 21 + /2 — 2i. Isto parece um ndmero
complexo mas, pelo que demonstramos na secao (iii), tem que ser um numero real. Como
os divisores de -4 na equacdo 2® — 6z —4 = 0, sdo os nimeros: +4, £2, +1 observamos que
-2 é raiz, pois (—2)* —6.(—2) — 4 = 0. Para encontrarmos as outras duas raizes aplicamos
o dispositivo pratico de Briot-Ruffini no polinémio x® — 6z — 4 pelo binémio z + 2, ou
seja,

?—6x—4  (v+42)(2z* -2z —2)

x+2 T+ 2

e resolvendo a equacio do 22 grau temos como raizes 1 +v/3 e 1 — /3.

=2 — 21 — 2,

Este é um exemplo do caso irredutivel: trés raizes reais mas a férmula nos da sob
forma algébrica envolvendo niimeros complexos. Aqui surge uma questdao interessante.
Uma dessas trés raizes deve ser igual a v/2 + 2i + /2 — 2i. Qual delas ?

A questao pode ser interessante mas a pergunta nao estd muito bem formulada.
Quando z é um ntimero complexo, o simbolo /z significa qualquer niimero cujo cubo seja
igual a z. Excetuando-se z = 0, ha sempre trés nimeros complexos cujo cubo é z. Por
~1+iV/3  , —1-4V3

2
tém todos cubo igual a 1. Estas sao as raizes cubicas da unidade. Dado qualquer ntimero

—1+iV3
—

exemplo, tomando z = 1, vemos que os trés ntmeros 1, a =

complexo z, se w é uma raiz ciibica de z, as outras duas sao aw e o?w, onde o =
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Na féormula x = /2 + 2i + v/2 — 2i, que d& uma raiz da equacio 2° — 6x — 4 = 0,
cada radical tem portanto 3 valores. Olhando assim, parece que obteremos ao todo 9

raizes para a equagao dada. Claro que nao. Temos x = u + v, como uv = —g = 2, logo

2
v = —. Isto mostra que, quando escolhemos um valor para u (entre os 3 valores possiveis

U
de v/2 + 2i), o valor correspondente de v fica determinado. Assim, temos somente 3 raizes.
Ainda bem.

Mas, como se faz para calcular

V2+2i e vV/2—-2i7 (2.15)

Usando a notagao e'¥ = cos ¢ + ¢sin ¢, temos

242 =8 <\f + z?) =8 (cos % + isin D = V8e't (2.16)

Portanto um dos trés valores de /2 + 27 é

Uy = V24 2i = V8e's = /2’5 = /2(cos 15° + isin 15°) (2.17)
O valor correspondente de v é:

2 2
v = = = ST =T = V2(cos 15° — isin 15°) (2.18)
U1 ‘U,ly

Logo uma das raizes da equagao é

V2+ V6 _

7 1+ /3, (2.19)

T =uy + v, = 2v2cos15° = 2v/2

Que é uma das trés rafzes que conhecfamos. Ela foi obtida porque escolhemos €'tz
como valor da raiz cibica de e'f. Se tivéssemos escolhido €T = cos 135° + i sin 135°
obteriamos a raiz ro = —2 e, se tomassemos e~ = cos 105° — i sin 105° como raiz ciibica
de €', obterfamos z3 = 1 — /3.

Este é uma contradigao da férmula de Ferro e Tartaglia. Quando D < 0, a férmula
exprime r = u + v como soma de duas raizes ctibicas de niimeros complexos. No entanto
¢é este o caso em que a equagao possui trés raizes reais distintas. Este é chamado tradi-
cionalmente o “caso irredutivel” porque, ao tentar eliminar os radicais, recai-se noutra

equagao do terceiro grau.
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2.5 Nocoes Basicas de Calculo.

Nessa secao faremos um estudo nao aprofundado sobre limites e derivadas, apre-
sentaremos as defini¢oes de limites, continuidade, 1° e 2° derivadas, determinagao de
extremos, crescimento e decrescimento de uma funcgao, concavidade, ponto de inflexao,
algumas propriedades de limites e algumas regras de derivacdo de fung¢oes. Para maio-
res informacgoes indicamos as referéncias Flemming, Diva Marilia ; Gongalves (2006) e
Guidorizzi (1987).

Limite
Definigao 2.4.1. Dizemos que o limite de f(x), quando z tende para a, é L, se

para todo niimero positivo ¢, existe um ntmero positivo ¢ tal que, para todo x # a tal

que 0 < |x —a| < 0, temos |f(x) — L| < €. Neste caso escrevemos,

lim f(z) =L

Tr—a

Em simbolos, temos,

limf(z) =L< (Ve>0,30>0;0<|z—a|<d=|f(x)—L| <e).

Tr—a
Continuidade

Defini¢ao 2.4.2. Dizemos que uma fungao y = f(z) é continua em um ponto a

de seu dominio quando

lim f(x) = f(a)

Z—a
Caso contrario, diremos que f é descontinua em = = a.
Algumas Propriedades dos Limites

Se lim,_,, f(z) = M e lim,_,, g(x) = N, entao:
1- lim, . [f(z) + g(x)] = M + N.

2 lim, [ () — g(x)] = M — N.

3- lim, 4fe.f(x)] =c. M, VeceR.

4- lim, _,[f(x).g(x)] = M.N.

~—

(x

. fl@), M
5- hmx_m[m] =5 se N #0

Derivada de uma Funcao

Defini¢ao 2.4.3. A derivada de uma funcao y = f(z) é a fungdo denotada por
f'(x), tal que, seu valor em qualquer x € D(f) é dado por
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o) =t T AD) )

Az—0 Ax

Este limite representa geometricamente o coeficiente angular da reta tangente ao

grafico da fungao y = f(z) no ponto de abscissa x.
Derivada Segunda de uma funcao

Definicdo 2.4.4. Seja f uma funcao derivavel. Se f’ também for derivavel, entao
a sua derivada é chamada derivada segunda de f e sua notagao é f”(x).
Algumas Regras de Derivagao
1- Se ¢ é constante e f(x) = c entao f'(x) =0, Vx € R.
1

2- Se n é um numero inteiro positivo e f(x) = 2™ entao f'(x) = n.a™ .

3- Sejam f uma fungdo, ¢ uma constante e h a fungao definida por h(z) = cf(z).
Se existe f'(x) , entdo h'(z) = cf'(x).

4- Sejam f e g fungdes e h a fungdo definida por h(z) = f(x).g(x). Se f'(x) e ¢'(x)
existem entao h'(z) = f(z).¢'(x) + f'(x).g(x).

5- Sejam f e g fungoes e h a funcao definida por h(z) = f(§)7 onde g(z) # 0. Se
f'(x) e ¢'(x) existem entdo h'(z) = _f(x)g’(ﬁé){z’(x)g(x)

Funcoes Crescentes e Decrescentes

Definicao 2.4.5. Dizemos que uma fung¢ao f definida num intervalo I, é crescente

neste intervalo se para quaisquer
x1, o €1, 17 < 19 = f(x1) < f(22).

Definigcao 2.4.6. Dizemos que uma funcao f definida num intervalo I, é decres-

cente neste intervalo se para quaisquer
T1, T2 € I, 1 < Ty = f(l’l) > f(.’EQ)

Proposigao 2.4.7. Seja f uma fungao continua em [a, b] e derivavel no intervalo
(a,b).
e (i) Se f'(z) > 0 para todo x € (a,b) entdo f é crescente em [a, b].

o (ii) Se f'(z) < 0 para todo = € (a,b) entdo f é decrescente em [a, b].

Maximos e Minimos

Defini¢cao 2.4.8. Um ponto ¢ € D(f) tal que f'(c) = 0 ou f’(¢) ndo existe, é

chamado ponto critico de f.
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Definigao 2.4.9. Uma funcao f tem maximo local em ¢, se existir um intervalo
aberto I, contendo ¢ tal que f(c) > f(z) Vx € IND(f).

Definicao 2.4.10. Uma fung¢do f tem minimo local em ¢, se existir um intervalo
aberto I, contendo ¢ tal que f(c) < f(z) Vx € IND(f).

Proposicao 2.4.11. Se existe f(x) Vx € (a,b), com um extremo local ¢, onde
a <c<b. Entao f'(c) =0.

Uma funcao definida em um dado intervalo pode admitir diversos pontos extremos
locais. O maior valor da fun¢do num dado intervalo é chamado maximo absoluto da funcao

nesse intervalo. Analogamente, o menor valor é chamado minimo absoluto.

Proposigao 2.4.12. Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua, definida em um

intervalo fechado [a, b]. Entdo f assume maximo e minimo absoluto em [a, b].
Critério da Primeira Derivada para Determinacao de Extremos

Teorema 2.4.13. Seja f uma func¢do continua em [a,b] que possui derivada em
(a,b), exceto possivelmente em c.
o (i)Se fi(z) >0V ax<ce f(r) <0V x> centdo f tem um maximo local em c.

o (ii) Se f'(z) <O0Vz<ce f/(r) >0V x> centao f tem um minimo local em c.

Critério da Segunda Derivada para Determinacao de Extremos

Teorema 2.4.14. Sejam f uma fungao derivavel em (a,b) e f'(c) = 0, com a <

¢ <b. Se f admite f” em (a,b), temos
e (i) Se f"(c) < 0 entao f tem um valor maximo local em c.

e (ii) Se f”(c) > 0 entdao f tem um valor minimo local em c.

o (iii) Se f”(c) = 0 entao o teste é indefinido.

Concavidade e Pontos de inflexao

Definicao 2.4.15. Uma funcdo f ¢é dita concava para cima em (a,b), se f'(x) é

crescente neste intervalo.

Analogamente, uma funcao f é dita cdncava para baixo em (a,b), se f'(z) é de-

crescente neste intervalo.

Proposigao 2.4.16. Seja f continua em [a, b] e derivavel até 2% ordem em (a, b):

e (i) Se f"(z) > 0 para todo = € (a,b) entdo f é cdncava para cima em (a,b).
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o (ii) Se f"(x) < 0 para todo x € (a,b) entao f é concava para baixo em (a, b).

Defini¢ao 2.4.17. Um ponto P(c, f(c)) do grafico de uma fungdo continua f é

chamado um ponto de inflexao, se existe (a, b) contendo ¢ tal que ocorra uma das situagoes

e (i) f é concava para cima em (a,c) e concava para baixo em (c, b).

e (ii) f é concava para baixo em (a,c) e concava para cima em (c,b).

2.6 Aplicacao do Software GeoGebra no Estudo da Funcao de 3°

grau

Analizaremos o grafico da funcio f : R — R, dada por f(z) = 23+ px + ¢, através
do Software GeoGebra. Cada ponto que o grafico tiver em comum com o eixo das abcissas
representard uma raiz real da equacao x® + px + ¢ = 0.

p 4q

Preliminarmente, observemos que f(x) = 23 <1 + =+ 3>. Para valores de x que
2

tenham valor absoluto muito grande, % e % sao insignificantes logo, para tais valores,
na soma dentro dos parénteses prevalece o sinal de 1, que é positivo. Entao o sinal de
f(x), quando o valor absoluto de z é muito grande, ¢ o mesmo sinal de 23, isto é, de .
Em particular, o polinémio f(x) é negativo para valores muito grande negativos de x e
é positivo se x é um nimero positivo muito grande. Segue-se dai que f(z), por passar
continuamente de negativo a positivo, deve anular-se em algum ponto. Portanto o grafico

de f(z) = 2 + px + q corta o eixo das abscissas em pelo menos um ponto.

Quando p > 0, a derivada f'(z) = 32? + p é sempre positiva, logo f é uma
funcao crescente, que corta o eixo x num tunico ponto. Logo, quando p > 0, a equagao
2% 4 pr + ¢ = 0 tem um tnica raiz real, a qual pode ser positiva, negativa ou nula, e duas

raizes complexas conjugadas.

Figura 3: Grafico de f(x) = 2® + px + ¢ para p > 0 e ¢ < 0, uma raiz real positiva.
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Figura 4: Gréfico de f(x) = 2® + px + ¢ para p > 0 e ¢ = 0, uma raiz real nula.

Figura 5: Grafico de f(x) = 2® + px + ¢ para p > 0 e ¢ > 0, uma raiz real negativa.

Quando p = 0, a equacdo reduz-se a z° = —¢ logo tem uma raiz real e duas

complexas quando ¢ # 0 e uma raiz real tripla (igual a zero) se ¢ = 0. Os gréficos

J

correspondentes sdo dados abaixo.

Figura 6: Grafico de f(x) = 2® + ¢ para p = 0 e ¢ > 0, uma raiz real negativa.
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Figura 7: Gréfico de f(z) = 2® no caso p = 0 e ¢ = 0, uma raiz real tripla nula.

p

Figura 8: Grafico de f(x) = z® + ¢ para p =0 e ¢ < 0, uma raiz real positiva.

Figuras 6, 7 e 8. Notam-se tangentes horizontais se x = 0, em ambos os casos.
Consideremos agora o caso mais interessante, em que p < 0. Entdo podemos escrever
p = —3a? a # 0. A fungao se torna f(r) = r3—3a*r+q, e sua derivada é f'(x) = 3% —3a?,
que se anula nos pontos x = +a. Como a derivada segunda f”(x) = 6z é negativa no
ponto x = —a, este é um ponto de maximo. Por motivo andlogo, a fun¢ao tem um minimo
no ponto x = a. O gréafico de f apresenta uma das formas abaixo, conforme a equacao
2%+ pxr + ¢ = 0 tenha uma raiz real e duas complexas, uma raiz real simples e uma dupla,

ou trés raizes reais distintas.

Estes trés casos correspondem, respectivamente, a f(a).f(—a) > 0, f(a).f(—a) =0

e f(a).f(—a) < 0. Temos:

_ ) 9 4 . qz pg .
f(a).f(~a) = (g — 20%)(q +20%) = ¢ — 4a® = ¢ +27p3_4(4+27> _ap.

(Lembremos que p = —3a?.) Portanto, o sinal de f(a).f(—a) é o mesmo do discri-

minante D.



Capitulo 2. FEquagoes Cuibicas 33

Figura 9: Grafico de f(z) = 2°—3a’x+q para p = —3a?, a > 0 trés raizes reais e distintas,

com f(a).f(—a) <O.

2

Figura 10: Gréfico de f(z) = 2® — 3a’*r + ¢ para p = —3a?, a > 0 uma raiz real, com

f(a).f(=a) > 0.

Figura 11: Gréfico de f(z) = 23 — 3a*x + ¢ para p = —3a?, a > 0 uma raiz real simples e
uma dupla, com f(a).f(—a) = 0.

Portanto a equacao do 3° grau x® + pz + ¢ = 0 tem uma, duas ou trés raizes reais

2 3
distintas conforme D = QZ + ]29—7 seja positivo, nulo, ou negativo, respectivamente
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3 GEOGEBRA

3.1 Caracterizacao do Software GeoGebra

O software utilizado para o desenvolvimento da atividade desta pesquisa foi o
GeoGebra, na versao 4.4. Trata-se de um software livre, que foi elaborado por Markus
Hohenwarter em 2001/2002. Segundo (HOHENWARTER, M ; PREINER, 2007), o soft-
ware foi desenvolvido como sendo parte de sua tese de mestrado, sendo que, foi realizada
uma revisao do GeoGebra durante o seu curso de doutorado, e apds esse momento, pro-
fessores e instrutores de Matematica, de varios paises, se debrucaram e traduziram o
GeoGebra para mais de vinte e cinco idiomas diferentes. Além disso, é um software dis-
ponivel em <www.geogebra.org>, e é possivel realizar seu download para que este fique

disponivel nos computadores pessoais, sem nenhum custo financeiro.

Segundo (HOHENWARTER, M ; PREINER, 2007), por agregar geometria, al-
gebra e calculo, é considerado um software de Matematica dindmica. Além disso, este
software oferece mais de uma representacao para um objeto. Por exemplo, ele possibilita

a apresentacao grafica, algébrica e tabular de fungoes.

Nesta pesquisa, foram utilizadas apenas a barra de menus, a barra de ferramentas,
a janela de élgebra, a janela de visualizagao e o campo Entrada (Figura 1). Todos os
objetos presentes na janela de visualizacdo possuem representacoes na janela de algebra,
e todos os objetos inseridos no campo de entrada sao apresentados na janela de algebra,
sendo que, neste campo, é possivel inserir fungoes, pontos, vetores, retas, circunferéncias

e secoes conicas.

3.2 Apresentacao do Software

Ao inicializar o GeoGebra abre-se uma janela, cuja a interface é composta por uma
barra de menus, uma barra de ferramentas, a janela de algebra, a janela de visualizacao

e o campo de entrada conforme figura 12.
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Bamade Menus Wp | AfQuUivO Editar Exidir OpcBes Femamentas Janela Ajuda Entrar...
A L e .é. * | aBc || _sz2 *
DRENNCEEANDEE .
| » Janela de Aigebra [ | » Janela de visuanzago ®
\
q
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Figura 12: Pagina principal do GeoGebra 4.4

Se ao inicializar o GeoGebra e aparecer somente a barra de menus conforme figura
13, devemos clicar na barra de menus na opcao exibir e logo em seguida clicar nas opg¢oes

que queremos que apareca para realizacao das atividades tipo: barra de ferramentas, janela

de algebra, janela de visualizacao e campo de entrada.

{7 GeoGebra =8 8

Arquivo Editar Exibir Opglies Feramentas Janela Ajuda Enftrar...

r

Figura 13

Barra de Menus

A Barra de menus (figura 13) é composta pelas opgdes: Arquivo, Editar, Exibir,
Opcoes, Ferramentas, Janela e Ajuda. Utilizando o menu Exibir conforme figura 14, po-

demos personalizar a interface do Programa, podendo-se, por exemplo, exibir/esconder

Bama de Femamentas
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diferentes elementos da mesma, como por exemplo, a janela de algebra, a janela de vi-

sualizacao, o campo de entrada, a barra de ferramentas, os eixos coordenados, a malha,

entre outras opgoes. Para isso, basta marcar/desmarcar o item desejado no menu exibir.

l_ Eixos
EE maiha

v Janela de Algebra
Planilha

v Janela de Visualizagio
Janela de Visualizagio 2
Protocolo de Construgdo

Teclado

Campo de Entrada
Barra de Ferramentas

Barra de Navegac#o para Passos da Construcdo

Atualizar Janelas

@

Recalcular Todos os Objetos

Ctri+Shift+A
Ctri+Shift+3
Ctri+Shift+1
Ctri+Shift+2
Ctri+Shift+L

Ctri+F
Ctri+R

Figura 14

Janela de Visualizagao

A janela de visualizagao (figura 15) mostra a representagdo grafica de pontos,

vetores, segmentos, poligonos, fungoes, retas e conicas, que podem ser introduzidos dire-

tamente na janela de visualizacdo ou através do campo de entrada de texto. Ao passar o

mouse sobre algum desses objetos, aparece sua respectiva descricdo. Para personalizar a

janela de visualizacao, basta clicar com o botao direito do mouse sobre a janela de Visu-

alizacao e personalizar conforme a atividade proposta. A janela de visualizagdo também

possui um sistema de eixos cartesianos onde o usuario visualiza as construgoes graficas e

a0 mesmo tempo as coordenadas e equagodes correspondentes sao mostradas na janela de

algebra.
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» Janela de Visualizagéo (=]

Figura 15

Janela de Algebra

A janela de algebra (figura 16) mostra informacgoes como valores, coordenadas ou
equagoes de objetos livres ou dependentes que podem (ou nao) estar visiveis na janela
de visualizacdo. Através da janela de algebra podemos, também, renomear, alterar as
propriedades (no caso dos objetos livres) e/ou exibir/esconder um objeto da janela de

visualizacao.

» Janela de Algebra

Figura 16

Campo de Entrada de Texto

O campo de entrada de texto (ou entrada de comandos) (figura 17) é usado para
inserir comandos, coordenadas, equagoes e fungoes diretamente através do teclado, e estes

sao mostrados na area de desenho imediatamente apods pressionar a tecla “Enter”.
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Entrada:

Figura 17

Menu de Comandos

Para facilitar a insercdo de comandos no campo de entrada, podemos utilizar a
ferramenta “Ajuda”, localizada no canto inferior direito, ao lado do campo de entrada.
Esta ferramenta dispoe de um menu de comandos com informagdes para as seguintes
opcdes: Fungoes Matemdticas, Todos os Comandos, Algebra, Conicas, Diagramas, Esta-
tistica, Funcoes e Calculo, GeoGebra, Geometria, Listas, Logica, Matematica Discreta,
Otimizacao, Planilha, Probabilidade, Programagao, Texto, Transformacdes, e Vetores e
Matrizes. Deste modo, ao selecionar uma dessas opcoes, aparecerd uma caixa de texto

com as instrugoes necessarias para a utilizagao do comando desejado.
Menu de Simbolos

O menu de simbolos esté localizado no canto direito do campo de entrada de texto,
e dispoe de alguns dos simbolos matematicos mais frequentemente utilizados para nomear

um objeto ou inserir um comando através do campo de entrada.
Barra de Ferramentas

Na Barra de Ferramenta do GeoGebra encontram-se as janelas que auxiliam na
construcao dos objetos matematicos e esta dividida em 12 janelas, conforme figura 18.
Cada uma destas janelas possui varias ferramentas. Para visualizar estas ferramentas,
basta clicar sobre a seta no canto do icone, e entao irao aparecer as opcoes referentes a

estas janelas.

A .‘”“7 }/7 :”’7 I;:,v ®7 .5317 d-? xv AEH:7 EETCIIR

Figura 18

A seguir, descrevo algumas ferramentas disponiveis no GeoGebra que foram utili-

zadas para o desenvolvimento da atividade desta pesquisa:

Ferramenta da janela 1
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R AL S
N | Mover

: R‘ Rota¢3o em Torno de um Ponto
[ ]

36
’:‘; % Gravar para a Planilha de Calculos
Figura 19

MOVER : Esta ferramenta é utilizada para arrastar e mover objetos livres.
Ao selecionar um objeto no modo Mover, pode-se apagar o objeto pressionando a tecla
DELETE, ou entao mové-lo usando o mouse ou as setas do teclado. Também é possivel

ativar a ferramenta Mover pressionando a tecla ESC.

Ferramentas da janela 10

| .-

ABC Texto

Inserir Imagem

Caneta

9
S| e

Func3o a M3o Livre

[
o

Relacdo
Calculadora de Probabilidades

Inspetor de Funcdes

=

Figura 20

INSPETOR DE FUNCOES : Esta ferramenta possibilita uma anélise mais
especifica da funcao em determinado intervalo, tais como pontos de maximo e minimo,

integral, reta tangente, circulo osculador, etc.

Ferramentas da janela 11
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3=2 Controle Deslizante
‘.‘ Caixa para Exibir / Esconder Objetos

Botdo

a=[1] Campo de Entrada

Figura 21

CONTROLE DESLIZANTE : Para criar um deslizante, basta ativar a
respectiva ferramenta e clicar sobre o local desejado na janela geométrica. Feito isto, apa-
recera uma janela onde vocé podera nomear, especificar o intervalo e incremento e alterar
as propriedades do controle deslizante. O uso de um controle deslizante possibilita causar
variagoes em objetos (manualmente ou automaticamente), podendo também assumir a
funcao de uma variavel. Esta variavel pode estar associada a um objeto matemaético, o
que permite a transicao continua entre estados intermediarios do objeto estudado, des-
tacando os aspectos invariantes. Além disso, a possibilidade de variar objetos garante o

dinamismo nas representacoes e a manipulagao de conceitos antes abstratos.

CAIXA PARA EXIBIR/ESCONDER OBJETOS : Com esta ferra-
menta, podemos criar uma caixa e anexar a esta objetos ja construidos. Desta forma,

a0 marcar a caixa, os objetos anexados ficarao visiveis, e ao desmarca-la, os objetos serao
ocultados.
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o GeoGebra - =

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

0 Iad
k) Al 2 OO LN e ] ) e, 51

~ Janela de Algebra % | * Janela de Visualizagéo 2 x
= | k|- L # ‘ - - anw
Controle Deslizante “
(® Nimero Nome
() Angulo a @
() Inteiro [] Aleatério (F9)

Intarvalo | Controle Deslizante | Animacio

min: |-5 max. |5 Incremento: 0.1
Aplicar Cancelar
Entrada: =
Figura 22

FERRAMENTAS DA JANELA 12

Mover Janela de Visualizagdo
Ampliar

Reduzir

Exibir / Esconder Objeto
Exibir / Esconder Rétulo

Copiar Estilo Visual

BRI IS ,@,@.{.m

Apagar

Figura 23

MOVER JANELA DE VISUALIZACAO : Com esta ferramenta, pode-
se mover o sistema de eixos, bem como todos os objetos nele contidos, ajustando a area
visivel na Janela de Visualizacao. Pode-se, também, alterar a relacao de escala entre os

eixos coordenados, arrastando cada um deles com o mouse.

AMPLIAR : Com o auxilio desta ferramenta, ao clicar em qualquer lugar da

janela de visualizagao, podemos ampliar a construcao.

REDUZIR

de visualizagao, podemos reduzir a construcao.

Utilizando esta ferramenta, ao clicar em qualquer lugar da janela
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EXIBIR / ESCONDER ROTULO : Com esta ferramenta, podemos ocul-
tar os rotulos que estao visiveis nos objetos, além de poder exibir os rotulos que estao

ocultos.

COPIAR ESTILO VISUAL : Esta ferramenta permite copiar propriedades
visuais (como cor, tamanho, estilo da linha, entre outros) de um objeto para outro(s).
Para fazé-lo, primeiro selecione o objeto cujas propriedades pretende copiar, e em seguida,

clique nos objetos que herdarao estas propriedades.

APAGAR OBJETO : Com esta ferramenta, pode-se apagar qualquer objeto
que esteja visivel na janela geométrica e/ou algébrica. Caso apague um objeto acidental-

mente, utilize o botao “Desfazer”.
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4 Atividade da pesquisa

4.1 Utilizacdo do Software GeoGebra no estudo da funcdo de 3°

grau

A visualizacao através do software GeoGebra favorece o aprendizado na construgao
de graficos da funcao de 3° grau, permitindo que o aluno reflita sobre 1? e 2% derivada,
fazendo ainda a andlise das raizes, dos pontos de maximos e minimos, pontos criticos e

ponto de inflexdo, estudaremos também os coeficientes da fungao.

A seguir iremos apresentar as questoes, que selecionamos obedecendo ao contetido

e o objetivo de nossa pesquisa, que aborda graficos de fungoes cubicas.

Atividade 1

A atividade a seguir trata de uma func¢ao do terceiro grau, onde objetivamos saber
dos alunos se a funcao apresenta raizes, pontos criticos, se ela possui pontos de maximo
e pontos de minimo local, ponto de inflexdao e em seguida calcular a 1* e 22 derivada da

funcao.

Sequéncias de passos para a execucao da atividade no GeoGebra: No campo de

entrada digite a seguinte fungao f(z) = x3 + 3x? — 4 — 6, em seguida tecle enter.

. — -

Arquivo Editar Exibir Opctes Ferramentas Janela Ajuda

.

+ Janela de Algebra » Janela de Visualizacdo
= Funcéo
s f(x) = W+3Ix2—ax—6

Jlx) 4‘ P43 —4a-6

Entrada: L

Figura 24: Grafico da fungdo polinomial do terceiro grau, f(x) = 23 + 32? — 4z — 6.

Ao digitar a fungdo no campo de entrada, aparecera conforme figura 24 o modelo

do gréafico na janela de visualizacdo e a fungdo na janela de algebra, para que o aluno
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possa fazer suas andlises e tomar suas decisoes quanto ao comportamento do grafico.
Primeira pergunta: Verifique se a funcao possui raizes, se sim. Identifique-as?

Sequéncias de passos para a execucao da primeira pergunta no GeoGebra: No

campo de entrada digite o seguinte R=raiz[f], em seguida tecle enter.

o — [ ot

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
3 B Gd
DEEFEEEENDE D 0%
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Funcédo
5 f(x) = x*+3x>—4x—6
= Ponto 8
L% R,=(3.65,0)
-9 R,=(1,0)
5 R,=(1.65,0)

A
°

.
)23 =0

! Entrada: L

Figura 25: identificagdo das raizes no grafico de f(z) = 23 + 322 — 4z — 6.

Resposta: sim: Ry = (—3,65;0), Ry = (—1;0) e Ry = (1,65;0)
Utilizando agora a férmula de Cardano-Tartaglia

19 passo: Identificar os coeficientes:
a=1,b=3,c=—-4ed=—6

b 3
2° passo: Substituir z = z — 37374 1 na equacao 22 + 322 — 42 —6 =0

3° passo: Desenvolver os calculos:

(z—1P+3(z-1)2-4(z—1)-6=0
2232243, -14322—6243—-4244—-6=0

2 —T72=0
4° passo: Identificar os coeficientes de p e ¢:

p=—-Teq=0

5° passo: Substituir p = —7 e ¢ = 0 na férmula
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D

¢ P (02 (=7 343
4

obtemos D < 0. Portanto ela deve ter 3 raizes reais e distintas

Logo,

xR IO (N G
z=A\l—= — —— =/ —
2 Va7 2 V4" oor

2 2 /3,560 + /=3, 56i

A férmula fornece uma das raizes z = /3, 56t + /—3, 567, que é um nimero real,

pois D < 0. Colocando o fator z em evidéncia na equacgao

temos

logo

Z:OOUZ:j:ﬁ

6° passo: Substituir os valores de z na férmula
r=2z—1,
obtemos

r=—1,0=VT-12264-121,65eax=—VT—1~-264—1%—3,65

Diante das duas solucoes geométricas e algébricas, percebemos que a solucao geo-
métrica pode possibilitar aos alunos experimentarem, sem receio de aprovacao ou repro-
vagao por parte do professor, que a utilizacao do software possui as possibilidades a partir
de um feedback rapido, pela facilidade que geogebra possuem em gerar inimeros graficos,

tabelas e expressoes algébricas.
Segunda pergunta: QQuais sdo os pontos de maximos e minimos da fun¢ao?

Sequéncias de passos para a execucao da segunda pergunta no GeoGebra: No

campo de entrada digite o seguinte C' = extremolf], em seguida tecle enter.
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Figura 26: representacao dos pontos de maximo e minimo local no gréafico de f(x)

{7 FIG 1ggb A —

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

+ Janela de Algebra
= Funcédo

Lof(x) = x24+3x2—4x—6
= Ponto

L5 E,=(-253,713)

5 E,=(0.83,7.13)

» Janela de Visualizagao

L T —

Enfrada:

w3t —da— 6 g

E,=(053,-7.13)

@

23+ 322 — 4x — 6.

Resposta: Pontos de maximo local C; = (—2,53;7,13) e Pontos de minimo local
Cy = (0,53; —7,13).

Terceira pergunta: Calcule a 1? derivada manualmente e classifique-a. Qual o gra-
fico desta fungao?

Sequéncias de passos para a execugao da terceira pergunta no GeoGebra: No campo
de entrada digite o seguinte derivadalf], em seguida tecle enter.

7 G 1ggb A —

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra
= Fungdo
5 f(x) = *+3x2—4x—6
D F(x) =3x2+6x—4

« L 3

Entrada

Figura 27: representacio da primeira derivada no grafico de f'(x) = 322 + 6x — 4.
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Resposta: f/'(x) = 32 + 6x — 4, seu grafico é uma parabola.

Quarta pergunta: Calcule as raizes da 1* derivada.

Sequéncias de passos para a execugao da quarta pergunta no GeoGebra: No campo
de entrada digite o seguinte D=raiz[f’], em seguida tecle enter.

{2 AG 199 A w—

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

&[N

2]
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagao
= Funcédo
Lo f(x) = x2+3x2—4x—6
~a f(x) = 3x2+6x—4
= Ponto
-0 D,=(-253,0)
5 D,=(0.53,0)

< m

Entrada:

O

Figura 28: representacao das raizes da primeira derivada no grafico de f'(x) = 32*+6x—4

Resposta: D1 = (—2,53;0) Ry = (0,53;0)
Quinta pergunta: Determine se existirem os pontos criticos da funcao ctbica.

Sequéncias de passos para a execugao da quinta pergunta no GeoGebra: No campo
de entrada digite o seguinte C=extremolf], em seguida tecle enter.
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Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
' [N 0 @
\ > AB
IR S R o) [+] PN 1
» Janela de Algebra » Janela de Visualizacdo
= Funcdo

10
9 f(x) = x> +3x* —4x—6

3 f(x) =3 +6x—4
= Ponto
-0

flx) = 327 +6§

e
-3 D,=(-2.53,0)
.5 D,=(053,0)

053,00

2 4 6

al [ v

Entrada:

Figura 29: identificacdo dos pontos criticos no gréifico de f(x) = 23 + 32 — 42 — 6.

Resposta: Pontos criticos sao os pontos no dominio de uma fungao onde a primeira

derivada é nula. C7 = (—2,53;7,13) e Cy = (0,53; —7,13).

Sexta pergunta: Determine o ponto de inflexao.

Sequéncias de passos para a execucao da sexta pergunta no GeoGebra: No campo
de entrada digite o seguinte P=pontodeinflexaolf], em seguida tecle enter.

£ FIG Lggb

— | == =
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
A . [N O A . D )
Y B G B¥ 3ol [+ PN S e
» Janela de Algebra » Janela de Visualizacido
= Funcéio 10
D f(x) = x*+3x2—4x—6 o )
) N ) =32 +6f—4
0 F(x) =3x"+6x—4
= Ponto 8
% P=(,0)
6
4
5 4
(-1,0
T 2 a 3
< i v
Entrada: @

Figura 30: representacao do ponto de inflexao.

Resposta: Ponto de inflexdo é o ponto onde o grafico muda de concavidade A =
(—1,0).
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Sétima pergunta: Determine a 2% derivada da fungao. Qual o grafico desta funcao?

Sequéncias de passos para a execucao da sétima pergunta no GeoGebra: No campo
de entrada digite o seguinte derivadalf,2], em seguida tecle enter.

¢ 10 — L
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
ld
0%
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
= Funcdo
Fof(x) = +3x2—4x—6 )
, ) /() = 3"+ G -4
Lo F(x) =32+ 6x—4 8
@
6
4
2 4|
6 2 4
“ I v
| Entrada 3@

Figura 31: representagio da segunda derivada no grafico de f(z) = ® + 32% — 42 — 6.

Resposta: f”(x) = 6z + 6, seu grafico é uma reta.

Representagao final do grafico

"¢ A6 1990
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
DEEFYROERNEE B
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
= Funcio [lz) = 3224624
Gf(x) =x*+3x2—4x—6

°
= Ponto
o C,=(-253,7.13

o E,=(0.53,-7.13)
o P=(1,0)

o R,=(-3.65,0)

o R,=(1,0)

o R,=(1.65,0)

<
Entrada

o f(x) =3x+6x—4

E,=(-253,7.13)

C,=(-253,713)
)

,=(-2.650) \D, =(-253,0)

,=(053,0) o, =(165.0)
-45 15 1 1 2 25 3 35 4 45
C,=(053,-1.13)
E,=(053,-713)
flz) =f+*+ 30426
-10
]

Figura 32: modelo dos gréficos da fungdo f(r) = 23 + 322

ee f'(x) =6z +6

— 4y —

6, f'(z) =32? + 6z —4

A seguir transcreveremos as atividades que relacionam os coeficientes da funcao
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e logo abaixo de cada questao, o objetivo que queremos alcancar com a realizagao da

mesma.

Um polinémio de grau 3 com coeficientes a, b, ¢ e d é escrito na forma p(z) =

ax® +bx* +cx +d, onde a, b, c,d €R e a # 0 e x é uma varidvel real.
Tendo por base essa defini¢ao, resolva as atividades propostas:
Atividade 2
Construa num mesmo plano cartesiano os graficos das fungoes cibicas abaixo:
a) f(z) =2 —8x* + 19z — 12
b) g(x) = 223 + 22° — 3z
Determine:

1) Se o grafico da fungao ctibica tende, para o infinito positivo ou infinito negativo

do eixo das ordenadas.
2) 0 coeficiente (a) é positivo ou negativo?

3) Como vocé reconhece que o grafico representa uma funcao de coeficiente (a)

positivo?
Objetivo da Atividade 2

Essa atividade foi elaborada com a intencao de que os alunos, pela observacao do
grafico de f que, por ser polinémio o dominio é sempre R ; quando o x tende ao infinito

positivo, o grafico tende ao infinito positivo, sendo assim o coeficiente (a) é positivo.

€ GeoGebra =8 %

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

0%

» Janela de Algebra » Janela de Visualizacdo
= Funcéo
Lo f(x) =X —8x2+19x—12 5
Lo R(x) = 253 +2x2 —3x

flz) = 2° — 822+ 192 12

=22 +242 4§30

Enirada: L

Figura 33: modelo dos gréficos das fungoes f(r) = 2°—8z2+19x—12 e g(z) = 223+22*—3x

Atividade 3
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Construa num mesmo plano cartesiano os graficos das fungoes ciibicas abaixo:
a) f(z) = —223+T2? — Tz +2

b) g(z)=—-2*+2*+2 -6

Determine:

1) Se o grafico da fungao cibica tende, para o infinito positivo ou infinito negativo
do eixo das ordenadas.

2) 0 coeficiente (a) é positivo ou negativo?

3) Como vocé reconhece que o grafico representa uma funcao de coeficiente (a)

negativo?
Objetivo da Atividade 3

Essa atividade foi elaborada com a intencao de que os alunos, pela observacao do
grafico de f que, por ser polindmio o dominio é sempre R ; quando o x tende ao infinito

positivo, o grafico tende ao infinito negativo, sendo assim o coeficiente (a) é negativo.

€3 GeoGebra =8 ®
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
EBEPERND e 3
(Y5 i ¥ 7 [0 [ PN [
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
= Funcdo (2) = —22° + 72> =Tz +2
o f(x) = =23 +7xP—Tx+2
O fix) = 4+ +x—6 .
1) L Siw) —at a6
2
1
0 /\
i 5 5 4 3 2 1 0 3 4 5 5 7 4
‘ i ' /\
Entrada: ¥ @

Figura 34: modelo dos graficos das fungoes f(x) = —223 + 72*> — Tx +2 e g(x) = —2® +
2+ x—6

Atividade 4

Construa num mesmo plano cartesiano os graficos das fungoes cibicas abaixo:
a) f(z)=2%—6x+3

b) g(z) = =32 + 62% + 2 — 2

Determine:
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1) O ponto onde cada grafico da fungao cibica intercepta o eixo y.

2) Como vocé identifica sem construir o grafico, onde a funcao cibica intercepta

o eixo y?
Objetivo da Atividade 4

Tem por objetivo mostrar que o termo independente é a ordenada do ponto em

que o grafico da funcao intercepta o eixo y.

"¢ Geobsebra =8 %
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
A e @
» Janela de Algebra » Janela de Visual
= Fungao filz)|= —32*+62° ’# z—2
I f(x) =x*—6x+3 s
s h(x) = =33+ 6x2+x—2
.
6
[ §
3
2
1
0
7 6 -5 4 3 2 1 o 1 3 4 5 6 7
1
flz) = a*—64+3
Entrada: B

Figura 35: modelo dos graficos das fungoes f(z) = 23 —6x+3 e g(z) = —323 + 622+ —2

Atividade 5

Construa num mesmo plano cartesiano os graficos das fungoes cibicas abaixo:

a) f(z) =23 52>+ 3x

b) g(z) = 52® — 4z + 3

Determine:

1) O ponto onde cada grafico da fungao cibica intercepta o eixo x.

2) As raizes reais de cada fungdo. Quantas raizes reais distintas cada fungao possui?
3) Como vocé identifica no grafico da fungao ctbica que a raiz é simples?
Objetivo da Atividade 5

A atividade foi elaborada com o objetivo de observar que o comportamento do
grafico da fungao cubica, na vizinhanca da raiz, intercepta o eixo das abscissas, na forma

de uma curva reta, a raiz é simples.
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€3 GeoGebra I —— - = |5 i
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagédo
o f(x) =x*—5x2+3x

= Fungdo
o fi(x) = 5x°—4x+3

Entrada: e

Figura 36: modelo dos gréficos das fungoes f(x) = 23 — 52% + 3z e g(z) = 5a® — 4w + 3

Atividade 6

Segundo (Lima, Elon Lages ; Carvalho, Paulo Cezar Pinto; Wagner, Eduardo;

Morgado, 2001) a multiplicidade de uma raiz é a quantidade de raizes que aparece repetida

na equacao polinomial.

par?

Construa num mesmo plano cartesiano os graficos das fungoes cibicas abaixo:
a) f(r) =23 —8x? 4+ 21z — 18

b) g(z) = 23 — 322 + 4

Determine:

1) Nas vizinhangas das suas raizes reais, se eles “cortam” o eixo 7

2) Escreva as raizes reais de cada uma das fungoes.

)

)
3) Existem raizes multiplas?
4) A multiplicidade das fungoes é?
)

5) Qual o comportamento do grafico da funcao ciibica se a raiz tem multiplicidade

Objetivo da Atividade 6

Deverao visualizar que, quando o grafico da fungao cubica tangencia o eixo das

abscissas nas vizinhancas da raiz, a raiz tem multiplicidade par.
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.g‘_’; GeoGebra =8| %
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
@)
e 2]
» Janela de Algebra + Janela de Visualizagéo
= Funcdo
o f(x) = x*—8x*+21x— 18 5
Jh(x) = x*—3x>+4
4
-6 -5 -4 -3 -2 3 4 5 6 7
_ "
-2
-3
-4
filz) | o 3x244
-5
fle) = 2® —8a* 212018
Entrada: !

Figura 37: modelo dos graficos das fungoes f(z) = 23 —8z*+21x—18 e g(x) = 2° — 32> +4

Atividade 7

Construa num mesmo plano cartesiano os graficos das fungoes ciibicas abaixo:
a) f(z) =a®+ 92 + 2Tz + 27

b) g(z) = 2% — 62> + 122 — 8

Determine:

1) Nas vizinhangas das suas raizes reais, se eles “cortam” o eixo x?

2) Escreva as raizes reais de cada uma das fungoes.

3) Existem raizes multiplas?

4) A multiplicidade das fungoes é7

5) Qual o comportamento do gréfico se a raiz tem multiplicidade impar?
Objetivo da Atividade 7

Deverao visualizar que, quando o grafico da funcao ciibica for uma inflexao no eixo

das abscissas nas vizinhangas da raiz, a raiz tem multiplicidade impar.
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€7 GeoGebra =8 %
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

0%

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo
= Funcéo
9 f(x) = F+9xEH27T x4 27 5
9 f(x) =x*—6x2+12x—8

filz) = 2 62> 4122 -8
flz) = 2+ 922 +2Ta +
-5

Entrada: e

Figura 38: modelo dos graficos das fungoes f(x) = 23 + 922 + 272 + 27 e g(x) = 23 —
622 + 127 — 8

Atividade 8

Construa num mesmo plano cartesiano os graficos das fungoes cibicas abaixo:
a) f(z)= -2+ 22 +22—1

b) g(x) = 32 — 32% + Tx + 6

Identifique:

1) Nas vizinhangas onde cada grafico intercepta o eixo y, se a fungao cubica é

crescente, decrescente ou ambos.
2) O coeficiente de z nestas fungdes cibicas é positivo ou negativo?
Objetivo da Atividade 8

Identificar que, quando a funcao ctbica representada pelo grafico cujo coeficiente

de = intercepta o eixo das ordenadas na forma crescente, o coeficiente de x é positivo.
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-Tamae W _— ' - W
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
. [N o D 3
r Janela de A\gebra + Janela de Visualizagao
= Funcdo . )
5 f(x) = —2x 4x2+2x—1 —2at 4t 42w -1
o R(x) =3 —3x>+7x+6
&
12 -0 -8 6 -4 2 4 6 8 10 12 14 16 18
32° -3 47246
Entrada: &

Figura 39: modelo dos graficos das funcoes f(z) = —223 + 22 + 22 — 1 e g(x) = 323 —
322 + Tz +6

Atividade 9

Construa num mesmo plano cartesiano os graficos das fungoes cibicas abaixo:
a) f(z)=a%— 222 -4z +1

b) g(z) = —2® — 22% — 22 — 4

Identifique:

1) Nas vizinhangas onde cada grafico intercepta o eixo y, se a fungao cubica é
crescente, decrescente ou ambos.

2) O coeficiente de z nestas fungdes cibicas é positivo ou negativo?

Objetivo da Atividade 9

Identificar que, quando a funcao ctbica representada pelo grafico cujo coeficiente

de z intercepta o eixo das ordenadas na forma decrescente, o coeficiente de x é negativo
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e B — ' - WLt T

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

) A ello]4)

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagao
= Funcéo () s lo.2_o 1
— 3 2 r) = =X 1LXT—2r—
Sf(x) =x —2x*—ax+1 il 3

SR(x) = —x*—2x) —2x -4

<= i d

Entrada: # @

Figura 40: modelo dos graficos das fungoes f(z) = 23 — 222 -4z +1e g(x) = —2® — 22% —
20 —4

Atividade 10

Construa num mesmo plano cartesiano os graficos das fungoes cibicas abaixo:
a) f(r) = —42® +52% + 2

b) g(x) =8z + 1822 — 7

Identifique:

1) Nas vizinhangas onde cada grafico intercepta o eixo y, se a fungao cubica é
crescente, decrescente ou ambos.

2) O coeficiente de x nestas funcoes ctibicas.

Objetivo da Atividade 10

Essa atividade pretende que os alunos identifiquem similaridades nos graficos. Nas
proximidades da intersec¢ao do grafico com o eixo das ordenadas aparece uma mudanca
de sentido, o que indica que o coeficiente de x (no expoente um) é zero, mas cabe destacar
que ndo é um caso geral, visto que em fungdes ciibicas do tipo f(z) = 2®+1, ver figura 42,

por exemplo, o grafico aparenta ficar constante na interseccao com o eixo das ordenadas.
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Arquwo Ed\tar Exibir Op;oes Ferrameﬂtas Janela Ajuda
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! u D &
4 Jaﬂe\a de A\gebra ¢» Janela de Visualizagdo
= Funcéo
0 f(x) = —4x° +5x+2 ’ (@) = —da* +50% +2
o fx) = 8x34+18x2 -7
1
0
-5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 [
-1
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-2
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4
. 5 7 o
L) =8t +1825 -7
Entrada: )

Figura 41: modelo dos graficos das fungdes f(x) = —423+ 522 +2 e g(r) = 823+ 1822 — 7

©7 GeoGebra

=8 =
Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
5
AB
‘/ D &
» Janela de Algebra » Janela de Visualizago
= Funcio
------ D fx) =x"+1 +
3
2
: / . . ;
5 4 3 2 1 0 1 2 3 a 3 [ 7
Bl
2
a
-4
Sy =+ +1
Entrada; s @

Figura 42: modelo do grafico da funcao (z) = 2 + 1

Atividade 11

Considerando o grafico ver figura 43 que representa uma fungao f : R — R definida
por f(z) =ax®+bx*>+cx +d,a € R* e b,c,d € R.

Assinale (V) para afirmativa verdadeira ou (F) para falsa.
() — 1 é raiz simples da fungao f.
() — 1 é raiz de multiplicidade par da fungao f.

() 2 é raiz de multiplicidade impar.
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2 é raiz de multiplicidade par.
O grau de f é 3.

a € positivo.

b é positivo.
b é negativo.

O termo independente de f(x) é 4.

bra

()
()
()
() a é negativo.
()
()
()

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

DEEBECDHRNTSEa
T

Entrada:

O

Figura 43: modelo do grifico da funcao f(x) = az® + bx* + cx +d

A atividade 11 reune varios conceitos construidos na realizacdo das atividades

anteriores e foi planejada para que os alunos possam aplicar seus conhecimentos.

As atividades tém por objetivo ser um facilitador no estudo do conceito de funcao

cubica pela interpretacao feita sob a visualizacao grafica, muitas vezes dificultada quando

desenvolvido no caderno.

Portanto, podemos motivar os alunos no estudo de funcao cubica, sendo respon-

savel pelo seu aprendizado efetuando as comparacoes do conhecimento sob o modelo no

caderno e o modelo apresentado pelo Software GeoGebra.

PROBLEMA

O Paulo quer construir um jardim retangular de 36m de perimetro, mas impds a

seguinte condicao: o produto do comprimento de medida y pelo quadrado da

largura cuja medida é x tem que ser maximo.

Resolucao
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Sendo = e y as dimensdes do jardim retangular, tem-se:

2r+2y=3b6r+y=8y=18—=

A funcao que se obtém, cumprindo a condi¢ao imposta pelo Paulo, é:

f(z) =2*(18 — ) = 182* — 2

Agora com o uso do GeoGebra, vamos determinar as dimensoes do jardim retan-

gular:

12 Passo: clik com o botao direito na janela de visualizagdo, depois clika em pro-
priedades, em seguida no icone preferéncias — janela de visualizagdo e define o x Min —22
e x Max 22, y Min —2500 e y Max 1000.

2° Passo: Digite no campo de entrada a funcao definida por : f(z) = 182% — 2*
39 Passo: Digite no campo de entrada as raizes de f : R = raiz|[f]

4° Passo: Digite no campo de entrada os extremos de f : E = extremo|f]

€7 GeoGebra =
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

LA Aol <IN~ -] 95

» Janela de Algebra [ » Janela de Visualizagéo
= Funcéio 140

= Ponto 120
5 E,=(0,0)

E
5 E,=(12,864) .

o R,=(0,0) £, = (12,864)
5 R,=(18,0)

Entrada 30

Figura 44: modelo do grafico da funcio f(x) = 1822 — 23

Observando o grafico na figura temos que para x = 12, obtém-se para valor maximo
de f, f(12) = 864.

Logo, a outra dimensao do jardim sera: y = 18 —x = 18 — 12 = 6m

O jardim pretendido deverd ter as dimensoes: 6m e 12m.
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Consideracoes Finais

Nesta secao, atenho-me a apresentar algumas consideragoes finais com relacao a
esta pesquisa e aos aspectos que poderao ser levantados em pesquisas futuras.A pergunta
impulsionadora deste trabalho é: Como a utilizacao do software GeoGebra pode contribuir
no estudo da funcao polinomial de grau trés? Existem alguns aspectos que perpassaram

essa questao, como o uso das TIC na Matematica e a interpretagao de atividades.

E possivel observar que o estudo da matematica com a utilizacdo das TIC, pode
desafiar os educandos a desenvolverem atividades que os coloquem em um estado de auto-
nomia através da atividade proposta. Com esta finalidade,os educandos serdo convidados
a levantar conjecturas e realizar investigagoes sobre as conjecturas, tentarao justifica-las a
partir de falas que possuem um significado para eles. Além disso, suas justificativas podem
perpassar também pela utilizagdo de conhecimentos prévios de mateméatica ou situagoes

vivenciadas em seu cotidiano.

Para a interpretacdo de atividades que possuem graficos de fun¢ao,podera haver
compreensao como sendo o ato de explicar, traduzir, compreender, avaliar e decidir as in-
formacoes apresentadas ou conjecturadas pelos educandos. Assim, serd possivel constatar
que as TIC contribuirao na medida em que os educandos construirem intimeros graficos
de funcoes espontaneamente e isso, contribuira para levantarem conjecturas e produzirem

significados.

O uso das TIC propiciara testar as conjecturas levantadas pelos educandos e per-
mitird que eles as validem ou refutem, serdao os principais agentes dessa andlise com a
verificacdo e interpretacao do que construirem.Desta forma, o trabalho possibilita va-
rias conclusdes,nao s6 ao considerar as questoes da pesquisa como também aspectos da

fundamentagao tedrica.
1. O estudo das atividades em sala de aula

Os exercicios propostos nas atividades mostram que o método de resolucao de
equacgoes apresentadas nos livros didaticos de matematica, nem sempre apresentam re-
sultados satisfatérios e nem sempre os educandos conseguem encontrar as raizes reais de
uma equagao dada. No entanto, esta constatagdo nao é suficiente para garantir que os
resultados sejam alcancgados, principalmente se a sequéncia for aplicada em qualquer sala

de aula.

A postura do educador em sala de aula é de grande influéncia para que os edu-
candos tenham condi¢bes de perceber as vantagens e desvantagens de cada método de

resolucao utilizado. Entretanto, alguns pontos devem ser observados pelo educador que
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demonstra interesse em aplicar a sequéncia didatica deste trabalho com seus alunos:

e O professor pode, entao, deixar a cargo dos alunos o estudo das

atividades?

Nao, a interagdo professor — aluno também é importante em todas as discussoes
requeridas. O educador deve questionar seus alunos, instiga-los a buscar caminhos alter-
nativos para entenderem a proposta das atividades, observando as vantagens do método

geométrico sobre os outros, apesar da existéncia também das desvantagens.

e O professor deve procurar estudar o desenvolvimento histérico desse

método, antes de aplicar a sequéncia?

Preferencialmente sim, pois, os dados historicos, colhidos nesta pesquisa, mostram
as dificuldades com as quais os matematicos se depararam constantemente, até desenvolver
uma formula para encontrar raizes de equagoes de grau trés. Estas dificuldades, a exemplo
dos nimeros complexos, também podem ser problemas para os educandos durante o

estudo.

Ao se aplicar as atividades, pode-se também fazer algumas observagoes. Quase
todas as atividades podem ser realizadas sem o programa GeoGebra, caso ele nao esteja
disponivel. Embora seu uso, tenha se mostrado eficaz, auxiliando em grande parte na

resolugao dos problemas apresentados.

O método de resolucao de equacoes de grau trés, estudados na sequéncia didatica,
podem dar ao educando uma visdo das formas possiveis de se manipular uma equacao
para resolvé-la. Esta apresentacao pode leva-los a questionar se equacoes de grau diferente
de trés também podem ser resolvidas de outras formas que nao as estudadas nos livros

didaticos de matematica.
2. Por que estudar equacgoes de terceiro grau?

Esta pesquisa mostra a importancia do estudo de equagoes de grau trés. Estas
equagoes permitem que os educandos visualizem um tipo de grafico diferente de retas
e parabolas, com os quais eles estdo acostumados, o uso do software GeoGebra, para
encontrar as raizes reais de equacoes ctibicas, pode ser empregada para tentar modificar
um pouco a tendéncia de educandos a usarem apenas o quadro algébrico para a resolugao
de problemas. A possibilidade de ir de um quadro a outro é de grande importancia porque
demonstra aspectos diferentes do problema a ser resolvido, melhora também as opc¢oes
de escolha do educando e a sua capacidade de raciocinar utilizando os varios ramos da

matematica.
3. As questoes levantadas

E importante que se analise também se as questoes de pesquisa podem ser respon-

didas ap6s o estudo realizado neste trabalho. Entre elas seria este método suficiente para
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que o aluno tenha uma visao geral de resolucdo de ciibicas?

O educando que estudar as atividades se sentira capaz de resolver qualquer equacao
de grau trés, esta constatacao, leva a crer que o método utilizado nessa sequéncia didatica
¢ suficiente para dar aos educandos uma visao geral de resolucao de equagoes cubicas. Eles
serao capazes de utilizar algebra ou geometria para encontrar as raizes de uma equacao

de grau trés e analisar o tipo de raiz que estes meios proporcionam a eles.
e O aluno tera mais facilidade com métodos geométricos ou algébricos?

A facilidade em usar um ou outro método vai depender da equacao que o educando
tem em maos para resolver. A primeira tentativa de resolver uma equagao serd por meios
algébricos, fato que nao invalida de maneira alguma ao estudo, j4 que saberao se nao
conseguirem bons resultados em tal quadro, tem a possibilidade de procurar sucesso de
outra forma, uma resolugdo geométrica sempre lhe trarda informacodes importantes, caso

nao tenha conseguido antes.

Sob o ponto de vista didatico, os métodos geométricos sao muito uteis para in-
troduzir o estudo de resolucao de equacoes de grau trés e ampliar as possibilidades que
o educando tem de resolver uma equacao cibica. Os métodos geométricos sao validos
também na medida em que possibilitam a demonstracao de raciocinio diferente, que pode

ser utilizado na resolugao de problemas.

Portanto, o software utilizado possibilitara aos educandos visualizarem as represen-
tagOes graficas e algébricas da funcao de grau trés, interpretar as relagdes dos coeficientes

da funcao de grau trés e a expressao algébrica da funcao de grau trés.

Convém ressaltar que, esta pesquisa deixa um questionamento que podera desen-
cadear uma pesquisa futura como: quais contribui¢oes as Tecnologias da Informacao e
Comunicac¢ao poderao proporcionar na interpretagdo de problemas que envolvam o con-
teudo de funcao de grau trés? Esta questao surge exatamente no momento que é possivel
se pensar na interpretacao de graficos, fungoes, coeficientes e enunciados de problemas

contextualizados, que na maioria das vezes sao temidos pelos educandos (LIMA, 1987).
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