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ABSTRACT

In this work we present a proposed approach of the
educational content of high school trigonometry with
theoretical presentation, exercises and problems, both ranked
by difficulty level in order to assist and measure the individual
progress of each student during the text.

We also present, in addition to the above content, the
approximation of continuous functions by trigonometric
polynomials with the aid of the Weierstrass Approximation
Theorem.

RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma proposta de
abordagem do conteudo  didatico-programatico  de
trigonometria de ensino médio, com apresentacdo tedrica,
exercicios e problemas, ambos classificados por nivel de
dificuldade, com o intuito de auxiliar e mensurar a evolucao
individual de cada aluno no decorrer do texto.

Apresentamos também, além do conteudo
supramencionado, a aproximacao de funcbes continuas por
polinbmios trigonométricos com o auxilio do Teorema da
Aproximacéao de Weierstrass.
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INTRODUCAO

A trigonometria € um dos mais antigos ramos da matematica, de fundamental
importancia no ensino médio e cada vez mais com maior incidéncia em exames de
selecdo. Apesar de muitos atribuirem aos gregos o inicio de seu estudo, hé relatos
historicos do conhecimento de propriedades trigonométricas no Papiro de Rhind e
em tabelas cuneiformes babil6nicas, ambos datados de aproximadamente 5000
a.C. Com o passar dos tempos, a trigopnometria cada vez mais veio abandonando
a correlacao intrinseca a geometria euclidiana plana e ganhando sua abordagem
particular com o conhecimento e aceitacdo dos arcos ndo pertencentes a primeira
volta e sua associagdo ao estudo de funcdes que permitiu a aplicacdo de seus
modelos em diversas situacdes praticas de caracteristicas periodicas.

A primeira parte desta dissertagdo consiste em um curso bésico de trigonometria
para o ensino médio. No capitulo 1 apresentamos a trigopnometria na sua forma
mais pura, aplicavel a geometria plana e com seus conceitos elementares mais
basicos. Nos capitulos 2 a 5 apresentamos e associamos as propriedades
trigonométricas inerentes aos angulos agora aos arcos de circunferéncia,
acarretando assim o surgimento de propriedades trigonométricas positivas e
negativas e também a semelhanca trigonométrica entre arcos de medidas
diferentes. Nos capitulos 6 a 9 apresentamos a trigopnometria por um enfoque
prioritariamente algébrico, de fundamental importancia para o surgimento de suas
novas correlagcdes com as funcdes apresentadas nos capitulos 10 e 11 seguintes.

Na segunda parte — capitulo 12 — apresentamos as definicdes e demonstramos os
teoremas que garantem a aproximacado de funcdes reais continuas por polinbmios
trigonomeétricos.

A motivacdo da elaboracéo deste trabalho teve origem na necessidade da criacdo
de um material didatico com enfoque principal na trigonometria de ensino médio
que forneca suporte aos estudantes para realizacao de exames vestibulares e, ao
mesmo tempo, seja pré-requisito aqueles que pretendem prosseguir seus estudos
de ensino superior em ciéncias exatas.



O texto, elaborado em cores, com graficos e ilustracbes vetorizadas, vem
estruturado na forma de capitulos e com cada um destes dividido em subitens com
o intuito de facilitar a localizacédo de cada conteudo especifico de um determinado
tema. Estes conteudos, formulas e conceitos sdo todos demonstrados de forma
clara e objetiva, com auxilio da interlocucéo, para tornar a leitura mais inteligivel e
agradavel ao aluno. Ao final de cada contetdo ou bloco de conteldos, o texto
apresenta uma secao de exemplos resolvidos, com o intuito imediato de aplicar
em problemas os conceitos supra desenvolvidos.

Ao final de cada capitulo, € também apresentada uma secdo de exercicios — de
conhecimento geral, de elaboragcédo do autor ou selecionados em bancos de dados
dos principais exames de selecdo conhecidos — classificados sobre quatro niveis
de dificuldade/aprendizado:

Problemas de aplicacdo direta de uma conceito relacionado ao
o0 capitulo — em geral ndo € necessario relembrar outros conceitos ou
usar de operacOes algébricas de maior complexidade.

Problemas de aplicacédo direta de algum conceito relacionado ao
capitulo mas que exigira a relacdo com algum outro conceito da
matematica ou operacdes algébricas de maior complexidade.

Problemas que exigem um conhecimento avancado da
trigonometria de forma acumulativa, bem como sua correlagédo com
outros conceitos da matematica.

Problemas da série desafio, com grau de complexidade muito
avancado, sua realizacdo ndo é necessaria e fundamental a todos
os alunos.




Capitulo 1

Trigonometria no triangulo retangulo

1.1. A Trigonometria

A trigonometria € o ramo da matematica que estuda as caracteristicas dos angulos
e arcos de circunferéncias e suas aplicacbes a resolucdo de triangulos,
deslocamentos na Terra, Astronomia dentre outros.

Muitos atribuem aos gregos o inicio do estudo da trigonometria, mas sabe-se hoje
que esta informacdo € controversa. Ha relatos histdricos do conhecimento de
propriedades trigonométricas no Papiro de Rhind e em tabelas cuneiformes
babildnicas, ambos datados de aproximadamente 5000 a.C.

1.2. Triangulo Retéangulo

Uma das mais importantes ferramentas da trigonometria e através da qual iremos
definir em breve as primeiras propriedades trigonométricas é o triangulo
retdngulo, que é o triangulo que possui um angulo reto (igual a 90°) e dois
angulos agudos (denotados por o e B na figura abaixo):

Os lados de um triangulo retangulo sdo nomeados como:
3



e Hipotenusa: E o lado oposto ao angulo reto. E também o maior lado do
triangulo:

No tridngulo acima, o lado de medida a é a hipotenusa.

e Cateto Oposto: E o lado oposto a algum dos angulos agudos tomado como
referéncia:

No triangulo acima, o lado de medida c € o cateto oposto a « e o0 lado de medida
b é o cateto oposto a 3.

e Cateto Adjacente: E o lado adjacente (que estd ao lado) a algum dos
angulos agudos tomado como referéncia.
No triangulo acima, o lado de medida b é o cateto adjacente a « e o lado de
medida c é o cateto adjacente a £.

1.3. Trigonometria no Triangulo Retangulo

Através desta importante ferramenta para a trigonometria que € o triangulo
retdngulo, vamos definir as trés primeiras propriedades trigonométricas dos
angulos, chamadas seno, cosseno e tangente.

Dado um triangulo retédngulo, de angulos agudos « e g, definimos:

e Seno: razao entre as medidas do cateto oposto e hipotenusa (nesta ordem),
cateto oposto

hipotenusa

ou seja, Seno =

No exemplo do item 1.2 temos:

c b
sena=— e senf =—
a a

e Cosseno: razdo entre as medidas do cateto adjacente e hipotenusa (nesta
cateto adjacente

ordem), ou seja, Cosseno = -
hipotenusa

No exemplo do item 1.2 temos:



b c
cCoOsa=— €e Ccosf=—
a a
e Tangente: razdo entre as medidas do cateto oposto e cateto adjacente

cateto oposto

(nesta ordem), ou seja, Tangente = - .
cateto adjacente

No exemplo do item 1.2 temos:
c b
tQa=—etgpf=—
b c
Note agora que, uma vez conhecidas as definicbes de seno, cosseno e tangente
de um angulo agudo através do tridangulo retangulo, podemos concluir uma
férmula alternativa para a tangente que é:
Seno

Tangente = ——
Cosseno

A deducdo desta expressdo vem do resultado direto da divisdo entre as definicdes
de seno e cosseno:

cateto oposto

Seno  hipotenusa _ catetooposto  hi sa
Cosseno cateto adjacente W "cateto adjacente
hipotenusa

_ cateto oposto
cateto adjacente

=Tangente

Exemplos Resolvidos

1. No triangulo retangulo abaixo, calcule os valores do seno, cosseno e tangente
dos angulos « e 3.




O seno é obtido pela razdo entre as medidas do cateto oposto e hipotenusa,
entao:

5 12
sena=— esenf=—
13 13

O cosseno € obtido pela razédo entre as medidas do cateto adjacente e hipotenusa,
entao:

12 5
CoOsa=— e Ccosff=—
13 13

A tangente é obtida pela razdo entre as medidas do cateto oposto e cateto
adjacente, entéo:

5 12
tga=— e tgf=—
go 12 9p 5

2. Um importante tridngulo retangulo € aquele cujos lados medem 3, 4 e 5.
Sabendo que os angulos deste triangulo medem aproximadamente 37° e 53°,
calcule o valor do seno, cosseno e tangente destes angulos apresentando os
resultados na forma decimal.

Para desenhar o triangulo, devemos nos lembrar que quanto maior o lado, maior
também sera seu angulo oposto. Desta forma, teremos o tridngulo:

37
5 4
53 -
3
Portanto,
3 4
sen37°=—==0,6 sen53°=—=0,8
5 5
cos37° :g =0,8 co0sb3°= g =0,6

tg37° =%=o,75 tg53° =§=133...



1.4. Angulos Complementares

Observando os exemplos dos topicos anteriores € possivel notar uma interessante
coincidéncia entre 0s senos, cossenos e tangentes de dois angulos agudos que
compdem um triangulo retangulo. Na verdade esta coincidéncia € uma regra
aplicavel a quaisquer pares de angulos como tais.

Sejam a e B dois dngulos complementares, isto é, « + 8 =90°, entdo:

sena =cosf
senf =cosa

tQa =—
tgp

O motivo pelo qual este teorema acontece é bem simples. Como dois angulos
complementares sempre podem ser inseridos em um mesmo triangulo retangulo,
0 cateto oposto de um sera o cateto adjacente do outro e isto implica que a
expressdo do seno do primeiro sera igual a expressao do cosseno do segundo.
Esta demonstracao provém diretamente dos resultados obtidos no item 1.3.

1.5. Angulos Notaveis

Os angulos de 30°, 45° e 60°, também conhecidos como angulos notaveis,
formam o conjunto de angulos mais importantes da trigopnometria. S8o estes que
justificardo grande parte dos resultados que obteremos daqui em diante neste
texto e, para isso, devemos conhecer os valores de seus sSenos C0OSSenos e
tangentes dados pela tabela abaixo:

30° 45° | 60°

SENO 1 V2 | 3
2 2 2
COSSENO V3 V2 L
2 2 2

TANGENTE g 1 J3




Os resultados da tabela acima podem ser facilmente deduzidos, veja:

e Para o angulo de 30°:

Considere um triangulo equilatero ABC e sua altura AH relativa ao vértice A:
A

B H C

Analisando o triangulo retangulo ACH (lembre-se de que a altura de um tridngulo

equilatero de lado L é dada por L3

, além de também ser uma bissetriz e
mediana);

30

L
sen30°:;=£.£:1
L 2L 2
LV3
cos30°=L:£.l=ﬁ
L 2 L 2
L
tg30°=2_-L 2 1 3
I3 23 3 3
2



e Para o angulo de 45°:

Considere um quadrado ABCD e uma de suas diagonais AC:

A B

D C
A andlise do triangulo retangulo ABC nos fornece (lembre-se de que a diagonal de
um quadrado de lado L é dada por L\2 , além de também ser uma bissetriz):

: - 'B sen45°=L=i=£
V2 2 2
L L1 2
C0s45°=——==—=—
LV2 V2 V2 2
tg45°=%:1
C

e Para o angulo de 60°:

Poderiamos ter usado nesta demonstracdo o mesmo triangulo utilizado para
demonstrar as propriedades do angulo de 30°, porém, vamos aproveitar este
momento para usar, pela primeira vez, o teorema do item 1.4.

Sabe-se que 30° e 60° sdo complementares, assim:

sen60° =cos30° = ﬁ

c0s60° =sen30° =

1 3
t 6002 = —= 3
J tg30° 3 V3



Exemplos Resolvidos

1. Na figura a seguir, calcule o valor do angulo £.

Consideremos « 0 angulo adjacente e suplementar de g na figura acima. Entéo,
12 1

seng=—=—.
24 2

Como a € um angulo agudo, temos, a =30°.

Portanto, f=180°—«a =180°—-30°=150°.

2. Um pedestre (de altura desprezivel) deseja estimar a altura de um poste situado
a sua frente. Para isso recorre ao seguinte procedimento trigopnométrico:

i) Observa o topo do poste e nota que neste instante seus olhos fazem um angulo
de 30° com a horizontal.

i) Caminha 4m em direcdo ao poste e refaz o procedimento anterior, notando
agora que seus olhos fazem um angulo de 60° com a horizontal.

Determine a altura encontrada para o poste.

A ilustracdo que descreve o problema é:

30° 60° [

4dm

A
v

10



Completando os angulos do triangulo a esquerda notamos se tratar de um
triangulo isosceles:

a

A
v

4m

Temos, entdo, que a hipotenusa do triangulo retangulo a direita também mede 4m:

4m

60°

Portanto, sen60° :%cg :%Q H= Z\E m.

Exercicios

@1. (FUVEST) Um mdével parte de A e segue numa direcao que forma com a reta
AC um angulo de 30°. Sabe se que o mdvel caminha com velocidade constante de
50 km/h. Apo6s 3 horas de percurso, a distancia que o mével se encontra da reta
AC é de:

a)75km b)75V2km c)50km d)75/2km e)50+/3 km

@2. (UFG) Uma pessoa deseja subir uma rampa de comprimento “d” que forma
um angulo a com a horizontal. Apds subir a rampa, essa pessoa estara “h” metros
acima da posicdo em que se encontrava inicialmente, como mostra a figura a
seqguir:

11



a) Que relacao existe entre os valores de a, h e d?
b) Supondo « =30° e h = 1m, qual o valor de d?

¥ 3. (ESPM) Uma pessoa cujos olhos estdo a 1,80 m de altura em relacdo ao
chéo avista o topo de um edificio segundo um angulo de 30° com a horizontal.
Percorrendo 80 m no sentido de aproximacdo do edificio, esse angulo passa a
medir 60°. Usando o valor 1,73 para a raiz quadrada de 3, podemos concluir que a
altura desse edificio € de aproximadamente:

a)59m b)62 m c)65 m d)69 m e)7lm

@4. Sejam a e b os angulos agudos de um triangulo retangulo de hipotenusa 13.

Sabendo que sena+senb+cosa+cosb=%, calcule a medida dos catetos

deste triangulo.

5. (UFJF) Considere um triangulo ABC retangulo em Ce « o angulo BAC.

Sendo AC=1e sen(a) = % guanto vale a medida da hipotenusa desse triangulo?

B
A = l..-'C
a) 3 b) ¥ OVI0  d) ¥ e) %

¥ 6. (ENEM) Para determinar a distancia de um barco até a praia, um navegante
utilizou o seguinte procedimento: a partir de um ponto A, mediu o angulo visual a
fazendo mira em um ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido,
ele seguiu até um ponto B de modo que fosse possivel ver o mesmo ponto P da
praia, no entanto sob um angulo visual 2a . A figura ilustra essa situacao:

12



o 20 trajetoria

A B > do barco

Suponha que o navegante tenha medido o &ngulo « =30° e, ao chegar ao ponto
B, verificou que o barco havia percorrido a distancia AB=2000 m. Com base
nesses dados e mantendo a mesma trajetoria, a menor distancia do barco até o
ponto fixo P seré:

J3

a)1000m  b)1000/3m ) 2000-=m d) 2000m e) 2000+/3m

@7. (PUCRJ) O valor de cos45 +sen30 é

cos60°
a) V2 +1 b) 2 0) g d) ﬁ;l e)0

8. (ENEM) Uma empresa precisa comprar uma tampa para 0 seu reservatorio,
gue tem a forma de um tronco de cone circular reto, conforme mostrado na figura.

Considere que a base do reservatorio tenha raio r = 2J3me gue sua lateral faca
um angulo de 60° com o solo. Se a altura do reservatério € 12 m, a tampa a ser
comprada devera cobrir uma area de

a)l2z7m? b)108zm? ¢)(12 +243)27xm? d)300zm?  €)(24 +2y3)2 7 m?
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@9. (UNESP) Um ciclista sobe, em linha reta, uma rampa com inclinacdo de 3
graus a uma velocidade constante de 4 metros por segundo. A altura do topo da
rampa em relacdo ao ponto de partida € 30 m.

topo da
rampa
o 3° .
ponto de
partida

Use a aproximacdo sen 3" = 0,05 e responda. O tempo, em minutos, que o ciclista
levou para percorrer completamente a rampa é

a)25 Db)75. c)10. d)15. e)30.

£ 10. (FUVEST) Dois pontos A e B estdo situados na mesma margem de um rio e
distantes 40m um do outro. Um ponto C, na outra margem do rio, esta situado de

tal modo que o angulo CAB mede 75° e o0 angulo ACB mede 75°. Determine a
largura do rio.

@11. (UNESP) Uma escada apoiada em uma parede, num ponto que dista 3m do
solo, forma, com essa parede, um angulo de 30°. A distancia da parede ao “pé” da
escada, em metros, € de:

a)3\/§m b)2\/§m c)\/§m d)\/?/Zm e) 2m

¥ 12. (VUNESP) A partir de um ponto observa-se o topo de um prédio sob um
angulo de 30 graus. Caminhando 23 metros em direcdo ao prédio, atingimos outro
ponto onde se vé o topo do prédio segundo um angulo de 60°. Desprezando a
altura do observador, a altura do prédio em metros é:

a)entre 10 e 12

b) entrel2 e 15

c) entre 15 e 18

d) entre 18 e 19

e) maior que 19

©13. (MACKENZIE) Na figura, determine a medida de AB:
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30° I
ATT
50
60°
v [
B

£ 14. (UFMG) Um avido, em voo retilineo horizontal, passa por um ponto na
vertical acima da cabeca de uma pessoa situada no solo. Em um determinado
momento, essa pessoa registra que o angulo de elevacao do avido, em relacdo ao
solo, é de 60° e que, 15 segundos depois desse registro, € de 45° . Suponha que
0 avido voa a uma velocidade constante de 720 km/h e despreze a altura da
pessoa. Calcule a altura em que estava o avidao quando passou acima da cabeca
da pessoa.

¥ 15. (UFMG) Observe a figura: Nessa figura, E é o ponto médio do lado BC do
guadrado ABCD. A tangente do angulo « é:

20\ >1E

1

A
a) )1  ©)2 d)%

£ 16. Suponha que em uma determinada cidade da Terra o sol nasce as 7h00m e
se pbe as 17h00m. Determine em qual dos horarios abaixo a sombra projetada
por um prédio tem 0 mesmo comprimento que sua altura.
a)8h00m b)9h30m ¢)12h00m d)13h30m e)14h00m
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@17. Sejam a e p dois angulos agudos tais que a equagédo de incognita x:

(sena)x® +(2sena)x +cos B =0 possua duas solugbes reais iguais. Entdo, pode-
se afirmar que:
a)a+p=30° b)a+p=45° cC)a+p=60° d)a=p e)a+p=90°

@18. Na figura abaixo, OA=12 e o raio da circunferéncia inscrita no quadrado
ABCD é 2,5. Calcule tg%.
5 B

7
| N/

¥ 19. (UFPR) Um recipiente, no formato de hemisfério, contém um liquido que
tem profundidade maxima de 5 cm. Sabendo que a medida do diametro do
recipiente € de 20 cm, qual o maior angulo, em relacdo a horizontal, em que ele
pode ser inclinado até que o liquido alcance a borda, antes de comecar a
derramar?

a)75°  b)60°  c)45°  d)30°  e)15°

¥ 20. As circunferéncias da figura abaixo sdo tangentes entre si e tangentes a
reta t nos pontos A e B.
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Dados:
BC=4J3, R=12 e o =30°.

A medida do segmento AB é€ igual a:

a)2J3  a)4d3  a)s3  a)12y3

¥ 21. (ESPM) As medidas dos lados de um triangulo retangulo formam uma PA.
Se x € a medida do menor angulo deste triangulo retangulo, o valor de tgx é:

a)0,6 b)0,5 c)0,8 d)0,45 e)0,75

@22, (FUVEST) Na figura, tem-se AE paralelo a CD, BC, paralelo a DE,
AE =2, a =45°, p=75°. Nessas condi¢des, a distancia do ponto E ao segmento

AB éigual a

B
C
a) V3 b) 2 c)% 01)72 e)g

¥ 23. (UFPR) Num projeto hidraulico, um cano com diametro externo de 6 cm
sera encaixado no vao triangular de uma superficie, como ilustra a figura abaixo.
Que porcao x da altura do cano permanecera acima da superficie?
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a) %cm b) 1cm c¢) —cm d) gcm e)2cm

@24. (ITA)  Em um triangulo retdngulo, a medida da mediana relativa a
hipotenusa € a média geométrica das medidas dos catetos. Entdo, o valor do
cosseno de um dos angulos do triangulo é igual a:

a)g b)2+5ﬁ c)%«/ B d)%»\/4+«/§ e)%«/2+\/§

¥ 25. (UFC) Calcule o valor numérico da express&o:

g t0(5%] oo 1(3%4,

em que log indica o logaritmo na base 10 e tg indica a tangente do angulo.

@26. (ITA) Assinale a opcao que indica a soma dos elementos de A U B, sendo:

k?z Bk +5)z
A_{xk_sen ( 24J.k lZ} B {yk sen ( >4 j.k lZ}

a)0 b) 1 c) 2 d) [2 _\/Zg +3)] e) [2 +\/(§ ~3)]

@27. (FGV) a) Num triangulo isésceles ABC, em que AB = AC, o angulo A mede
o dobro da soma dos outros dois. O ladoBC mede 10 cm. Obtenha o perimetro
desse triangulo.

b) Considerando que sen x + cos x = k, calcule, em funcdo de k, o valor da
expressdo sen®x + cos® x.
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Capitulo 2

Arcos de circunferéncia

2.1. Definicéao

Dada uma circunferéncia e dois pontos A e B de seu contorno, definimos como

arco AB (AB) qualquer uma das duas partes da circunferéncia compreendidas
entre estes pontos:

>

Arco AB
Arco AB

B

Frequentemente, podemos inserir um novo ponto entre os pontos A e B para evitar
a confusédo entre qual arco um texto se refere: AB

>

Y

Arco AYB
Arco AXB



2.2. Medida de Arcos

Estudam-se em geometria plana, diversas relacfes entre as medidas de um arco
e de angulos presentes nos arredores da circunferéncia (central, inscrito,
excéntricos). No entanto, para a trigonometria, sera suficiente lembrarmos que um
arco de circunferéncia:

e Possui a mesma medida que o angulo central correspondente:

>

AB=q

B

e Possui o dobro da medida do &ngulo inscrito correspondente:

>

AB=2q,

2.3. Unidades de Medida de Arcos

Uma vez que ja esta claro que a medida de arco se da por um carater angular,
usaremos duas unidades de medida para aferi-los:

e Grau (°):
20



E a unidade mais usual na geometria. Esta é a unidade definida pela divisdo da
circunferéncia em 360 partes iguais.
Desta forma, € evidente que uma circunferéncia inteira possui 360°.

Esta unidade ainda possui subdivisées chamadas de minutos (") e segundos ()
assim definidas:

1° =60’ (1 grau equivale a sessenta minutos)
1" = 60" (1 minuto equivale a sessenta segundos)
e Radiano (rad):
E a unidade obtida ao sobrepor sobre o contorno da circunferéncia, um arco cujo
comprimento é equivalente ao raio da mesma.

AB=1rad

Descobrir quantos radianos perfazem uma circunferéncia ndo é tdo simples como
fizemos para o grau anteriormente. Uma maneira de abordar aproximadamente
este problema é visualizar um hexagono regular inscrito em uma circunferéncia de
raio R:

E_—/—~WUD

Pela andlise do triangulo OAB, nota-se que este € equilatero por possuir os trés
angulos congruentes. Desta forma, podemos concluir que AB =R e, por se tratar
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de um hexagono regular, concluimos que os demais lados também possuem
medida R:

Observe agora que cada arco definido por dois vértices consecutivos do hexagono
€ ligeiramente maior do que o segmento definido por estes pontos: AB > AB,

BC >BC,CD>CD, ...

Entdo, € imediato observar que € possivel compor o contorno da circunferéncia
com 6 raios mas ainda faltara uma pequena parcela resultante das desigualdades
acima. Esta parcela é fixa em funcdo de R e sempre vale aproximadamente
0,2831853.R.

Portanto, o processo de medir uma circunferéncia por completo, em radianos,
resulta em aproximadamente 6,2831853rad mas, por uma questdo de
simplicidade, preferimos usar 2z rad (lembre-se de que 7 = 3,141592 e por iSso
27 = 6,2831853).

Exemplos Resolvidos

1. Efetue a adi¢do de dois arcos de medidas: « =12°4532" e =5°5226".

Para efetuar a adicdo destes arcos, basta adicionarmos as partes
correspondentes de « e S (grau com grau, minuto com minuto e segundo com

segundo) e, ao final, fazemos as conversdes adequadas:

12° 45" 327
+ 6% 62" 26~
17° 97" 58"

Agora observe que a adicao foi feita, porém, ndo é usual fornecer valores de
minutos e segundos iguais ou superiores a 60. Para sanar isto, é necessario que

22



seja feita uma conversdo entre as unidades. Neste problema, ha apenas uma
conversdo a ser feita, 0 97".

Lembremos que 1° = 60", desta forma, podemos escrever 97'= 60" + 37" = 1° +
37°. Assim, “deslocamos” 60" para a unidade dos graus no formato de 1°, restando
ali apenas 37’:

18°37°58"”
2. Efetue a subtragdo entre os mesmos arcos « e S do exemplo anterior.

O processo de subtracdo é analogo ao de adicdo quanto ao agrupamento de
unidades correspondentes:

12° 45" 327
- 56° 52" 26"

Porém, observe que se efetuarmos esta operacdo imediatamente, obteremos
resultados positivos para os graus e segundos e um resultado negativo para os
minutos. Um resultado desta forma nédo é adequado e, por isso, devemos efetuar
uma conversao entre unidades antes da subtracéo.

Como 1° = 607, podemos inicialmente “retirar” 1° de a e escrevé-lo como 60°
apenas para que a parte dos minutos de « seja superior a de f:

11° 105" 32~
- 5° 52" 26~
6° 53" 06"

3. Efetue a multiplicacédo do arco « =6°1526" por 8.

Inicialmente, multiplica-se cada unidade de a por 8:

6° 15" 26~
% 8
48° 120" 208”

Mais uma vez efetuamos a operacdo mas surgiram valores inadequados para as
unidades de minutos e segundos. Basta que a conversao seja feita. Porém note
gue no caso da multiplicacdo é usual que encontremos valores muito superiores a
60. Neste caso, por exemplo, veja que extrair 60°" dos 208" néo sera suficiente
para que o resultado esteja na forma adequada. Neste caso € necessario extrair
180" = 3.60"" para tal.

Portanto vejamos que:

2087 =180 + 28" =3+ 28"
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Agora, observe que além dos 120 obtidos através da multiplicacdo, devemos
também considerar os 3" resultantes da conversao de unidades acima, assim:
123" =120+ 03" = 2° + 03".
Portanto, teremos:
50° 03" 28~

2.4. Conversoes entre graus e radianos

Eventualmente nos depararemos com a necessidade de converter arcos medidos
em graus para radianos e vice-versa.

Esta conversdo pode ser feita através de uma regra de trés (pois ja sabemos que
2z rad e 360° s&o equivalentes):

360° _271ad _ 3604 — 3607 = x = 7 rad

180° X

E este resultado (180°=rxrad) passara a ser nossa relacdo de equivaléncia
preferida a partir de agora

Exemplos Resolvidos
1. Converta para radianos os arcos de:
a) 60°.

Estabelecendo a proporcao pela equivaléncia apontada acima temos:

JBO/:ﬁradszzrad
60° X 3
b) 45°.

Da mesma forma que o exemplo acima:

180°  zrad
455 X

T

=X =

24



2. Converta para graus os arcos de:
a) Z rad.
6

Um procedimento alternativo ao de fazer a correspondéncia pela proporcdo da
regra de trés é fazer a simples substituicdo de 7 rad por 180°:

Da mesma forma: %rad = 5.180

=225°

2.5. Comprimento de Arcos

Primeiramente devemos entender a diferenca conceitual entre medida e
comprimento de um arco. Enquanto o conceito de medida de um arco se refere a
uma caracteristica angular do mesmo (medida em graus ou radianos) o
comprimento por sua vez € uma medida de tamanho, dada em unidades de
comprimento como metros, centimetros, quilémetros,...

Este conceito € na verdade uma consequéncia da definicdo dos radianos.
Vejamos um exemplo: calcule o comprimento de um arco de 2rad em uma

circunferéncia de raio 10cm.

Esta é a ilustracdo que descreve o problema:
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Se lembrarmos do significado dos radianos, entenderemos que o arco evidenciado
na figura acima de medida 2rad é formado por 2 raios da circunferéncia e como o
raio desta € 10cm, é imediato perceber que o comprimento deste arco sera dado
por: C=2.10=20cm

Em linhas gerais, este sera o nosso procedimento padrdo: multiplicar a medida do
arco em radianos pelo raio da circunferéncia:

C=aR

onde a € a medida do arco em radianos e R o raio da circunferéncia em que o
arco se encontra.

Exemplos Resolvidos

1. Calcule o comprimento de um arco de 30° em uma circunferéncia de raio
24km.

Para aplicarmos a férmula de comprimento de arcos temos a Unica exigéncia de

. . T
usar a medida do arco em radianos. Como sabemos que 30° = s rad, temos que:

C=aR
T
C==.24
B
C=4rzkm

2. Calcule a medida de um arco de 6z cm contido em uma circunferéncia de raio
12cm.

C=aR

6r=a.12

a =£rad
2

3. Um arco de circunferéncia cuja medida € 300° possui 2000zm de extensao.
Calcule o raio desta circunferéncia.

Note que 300°=5*60° = 5.% = 5?ﬁrad
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C=aR

20007 :S—E.R
3
_2000.£.3
R ——5.% =1200m
EXERCICIOS

“ 1. (FUVEST) Uma das primeiras estimativas do raio da Terra é atribuida a
EratOstenes, estudioso grego que viveu, aproximadamente, entre 275 a.C. e 195
a.C. Sabendo que em Assua, cidade localizada no sul do Egito, ao meio dia do
solsticio de verdo, um bastdo vertical ndo apresentava sombra, Eratostenes
decidiu investigar o que ocorreria, nas mesmas condi¢cdes, em Alexandria, cidade
no norte do Egito. O estudioso observou que, em Alexandria, ao meio dia do
solsticio de verdo, um bastao vertical apresentava sombra e determinou o angulo
8 entre as dire¢des do bastdo e de incidéncia dos raios de sol. O valor do raio da
Terra, obtido a partir de 6 e da distancia entre Alexandria e Assua foi de,
aproximadamente, 7500 km.

Alexandria

O més em que foram realizadas as observacgdes e o valor aproximado de 6 séo
(Note e adote: distancia estimada por Eratéstenes entre Assuéa e Alexandria

~ 900 km; m=3.)

a) junho; 7°.

b) dezembro; 7°.

C) junho; 23°.

d) dezembro; 23°.

e) junho; 0,3°.

@2. Calcule o menor angulo formado entre os ponteiros de um reldgio as 6:20
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@3. Considere duas circunferéncias de raios 6cm e 4cm com centros distantes 12
cm um do outro. Calcule o comprimento da menor circunferéncia que tangencia
externamente as duas.

4. (UEL) Uma familia viaja para Belém (PA) em seu automével. Em um dado
instante, o GPS do veiculo indica que ele se localiza nas seguintes coordenadas:
latitude 21°20’ Sul e longitude 48°30° Oeste. O motorista solicita a um dos
passageiros que acesse a Internet em seu celular e obtenha o raio médio da
Terra, que € de 6730 km, e as coordenadas geograficas de Belém, que séo
latitude 1°20° Sul e longitude 48°30° Oeste. A partir desses dados, supondo que a
superficie da Terra € esférica, 0 motorista calcula a distancia D, do veiculo a
Belém, sobre o meridiano 48°30’ Oeste.

Assinale a alternativa que apresenta, corretamente, o valor da distancia D, em km.

2
a)D = 56730 b)D = %(6730)2 c)D = g«f6730 d)D = 3—7;6730 e)D = (%) 6730

@5. (UEL) Um relogio marca que faltam 20 minutos para o meio-dia. Entédo, o
menor angulo formado pelos ponteiros das horas e dos minutos é:
a) 90° b) 100° c) 110° d) 115° e) 125°

@6. (UEG) Duas importantes cidades estéo localizadas sobre a linha do Equador:
uma é a capital do Amapa e a outra é a capital do Equador, ambas na América do
Sul. Suas longitudes séo, respectivamente, 78° Oeste e 52° Oeste. Considerando
que a Terra € uma esfera de raio 6400 km, qual € a distancia entre essas duas
cidades?

@7. (UFSM) No ultimo pleito, o horario de encerramento das votagdes, segundo
determinacdo do TSE para todo o estado do Rio Grande do Sul, foi as 17 horas.
Passados 5 minutos do encerramento, o menor angulo entre os ponteiros do
reldgio era de:

a) 123 b) 122" 30’ c) 122° d) 120" 30" e) 120

£ 8. (UFAL) Considere que:
- Os raios de Sol incidem paralelamente sobre a Terra.
- O planeta Terra é uma esfera cuja linha do Equador tem 40.000 km de perimetro.

Na figura a seguir sdo representados os raios solares incidindo nos pontos P e Q
da linha do Equador do planeta Terra e séo indicadas as medidas dos angulos que
esses raios formam com as normais a superficie terrestre nesses pontos.
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O comprimento do arco PQ, que corresponde a menor distancia de P a Q, em
quilémetros, € igual a
a) 11.000 b) 10880 c) 10666 d) 10444 e) 9000

@o9. (UERY)

No esquema acima estdo representadas as trajetorias de dois atletas que,
partindo do ponto X, passam simultaneamente pelo ponto A e rumam para o ponto
B por caminhos diferentes, com velocidades iguais e constantes. Um deles segue
a trajetoria de uma semicircunferéncia de centro O e raio 2R. O outro percorre
duas semicircunferéncias cujos centros sado P e Q.

Considerando 2= 1,4, quando um dos atletas tiver percorrido 3/4 do seu trajeto
de A para B, a distancia entre eles sera igual a:
a)0,4R b) 0,6 R c)0,8R d10R

£ 10. (UNESP) Paulo fabricou uma bicicleta, tendo rodas de tamanhos distintos,
com o raio da roda maior (dianteira) medindo 3 dm, o raio da roda menor medindo
2 dm e a distancia entre os centros A e B das rodas sendo 7 dm. As rodas da
bicicleta, ao serem apoiadas no solo horizontal, podem ser representadas no
plano (desprezando-se os pneus) como duas circunferéncias, de centros A e B,
gue tangenciam a reta r nos pontos P e Q, como indicado na figura.




a) Determine a distancia entre os pontos de tangéncia P e Q e o valor do seno do
angulo BPQ.

b) Quando a bicicleta avanca, supondo que ndo haja deslizamento, se o0s raios da
roda maior descrevem um angulo de 60, determine a medida, em graus, do
angulo descrito pelos raios da roda menor. Calcule, também, quantas voltas tera
dado a roda menor quando a maior tiver rodado 80 voltas.

@11. (UEL) Os primeiros reldgios baseavam-se no aparente movimento do Sol
na aboboda celeste e no deslocamento da sombra projetada sobre a superficie de
um corpo iluminado pelo astro. Considere que: a Terra é esférica e seu periodo de
rotacdo é de 24 horas no sentido oeste-leste; o tempo gasto a cada 15 de rotacéo
é de 1 hora; o triangulo Brasilia/Centro da Terra/Luzaka (Zambia) forma, em seu
vértice central, um angulo de 75’

BRASILIA /*‘- 5

A hora marcada em Luzaka, num relégio solar, quando o sol esta a pino em
Brasilia é:
a)5horas b)9horas c)12horas d)17horas e)2lhoras.

@1 (ITA) Entre duas superposi¢des consecutivas dos ponteiros das horas e dos
minutos de um reldgio, o ponteiro dos minutos varre um angulo cuja medida, em
radianos, € igual a
a) 2, %, o2, a2, e) L

11 6 11 11 3

£ 13. (UNESP) Em um jogo eletrénico, o "monstro” tem a forma de um setor
circular de raio 1 cm, como mostra a figura.

1rad

A parte que falta no circulo é a boca do "monstro"”, e o angulo de abertura mede 1
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radiano. O perimetro do "monstro”, em cm, é:
a)m- 1. b) © + 1. C)2m- 1. d) 2x. e)2rn+ 1.

@14. (UFSCAR) Uma pizza circular sera fatiada, a partir do seu centro, em
setores circulares. Se o arco de cada setor medir 0,8 radiano, obtém-se um
namero maximo N de fatias idénticas, sobrando, no final, uma fatia menor, que é
indicada na figura por fatia N+1.

fatia 2

fatia 1

fatia N+1
fatia N
Considerando © = 3,14, o arco da fatia N+1, em radiano, &
a) 0,74. b)0,72. ¢)0,68. d)0,56. e)0,34.
¥ 15. (UFRN) No protétipo antigo de uma bicicleta, conforme figura abaixo, a
roda maior tem 55 cm de raio e a roda menor tem 35 cm de raio. O namero

minimo de voltas completas da roda maior para que a roda menor gire um namero
inteiro de vezes é

a) 5 voltas. b) 7 voltas. c) 9 voltas. d) 11 voltas.

£ 16. (UNB) Quanto mede, em radianos, um arco de 2°15’.

D7 (ESPM) Uma pista de atletismo € circular de raio 25m. Se um atleta da 18
voltas na pista, quantos metros ele percorre?

@18. Numa corrida de atletismo (pista circular), 8 atletas disputardo uma corrida
de 200 m. Se o atleta n° 1 (mais proximo do centro) estd a 20 m do centro da pista
e o atleta n°® 8 (mais distante do centro) esta a 40 m do centro, pergunta-se: qual a
medida do arco percorrido pelos dois atletas?
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@19. (FUVEST) E 1 h da tarde; o ponteiro dos minutos coincidira com o ponteiro
das horas, pela primeira vez, aproximadamente as:

a)13h 5’ 23”

b)13h 5’ 25”
c)13h 5’ 277
d)13h 5’ 29”
e)13h 5’ 317

£ 20. (UNICAMP) Um relégio foi acertado exatamente ao meio-dia. Determine as
horas e minutos que estara marcando esse reldégio ap0s o ponteiro menor ter
percorrido um angulo de 42°.
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Capitulo 3

Circulo Trigonometrico

3.1. Definicao

O circulo trigonométrico (ou ciclo trigopnométrico ou circunferéncia trigopnoméetrica)
€ uma circunferéncia com centro na origem do plano cartesiano e raio igual a 1.
Estudamos este caso particular de circunferéncia pois, assim como o triangulo
retangulo, esta também serd uma ferramenta para a obtencdo de propriedades
trigopnométricas mas com a diferenca que poderemos extrapolar os angulos
agudos (0 < a <90°).

Na figura acima temos o circulo trigonométrico. O ponto A é chamado origem dos
arcos — qualquer arco a ser demarcado neste circulo tera o ponto A como ponto
inicial. Convenciona-se que os arcos (com origem em A) demarcados no sentido
anti-horario terdo medida positiva e agueles demarcados no sentido horério terdo
medida negativa. Veja alguns exemplos:
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A

B
AB=30°
!)A |

dhW
N

AB=-30°
B

3.2. Seno e Cosseno no Circulo Trigonomeétrico

Dado um arco AB =« do circulo trigopnométrico em que A € a origem dos arcos e
B um ponto qualquer de coordenadas (X,,Y,), €ntdo, X, =Ccosa e y, =sena :



X,=COS0.

y,=sena

O motivo pelo qual isto acontece € bem simples: observe o triangulo OBXxo (ou
OBYyo):

(03

@)
a

Note que os catetos foram denotados por a e b e que:

a
COS(Z:EDa:COSa

Portanto, X, =cosa .

b
sena:I:b:sena

Portanto, y, =sena .

Como a partir de agora usaremos 0 eixo horizontal para denotar cossenos e 0 eixo
vertical para denotar senos, chamaremos estes eixos de eixo dos cossenos e eixo
dos senos, respectivamente.

Observe gue a expansdo desta noc¢do para os quadrantes seguintes também é
possivel mas desde que as coordenadas X, e y, sejam tomadas em modulo.
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3.3. Arcos Divisores de Quadrantes

Esta nova forma de observar as propriedades trigonométricas é elucidativa para
descobrir o seno e cosseno dos arcos divisores de quadrantes: 0°, 90°, 180°, 270°

e 360° (0 rad, %rad, rrad, 377Zrad e 2rzrad).

180°

RY

>

90°

00

-
N

2709

v

360°

Como observamos no item anterior, 0 cosseno e 0 seno de cada um destes arcos
pode ser obtido pelas coordenadas de cada um dos pontos acima:

3

0,1)

Da comparacéao entre as duas figuras anteriores podemos deduzir:



ARCO COSSENO SENO
0° ou orad 1 0
90° ou %rad 0 1
180° ou rrad -1 0
270° ou 3?” rad 0 -1
360° ou 2z rad 1 0

3.4. Variacao de Sinais — Seno e Cosseno

Outra caracteristica trigopnométrica facilmente perceptivel pela analise do circulo
trigonométrico é que como agora 0 seno e 0 cosseno de um arco podem ser
observados como as coordenadas de um ponto, estas poderdo assumir valores
positivos, negativos e nulos.

e (Cosseno: e Seno:

v

Note também que o menor e 0 maior valor que podemos encontrar para 0 COSSeno
ou para o seno de um arco sao, respectivamente, -1 e 1, portanto, para qualquer
gue seja um arco «, temos:

—-1<cosa <1

e

-1<sena <1
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3.5. Relacdo Fundamental da Trigonometria

Voltemos a observar o triangulo extraido do circulo trigonométrico no item 3.2:

B

sena

(03

O cosa

Por se tratar de um tridngulo retangulo, o Teorema de Pitagoras deve ser
satisfeito, assim:

(sen 0()2 +(cos a)2 =12

sen® g +cos® o =1

Esta ultima expresséo € conhecida como relacdo fundamental da trigonometria
€ como o proprio nome ja remete, € uma das principais formulas que estudaremos
neste texto.

Observe nesta expressdo que sen’a é a notacdo usual para indicar que
2 P
calcularemos o valor do seno de « elevado ao quadrado: sen®« :(sena) . Além

disso perceba que na expresséo sena?, apenas « sera elevado ao quadrado.

Note também que a relacdo fundamental pode ser apresentada de outras duas
formas:

sena =1-cos’ a

cos’a=1-sen’a
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Exemplos Resolvidos

1. Calcule cosa sabendo que « é um arco do 2° quadrante tal que sena = %
Sabemos que cos®a =1-sen®«, portanto:

2
cos’a =1— 8
17

64 289-64 225
280 289 289

cosa = +,[225 - 415
289 17

Neste momento, sera necessario analisar os quadrantes para a escolha do sinal
do cosseno acima. Como «a pertence ao 2° quadrante, temos (item 3.4) que seu
cosseno deve ser negativo, assim:

cos’a =1—

15
cosa=—-—
17

- ] : 1 2
2. E possivel que para um determinado arco x tenhamos: senx = 3 € COSX = 3 ?

A resposta a esta pergunta claramente é n&o.

Observe que a relacdo fundamental é obrigatéria para qualquer arco X, assim,
teremos:

2 2
sen2x+coszx:(%j +(gj :§¢1

3. Encontre os valores de a que satisfazem simultaneamente sena=a e
cosa =+/1-2a.

Para satisfazer a relacdo fundamental:
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sen‘a+cos’a =1
a +(V1-2a) =1
a’+1-2a=1
a’-2a=0=>a=0o0ua=2
Porém observe que para a=2 teremos sena=2 e cosa=+-3 que Sd0

claramente impossiveis (0 primeiro por ser maior que 1 e o0 segundo por nao ser
real).

Desta forma, o Unico valor aceito € a=0.

3.6. Reducao ao primeiro quadrante

Outra relacdo importante que podemos observar pela andlise do circulo
trigonométrico é a possibilidade da obtencédo de propriedades trigonométricas de
arcos pertencentes ao 2°, 3° e 4° quadrantes através da comparagdo com o 1°
guadrante. Observe a figura a sequir:

180—a o

>

9l ()

180+a 360—0L

Nesta figura estdo representados os pontos finais dos arcos dos quatro
guadrantes que formam um angulo « com o eixo dos cossenos. Observe também
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a existéncia de quatro triangulos que possuem « como um de seus angulos
internos:

A

Estes triangulos sé@o congruentes, pois além de semelhantes (caso AA) possuem
hipotenusas iguais a 1. Como os catetos destes triangulos representam os valores
do seno e cosseno (em modulo) de cada um dos arcos evidenciados, fica evidente
que valem as relagdes:
sena =|sen(180 - a)| =|sen(180 + &)| =|sen(360 — )
e
cosa =|cos(180 — a)| = |cos(180 + )| =|cos(360 — )

Em suma, adotaremos «, 180°-—«, 180°+a e 360°—a como arcos
correspondentes. Este conceito implica que todas as suas propriedades
trigonométricas serdo iguais em maodulo.

E interessante observar que esta correspondéncia entre arcos também pode ser
feita em radianos:

v

n+a 2n—a
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2
(N-Dr

Sera também muito atil lembrar que, dado um arco « da forma a:%e}o;f{,

seus correspondentes no 2°, 3° e 4° quadrantes serdo, respectivamente:

(N+D7x o (2N -
N N

Exemplos Resolvidos

1. Encontre o valor do seno, cosseno e tangente de 120°.

Primeiramente devemos identificar o quadrante a que o0 arco pertence:
120° € [90°180°[ = 2° quad.

A expressao que gera 0 arco correspondente a « no 2° quadrante é 180-«,
assim:

180-a =120 = a =60°

Portanto, as propriedades trigopnométricas de 120° sao iguais as do 60°, em
moddulo. Para decidir o sinal, basta lembrarmos que no 2° quadrante o seno é
positivo, 0 cosseno negativo e a tangente, por ser 0 quociente entre seno e
cosseno, sera negativa também:

N

sen120° === c0s120° = —% tg120° = —/3

r
2. Encontre o valor do seno, cosseno e tangente de i

Neste caso, em que o arco € dado em radianos, podemos proceder como no
exemplo anterior, identificando que o arco pertence ao 4° quadrante e igualando o
mesmo a 27—« .
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Ou apenas notar que este arco é da forma @GN -z

para N =4, portanto, é o
correspondente de % no 4° quadrante. Assim, suas propriedades serao iguais as

T . . . ~
de 2 (em modulo) e os sinais de seu seno, cosseno e tangente sao,

respectivamente, negativo, positivo e negativo:

Ir
3. Encontre o valor do seno, cosseno e tangente de 5

(N+Drx

7 . .
Basta observar que ?ﬂ € da forma para N =6, portanto, € o

T .
correspondente a r no 3° quadrante, assim:

sen7—7[:—£ cosﬁz_ﬁ tgﬁzﬁ
6 2 6 2 6 3
EXERCICIOS

@1. Se xe |:7Z';37ﬂ-|: e cosx =2k —3, entdo qual o intervalo de variacao de k?

£ 2. (FUVEST) O menor valor de ; com x real, é:
3 —-Ccosx

1 1 1
a)—- b)= c)— d1l e)3
) 5 ) 2 )2 ) )
@:. calcule o valor de (senx +cos x)? +(senx —cos x)?

. (UNESP) Determine todos os valores de X, 0<x <2z para 0S quais se
verifica a igualdade (senx+cosx)? =1
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5. Calcule o valor da express&o sen® x +4cos? x ++/cos® x + 4sen? x

¥ 6. (INSPER) O professor de Matematica de Artur e Bia pediu aos alunos que
colocassem suas calculadoras cientificas no modo “radianos” e calculassem o

valor de sen%. Tomando um valor aproximado, Artur digitou em sua calculadora
0 numero 1,6 e, em seguida, calculou o seu seno, encontrando o valor A. Ja Bia
calculou o seno de 15, obtendo o valor B. Considerando que % vale
aproximadamente 1,5708, assinale a alternativa que traz a correta ordenacgéo dos

valores A, B e sen%.
a) sen%<A<B.
b) A<sen%<B.
C) A<B<sen%.
d) B<sen%<A.

e) B<A<sen%.

7. (FGV) A soma cos? 0° +cos? 2° +cos” 4° +cos? 6° + ... +cos® 358° +cos? 360°
éigual a
a) 316. b)270.  c)181. d)180.  e)9l.

@8. (PUCRS) Para representar os harmonicos emitidos pelos sons dos
instrumentos da orquestra, usam-se funcdes trigonométricas. A expressdo 2sen? x

2 ~ 3m ,
+ 2cos” x — 5 envolve estas funcdes e, param < X < - seu valor de é:

a)—7 b) -3 c)-1 d)2r -5 e)3z -5

9. (MACKENZIE)
) cos 225 < cos 215’
1) tg (57/12) > sen (5m/12)
1) sen 160" > sen 172
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Das afirmacdes acima:

a) todas sao verdadeiras.

b) todas séao falsas.

c) somente Il e Il sdo verdadeiras.
d) somente Il é verdadeira.

e) somente | e Il sdo verdadeiras.

¢ 10. (FGV) Os valores numéricos da expressao
17
T ~
A=>"(cosx)" =1+cosx+Cos” X +...+cos'’ x, para x=0, X =3 @ x=x sdo,
n=0
respectivamente:

a)18,1,0 b)17,0,1 ¢)18,0,1 d)18,1,1 €)17,1,0

©11. (FGV) Considere a fungéo f(x)=5"*, definida no intervalo [0;2z]. O
valor de x que a maximiza:

a)% b) 37” ) 7 d) 37” e) 2z

="12. Uma roda-gigante tem 30 metros de diametro, completa uma volta em 120
segundos e o embarque dos passageiros se da no carro situado no ponto mais
baixo da roda-gigante, a 2 metros de altura a partir do solo. Considere, ainda, a
roda como uma circunferéncia num plano perpendicular ao plano do solo, o
passageiro como um ponto dessa circunferéncia, o movimento uniforme e o
instante do inicio do movimento como t = 0.

a) Encontre a altura maxima, em relacdo ao solo, alcancada pelo passageiro
durante uma volta completa e a velocidade angular da roda, em radianos por
segundo.

b) E verdadeira a afirmacdo: “Em quinze segundos, a altura alcancada pelo
passageiro € um quarto da altura maxima que ele pode alcangar’? Justifique sua
resposta.

c) Encontre a altura em que o passageiro estara no instante t =75.

d) Determine h(t), altura (em relagéo ao solo) em que se encontra o passageiro no
instante t.

€ 13. Sabendo que senx+cosx =b e senx—cosx =b, calcule em funcéo de a e
b o valor de sen* x —cos* x.
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¥ 14. (UFMT) Dado um triangulo is6sceles de lados congruentes medindo 20 cm,
e o0 angulo « formado por esses dois lados, tal que 4sena = 3cos«, determine:

a) O valor numérico de sena.
b) O perimetro desse triangulo.

@15. (UFU) Seja a um angulo fixado, medido em radianos, 0 < « <% . Sobre as

cos? a

raizes da equacdo x> —(sena)x = pode-se afirmar que

a) pelo menos uma das raizes é igual a 1.

b) as duas raizes sdo maiores do que 1.

C) uma raiz € maior do que 1 e a outra € menor do que 1.
d) as duas raizes sdo menores do que 1

¥ 16. (UFRGS) Considere as afirmativas abaixo.
. tan 92" = - tan 88’

Il. tan 178" = tan 88’

lll. tan 268" = tan 88"

IV. tan 272" = - tan 88’

Quais estao corretas?

a) Apenas | e Il b) Apenas Il e IV. c) Apenas |, ll e IV.
d) Apenas |, lll e IV. e) Apenas i, lll e IV.

17.(UFC) Sejam x =rsengcosf,y =rsengsend e z=rcos¢g ,onde 0<¢<rx
e 0<0<2r .Entdo x* +y? + z° é igual a:
a) r? b) r?send c) r’cos¢ d) r’seng  e) r’cosé

@1 Seja f, (x) = %(senk X +cos¥ x) . Mostre que para qualquer x real,

f,(x)—fs(x) € constante e calcule seu valor

46



Capitulo 4

Tangente, Cotangente, Secante e

Cossecante

4.1. Tangente e Secante

Dado um arco a« (com cosa =0), define-se algebricamente a tangente e a
secante de o pelas expressoes:

Seno
iga = € secua =
Coso CoOso

Estas duas caracteristicas trigpnométricas também podem ser obtidas através do
circulo trigonométrico, com o auxilio de um novo eixo ordenado, vertical e que
contém o ponto (1,0), chamado eixo das tangentes:

A A
=> eixo das
-> tangentes

\ 4

47



Seja @ um arco do circulo trigopnométrico com ponto final em B. O valor da tga
sera numericamente igual a coordenada encontrada pela interseccdo do
prolongamento de OB com o eixo das tangentes (T). Além disso, o0 modulo da

secante de a serd numericamente igual ao comprimento do segmento OT , veja

alguns exemplos:
A A

AT=tga

v

Ol

v

bT=tgal

A garantia de que estes resultados sdo realmente a tga e |seCa| vem do

desenvolvimento de uma relacdo de semelhanca entre os triangulos OAT e OCB
abaixo:
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E evidente notar que, além da semelhanca (pelo caso AA1\) temos:

1 sena

AO CO 1 cosa

AT CB a sena
== =>—= —>a=1ga

OT OB_b_ 1

—_— = —= =b=seca
AO CO 1 cosa

E, por consequéncia do Teorema de Pitdgoras no triangulo OAT, temos:
b? =1? +a?

sec’a=1+tg°a
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4.2. Variacéo de Sinais — Tangente e Secante

Esta forma de visualizar a tangente e secante é completa para a primeira, mas
nao para a segunda, pois ndo deixa evidente seu sinal (lembre-se de que OT
sempre tem comprimento positivo e representa |seCa|). Em funcdo disso, a

andlise do sinal da secante serd desenvolvida apenas pelo argumento algébrico,

pois é fato que seca =

sempre tera 0 mesmo sinal que cos« .
Ccosa

e Tangente:

v

e Secante:

v
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4.3. Método Alternativo — Tangente e Secante

Outra forma de visualizar a tangente e a secante de um arco de medida «, com
ponto final em B é tracar o segmento BT, tangente ao circulo trigpnométrico em B
e com o ponto T pertencente ao eixo dos cossenos:

'z

v

Neste caso, BT =|tga| e OT =|seca]| pois:

O cosa C. T

b
Pela semelhanca entre os triangulos COB e OBT temos:

A
v

BT BC a sena
— = —

= — = —>a=1lga
BO CO 1 cosa
OT OB b 1
= == =b=seca
OB OC 1 cosa
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4.4. Cotangente e Cossecante

Dado um arco «(com sena=#0), define-se algebricamente a cotangente e
cossecante de « pelas expressoes:

CoOso
cotga = € cosseCa =
Sena Sena

Estas duas caracteristicas trigpnométricas também podem ser obtidas através do
circulo trigonométrico, com o auxilio de um novo eixo ordenado, horizontal e que
contém o ponto (0,1), chamado eixo das cotangentes:

eixo das
cotangentes
AA

Ll

\ 4

Seja a um arco do circulo trigopnométrico com ponto final em B. O valor da cotga

sera numericamente igual a coordenada encontrada pela interseccdo do
prolongamento de OB com o eixo das cotangentes (C). Além disso, 0 modulo da
cossecante de a sera numericamente igual ao comprimento do segmento OC ,
veja alguns exemplos:

52



v

>
v

A garantia de que estes resultados sdo realmente a cotga € |cosseca] vem do

desenvolvimento de uma relacdo de semelhanca entre os triangulos OBT e OCQ a
seqguir:
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A

Q

Te
o o
! -

E evidente notar que além da semelhanca (pelo caso AA), temos:

T__cCosa B Q a C
sena
|:1 1
b
O
)

%_E:a_cosa

Q0 TO 1 sena

= a=cotga

OC OB b 1
— e = = = b =cosseca
QO TO 1 sena

E por consequéncia do Teorema de Pitadgoras no triangulo OCQ, temos:

b? =1 +a?

cossec? o =1+ cotg? &

4.5. Variacéo de Sinais — Cotangente e Cossecante

Note que esta forma de visualizar a cotangente e cossecante € completa para a
primeira, mas ndo para a segunda, pois ndo deixa evidente seu sinal (lembre-se
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de que OC sempre tem comprimento positivo e representa |cosseCa|). Em
funcdo disso, a andlise do sinal da cossecante sera desenvolvida apenas pelo

argumento algébrico, pois é fato que cosseca = , sempre tera 0 mesmo

sena
sinal que senc.

o Cotangente:

v

v

e (Cossecante:

v
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4.6. Método Alternativo — Cotangente e Cossecante

Outra forma de visualizar a cotangente e cossecante de um arco de medida «,
com ponto final em B € tracar o segmento BC, tangente ao circulo trigonométrico
em B e com o ponto C pertencente ao eixo dos senos:

C
a
0 I
Neste caso, BC =|cotga| e OC =|cosseca] pois:
Pela semelhanca entre os triangulos OBQ e OBC temos:
CB QB _a_ cosa
— === = a=cotga

BO QO 1 sena
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CO BO b 1
— e — = = b =cossecua
BO QO 1 sena

Exemplos Resolvidos

1. Prove que sena.tga +COSa =SeC« .

A expressao acima é denominada identidade trigonométrica. Para prova-la, basta
simplificd-la até alcancar uma relagdo visivelmente idéntica. Neste caso,
simplificaremos o lado esquerdo da igualdade até encontrar a expressao do lado
direito:

2

ena sen’ a sen® a +cos’ a
+CO0Sa = ——~ +COSa =

COosu Coso COS

sena.tga +Ccosa =Ssena.

Como sen? a +cos? a =1, temos:

sen“a+cos’a 1
cosa cosa

=sec«a, c.q.d.

senx

1+cox
Simplificando o lado direito da igualdade:

2. Prove que cossec x =cotgx +

Senx _ COSX Senx _ CoSX(1+COSx)+sen’X _ COSxX +COs”x +sen’x

cotgx + = =
1+cox senx 1+cox senx.(1+cosx) senx.(1+cosx)

Como sen? a +cos? a =1, temos:

cosxT1 1
= =Ccossec X, c.qg.d.
senx.(l+eesX) senx g
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EXERCICIOS

1. IBMECRJ) O valor de m para que exista um angulo X com cos X =L1 e

m —
tg (x) =+/m—2 é dado por:
a) Um numero par.
b) Um ndmero impar.
¢) Um namero negativo.
d) Um namero natural maior que 10.
e) Um namero irracional.
P(2-sec? x)
2tgx
gue apresenta o valor de P, para o qual a igualdade acima seja valida para todo x

£ 2. (UFC) Considere a igualdade tgx = cotgx + . Assinale a opcéao

ER, x# l%r k inteiro.

a) 2. b) 1. c) 0. d) -1. e) -2.

@ , 3 3
3. Seja e 7[,7 tal que COSO{=—§, calcule sena, tga, cotga, seca e

cossec o .

secxXx+senx
CcossecC X +C0S X

@4. (FGV) A funcao trigonométrica equivalente a

a)senx b)cotgx C)secx d)cossecx e)tgx

5. (UFSCAR) O conjunto das solucdes em r e ¢ do sistema de equacdes

{r . sen9=\/§

r.coséd=1

parar>0e O£9<% é:

T T T
) {215} b) {lg} 021  d){L0) &) {2,5}

@6. (UEL) O triangulo ABC é retangulo em A. SecosB =0,6, entdo cotgC ¢é igual
a
a) 5/3 b) 4/3 c) 3/4 d) 3/5 e) 1/2
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@7. (INSPER) Seja & um angulo maior do que 45° e menor do que 90°.
Considere uma progressdo geomeétrica cujo primeiro termo e cuja razdo sao,

respectivamente, a, = tg?(0)—1 e q =sen?.

a) Determine, em termos de &, o limite da soma dos termos dessa progressao:
S=a,+a,+ag +...
b) Considere agora que 6 é o angulo dado no triangulo retangulo e ndo isosceles

representado a seguir, cuja hipotenusa mede 5 e cujo cateto menor mede 1.
Calcule o valor numérico do limite da soma obtida no item (a).

1-sen? x

@8. (UFPA) Simplifigue a expressdo ——
cotgx.senx

£ 9. (FAAP) Sabendo que tgx =a, calcule em funcéo de a o valor da expresséo:
senx + Cos X
Senx —cosx

@10. Considere X€:|%;7Z'|: que satisfaz tg®x+tgx—2=0. Calcule o valor da

cotangente de x.

¥ 11. (FUVEST) Se « esta no intervalo {O;%} e satisfaz sen“a—cos“a:%,

entdo o valor da tangente de « é:

a)E b) E c) \E d) E e) \E
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2

@12 Sabendo que senx = il calcule o valor de '9 ;<+1

n+ tg” X

em funcao de n.

@13. (PUCRS) A expressao Senx +1+COSX é igual a:

1+cosx  senx
a)l b)2 c)2senx d)2secx e) 2cossecx

@14. (UECE) Sabendo que cos.¢§=—i e %<¢<7z, calcular o valor de

J10

\/2 cotg¢ + cossec? ¢

%5 24 . , ~

- 15. Se (FGV) sena:2—5 e a secante de a € negativa, entdo o valor de
l1-cosa

‘/— e
1+cosa
3 3 5 4 1

a)— b) = c)— d)— e)=

) 2 )5 ) 2 )3 )2

@16.(ITA) Se R denota o conjunto dos nameros reais e (a,b) o0 intervalo aberto

{xeR|a<x<b}, seja f :(O;%J >R definida por f(x)=+/sec?x +cossec? x . Se

a e(o;%j é tal que tga :%, entdo f(«) € igual a:

2 K2 2 | 12

a)2+D b) =+/a2 + b2 S paii ad*P enda.
2 2 ab ab

@17. (UEL) Seja x um namero real pertencente ao intervalo [0,%]. Se secx :g,

entdo tgx é igual a

V2 2

2
a)? b) 3

1 V5 3

) 2 d)75 e)73

@18. Calcule o valor de secx +tgx sabendo que secx —tgx =5.

60



Capitulo 5

Congruéncia de Arcos e Equacoes

Trigonométricas

5.1. Congruéncia de Arcos

Dois arcos o e g do circulo trigopnométrico sdo congruentes (ou congruos) se, e

somente se, possuem as mesmas extremidades. No entanto esta nocao pode ser
resumida a: Dois arcos ¢ e B do circulo trigonométrico sdo congruentes (ou

cbngruos) se, e somente se, possuem o mesmo ponto final, uma vez que os
pontos iniciais de quaisquer arcos do circulo trigonométrico sdo coincidentes.
Neste caso escrevemos a = f5.

Durante os capitulos anteriores, esta no¢do poderia ser visualizada apenas com
exemplos de um arco demarcado no sentido positivo e outro no sentido negativo:

A

=240

v

B=-120°

No entanto, a partir de agora, poderemos usar o circulo trigopnométrico para
determinar arcos que extrapolam uma volta tanto no sentido positivo quanto
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negativo. Com isto, note, por exemplo, que o arco de 90° é congruente ao arco de
450° pois 450° =90°+ 360°:

any
Y

De um modo geral, dado um arco « (a € [0;360°[), qualquer arco congruente a «

deve ser da forma a+k.360°, com k € Z. Ou seja, qualquer arco congruente a «
deve ser formado por ¢ mais k voltas, onde k pode assumir qualquer valor inteiro.

Notemos também que para o caso mais usual, em que « e[0;27r[, a expressao
equivalente é:

450°

a=a+Kk2r,comkeZ

Exemplos Resolvidos

1. Encontre a determinacé&o principal dos arcos de:

a) 1490°.

A determinacdo principal € o nome dado a primeira determinacdo positiva de um
arco qualquer.

Observe que para encontrar a primeira determinacao positiva de 1490° devemos
desconsiderar a quantidade de voltas inteiras dadas no circulo trigpnométrico para
sua formacéo. Para descobrir esta quantidade de voltas, basta realizar a divisdo
de 1490° por 360°:

1490 [360
50 4

Este resultado significa que, para formar um arco de 1490° € necessario percorrer
4 voltas inteiras no circulo trigopnométrico e ainda percorrer mais 50°, ou seja,
1490° = 50°+4.360°.

Ao ignorar a quantidade inteira de voltas, temos que 1490° =50°.
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b) -1960°.
Vamos realizar este procedimento com o arco positivo (1960°) e depois realizar as
conversdes necessarias:

1960 [360
160 5

Portanto, 1960° =160°+5.360°. Multiplicando esta equacéo por -1:
—~1960° = —160° +5.(-360°)

Assim, —1960° = -160° = 200°.

2. Calcule o valor do seno e cosseno de:

257
a) —

6

Quando o arco é fornecido em radianos ainda € possivel, porém pouco produtivo
realizar o mesmo procedimento do exemplo 1, pois envolve fazer as conversdes
entre unidades desnecessariamente. Neste caso podemos desmembrar o arco
dado em duas partes de forma que uma delas represente uma quantidade inteira
de voltas, veja:

257 24r+m 24n & V4
= = +—=4r+—
6 6 6 6 6
257 &
Como 4r representa 2 voltas, temos que = -8
Portanto,
2571 r 1 257 Vd 3
sen——=sen—=—- €& CO0S—— =C0S—=——
6 6 2 6 6 2
b) 357
3

Observe 0 que acontece, quando efetuamos o mesmo procedimento do item
anterior:

357 =337Z'+27Z' =337Z'+2_7Z'=11ﬂ_+£
3 3 3 3 3
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Porém observe que 11z nao representa uma quantidade inteira de voltas e, por
isso, ndo pode ser ignorado. Neste caso, devemos buscar outro multiplo de 3 para
desmembrar o arco dado:
357z 307x+57 30xr 5z 5
= = +—=107+—
3 3 3 3
357 b5z

Como 107z representa 5 voltas, temos que = = 3 portanto:

357 57 3 357 5z 1
sen———=sen——=— e COS——=C0S— =—
3 3 2 3 3 2

5.2. Equacdes Trigonomeétricas

Denominamos equacdo trigonométrica qualquer equac¢do que envolva termos
trigonométricos (seno, cosseno, tangente,...) em sua(s) incognita(s). Resolver uma
equacao trigopnométrica consiste em encontrar quais sdo os arcos de um intervalo
fornecido que resolvem aguela expressdo. A teoria para resolucdo deste tipo de
problema ja foi abordada nesta aula e também nas anteriores, por isto neste
momento nos ateremos somente aos procedimentos para tal. Neste primeiro
momento trataremos apenas das equacdes trigonométricas imediatas (da forma
senx =k, cosx =k ou tgx =k ) mas no futuro estas equacdes voltardo ao nosso

curso de forma mais elaborada.

Exemplos Resolvidos

1. Resolva a equacgéo senx :% para 0<x<2r.

Neste problema deseja-se encontrar quais sdo os arcos, no intervalo 0<x <27z

. 1 , ~ .
qgque possuem seno |gual a E Observemos esta situagao no circulo

trigonomeétrico:
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v

A proposta €, entdo, observar graficamente quantos e quais pontos (arcos) do

circulo trigopnométrico possuem ordenada no ponto destacado na figura anterior. E
imediato notar que séo dois:

v

O procedimento agora é apenas descobrir quais sdo os arcos evidenciados pelos
pontos acima. E sabido que o arco do primeiro quadrante que possui seno igual a
1

LT . 5r
> e 5 e, portanto, o outro € seu correspondente no segundo quadrante —:
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v

Portanto, x -z ou X :5—”.
3] 6

2. Resolva a equagédo senx :% para x e R.

Resolver uma equacdao trigopnométrica para x e R consiste em resolvé-la sem se
restringir a um intervalo especifico como fizemos no exemplo 1. Neste caso, cada
ponto encontrado como solucao representa uma infinidade de arcos congruentes e
nossa resposta devera ser a expressao (ou as expressdes) de congruéncia deste

ponto. No caso deste problema especifico, encontramos dois pontos em [0;27:[

que satisfazem as condi¢cGes da equacao. A resposta deste problema sera entao a
expressao dos arcos congruentes a estes pontos:

x:£+2k7z,com keZ ou x:%+2kn,com keZ

N7

3. Resolva a equacgéo cosx = > para 0<x<2r.

Neste caso, buscamos 0s arcos que terdo seus cossenos representados pelo
ponto da figura a seguir:
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®
v

dhY

E mais uma vez imediato perceber que dois arcos cumprem esta condi¢o:

NS
o ol
v

dhY

. ) 2 .7
O arco do 1° quadrante que possui cosseno igual a - é " e certamente o outro

ponto sera seu correspondente no 4° quadrante %[:



-
>

o

v

b
TSR R’ R ———

aF

Portanto, x = z ou X = 7—” .
4 4

4. Resolva a equagao cosx = g .

Quando uma equacdao trigonométrica ndo evidenciar o intervalo a ser considerado
na resolucao, consideraremos sempre a reta toda.

~ s 1
Portanto devemos encontrar as expressoes dos arcos congruentes a Z e T que

sao:
x=£+2k7z,com keZ ou x=7—ﬂ+2k7r, comkeZ

Porém observe que neste caso (e na maioria das equacfes envolvendo cosx
como incégnita) podemos escrever estas duas expressdes em apenas uma linha.
Através da andlise dos arcos encontrados como resposta no exemplo 3, note que

= s—%, desta forma podemos escrever X :%Z+2k7z cComo X = —%+2k72' ea

4
resposta final deste problema seria:
X=i%+2k7z, com k eZ

Esta dltima forma de fornecer a resposta € mais enxuta que a anterior e por isso
sempre contara com a nossa preferéncia em problemas posteriores.

5. Resolva a equacéo tgx = J3 para 0<Xx<2r.
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Por se tratar de uma equacéao cuja incognita trigonomeétrica depende da tangente,
devemos recorrer ao eixo das tangentes para encontrar geometricamente a

posicdo do ndmero /3

A

V3

v

E possivel observar que dois arcos cumprirdo a condigéo necessaria:

\
/3

v
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Sabendo que o ponto encontrado no primeiro quadrante representa %

. ; Ar
certamente o ponto do terceiro quadrante sera seu correspondente. ?

/3

v

Desta forma temos: x = % ou X = 4?”

6. Resolva a equacgéo tgx = J3.

Transformar a solucdo do exemplo 5 acima para a reta real envolve 0s mesmos
passos ja citados nos exemplos 2 e 4 anteriores, porém com uma ressalva.
Observe que no caso desta equacdo ha um intervalo constante entre os dois
pontos que representam as solugdes:
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Portanto, veja que se tomarmos qualquer um dos valores obtidos no exemplo 5
como ponto de partida e, a partir dali, percorrermos sobre o circulo trigonométrico
um nudmero inteiro de meias voltas (equivalentes a zrad), sempre encontraremos
um arco situado sobre os dois pontos jA estabelecidos. Assim, ao invés de
fornecer a resposta através de duas expressoes:

x=%+2k7z,com keZ e x=‘;—”+2k7r,com keZ

iremos fornecer com apenas uma

x:%+k7z,com keZ

De uma forma geral, para transformar solu¢des no intervalo [0;27r[ em solucdes
reais, usaremos da seguinte ideia:

X=X,+k.P,com keZ.

Onde x, é uma solugdo da primeira volta e P € o periodo, ou seja, a medida do
arco compreendido entre as raizes quando esta for constante.
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EXERCICIOS

1. Na figura abaixo, A representa os arcos congruos a % e 0 quadrilatero ABCD é

um retangulo. Encontre a expressao real para todos os arcos congruos com
extremidade final em:

@) A
@) e
@c)C
@)D
@e)AouB
“fAouD
“g)BoucC
“h)AoucC
“i)Boub
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“)AouBouCouD

“KYAouBouD

2. Encontre o valor do seno, cosseno e tangente de:

@) 3180°

@) 22
4

o 887
) %

@3. Resolva as equacdes abaixo considerando X e [O; 27r[ :

Na

a) senx = —
2

b) senx:—1
2

c) senx =1

d) senx=0

1
€) CosSX =——=
2

f) cosx=0
g) cosx =%1
h) tgx =1
)] tgx:—\E

) lg=0
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¥ 4. Resolva as equacdes abaixo considerando x e R:

J3

a) senx = —
2

b) senx = 1
2

c) senx =1

d) senx=0
1

€) COSX = ——
2

f) cosx=0
g) cosx=+1
h) tgx =1
i) tgx = —/3

) tg=0
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Capitulo 6

Adicao e Diferenca de Arcos

6.1. Definicéo

Vocé ja deve ter percebido em seus estudos anteriores que o valor de uma
propriedade trigonomeétrica ndo varia proporcionalmente com o valor do arco, por
exemplo, sen(a+b)=sena+senb. O objetivo deste capitulo é estudar o

desenvolvimento de expressdes do tipo sen(a+b), cos(a+b) e tg(a+b).

6.2. Seno

As expressdes utilizadas para o desenvolvimento de senos da adi¢cdo e subtracéo
de quaisquer dois arcos a e b séo:

sen(a+b)=sena.cosb +senb.cosa

e

sen(a—b)=sena.cosb-senb.cosa

6.3. Cosseno

As expressbes utilizadas para o desenvolvimento de cossenos da adicdo e

subtracdo de quaisquer dois arcos a e b sao:

cos(a+b)=cosa.cosb-sena.senb

e

cos(a—b)=cosa.cosb+sena.senb
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6.4. Tangente

As expressoes utilizadas para o desenvolvimento de tangentes da adicdo e
subtracdo de quaisquer dois arcos a e b sao:

tga+tghb
tg(a“”b)ziltga-m tggb

e

tga—-tgb
tg(a-bh)=—"—"—"—
9( ) 1+tga.tgb

6.5. Demonstragcdes

Vamos demonstrar a validade destas formulas para dois angulos a e b agudos:
Considere um retangulo ABCD e trés segmentos DE, EF e DF, tais que

DEF =90° e DF =1, conforme figura abaixo:

A E B
F
D C

Tomemos ADE =a e EDF =b e observe que podemos transportar a e b pela
figura da seguinte forma:
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Pela andlise do triangulo DEF temos:
senb:i:E:senbzﬁ

DF 1
cosbzizE:cosbzﬁ

DF

Pela analise do triangulo ADE temos:

sena=%:>ﬁ=sena.ﬁ:>ﬁ=sena.cosb

cosa = % — AD = cosa.DE = AD = cosa.cosb

Pela andlise do triangulo EBF temos:

sena:%:ﬁ — sena.EF = BF =sena.senb

cosazg — EB = EF.cosa = EB = senb.cosa

Pela andlise do triangulo CDF temos:

sen(a+b) :2 =9:> sen(a+b) =CD
DF 1

cos(a+b) =£ =E = cos(a+b) =FC
DF 1

Como AD = BF +FC, entio:
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cosa.cosb =sena.senb +cos(a+b)

cos(a+ b)=cosa.cosb-sena.senb

Como CD = AE +EB, ent3o:

sen(a+ b)=sena.cosb+senb.cosa

sen(a+b)
cos(a+Db)
sena.cosb +senb.cosa
cosa.cosb—sena.senb

Como tg(a+b)= , entao:

tg(a+b) =

Dividindo todos os termos a direita por cosa.cosb:

sena.;:es’6+ senb.cosa
cosa.cesb cesa.cosb .

tg(a+b) =
9(@+b) cosacosb sena.senb
cosaCcosb cosa.cosb
tg(aer):M
1-tga.tgb

Note que esta demonstracdo contempla apenas angulos a e b agudos e cuja soma
seja menor que 90°, mas a garantia de que estas relacdes se estendem para
outros casos vem imediatamente pela reducdo ao primeiro quadrante. Ja as
demonstracdes destas férmulas para o caso da diferenca de arcos (a—b) vém do
fato de que para qualquer arco a temos que sen(—a) =-sena, Cos(—a)=CoSa €
tg(-ax)=-tgar (estes conceitos serdo estudados durante as funcbes

trigonométricas).

Exemplos Resolvidos

1. Usando as férmulas de adicdo e subtracdo de arcos, prove que
sen(z—X)=senx, sen(z+X)=-senx e sen(2zr —x)=-senx.
Aplicando as relagbes sen(a+b)=sena.cosb +senb.cosa diretamente, temos:
sen(z —X) =senz.cosX —senx.cosz =0.cosXx —senx.(—1) sen(r — x) =senx
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sen(z + X) =senz.cosX +senx.cosz = 0.cos X + senXx.(—1)
sen(z +X) =—senx

sen(2z —X) =sen2z.cosx —senx.cos2z =0.cosX —senx.1
sen(2z — x) =—senx

2. Calcule o valor de cos75°.
Desmembrando 75° =45°+30°, temos:

Cc0s75° = cos(45° + 30°) = cos 45°.cos 30° — sen45°.sen30°

cos75° :ﬁﬁ_ﬁl :M
2 2 2 2 4

3. Calcule o valor de senl15°.
Desmembrando 15° =45°—-30°, temos:

senl5° = sen(45° —30°) = sen45°.cos30° — sen30°.cos 45°

B 12 (62

sen’75° =

2 2 2 2 4
Note que os resultados encontrados nos exemplos 2 e 3 sdo coincidentes pois

75°+15°=90°, assim, cos75° =senlb°.

4. Desenvolva uma expressao para tg(2a) em funcéo de tga.
Desmembrando 2a=a+a, temos:

2tga
tg(2a) =
g(2a) wa
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EXERCICIOS

@1. Usando as formulas de adicdo e subtracdo de arcos, prove que
cos(z —X) =—C0SX, COS(7r+X)=—COSX € c0oS(27 —X)=COSX.

¥ 2. (FEI) O valor de y = (cosa+cosb)? +(sena—senb)? para a+b :g é:

a) % b) 2 ¢) 0 d)1 e)4

3. (UFU) O valor de senl17°.cos13°+cosl7°.sen13°+cos73°.cosl7°
tg31° + tg14°
1-tg31°.tg14°

a) g b) % c)0 d1 e) %

—-sen73°.cosl7 +

£ 4. (ESPCEX) Os pontos P e Q representados no circulo trigonométrico abaixo
correspondem as extremidades de dois arcos, ambos com origem em (1,0),
denominados respectivamente « e S, medidos no sentido positivo. O valor de

tg(a+p) é

a)?””/§ b)% 0)2+43 d)2-+/3 e)-1+3




@5. (UFRGS) A expressao sen(150°+ x)+sen(150° — x) é equivalente a:

a)Ccos X b)—senx C) sen% d)senx e) c055—7r

@6. (MACKENZIE) O maior valor inteiro de k, para que a equacéo
J3senx+cosx=k—2 apresente solugdes reais é
a) 3 b) 4 c)5 d)6 e)7

£ 7. (UERJ) Um esqueitista treina em trés rampas planas de mesmo comprimento
a, mas com inclinacdes diferentes. As figuras abaixo representam as trajetorias
retilineas AB = CD =EF, contidas nas retas de maior declive de cada rampa.

15° - 45°
B D

Sabendo que as alturas, em metros, dos pontos de partida A, C e E séo,
respectivamente, h,, h, e h;, conclui-se que h, +h, € igual a:

a) h,\/3 b) h,«2 c) 2hy d) hy

£ 8. (FGV) No quadrilatero ABCD mostrado na figura a seguir, Be D s&o angulos
retos, BC =x, CD=2x, AD=3xe A=¢. Determine:

a) O comprimento dos segmentos AC e AB em funcao de x.
b) O valor de sen 6.

9. (MACKENZIE) Na figura, tgs € igual a:
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2cm

}V
0,5cm
Y

A
.

10cm

16 8 19
a) — b) — C) — d
)81 )27 )63 )

e)1

w|N

@10. Em um tridngulo ABC, 3senA+4cosB =6 e 4senB+3cosA=1. Encontre
o valor de senC.

@11. (FUVEST) Sejam x e y numeros reais positivos tais que x+y:%.

Sabendo-se que sen(y —x) = % , 0 valor de tg%y —tg®x é igual a
3 5 1 1 1

a) — b) — c) = d) = e) —

) 5 ) 2 ) 5 ) 2 ) 3

@12. (UFPE) Considerando a medida de &ngulos em radianos, se :9:37” é

correto afirmar, dado que y =sen(€—x)/sen(6 +x), que
a) y =tan(6+x)
b) y = cotan(6-x)

0
C) y =cotan (5 + xj

0
d =tan| —+ X
)Y (3+J

e)y :tan(g—xj

@13. (UFC) Os numeros reais a, b e y sdo tais quea=0, acosy #bseny. Se
_aseny +b cosy
a cosy —b seny

tg X , calcule o valor de tg (x — y) em funcéo de a e b somente.
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@14. (UEL) Se a medida x de um arco é tal que% <X<7m ,entao

a)ysen(x+mn)>0
b)cos (x+ ) <0
c)tg(x+m)>0

d) cos (x + 2n) >0
e)sen (X +2n) >0

@15. (ITA) Num triangulo ABC o lado AB mede 2 cm, a altura relativa ao lado
AB mede 1 cm, o angulo ABC mede 135° e M é o ponto médio de AB . Entdo a
medida de BAC + BMC, em radianos, é igual a

a) %;z. b) %72. 0) %;z. d) gz. e) %7[.

£ 16. (UNICAMP) Uma ponte levadica, com 50 metros de comprimento, estende-
se sobre um rio. Para dar passagem a algumas embarcacgdes, pode-se abrir a

ponte a partir de seu centro, criando um vao AB, conforme mostra a figura a
seqguir.

Considerando que os pontos A e B tém alturas iguais, ndo importando a posicao
da ponte, responda as questfes a seguir.

a) Se o tempo gasto para girar a ponte em 1° equivale a 30 segundos, qual sera o
tempo necessario para elevar os pontos A e B a uma altura de 12,5 m, com
relacdo a posicao destes quando a ponte esta abaixada?

b) Se « =75°, quanto mede AB ?

¥ 17. (FUVEST) Na figura a seguir, as circunferéncias tém centros A e B. O raio

. , 5 . p . ~ P
da maior é " do raio da menor; P € um ponto de interseccao delas e a reta AQ é
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tangente a circunferéncia menor no ponto Q.

N\

Calcule:

a) cos ABQ
b) cos ABP
c) cos QBP

¢ 18. (PUCPR) Trés nimeros «, [ e 0 estdo em progressao aritmética.

sena +sen S +send

Entao, o valor de:
Cosa +Ccos f+cosd

a) tg(a+ L +06)
b) tg 8

c) cotg(a + f3)
d)tga

e) tg(0-p)
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Capitulo 7

Arco Duplo

7.1. Definicéao

Chamamos de férmulas de arco duplo aquelas que definem seno, cosseno e
tangente de um arco da forma 2«, em funcéo de propriedades trigonomeétricas de
a.

7.2. Seno

Desejamos aqui desenvolver uma expressao que forneca o valor de sen(2«).
Usando a expresséo do seno da adi¢cado abordada nas aulas anteriores:

sen(2a) =sen(a + a) = Sena.CoSa + Sena.CoS

sen(2a)=2.senu.cosa

7.3. Cosseno

Desejamos aqui desenvolver uma expressao que fornegca o valor de cos(2«).
Usando a expressao do cosseno da adi¢cao abordada nas aulas anteriores:

cos(2a) =cos(a + &) =CcoSa.CoSa + Sena.sena
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cos(2a) = cos® & —sen?

Como cos’a =1-sen’a e sen’a =1-cos’ a, observe que podemos reescrever
a expressado acima de duas outras formas:

cos(2a) =1-2sen’a e cos(2a)=2cos’a—1

7.4. Tangente

Desejamos aqui desenvolver uma expressdo que fornega o valor de tg(2«).
Usando a expresséao da tangente da adicdo abordada nas aulas anteriores:

tga +tga

t9(2a) =tg(a + a) = —1?tga ?ga
2tga
t9(20) = ———
9(2a) e

7.5. Arco Metade

Uma consequéncia direta das formulas de arco duplo sdo as férmulas de arco
metade, ou seja, formulas que fornecem os valores de seno, cosseno e tangente

de g em funcdo de p. Para isto, vamos analisar as férmulas de arco duplo

B

efetuando uma troca de variaveis: a = 5 = f=2a:

e Cosseno do Arco Metade:
cos(2a) = 2cos? o —1=> cos 3 = 2cos? (gj ~1=

= cosf+1= ZCosz(gj = cos? (gj :%ﬂﬂ:
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Cos[ﬁj . /w
2 2

e Seno do Arco Metade:

cos(2a) =1-2sen® o = cos B =1—2sen? (gj =
= 2sen’ g] =1-cos B = sen’ (gj - %

Sen[ﬁj + Hﬂ
2 2

e Tangente do Arco Metade:

sen(ﬁj 1-cos g
tg[ﬁjz 2) N2
Ny

tg[iJ:i 1-cos

1+cosp

N

7.6. Arco Triplo

Também podemos recorrer as férmulas de arco duplo para desenvolvermos as
expressdes de arco triplo, ou seja, expressdes que fornecem as propriedades

trigonométricas de 3o em funcéo de «:

e Cosseno do Arco Triplo:
cos(3a) =cos(2a +a)=cos(2a).cosa —sen(2a).sena =
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= (0032 a —sen? a)cosa —2.sena.cosa.sena = cos® a —sen? a.cos a —2sen’ a.cos a =

=cos® o —3sen® a.cosa = cos® a —3(1—cos? ) cosa

cos(3a) =4cos’ o —3cosa

e Seno do Arco Triplo:
sen(3a) =sen(2a +«a)=sen(2a).cosa +sena.cos(2a) =

=2.sena.Cosa.CoSa + Sena. (0052 a —sen? a) —2.sena.cos’ o +sena.cos’ a —sen° a =

=2.sena.(1-sen’ o) +sena.(1-sen’ o) —sen® a =

sen(3a)=3sena —4sen’a

e Tangente do Arco Triplo:

tg(2a)+tga  1-t?a

tg(3a)=1tg(2 = =
9(3a)=tg9(2a +a) 1-tg(2a)-tga a 2tga

2tga +tga(l-tg® a)

1t o

1-tg? a - 2tg° &

1-tg° o

3tga -tg® «
tg(3e) - 1-3t?
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7.7. Consequéncias

O estudo e o desenvolvimento das expressdes de arco duplo, arco metade, adicdo
e subtracdo de arcos também nos trazem outras consequéncias que estudaremos
agui apenas em carater de aprofundamento:

e Se a+p+60=r,entdo:

tga +tgf+tgf =tga.tg 5.1g0
e

cotga.cotg S + cotgar.cotg @ + cotg 5.cotgd =1

Como a+ f+60=rx,entdo, a+ f=r—0, assim:
tga+tgp
tg(a+p)=tg(r-0)> ——=—-tgfd =
g(a ﬂ) g(ﬁ ) 1-tga.tgp g

tga+tgf =—-1gé+tga.tg f.190 =
tga +tgp+1gl =tga.tg S.1g0

Sabendo que tga +tg S +tgf =tga.tg £.tg0, entéo:

{ { t

¢ . wf w0 1 1 1

g .tgp.tg0 tga.tgpf.tgo tga.tgp.igld tgf.tg0 tga.tgd tga.tgp
cotga.cotg S + cotga.cotgd + cotg S.cotgd =1

e Se a+ﬂ+¢9=%, entao:

tga.tgpf+tga.tgld +tg B.1g0 =1

e

cotg o + cotg /5 + cotg @ = cotgr.cotg f3.cotg @
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Como a+ﬂ+0:g, entao, a+ﬂ:g—9, assim:

V4 tga+tgp 1
t e _
9(a+5) g(z ]:) 1-tgatgf 190

=tga.tgf +tgp.t1gf =1-tga.tg f =
tga.tgf +tga.tgf +tg p.t1go =1

Multiplicando ambos os lados da expressao tga.tgf+tga.tgé+tgp.tgéd =1 por
cotga.cotg S.cotgd, concluimos diretamente que
cotga +cotg S + cotgéd = cotga.cotg S.cotgé .

Note que é evidente que as expressdes acima sO serdo validas nos casos em que
a, B e 6 possuem suas tangentes e cotangentes definidas.

Exemplos Resolvidos

1. Calcule cos2a sabendo que sena =—% e que « e}r;g?ﬂ[.
Uma maneira de resolver este problema € inicialmente calcular cos?« pela relagéo

fundamental:
2
cos? a :1—(—£j —1- :§_
3 9

Ol

Portanto,

cos(2a) =1-2sena =1-

OIN
(XN

Outra forma de resolver o mesmo problema seria recorrer somente a expressao:
2 7
cos(2a) =1-2sen’a =1- 5%
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2. Calcule o valor de tg(22°30").
Veja que 22°30' é a metade de 45°, portanto, pela tangente do arco metade,

temos:
1g(22°30") = + /1‘“’545 _
1+cos 45°

_+J2—J§_+J2<s—zﬁ>
S \2+2 T Z

Porém, como 22°30' e }O;%{ , Sua tangente sera positiva: tg22°30' = «}3 —22.

2
3. Calcule o valor da expresséo: sen- +cos =
12 12

Desenvolvendo o produto notavel temos:

sen? = 1 cos? L —2sen .cosZ =1+senZ = 1+1 _3
12 12 12 6 2 2

1 senz.i

12

EXERCICIOS

¥ 1. (UNESP) Sabendo-se que cos(2x) =cos? x —sen? x para quais valores de x
a funcdo f(x) :cosx+%-cos(2x) assume seu valor minimo no intervalo

0<x<2rn?

¥ 2. (UFPE) Analise a veracidade das afirmacées seguintes sobre identidades
trigonométricas.

() sen*x—cos’x =sen®x —cos?x, para todo x real.

( ) sen(% + xj = cos(% — xj, para todo x real.

k .
( ) tgx+cotgx= , para xreal e x;t?ﬂ, com Kk inteiro.

sen(2x)
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() 2cos’x+cos(2x)=3+4cos’x, para todo X real.
() sen(x+y)+sen(x—y)=2cosx cosy, para quaisquer x e y reais.

3. (UNICAMP) Um recipiente cubico de aresta a e sem tampa, apoiado em um

, L ) 3 .
plano horizontal, contém agua até a altura —a. Inclina-se lentamente o cubo,

girando-o em um angulo 8 em torno de uma das arestas da base, como esta
representado na figura abaixo.

a) Supondo que o giro é interrompido exatamente antes de a agua comecar a
derramar, determine a tangente do angulo 6.
b) Considerando, agora, a inclinagdo tal que tan(¢)=14, com 0< @ < /2, calcule

o0 valor numérico da expressao cos(26) —sen(26).

© 4. (FUVEST) Um caminhdo sobe uma ladeira com inclinacdo de 15°. A
diferenca entre a altura final e a altura inicial de um ponto determinado do
caminhao, depois de percorridos 100 m da ladeira, sera de, aproximadamente,

Dados: /3 21,73 sen? (g) = %.
a)7m b) 26 m c)40 m d) 52 m e) 67 m

Us, (INSPER) Movendo as hastes de um compasso, ambas de comprimento /, é

possivel determinar diferentes triangulos, como os dois representados a seguir,
fora de escala.
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T,

Se a &rea do triangulo T, € o triplo da &rea do triangulo T,, entdo o valor de cosé

éigual a
a) <. by L. o3 d) L, &) V6.
6 3 3 2 6

6. (FUVEST) O numero real x, com O<x<m, satisfaz
log,(1—-cosx) +log;(1+cosx) =—-2. Entdo, cos2x +sen x vale

a)% b)% C)g d)g e)?

£ 7. (FUVEST)

P,
o iQ
A G

Um guindaste, instalado em um terreno plano, tem dois bragos articulados que se
movem em um plano vertical, perpendicular ao plano do ch&o. Na figura, os
pontos O, P; e P, representam, respectivamente, a articulagdo de um dos bracos
com a base, a articulacdo dos dois bracos e a extremidade livre do guindaste. O

braco C)_P1 tem comprimento 6 e o braco PP, tem comprimento 2. Num dado
momento, a altura de P, é 2, P, estd a uma altura menor do que P; e a distancia

de O a P, é 2410. Sendo Q o pé da perpendicular de P, ao plano do chéo,
determine

a) 0 seno e o0 cosseno do angulo P2(5Q entre a reta OTD2 e o plano do chéo;
b) a medida do angulo OF31P2 entre 0s bragos do guindaste;
c) o seno do angulo PléQ entre o braco C)_P1 e o plano do chéo.

@s. (FUVEST)
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B C

No triangulo acutangulo ABC, ilustrado na figura, o comprimento do lado BC

J15

mede = o angulo interno de vértice C mede «, e o angulo interno de vértice B

mede %. Sabe-se, também, que 2cos(2a)+3cosa+1=0

Nessas condicfes, calcule
a) o valor de senc;

b) o comprimento do lado AC .

To. (UDESC) A expressao cotg(2x)+ cossec(2x) pode ser escrita como:
cos(x) +sen(x)
cos(x)sen(x)
b) tg(x)
c) cotg(x)
2| cos?(2x) +sen(2x
4y 2Leos’(2x)+sen(@x) |
sen(4x)
Z[COS(ZX) + sen2(2x)]
sen(4x)

e)

@10 (ITA) Seja x €[0,27] tal que sen(x).cos(x) :é' Ent&o, o produto e a soma
de todos os possiveis valores de tg(x) sdo, respectivamente.

a)leO b)leg c)-1e0 dleb5 e)—le-g

@11. (UFT) Se send = % efe {377[7;} entdo o valor de tg(20) é:

o 12 p) 120 o 120 01 o Y3
13 119 119 3

©12. (UEL) Se cos (2x) = 1/2, entdo o valor de tan?(x)+sec?(x) é:
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a) 1/3 b) 2/3 0) 1 d) 4/3 e) 5/3

1k} (FGV) O valor de cos 72" - cos® 36 é idéntico ao de
a)cos36. b)-cos®36. c)cos?36. d)-sen’36. e)sen®36.

@14. A expressao cossec x.cossec(3x) é equivalente a:
a) 1-sen(2x)

b) sen? x —cos? x

c) 1+2cos(2x)

d) 2—2cosx

e) 1—2cos(2x)

@15. (UFES) Uma pessoa, quando situada a 300 metros de uma torre, avista o
topo da torre sob um angulo o« em relagdo a horizontal. Quando esta a 100
metros da torre, ela avista o topo da torre sob um angulo 2«. O nivel dos olhos
dessa pessoa esta a 1,6 metros da horizontal em que esta situada a base da torre.

100m 2@

I1,6m

300m
a) Determine o valor de « .

b) Determine a altura dessa torre.

“ 16. (MACKENZIE) No triangulo ABC temos AB=AC e sen x = %. Entdo cos y é
igual a:
A
y
X
B C
9 3 1 3
a) — b) — c) — d) = e) —
) 16 )2 ) )3 ) 16



@17. (FGV) A funcéo f(x)=16.senx.cosx assume valor maximo igual a:

a) 16 b) 12 c) 10 d) 8 e) 4
s ~ 2tg0 3 z.
~ 18. (ITA) O valor da expressao x = Y quando cosé = - e tgf <0, é:
—19
a 410 b _2\/10 c 210 d) 3410 e)n.ra.
31 31 15 7
2 1-tgx )
“ 10. (ITA)( g j vale:
1+tgx
1-2sen2x 1-2sen2x 1+sen2x 1-sen2x
- - c) ——— d —— e) n.r.a.
1+sen2x 1-sen2x 1-sen2x 1+sen2x

(ITA) Seja D = {x eR|x# Iog%[, n= 12,3,...} . Com respeito a funcéo

sen(SeX) B cos(SeX)

D—->R, definida por f(X) = X X
sene cose

, podemos afirmar que:

a) f(x)=2 paratodo xem D
b) f(x) =3 paratodo x em D
c) f(x)=e* paratodo x em D
d) f(x) ndo é constante em D
e) n.r.a.

¥ 21. (ITA) A equacso {sen(cosx)}.{cos(cosx)} =1 & satisfeita para:

T
a) x==
) 4
b) x=0

c) nenhum valor de x
d) todos os valores de x
e) todos os valores de x pertencentes ao primeiro quadrante

22 (ITA) Se tg(2A) =5, entdo tg(A+%) —tg(% - Aj é igual a:

a) ~51 b) -2 c)5 d)8 e)10
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Capitulo 8

Fatorac&o Trigonometrica

8.1. Definicéao

Fatorar uma expressdo significa transformar esta expressdo em um produto.
Nesta aula estudaremos algumas férmulas de fatoracdo de expressdes
trigonométricas, também conhecidas como férmulas de prostaférese.

Estas expressdes sao consequéncia direta das formulas de adicédo e subtracdo de
arcos ja estudadas em aulas anteriores:

sen(a + f) =sena.cos [ +sena.cosa
sen(a — ) =sena.cos S —sena.cosa
cos(a + ) =cosa.cos f—sena.sen fg
cos(a — f) =cosa.cos f+sena.sen ff

8.2. Formulas

Dados dois arcos a e S, denotemos:

{p=a+ﬂ
4=a-p

Somando as duas expressdes, temos:

pP+q
2

p+g=2a=>a=
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Subtraindo as duas expressoes, temos:

p-a=2f=p=L1H

e Somando as duas primeiras expressodes do item 1, temos:

sen(a + f)+sen(a — f) =2.sena.cos ff

pP+q9 P-q.
e
2 g 2

senp+senqg = 2.sen(¥].cos{p;q]

Trocando as variaveis: a+f=p, a—f=q, a =

e Subtraindo as duas primeiras expressdes do item 1, temos:

sen(a + f)—sen(a — f) =2.sen f.cosa

Trocando as variaveis:

senp-senq = 2.sen(¥].cos[¥}

e Somando as duas ultimas expressodes do item 1, temos:

cos(a + f)+cos(a — f) =2.cosa.cos S

Trocando as variaveis:

COSp+Cosq = 2.cos(p;q}cos(%}

e Subtraindo as duas ultimas expressdes do item 1, temos:
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cos(a + f)—cos(a — ) =-2.sena.sen f§

Trocando as variaveis:

COSp—Ccosq = —2.sen[¥].sen(%)

e Utilizando as expressdes acima, podemos escrever a soma entre duas
tangentes como:

senp  senq _ senp.cosq+senq.cosp

lgp+1gq =

cosp cosq COS p.Cos(q
sen(p+q)
tgp+tgg=——"—""—
COS p.COSqQ

e Utilizando as expressdes acima, podemos escrever a diferenca entre duas
tangentes como:

senp senq senp.cosq-—Seng.cosp

tgp—-tgq =
Ip—ida cosp cosq COS p.cOS(q
sen(p —
tgp—tgg = P9
COS p.COSq

Exemplos Resolvidos

1. Fatore sen6x +sen2x
Utilizando a fatoracdo de senp+senq, temos:

SeN6X +Ssen2x = 2_sen(6X;2XJ.COS(6X;2Xj
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sen6x +sen2x = 2.sen(4x).cos(2x)

i T
2. Calcule o valor de cos?.cosg

Operando-se inversamente com as férmulas de fatoracdo, devemos buscar dois
arcos a e b, tais que:

a+b 7rx
2 8
a-b
2 8

Assim temos a=7 e b:%. Desta forma, podemos fatorar cosﬁ+cos(7ﬂj

como:
3z 3z
37 SRy 4
COS 7 +CO0S| — |=2.c0S .COS
4 2 2
1 V2 5 05T cos”
2 8 8
8 8 2 4

3. Fatore a expressao: 1+tga
Tomando tg45° =1, temos:

sen(45°+a)

l+tga=1tg45°+tga =
cos45°.cosa
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EXERCICIOS

©1. (UEL) Se cos(2x)=%, onde xe(0;z) entdo o valor

_ [sen(3x) - sen(x)] ‘
cos(2x)
a-1 b ? 03 g B

J3 3

y

e)l

2. Se sen50° =k, calcule, em funcéo de k, o valor de sen5°+cos5°.

@3. Fatore as expressoes:
a) sen3x +senx
b) cos3x +cosx

T 4. Fatore sen90—sen5x +sen3x +senx

5. Resolva a equacao cosx =c0s80°+ cos40°

de

6. (FUVEST) A medida x, em radianos, de um angulo satisfaz g<x<7z e

verifica a equacdo senx+sen2x +sen3x =0. Assim,
a) Determine x.
b) Calcule cosx +cos2x +cos3X.

@7. Os angulos de um triangulo ABC satisfazem cos A+cosB =senC. Prove que

o triangulo ABC é retangulo.

@s. (ITA) Seja P = sen®ax —sen® bx . Temos, entdo, que:
a) P =senax.cosbx

b) P =cosgx.tgx

c) P= 2.sen(a+ bj.cos(a;bj
2 2

d) P =sen(a+b)x.sen(a—b)x
e) n.r.a.
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@9. (ITA) Resolvendo a equacéo tg 2Inx -~ —-tg Inx+Z |=0 temos:
6 3
T
a) X :§+k7l', k :0,1,2,...

b) x=e2 , k=012,..

c) Inx==+xkxz, k=0,12,...

|P o

2k
d) x=e® , k=0,12,...

e) n.r.a.
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Capitulo 9

Equacoes e Inequacoes
Trigonometricas

9.1. Introducéao

Em aulas anteriores ja tratamos do conceito de equacdes trigonométricas em
intervalos restritos e também em R ; neste moédulo abordaremos de novo este
conceito, adicionando também as inequacgdes trigonométricas.

9.2. Equacdes trigonomeétricas

Exemplos Resolvidos

1. Resolva a equagdo sen(2x)=0.

Este problema sera abordado de duas formas:
e Sabemos que um seno € igual a zero nos arcos da forma kz, com ke Z:

A
Neste problema devemos ter:
2X =k
> X = k—” com keZ
e Usando a expressao do arco duplo para o0 seno a equacgao se transforma
em:

2.senx.cosx =0
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Para que este produto seja 0, senx =0 ou cosx =0:

A

v

Portanto, x =k7”, com keZ.

2. Resolva a equacéo J3.senx +cosx =3

Esta equacédo tem sua resolucdo bastante simplificada quando dividimos ambos
os lados da igualdade por 2:

3 1 J3

——.SenX +—.COSX = —
2 2 2

Ng

1 , . T T
Note agora que 7.senx+§.cosx é equivalente ao sen X+E ou Cos| X —= |.

Efetuando uma das duas substituiges indicadas concluimos que:

J3

T
sen(x + =)=~
( 6)

2
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x+—:%+2k7z x=z+2k7z

Portanto, <ou =<0ou keZ

X+—="—"+2knrx x:£+2k7r
6 3

9.3. Inequacdes trigonomeétricas

Exemplos Resolvidos

3. Resolva as inequacdes abaixo para 0<x <27 e para x e R:

1
a) senx > =
2

Devemos encontrar o intervalo do circulo trigonométrico que possui seno na
regiao:

A

6

|2

'_/@
v

E imediato observar que o0s arcos com esta caracteristica sdo aqueles

57

compreendidos entre os dois arcos evidenciados (% e ?):
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E]

VR

N
-
v

<x<2%.

6

J& para resolver este problema em R, basta escrevermos o menor nimero de
expressdes que sempre resultam no intervalo evidenciado acima para a primeira
volta.

Para isto, iremos escrever as extremidades do intervalo como as expressdes dos

T 57
arcos congruentes a E e —.

6

Portanto, para 0 < x <27 a solugéo seré:

o8

%+2kn£xs‘%+2k7z, com k eZ

J3

b) _—1§cosx<—
2 2

Denotando este intervalo no eixo dos cossenos:

Assim, pela andlise gréafica temos que
para 0 < x <27 a solucao sera:

V4 2r
—< X< —

6 3
ou

4r 117
—<X<—
3 6
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Z+2k7r<x£2—jr+2k7r
6 3

Esta mesma solucdo em R sera: {ou ,com keZ

4—”+2kn£x<£+2kn
3 6

c)tgx>1

Através da analise grafica do circulo trigonométrico:

A

v

Ny

temos que para 0<x <2z a solugao sera:

<X<

z
2

T
4
ou

5_7Z-<X<3_7[

Note que nos pontos % e 37” o intervalo foi considerado aberto ja que a tangente

nao esta definida nestes dois pontos.

Para solucionar esta inequacdo em R, observe que o intervalo do primeiro
quadrante, ao ser deslocado meia volta (xzrad) coincide com o intervalo do
terceiro quadrante. Assim, € possivel fornecer esta resposta com apenas uma
expressao:
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%+k7z-ﬁx<%+k7z, com k eZ

EXERCICIOS

@1. Resolva a equacdo 2cos® x+cosx—1=0.

@2. (FUVEST) Ache todas as solucdes da equacgéo
sen® x.cosx —3senx.cos®* x =0

3. (UNIRIO) Resolva a sentenca 2cos® x —3cosx+1<0, sendo 0< x <27 .

¥ 4. Resolva a equacdo 3tg? x +2/3tgx —3=0

£ 5. Resolva a equagdo: sen(2x + z) = %

©6. (MACKENZIE) Dé a expressdo geral dos arcos x para 0s quais
2(cosx +secx)=5

a)2k7zirz KeZ
3

b)kﬁiz,keZ
3

C)2k7ri%,keZ

d)kni%,keZ

e)nra
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7. (UNESP) Sejam a e b angulos tais que a = 2b. Se vale a relacéo
(cosa+cosh)? +(sena+senb)? =3, determinar a e b.

£ 8. (UNESP) O conjunto de todos os pontos P(x, y) do plano, comy =0, para 0s
quais x e y satisfazem a equacéo sen[y 1 (x2 +1)] -0 é uma;

a) familia de parabolas.

b) familia de circunferéncias centradas na origem.
c) familia de retas.

d) parabola passando pelo ponto Q(0,1).

e) circunferéncia centrada na origem.

(UFES) Determine todos os valores de 6 para o0s quais

sen® 6.cosd —send.cos® O = %

) (UFPE) Quantas solu¢cBes a equacdo trigonométrica senx=\/1—cosx
admite, no intervalo [0;807) ?

1. (UECE) O numero de solu¢des da equacao 3sen2x—3|senx|+coszx =0

que estéo no intervalo [0;27] é
a) 2. b) 8. c) 4. d) 6

12 (UFSCAR) O conjunto solucéo da equacao
sen[87z/9+87/27+87/81+...|=cosx, com x €[0;27] , é

a) {2n/3, 4n/3}.

b) {5n/6, 7n/6}.

c) {3n/4, 5n/4}.

d) {n/6, 11n/6}.
e) {n/3, 5n/3}.

@13 (ITA) O conjunto solucdo de (tg® x —1)(1—cotg® X) =4, X = kg KeZ é:
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a) {r/3+kn/4,k eZ}
b) {r/4+kr/4,k € Z}
c) {x/6+kz/4,k eZ}
d) {#/8+kx/4,k € Z}
e) {z/12+kr/4,k e Z}

@14. (PUCRS) O conjunto solucdo da equacdo sen(x)=cos[x—z/2] em R é
a) {-1,0, 1}
b) [-1, 1]

C) {XeR|Xz%+k7z,keZ}

d) {X6R|X:kﬂ,keZ}
e) R

¥ 15. (FGV) Em certa cidade litoranea, verificou-se que a altura da &gua do mar
em um certo ponto era dada por f(x)=4+3cos[%xj em que X representa 0 numero

de horas decorridas a partir de zero hora de determinado dia, e a altura f(x) é
medida em metros.

Em que instantes, entre 0 e 12 horas, a maré atingiu a altura de 25m naquele
dia?

a) 5 e 9 horas

b) 7 e 12 horas

c) 4 e 8 horas

d) 3 e 7 horas

e) 6 e 10 horas

©16. (UNIFESP) A funcao D(t):12+(16)-cos(ﬁ(t+10)j fornece uma

aproximacédo da duracao do dia (diferenca em horas entre o horario do pér do sol
e 0 horéario do nascer do sol) numa cidade do Sul do pais, no dia t de 2010. A
variavel inteira t, que representa o dia, varia de 1 a 365 sendo t=1
correspondente ao dia 1.° de janeiro e t=365 correspondente ao dia 31 de
dezembro. O argumento da funcdo cosseno é medido em radianos. Com base
nessa funcéo, determine:

a) a duracao do dia 19.02.2010, expressando o resultado em horas e minutos.
b) em quantos dias no ano de 2010 a duracéo do dia naquela cidade foi menor ou
igual a doze horas.

110



€17. (UDESC) A soma de todos os valores de x e [O, 271] gue satisfazem a
equacdo cos®(2x)—sen®(x)=cos®(x) & igual a:
a) w b) 27 C) 57 d) 3z e) 4x

¢ 18. (FUVEST) A medida x, em radianos, de um angulo satisfaz z/2<x <~z e
verifica a equagao senx+sen2x+sen3x =0. Assim,

a) determine x.

b) calcule cos x + cos 2x + cos 3x.

£ 19. (FUVEST) Determine os valores de x no intervalo ]0;27z[ para 0s quais

COSX > 33enx+\/§.

®:0. (MACKENZIE) Quando resolvida no intervalo[0;2z], 0 nimero de

guadrantes nos quais a desigualdade 2cosx < NE) apresenta solucdes é:
a0 b) 1 c)2 d)3 e 4

¥ 21. (FEl) Se 0< X <27 e senx >CosX entio:
a) 7/4<x<5x/4
b) 7/4<x<Tx/4
c) 7/8<x<7x/8
d) 7/2<x<37/2
e) /4 <x<3r/2

@22. (UFF) Determine o(s) valor(es) de x e R que satisfaz(em) a desigualdade:
cos? x > 2(senx +1)

@23. (UNESP) O conjunto solucéo de|cosx|<1/2, para 0<x <2z € definido por:

624. (ITA) O conjunto de todos os valores de o, a € }%%{ , tais que as
solucées da equacéo (em x) x* —(4 48)x2 +tga =0 sdo todas reais, é:
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025. (ITA) Para x no intervalo [O; 7r/2], 0 conjunto de todas as solucdes da
inequacao sen(2x)-sen[3x —z/2] >0 é o intervalo definido por:

a) 7/10<x < 7/2

b) z/12<x < 7/4

c) /6 <x<7x/3

d) 7/4<x<7x/2

e) r/4<x<rx/3

@26. (ITA) Determine o maior dominio D < R da fungdo: f: D - R,
f(x) =log ( )(4senx cosx —1).
X

T
X
4

@27, (1ITA) A inequaco 4sen? x —2(1++/2)senx ++/2 <0, tem uma solucéo x tal
que:

a) 45° < x <60°

b) 0° < x <30°

c) 35°< x <45°

d) 60°<x <75°

e) n.r.a.
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Capitulo 10

Funcdes Trigonomeétricas

10.1. Introducéo

Nesta aula trataremos de algumas propriedades trigonométricas mas por um
enfoque diferente: o de funcdes. O objetivo aqui é observar como se comportam
estas propriedades quando as analisamos no formato gréfico e suas
consequentes caracteristicas.

10.2. Funcao Seno

Analisemos a funcgédo f(x) =senx com o auxilio da tabela abaixo:

senx
0

N |- l\)‘ﬁ'ﬁ N‘fjﬂ = l\)‘ﬁaj N‘f\?“ N |

o|JIa|F|w|¥[vin|wlin &8 jola |ofx
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Aplicando estes pontos aos eixos cartesianos encontramos:

A

lén

e

o

£T% ¥ 3TN . >

sl
NS

Aplicando mais pontos sobre os eixos, chegamos a concluséo de que seu grafico
seré:

A

(98]
a

N |

Vejamos agora algumas caracteristicas fundamentais da funcéo f(x) =senx:

e Dominio: Sdo os valores de x para os quais a funcédo esta definida. Logo,
Domf =R, pois para cada x e R, existe f(x)=senx.

e Imagem: S&o os valores que a funcdo assume. Logo, Imf =[—1;1], pois
vxeR,-1<senx <1.
e Amplitude: E a distancia entre o menor e o maior valor que a funcéo

assume. Logo, A=2
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e Periodo: E o intervalo percorrido no eixo das abcissas até que o gréafico
volte a se repetir. Logo, P =2r.
e Paridade: Se f(x) é uma fungédo cujo dominio & um intervalo simétrico em

R, isto é, se x eDomf = —x eDomf e obedece f(x)=-f(-x), VYx e Domf,
entdo, f(x) € denominada fungdo impar. Logo, f(x)=senx € uma fungdo
impar, pois sen(x) =—-sen(—x), ¥xeR.

10.3. Funcao Cosseno

Como a tabela de valores da funcdo seno ja foi elaborada no item anterior, a
mesma nhao sera abordada para a montagem da funcdo cosseno para evitar
redundancias.

O gréfico da fungéo f(x) =cosx é como se segue:

A
1
T
>
) 3 2
2 ol g
-1

Vejamos agora algumas caracteristicas fundamentais da funcdo f(x) =cosx:

e Dominio: Sdo os valores de x para os quais a funcéo esta definida. Logo,
Domf =R, pois para cada x e R, existe f(x)=cosx .

e Imagem: S&o os valores que a funcdo assume. Logo, Imf :[—1;1], pois

VX eR,—-1<cosx <1.

e Amplitude: E a distancia entre o menor e o maior valor que a funcéo
assume. Logo, A=2.
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e Periodo: E o intervalo percorrido no eixo das abcissas até que o gréafico
volte a se repetir. Logo, P =2r.

e Paridade: Se f(x) é uma fungédo cujo dominio & um intervalo simétrico em
R, isto €, se x eDomf = —x eDomf e obedece f(x)=f(-x), VYx e Domf,
entdo, f(x) € denominada fungéo par. Logo, f(x) =cosx é uma funcao par,
pois cos(x) =cos(—x), VxeR.

10.4. Funcao Tangente

O grafico da funcdo f(x) =tgx € como se segue:

A

|
]
N[
w
A

Vejamos agora algumas caracteristicas fundamentais da funcdo f(x)=tgx:

e Dominio S&o os valores de x para os quais a funcao esta definida. Logo,

Domf = {x eR|x = %4‘ kz, k e Z}, a tangente néo é definida para os arcos

T 3r
congruentes a—e —.
2 2

e Imagem: S&o os valores que a fungao assume. Logo, Imf =R.
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e Amplitude: E a distancia entre o menor e o maior valor que a funcéo
assume. Logo, este conceito ndo é definido para f(x)=tgx ja que esta
funcd@o ndo possui ponto minimo ou Maximo.

e Periodo: E o intervalo percorrido no eixo das abcissas até que o gréafico
volte a se repetir. Logo, P =7.

e Paridade: f(x)=tgx € uma funcdo impar, pois tg(x) =—tg(-x), vxeR.

As linhas verticais tracadas no gréfico, representando as retas x =—%, X =%,
dentre outras, séo linhas que o grafico da fungcéo f(x)=tgx nunca alcanca e sa
chamadas de assintotas verticais.

o

10.5. Sendides, Cossenoides e Tangentdides

As funcbes trigopnométricas que dependem de uma variavel seno, cosseno ou
tangente, sdo respectivamente denominadas: sendides, cossenodides e
tangentoides.
Aqui estudaremos estas funcdes com a insercdo de até quatro constantes reais
a,b,c ed:

f(x)=a+b.sen(cx+d)

f(x)=a+b.cos(cx +d)

f(x)=a+b.tg(cx+d))
e suas respectivas implicacdes graficas em cada uma das funcoes.

e A alteracdo da constante real “a” em qualquer uma das fungdes citadas
gera graficamente um deslocamento completo do grafico no sentido vertical. Nos

casos em que a >0 o deslocamento ocorre para cima e, nos casos em que a<0,
o deslocamento ocorre para baixo:

Exemplos Resolvidos
1. Esboce o grafico e forneca o conjunto imagem das funcgdes:
a) f(x)=2+senx.

Como a =2, o gréfico da funcéo seno sera deslocado em 2 unidades para cima:
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=
W
NS
&)
a

Portanto, sua imagem é Im =|1,3]

b) f(x) =-1+cosx
Como a=-1, o gréfico da funcéo seno sera deslocado em 1 unidade para baixo:

A
1

N&a
=]
w
a

Portanto, sua imagem é Im =[-2;0]
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c) f(x)=1+tgx
Como a =1, o gréafico da fungéo tangente sera deslocado em 1 unidade para cima:

A

N
NI

-
—

™

e A alteracdo da constante real “b” altera a amplitude das sendides e
cossenoides, de acordo com a expressao: A= 2.|b|. J& para as tangentéides nao

faz sentido falar em amplitude uma vez que esta ndo é uma caracteristica deste
tipo de funcdo mas, na pratica, a constante “b” alterara esta funcdo da mesma
forma, “esticando-a” ou “comprimindo-a” verticalmente. Observe que nos casos
em que b<0, além da alteracdo de amplitude, os graficos também serdo
refletidos em relacéo ao eixo x.

Exemplos Resolvidos
1. Esboce o grafico das funcoes:

a) f(x)=3senx.
Como b =3, esta sendide tera amplitude A= 2.|3| =6, portanto, sua imagem sera
o intervalo [-3;3]:
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A

Na

b) f(x) =—-2cosx.

Como b =2, esta cossendide terd amplitude A= 2.|—2| =4, portanto, sua imagem
seré o intervalo [-2;2]. Observe, porém, que b <0, portanto, devemos refletir o
grafico desta cossendide em relagéo ao eixo Xx:

N3
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c) f(x)=4tgx.

Como b =2, esta tangentdide sera “esticada” verticalmente — grosso modo, é o
mesmo procedimento que aumentar a amplitude. No que com isso, a curva central
da tangentdide fica mais suave:

w
a

e R R T i R R T

e A alteragcdo da constante real “c” em qualquer uma das func¢des citadas
gera uma mudanca em seus periodos. Nas sendides e cossendides, o periodo €
27

el

Observe, além disso, que nos casos em que c<0, as

calculado pela expressdo P = —, ja nas tangentdides, o periodo é calculado pela

expressdo P = z
c

sendides e tangentoides serdo refletidas em relacdo ao eixo x, ja as cossendides
nao sofrem qualquer alteracéo neste sentido. O motivo para tal € que a funcao
cosseno € par (cos(x)=cos(—x)) enquanto as funcbes seno e tangente séo

impares (sen(x) =—sen(—x) e tg(x) =-tg(—x)).
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Exemplos Resolvidos

1. Esboce o grafico e forneca o periodo das funcgoes:

a) f(x) =sen(2x).
2r 2«

O periodo das sendides € dado por P =W=H=7z. Desta forma, o grafico de
c
f(x) sera:
A
i
T T 7
4 2
-1
b) f(x)=cos(—3x)
O periodo das cossendides é dado por P = |2—7|z = %T :z?ﬁ. Desta forma, o gréfico
c
de f(x) sera:
A
1
%
>
9 T 2
6 2 3
-1
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Observe que, conforme esperado, ndo houve reflexdo do grafico em relacdo ao
eixo X, pois sabemos que cos(2x) = cos(—2x)

c) f(x) = tg(—gj

O periodo das tangentoides é dado por P = ﬁ = il =2x . Desta forma, o grafico
TR
2

de f(x) sera:

v

3n

Observe que, conforme esperado, houve reflexdo do grafico em relacéo ao eixo X,

pois sabemos que tg(—gj = —tg(g].

e A alteracdo da constante real “d” em qualquer uma das fungdes citadas
gera graficamente um deslocamento completo do grafico no sentido horizontal.

d d .
Nos casos em que — >0 ocorre o deslocamento de — unidades para a esquerda
o c

d d
e, nos casos em que — <0 ocorre o deslocamento de
c

—| unidades para a direita.
c
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Exemplos Resolvidos

1. Esboce os graficos e forneca o dominio das fungdes:

T
a) f(x)= sen(x —gj

C

Nesta sendide, como c=1 e d=?, temos, =%, portanto, teremos um

deslocamento completo do grafico de f(x) =senx em % unidades para a direita:

A
1
3
/E S5n 4
3 6
/
-1

Observa-se pela analise grafica que o dominio ndo foi alterado.

b)f(x) =cos(2x + )
QZZ’ portanto, teremos um

Nesta cossendide, como ¢c=2 e d =7, temos, >

deslocamento completo do gréfico de f(x)=cosx em % unidades para a

esquerda. Além disso, note que o periodo da funcdo também serd alterado para
2w

=" =r:
2
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g

w2
a

-1

Observa-se pela andlise grafica que o dominio néo foi alterado.

c) f(x):tg(x—zj
2
L. T d -«
Nesta tangentdide, como c=1 e d =5 temos, — = portanto, teremos um
C

deslocamento completo do grafico de f(x)=tgx em % unidades para a direita:

A

—TT

|
]
w
a
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Neste caso, observa-se que as assintotas (restricbes do dominio de f(x) também

se deslocaram % unidades para a direita). Desta forma, o dominio de f(x) seréa:
Dom:{x ER|X¢%+%+kﬂ',k EZ}

Dom:{XeR|X¢7z+k7z,keZ}

Exemplos Resolvidos

1. Esboce o gréfico, forneca o dominio, imagem, amplitude e periodo das fungcdes
trigonométricas:

a) f(x)=1+2senx

E imediato notar que devemos aplicar nesta sendide as alteracbes geradas pela
constante a=1 (deslocamento completo do grafico em 1 unidade para cima) e
b =2 (alteracdo da amplitude para A= 2.|2| =4 . Portanto seu grafico seré:

A

3

)
a

Na

-1

Portanto, temos:
Dom=R, Im=[-13], A=4, P=2x
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b) f(x)=-2+3cos(2x)
Notamos que esta cossenoide sera alterada por um deslocamento completo do
grafico em 2 unidades para baixo (a=-2), tera amplitude igual a 6 (A= 2.|3| =6)

e periodo = (P _2r

2

= ). Portanto, teremos:

A

™~

Y
a

N
N
B

Assim, pela analise grafica acima temos:
Dom=R, Im=[-51], A=6, P=x

Exercicios

1. (UFPR) Suponha que, durante certo periodo do ano, a temperatura T, em
graus Celsius, na superficie de um lago possa ser descrita pela funcao

F(t) =21—4cos(%t), sendo t o tempo em horas medido a partir das 06h00 da

manha.
a) Qual a variacdo de temperatura num periodo de 24 horas?
b) A que horas do dia a temperatura atingira 23°C?

. (UFPE) Considere a fungéo f, com dominio e contradominio o conjunto dos
nameros reais, dada por f(x) = xﬁ COsSX —sen X, que tem parte de seu gréafico
esbocado a seguir.
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Analise a veracidade das afirmacdes seguintes acerca de f:
() f(x)= 2-sen(x +%j para todo x real.

() fé peridédica com periodo 27 .

() Asraizes de f(x) sao %+ 2k , com k inteiro.

() f(x)=—V3, paratodo x real.
() f(x)<2, paratodo x real.

¥ 3. (UFRGS) O numero de intersecdes da funcéo f(x)=sen5x com o eixo das
abscissas no intervalo [—271',272'] é:
a) 10 b) 14 c) 21 d) 24 e) 27

©4. (UFC) Considere as funcdes definidas f:R—>R eg:R—->R,
respectivamente, por f(x)=x?+1 eg(x) =cosx —senx.

a) Explicite a funcdo composta h(x) =f(g(x)).

b) Determine o valor maximo da funcdo composta h(x) =f(g(x)).

“ 5. (UNESP) Em situacdo normal, observa-se que os sucessivos periodos de
aspiracao e expiracdo de ar dos pulmfes em um individuo séo iguais em tempo,
bem como na quantidade de ar inalada e expelida. A velocidade de aspiracédo e
expiracdo de ar dos pulmbes de um individuo esta representada pela curva do
gréafico, considerando apenas um ciclo do processo.
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4 v(1/s)

>l
Lgh ]

Aspiracao Expiragao

Sabendo-se que, em uma pessoa em estado de repouso, um ciclo de aspiracao e
expiracdo completo ocorre a cada 5 segundos e que a taxa maxima de inalacédo e
exalacdo, em moddulo, é 0,6 1/s, a expressdo da funcdo cujo grafico mais se
aproxima da curva representada na figura é:

a) V(t) :%sen(gt]
b) V(1) :gsen(%t]

C) V(t)= 0,6005(%%]

d) V(t)= O,6sen(2?ﬂtj
e)V(t)= icos(0,6t)
27
6. (UERN) Um determinado inseto no periodo de reproducéo emite sons cuja
intensidade sonora oscila entre o valor minimo de 20 decibéis até o maximo de 40

decibéis, sendo t a variavel tempo em segundos. Entre as fungbes a seguir,
aquela que melhor representa a variacdo da intensidade sonora com o tempol(t) €

a) 50-10cos| —t |.

b) 30+10cos| —t |.

c) 40+20cos| —t |.
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d) 6020 cos(%tj.

7. (UEPG) Com base nas assertivas abaixo, calcule a soma das alternativas
corretas.

01) O valor minimo da funcédo f(x)=2+5sen4x é -3.
02) O periodo e o conjunto-imagem da fungéo f : R — R definida por
f(x) = 4senxcosx sdo, respectivamente, 27 e[-4,4] .

04) Se cotg(a).sec(a) >0 e sen(a).cos(a)< 0 entdo r<a< 37”

08) Se A=sen430° e B=sen700° , entdo A <B.

16) Para todox e }—%%{ o valor de (tg” x +1).(sen* x —1) é-1 .

@8. (FGV) A previsdao de vendas mensais de uma empresa para 2011, em
toneladas de um produto, € dada por f(x):100+0,5x+3sen7%, em que x=1

corresponde a janeiro de 2011, x =2 corresponde a fevereiro de 2011 e assim por
diante.
A previsdo de vendas (em toneladas) para o primeiro trimestre de 2011 é:

(Use a aproximacédo decimal NE) =17)
a)308,55 b)309,05 ¢)309,55 d)310,05 €)310,55

@9. (UFPR) Suponha que a expressdo P =100+20sen(2xt) descreve de

maneira aproximada a pressdo sanguinea P, em milimetros de mercurio, de uma
certa pessoa durante um teste. Nessa expressao, t representa o tempo em
segundos.

A pressdo oscila entre 20 milimetros de mercurio acima e abaixo dos 100
milimetros de mercurio, indicando que a pressdo sanguinea da pessoa € 120 por
80. Como essa funcédo tem um periodo de 1 segundo, o coracdo da pessoa bate
60 vezes por minuto durante o teste.

a) Dé o valor da pressédo sanguinea dessa pessoaem t =0s;t=0,75s.

b) Em que momento, durante o primeiro segundo, a pressao sanguinea atingiu
seu minimo?

“10. (UFPB) Com o objetivo de aumentar a producéo de alimentos em certa
regido, uma secretaria de agricultura encomendou a uma equipe de agrbnomos
um estudo sobre as potencialidades do solo dessa regido. Na analise da
temperatura do solo, a equipe efetuou medicdes diarias, durante quatro dias
consecutivos, em intervalos de uma hora. As medigdes tiveram inicio as 6 horas
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da manha do primeiro dia (t=0). Os estudos indicaram que a temperatura T,
medida em graus Celsius, e o tempo t, representando o numero de horas
decorridas ap0s o inicio das observacoes, relacionavam-se através da expressao

T(t)= 26+5005(£t +4—7Tj

12 3
Com base nessas informacoes, identifique as afirmativas corretas:
() Atemperatura do solo, as 6 horas da manha do primeiro dia foi de 23,5 °C.
() Afuncao T(t) é periddica e tem periodo igual a 24 h.
() Afuncao T(t) atinge valor maximo igual a 30 °C.
() Atemperatura do solo atingiu o valor maximo, no primeiro dia, as 14 h.
() Afuncéo T(t) é crescente no intervalo [0,8].

£ 11. (PUCPR) Um terremoto de magnitude 8 graus da escala Richter atingiu, em
setembro de 2009, a regido de Samoa. O terremoto causou ondas de até 3
metros. A maré alta neste local ocorreu a meia-noite.

Suponha que o nivel de agua na maré alta era de 3 metros; mais tarde, na maré
baixa, era de 3 cm. Supondo que a proxima maré alta seja exatamente ao meio-
dia e que a altura da 4gua é dada por uma curva seno ou cosseno, qual das
alternativas a seguir corresponde a formula para o nivel da agua na regido em
funcdo do tempo?

a) l515+l485005(%tj
b) 1515+14853en(%tj
) l485cos(%tj
d) l4855en(%t)

e) 1485+1515cos(zt)

@12. (UFRGS) O periodo da funcao definida por f(x) = sen[sx —%) é:

c)5—”

d e)2
5 )7 )27

T 2
a)— b)—
)2 )3

@13. (UFPR) Suponha que o horario do p6r do sol na cidade de Curitiba, durante
0 ano de 2009, possa ser descrito pela fungéo
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27
f(t)=18,8-13sen| —t
(® L [365 j

sendo t o tempo dado em dias e t = 0 o dia 1° de janeiro. Com base nessas
informacdes, considere as seguintes afirmativas:

1. O periodo da fungéo acima é 2r .

2. Foi no més de abril o dia em que o p6r do sol ocorreu mais cedo.

3. O horério em que o p6r do sol ocorreu mais cedo foi 17h30.

Assinale a alternativa correta.

a) Somente a afirmativa 3 é verdadeira.

b) Somente as afirmativas 1 e 2 sdo verdadeiras.
c) Somente as afirmativas 1 e 3 séo verdadeiras.
d) Somente as afirmativas 2 e 3 séo verdadeiras.
e) As afirmativas 1, 2 e 3 sdo verdadeiras.

@14. (UFPB) Um especialista, ao estudar a influéncia da variacdo da altura das
marés na vida de varias espécies em certo manguezal, concluiu que a altura A das
mares, dada em metros, em um espaco de tempo ndo muito grande, poderia ser
modelada de acordo com a funcéo:

At)=16-14 sen(%tj

Nessa funcao, a variavel t representa o tempo decorrido, em horas, a partir da
meia-noite de certo dia. Nesse contexto, conclui-se que a funcéo A, no intervalo
[0,12], est& representada pelo grafico:

a) b)
A A(m) A A(m)
3 3
1,6 1,6
0,2 feeeeed ’ R 0,2 °
0 3 6 9 127 t(h) 0 3 6 9 127 t(h)
c) d)
A A(m) A A(m)
3 3
1.6 16
0,2 » 0,2 ’ :
0 3 6 9 12" t(h) 0 3 6 9 127 t(h)
e)
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A A(m)

@15. (UCS) Para colocar um objeto em movimento e desloca-lo sobre uma
trajetoria retilinea por x metros, é necessario aplicar uma forgca de 20+10senx
newtons sobre ele. Em qual dos graficos abaixo esta representada a relacdo entre
a forca aplicada e a distancia, quando o objeto é deslocado até 3 metros?

a)

401

30T

20 1

10 +

F (newtons)

X (metros)

c)

40

30 1

20 T

10 1+

/2 n 3n/2 2n

A F (newtons)

X (metros)

e)

40 1

_ \

10 1

30

20

/2 n 3n/2 2n

F (newtons)

X (metros)

n/2 b 3n/2 2n
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A\ F (newtons)
40 T
30 T
20 T
10 1
X (metros)
/2 T 3n/2 2n




£ 16. (UFSM)
N

QY

120 \

20

I

0 2 8 12" t(més)

O grafico mostra a quantidade de animais que uma certa area de pastagem pode
sustentar ao longo de 12 meses. Propbe-se a funcdo Q(t)=asen(b+ct)+d para
descrever essa situacdo. De acordo com os dados, Q(0) é igual a:

a)100 b)97 €)95 d)92 e)90

¥ 17. (UFRGS) Tracando os gréficos das funcdes f e g definidas por f(x) = |sen x|
e g(x) :|cosx|, com x variando no conjunto dos nameros reais de -2z a 2z, no

mesmo sistema de coordenadas, 0 nimero de intersecdes é
a)7 b)8 c)9 d)10 e)l2

@138. (Fov)

a) Construa o grafico das funcbes f(x)=2+senx e g(x)=2+cos2x para
0<x<2rx

b) Admita que f(x) e g(x) indiquem as cota¢cfes das a¢bes das empresas F e G
na bolsa de valores de Sdo Paulo no intervalo de horas 0<x <2z (x=0 indica
12h00, e x=27~=6,28 indica, aproximadamente, 18h17). Determine
algebricamente (equacdes e/ou inequacdes) o intervalo de horas, com0<x <2r,
em que a cotagdo das acbes da empresa F foi maior ou igual a cotacao das acdes
da empresa G.

19. (EPCAR) Uma piscina com ondas artificiais foi programada de modo que a
altura da onda varie com o tempo de acordo com o modelo

f(x)=3 sen(% +%Xj sen(%xj sen(%x) em que y=f(x) é a altura da onda, em
metros, e X 0 tempo, em minutos.

134



Dentre as alternativas que seguem, assinale a Unica cuja conclusdo NAO condiz

com o modelo proposto.

a) A altura de uma onda nunca atinge 2 metros.

b) Entre 0 momento de deteccdo de uma crista (altura maxima de uma onda) e o
de outra seguinte, passam-se 2 minutos.

c) De zero a 4 minutos, podem ser observadas mais de duas cristas.

d) As alturas das ondas observadas com 30, 90, 150,... segundos sdo sempre
iguais.

¥ 20. (ESPCEX) A funcéo real f(x) esta representada no gréafico abaixo.

A

A expressao algébrica de f(x) €
-|senx|, se Xx<0
a) f(x)={ | |

lcosx|,se x>0
b) £(x |cosx| sex<0
) |senx| sex>0

) f(x { cos x|, se x<0

|senx|, se x>0

@) 1(x {|sen x|, se x<0
lcosx|,se x>0
&) (x) = {—senx, sex<0
cosx,se x>0
621. (ITA) O conjunto imagem e o periodo de f(x)=2sen?(3x)+sen(6x)—1 sdo,

respectivamente,
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a) [-3,3] e 2r

b) [-2,2] e 2%

©) [V2.2] e 7/,

d) [-13] e 7

e) [-13] e 27/,

£ 22. (EPCAR) Considere A o conjunto mais amplo possivel na fungéo real

nx X
f: A— R, dada por f(x)= 3¢ 408
COSSECX SecX

. Sobre a funcéo f € correto afirmar

que:
a) AI{XGRlX-‘#%,kEZ}.

b) é periddica com periodo igual a 7.

C) é decrescente se x e{x eR|%+2k7z< X <7m+2km, k eZ}.

d) é impar.
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Capitulo 11

Funcdes Trigonométricas Inversas

11.1. Introducéo

Dada uma funcao bijetora f : A— B, definimos como func¢éo inversa de f, a funcao
f1:B— A talque f}(f(x))=x,vx e Ae f(f(x))=x, VxeB .
Se escolhermos apropriadamente os conjuntos dominio e contradominio das

funcdes trigonométricas estudadas anteriormente, podemos definir suas inversas
gue sao denominadas arco seno, arco cosseno e arco tangente.

11.2. Funcao Arco Seno

Se, f :[—%;%} —[-11] é tal que f(x)=senx, a fungdo f*:[-11] - {—%%} é
denominada arco seno de x e é denotada por f}(x) = arcsen(x).

Lembre-se que, na pratica, a funcao inversa efetua o “caminho inverso” da relagao
dada por f, ou seja, se f(a)=b entdo, f }(b)=a.

O grafico de uma funcdo e de sua inversa (caso esta exista) sdo simétricos em
relacdo a bissetriz dos quadrantes impares. Se analisarmos a funcéo f(x)=senx,

;. . T ~
com o dominio restrito a {—E;E} e sua reflexdo sobre areta y = x temos:
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y=Xx

y=X

Exemplos Resolvidos

1. Calcule cada um dos valores abaixo:
a) arcsen(d)

Desejamos obter o valor do arco XEI:—%;%} tal que senx=1. Portanto,
x:arcsen(l)zg.
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b) arcsen(ﬁJ
2
2

Desejamos obter o valor do arco XE{—%;%} tal que senx=?. Portanto,

X = arcsen[%} =

)
c) arcsen| ——
2

: 1
Desejamos obter o valor do arco x%—%;%} tal que senx=—§. Portanto,

( 1) 117
X =arcsen| - — [=——.
2 6

z
7

11.3. Funcao Arco Cosseno

Se, f:[0;z]—>[-%1] é tal que f(x)=cosx, a fungdo f*:[-11]—>[0;z] €
denominada arco cosseno de x e é denotada por f *(x) = arccos(x).

Assim como no caso anterior, o grafico da fungéo f *(x)=arccos(x) é simétrico
ao grafico da funcao f(x)=cos(x) emrelacdo areta y = X:

A

y=x
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y=Xx

Exemplos Resolvidos

1. Calcule cada um dos valores abaixo:

a) arccos(-1)

Desejamos obter o valor do arco xe [O; n] tal que cosx=-1. Portanto,
X =arccos(-1) =r.

b) arccos(lj
2
Desejamos obter o valor do arco XE[O;ﬂ] tal que cosx:%. Portanto,

1 T
X =alCCos| — [=—.
(ZJ 3
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C) arccos(—%}

Desejamos obter o valor do arco xe[0;z] tal que cosx:—g. Portanto,
\/5 3

X =arccos| —— |=—.
2 4

2. Calcule o valor de cos(arcsen(x)) para qualquer x e[-%1].
Se arcsen(x) = a, entdo, sena = x e portanto, cos(arcsen(x)) =cos(«).

Usando a relacdo fundamental:
sen? o +c0s? @ =1= x? +cos? ¢ =1= cosa = +\/1— x?

e . ~ P T T .
Porém, note que a imagem da funcdo arcsen(x) é [—E;E} e neste intervalo

qualguer cosseno é positivo, logo:

cosa = cos(arcsen(x)) = v1- x>

11.4. Funcao Arco Tangente

T

T - ~ 1
Se, f:|-== R é tal que f(x)=tgx, a funcdo f":R— |-—;—
L2 ok 6w we 109-0x, & o mos |5

denominada arco tangente de x e é denotada por f *(x) = arctg(x).

Assim como nos casos anteriores, o grafico da funcdo f (x) =arctg(x) é simétrico
ao grafico da funcao f(x) =tg(x) emrelacdo areta y =x:
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Exemplos Resolvidos
1. Calcule cada um dos valores abaixo:
a) arctg(d)

Desejamos obter o valor do arco XE}—%;%{ tal que tgx=1. Portanto,
T
X =arctg(l) =—.
9@ 4
b) arctg(0)

Desejamos obter o valor do arco XE}—%;%{ tal que tgx=0. Portanto,

x =arctg(0)=0

b) arctg[—EJ
3
Desejamos obter o valor do arco XE}—%;%{ tal que tgx=-

X = arctg(—?] -z

6

. Portanto,

Ve
3

2. Calcule o valor de tg(arcsen(x)) para qualquer x ]—l‘]{.
Se arcsen(x) = «, entdo, sena = X e portanto, tg(arcsen(x)) =tg(«).

Como cos(a) =v1-x? (conforme exemplo 2 do item anterior) entao:

sen(@)  x _ xy1-x?

cos(a) 1_x2 1-x

tg(arcsen(x)) =tg(a) =

EXERCICIOS
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1. (FGV) Sendo p :}é e(p+1).(g+1) =2, entdo a medida dearctgp +arctgq ,

em radianos, é
a)% b)% c)% d)% e)%

©2. (UFF) Nos itens a seguir, arccos denota a funcdo inversa da funcéo
cosseno restrita ao intervalo [O,;z] e arctg denota a funcdo inversa da fungéo

tangente restrita ao intervalo (—%%} .

a) Calcule arccos(cos(gjj.

b) Calcule sen(arctg(-1)).

c) Verifique que sen(arccos(x))=+1-x* paratodox e[-11].

@3. (PUCPR) O conjunto dominio de f(x)=arcsen(2x—3) esta contido no
intervalo:

a) [2/3, 3/4]
b) [-1, 1]
c) [0, 1]
d) [1, 2]
e) [-1/2, 3/2]

22

£ 4. (MACKENZIE) O valor de tg[arcsen(TD é:

a)2 b)g 032 )22 e)¥

D . 3 - -
~ 5. (IME) Seja arcsenx +arcseny +arcsenz :7 onde X,y e z sdo numeros

reais pertencentes ao intervalo [—11]. Determine o valor de

9
XlOO + leO + Z100 ——r o -
Xyt 4z

a) -2 b) -1 c)0 d1 e) 2
144
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©6. (UFPB) Em uma sala de cinema cuja tela é plana, o olho de uma
espectadora vé a tela a uma distancia de 10m, segundo um angulo de visao

vertical BAC =BAD +DAC , como mostra a figura a seguir.
C

A P

\B\
Sabendo que os segmentos de reta CD e DB medem, respectivamente, 2 me 1

m, e que AD e BC sao perpendiculares, conclui-se que o angulo de visdo BAC é
igual a:

a) arctg(%) b) arctg(%) c) arctg(%j d) arctg(%j e) arctg(%}

£7.(ITA) Considerando as funges: arcsen:[-11] —{—%%} e

arccos:[-11] —[0,7], assinale o valor de cos[arcsen@] +arccos(gﬂ .

6 7 1 2 5
a)— b) — C)— d)= e)—
)25 )25 )3 )5 )12

@8. (ITA) Considere os contradominios das funcdes arco seno e arco cosseno

como sendo {—%g} e[O,ﬂ], respectivamente. Com respeito a funcdo

f:[-11] - {—%37”} , f(X) =arcsenx +arccosx.

a) f € ndo-crescente e impar.
b) f ndo é par nem impar.

c) f é sobrejetora.

d) f é injetora.

e) f & constante.

@9. (ITA) Num triangulo acutangulo ABC, o lado oposto ao angulo A mede 5 cm.
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- 2 ~ . A .
Sabendo que A = arccosg e C = arcsenﬁ, entdo a area do triangulo ABC é

igual a

a)gcm2 b)12 cm? 0)15cm?  d)245 cm? e)z?5 cm?

%Y10. (ITA) Consideremos a equagdo [Iog(se”X)J —log®*"™-6=0, a(s)

e
solucéo(es) da equacéo acima é dada por:
a) X = arcsen(ez) e x =arcsen(3)

1 1
b) x = arcsen(—) e X= arcsen(—)

2 3
C) X = arctg(ez) e x =arccos(3)
d) x= arcsen(izj

e

e) n.r.a

@11. (ITA) A solugéo da equagéo arctgx +arctgi1 =% definida no conjunto
X+

dos reais diferentes de -1 é:
a)1 b)% c)% el d)2 e)2el

€12, (ITA) Num triangulo isGsceles, o perimetro mede 64m e os angulos

. . 7 ~ . A .
adjacentes sdo iguais ao arccosg. Entédo a area do triangulo é de:

a)168.cm? b)192 cm? )84 cm? d)96 cm? €)157 cm?
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Capitulo 12

Aproximacao de funcOes continuas por

polinbmios trigonometricos

12.1. Introducéo

Nesta parte da dissertacdo discutiremos a aproximacédo de fun¢des continuas* por
polindmios trigonométricos.

* Uma funcdo f(x) € continua em um ponto X, se, e somente se, f(x) esta
definida para x=x, e lim f(x)=f(x,). Uma fungéo f(x) é continua em um
X—=>Xpo

conjunto D se for continua em todos os pontos de D.

12.2. Definicao

Uma funcdo T : R —> R é dita um polinbmio trigonométrico de ordem n se existem
numeros reais a,,a,,a,,...,a, € b;,b,,...,b, tais que:

T(X)=a,+ Zn:(ak cos(kx) + b, sen(kx))

k=1
Se b=b,=...=b, =0, T sera um polindmio trigonométrico par:
n
T(x)=ay + Y (a cos(kx)).
k=1
Sea,=a =a,=...=a,=0, T seraum polinbmio trigonométrico impar:
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T(x)= zn:(bk sen(kx)).

k=1

Exemplos

10
o T(X)= —2+Z(k2 cos(kx) + (3k —1)sen(kx)), € um polinbmio trigopnométrico
k=1
composto.
12
e T(x)=5+) (kcos(2x)), € um polindmio trigonométrico par.
k=1

6
e T(X)= 2(2" sen(kx)), € um polinémio trigonométrico impar.
k=1

12.3. Teoremas

e Teorema 1. Se T(x) € um polinbmio trigonométrico par, entédo
T,(X) =cosxT(x) também é um polinébmio trigonomeétrico par.

Demonstracédo: seja T(x) um polinbmio trigonométrico par, entéo,

T(X)=ay+ i(ak cos(kx))
K=
Dai, l

T,(X) = cos X.T (X) = &, COS X + COS x.i(ak cos(kx)) =a, Cos X + Zn:(ak cos(kx).cos(x))
k=1 k=1

No entanto, usando a fatoragéo trigopnométrica de cosp+cosq nota-se que cada
termo da forma a, cos(kx).cosx pode ser escrito como

%[cos((k +1)x)+cos((k —1)x)], assim:

T,(X) =a,cosx + i%[cos((k +1)x) +cos((k —Dx) ]
k=1
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que € um polindmio trigonométrico par.

e Teorema 2: Se T(x) €é um polinbmio trigonométrico, entao
T,(Xx) =senx.T (x) também é um polinémio trigonomeétrico.

Demonstragdo: analogamente a anterior, se:

T(X)=a, + i(ak cos(kx) + b, sen(kx)), entdo
k=1

T,(X) = senxT (X) = 8, senx + senx Y (&, cos(kx) + b, sen(kx)) =
k=1

=a,Senx+ i(ak cos(kx).sen(x) + b, sen(kx).sen(x))
k=1

Substituindo os termos:

a, cos(kx).sen(x) = %[sen((k +1)x)—sen((k —Dx) |
e

b, sen(kx).sen(x) = b?"[cos((k +1)x)—cos((k —1)x) |
T,(X) passa a ser escrito como uma soma de Senos e cossenos:

T,(X)=a,senx + y & sen((k +Dx)—sen((k —1x +b—" cos((k +1)x)—-cos((k -=1)x
> % [sen((k +x) ~sen( (< ~1x) ]+ 2= [cos{(k + 1) ~cos((k ~1x)

Logo, T,(x) € um polinbmio trigonométrico.

e Teorema 3: Se T(x) é um polinbmio trigonométrico, entdo T,(X) =T (x+a)
com ae R, também é um polinbmio trigonométrico.
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Demonstracéo:

T, =T(x+a)=a, + i(ak cos(k(x +a))+ by sen(k(x +a))) =
k=1

=8+ i(ak cos(kx +ka) + b, sen(kx + ka))
k=1

Como k e a sdo constantes, temos:

a, cos(kx + ka) = a, (coskx.coska —senkx.senka)
a, cos(kx +ka) =c,.coskx +d,.senkx
Onde c, e d, séo constantes dadas, respectivamente, por a, coska e a, senka.
O raciocinio é analogo para b, sen(kx +ka):
by sen(kx +ka) = b, (senkx.coska + senka.coskx)
b, sen(kx +ka) = e, .senkx +f,.coskx
Onde e, e f, sdo constantes dadas, respectivamente, por b, coska e b, senka.

Portanto, T,(x) € um polindbmio trigonomeétrico.

Obs.: Na demonstracdo do Teorema 4 utilizaremos o teorema da aproximacéao de
Weierstrass: se f:[a,b]—>R € continua, entdo, existe um polinémio P tal que

[f(x)—P(x)| <& paratodo x €[a,b] etodo &£>0.

e Teorema 4: Sejam f:[0,7] >R continua e ¢>0 dado. Entdo, existe um
polindmio trigonométrico par T tal que [f(x)—T(x)|< ¢ paratodo x €[0,7].
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Demonstragdo: Seja g:[-11] — R definida por g(t)=f (arccos(t)). Pelo teorema
de Weierstrass, existe um polinbmio P tal que |P(t)—g(t)| <&, paratodote [—ll].
Fazendo x =arccost, ou seja, t=cosx temos |P(cosx)—f(x)| <& para todo
X e [O, ﬂ]

Pelo teorema 1 temos que cos® x (k € N*) pode ser expresso como um polinémio
trigonométrico par, dai:

T(x)=P(cosx)=a,+a,cosx +...+a,cos" x € um polindmio trigonométrico par e
[T(x)—f(x)| <& paratodo x [0, 7].

e Teorema 5: Seja f:R—>R uma funcdo continua, par e de periodo 2r.
Entdo, para cada ¢ >0, existe um polinémio trigonométrico T:R —> R tal que
[f(x)-T(x)|< & paratodo x e R.

O teorema 4 nos garante o resultado acima no caso em que f :[O,n] — R . Mas,
como f(x) =f(—x) e T(X)=T(-x) para todo xeR, temos
[f(—x) =T (=x)| =[f (x) T (x)| < & paratodo x €[-7,7].

Como f e T sdo periédicas com periodo 2z, f-T também o €, e portanto
[f(x)-T(x)| <& paratodo x e R.

e Teorema 6: Sejam f:[O,27z]—>R uma funcdo continua e &>0. Entao,
existe um polindmio trigopnométrico T tal que |f(x)—T(x)| <& paratodo x €[0,27].

Demonstracdo: Estenda f a toda reta R colocando f(x+2xz)=f(x) para todo
xelR.

Considere as funcbes g,h: R — R definidas por:
g(x) =f(x)+f(—x) e h(x) =[f(x)-f(-x)]senx

Como:
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g(x) =f(x) +f(-x)

e
9(=x) =f(=x)+f(x)

Temos:
9(x) =9(=x).
Como:
h(x) =[f(x) —f (-x)]sen(x)
h(-x) = [f(-x) —f(x)]sen(fx) = [F(—x) +f(x)]sen(x)
Temos:

h(x) = h(=x).

Entdo, g e h satisfazem as hipéteses do Teorema 5. Logo, existem polinbmios
trigonométricos T, e T, tais que:

a(X) =9(x) =Ty(X) e ay(x) =h(x) =Ty(x)

satisfazem |e ()| <§ e |a,(x), <g paratodo x e R.

Multiplicando a;(x) =g(x)—T,(X) por sen” x temos:
ay(X)sen’ x = g(x)sen? x —T,(x)sen® x
e entao:
g(x)sen? x =T,(x)sen” X + a;(x)sen® x
Logo:

f(x)sen? x +f(—x)sen? x =T,(x)sen® X + a;(x) sen® x (1)
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Multiplicando a,(x) = h(x)—T,(X) por senx temos:
a,(X)senx = h(x)senx —T,(x)senx
e entao:
h(x)senx =T,(X)senx + a,(Xx)senx
logo:

f(x)sen® x —f(—x)sen? x =T,(X)senx + a,(x)senx (2)
Somando (1) e (2):

T,sen’ x +T, senx A sen® X + a, senx
2 2
T3(x) B(x)
f(x)sen® x =T,(X) + A(X) (3)

f(x)sen’ x =

onde T;(x) é um polinémio trigonométrico e |B(x)| < g

O Teorema 3 nos garante que o mesmo vale para f[x —gj:

f(x—%jsen2 X :Ts(x—%j+ﬂ(x—gj

T4(x) 7(x)

f (x - %jsen2 X =T,(X)+ 7(X) 4)

onde T,(x) é um polinémio trigonométrico e |y(x)| <%

Substituindo x por x+% em (4) temos:

f(x)sert (x+ 2 )Ty (x4 2o+ 2

T5(x) 8(x)
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f(x)cos® x =Tg(x)+5(x) (5)
onde T5(x) é um polinémio trigonométrico e |5(x)| <%
Somando (3) e (5):
f(x)sen® x +f (x)cos® x =T,(X) +T5(X) + B(X) + 5(X)
f(x)(sen? x +cos® x) = T4 (X) + T5(X) + A(X) + 5(X)

Te(x) u(x)
F(X) =T () + ().

onde T4(X) € um  polinbmio trigonométrico e |y(X)|<8. Portanto,
Te(X) =T5(X) +T5(X) € um polindmio trigonomeétrico que satisfaz o enunciado.
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10. A
11.D
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a) H,., =32m, V =%rad/s
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c)H :17+¥m

mt
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2

13. E
14.2
15.D
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17.D
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19. A

Capitulo 5

1.

a)X:%+2k7z, keZ
3z

b)X=T+2k7z, keZ
S5z

C) X:T+2k7z, keZ

d)x:%[+2k7r, KeZ

e) x =2 4+ 2kz ou x:3—”+2k7z, keZ
4 4

f)x=i%+2k7z, keZ

g)X:igf+2k7z, keZ

h) x=%+k7r, keZ
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i x=37”+k7r, KeZ

)] x:%+k—2ﬂ, kKeZ

K) X=%+2kﬂ' ou x=37ﬂ+k7z, keZ

2.

J3

a) sen3180° = o €c0s3180° = % e tg3180° = 3

381z _ N2 3lr V2 3lr

b) sen— =-—, cos —etg—=-1
4 2 4 2 4
c) sen =1, 637 e tg%=zf
3.
T 2r
a) X==0U X=—
3
11z
6

g) x=0o0ux=x
h) x =2 ou x:3—”
4 4

. 27 S5r
) X=— 0u X=—
3 3

) X=0o0u x=rx

4.

a) X=%+2k72’ ou x=2§+2kﬁ, keZ

b) x=%[+2k7z ou x:%+2kz, keZ
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c) x=%+2k7r, keZ
d) x=kz, keZ

e) Xzi%—FZkﬂ', keZ

f)X:g+k7z, keZ
g) x=krx, kKeZ
h)x:%+k7r, kKeZ

)] Xz%+k7z, keZ

) X=krx, keZ

Capitulo 6

1. Demonstracao
2.B
3.E
4.D
5.A
6.B

7.D

8.a) E:\/l_Bx e E:Z\Ex

43 +3

b
)13

9.A

10. senC = 1
2
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11. A

12.D

13. tg(x-y) = b
a

14. E
15.B

16.
a) 15 minutos

b) AB = 50{1-[@}%

17.

a) cosABQ = 4

5
2
b) cosABP ==
5
8

c) cosQBP :L\/Z_l
25
18.B
19.B
20.B
Capitulo 7
27 4

1. X=— 0oUu X =—
3 3

2.V,V,V,F F
3.
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1
a) tgf =—
) 190 =2

7
b) —
)17

4.B
5. A
6. E
7.

J10 3J10

a) senP =——, cosP =——
) 0Q="5 20Q=—"3
b) 90°

c) senP,0Q :g

8.

a)@

b) 215
15

9.C

10. B
11.B
12. E
13.D
14.C

15.
a) a=30°
b) H =10043 +16m

16.D
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17.D
18. E
19.D
20. A
21.C

22. E

Capitulo 8

1.D

2. k2

3.

a) 4senxcos?® x
b) 4cosxcos(2x)

4.4sen(2x).cos(3x).cos(4x)
5 x=t_+k2r, keZ
18

6.
a) x:2—7r
3

b) O
7. Demonstracéo
8.D

9.B
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Capitulo 9

1.x:£+2k—” keZ
3 3
kz
X=—
3
2. {0u keZ
X==+krx
T
3.0 x<—=0u —<Xx<2rx
4. x=" % ez
2
X=-2" +kzx
12
5.70ou keZ
X:—5—7I+k7r
12
6. A

7 3 keZ
T
b=+=—+2kr
3
8. A
9. x:3—7r+k—7Z keZ
8 2

10. 80 solucgdes

11.D
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12.B
13.D

14. E
15.C

16.

a) 12h48m
b) 181 dias
17.C

18.
2r
a _
) 3
b) O

20. E

21. A
22. x:%[+2k7z,keZ

23. 7/3<x<2x/3 ou 4x/3<x<57/3

24.D

25. A
26. D= XGR|£<X<z
12 4

27.C
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Capitulo 10

1.

a) De 17°C a 25°C
b) As 14h00m e as 22h00m
2.F,V,F,F,V

3.C

4.

a)h(x) =2—sen(2x)
b) 3

5.D

6.B

7.17

8.D

9

a) 100mm de Hg e 80mm de Hg

b) 0,75s

10. V,V,F, V,V
11. A

12.B

13.

O

14.

15.

o » >r

16.

17.

09)
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18.

A

v

N
N

21.C

22. A

Capitulo 11

1.C

2.

a)

oy

b) -g
c) DEMONSTRACAO
3.D

4.D

169



5.C

6.D

7.B

8. E

9.E

10.D

11.B

12. A
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