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Resumo

Este trabalho de conclusdo de curso discute os aspectos bésicos do calculo de
probabilidades, em espacos amostrais equiprovaveis, aplicados aos jogos de loterias no
Brasil. E proposta a construcdo de uma metodologia de ensino na qual estdo inseridas
situacdes de jogo, visando a resolugcdo de problemas como alternativa & maneira como
tradicionalmente os professores costumam desenvolver o tema. Neste contexto, a referida
pesquisa sugere que esta abordagem tematica venha propiciar a motivacdo necessaria a
um bom entendimento deste conceito. As atividades em questdo tém como publico alvo

alunos do ensino médio e professores que lecionam na educacao béasica.

Palavras chave: Probabilidade, jogos, loterias e ensino médio.



Abstract

This course conclusion work discusses the basics of probability calculus in equiprobable
sample spaces, applied to lottery games in Brazil. It is proposed to construct a teaching
method in which they are embedded game situations in order to solve problems as an
alternative to the traditional way teachers usually develop the theme. In this context, the
research suggests that this thematic approach will provide the motivation necessary for a
good understanding of this concept. The activities in question have as target high school

students and teachers who teach in basic education.

Keywords: Probability, games, lotteries and high school level.
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Introducao

Topico importante no campo da matematica, com vastas aplicacdes em diversas
areas, a teoria das probabilidades ndo é um assunto simpatico a grande parte dos alunos
do ensino médio. O fascinio por esta teoria, muitas das vezes, ndo € sequer estimulado,
seja por consequéncia da maneira abstrata como é apresentada, seja pela aplica¢do da
teoria como um processo mecanico na resolugdo de exercicios. Lacunas de
conhecimento por parte de professores também contribuem claramente para a resisténcia
dos alunos a matematica, em particular pela teoria das probabilidades. Este conjunto de
fatores pode influenciar diretamente a formacao de profissionais em areas como genética,
fundos de previdéncia, companhias seguradoras, dentre outras.

Com base no exposto acima, esta pesquisa tem como objetivo propor uma
abordagem nao usual por parte dos professores em relacdo ao estudo de probabilidade,
visando aproximar os discentes do tema por meio do estudo dos jogos de loteria, a partir
de atividades em grupo e de forma individual. E importante ressaltar que a palavra “jogo”
aqui utilizada faz referéncia a um processo pedagdgico do ensino da matematica. As
nocbes de acaso, certeza e incerteza, extremamente Uteis na construcdo do
conhecimento a acerca do referido tema, podem ser explorados através destas propostas
de jogos de loterias, tendo em vista que esta pratica atrai o aluno e desperta o desafio.

Este trabalho foi dividido em capitulos, em que, inicialmente sdo abordados os
aspectos histoéricos referentes as loterias no Brasil e no mundo e sobre matematicos que
se dedicaram aos jogos. Em seguida, foi escrito o referencial teérico, fazendo um
desenvolvimento do tema probabilidade, em nivel de ensino médio. Buscou-se seguir uma
ordem logica de apresentacdo de conceitos e propriedades, de forma a propiciar ao leitor
um encadeamento de ideias. Cabe ressaltar que o estudo de probabilidades requer
conhecimentos prévios de andlise combinatéria e teoria dos conjuntos, 0s quais nao
foram abordados diretamente no texto, pois entende-se que o objetivo do trabalho é
propor uma opgao pedagogica para facilitar a aprendizagem da teoria de probabilidades e
nao um tratamento tedrico extenso. No terceiro capitulo é feito um levantamento de jogos
de loterias que séo oferecidos pela Caixa Econdmica Federal, descrevendo suas regras,

possibilidades de apostas e prémios diferenciados. Posteriormente entramos no calculo,
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propriamente dito, de probabilidades, mais precisamente, do jogo Mega Sena. Foi feito
um levantamento minucioso a respeito de chances e ganhos de prémios, esclarecendo
matematicamente a probabilidade de acertos. No capitulo 5, considerado a base deste do
trabalho, sdo propostas quatro atividades a serem desenvolvidas pelos professores em
sala de aula. Essas atividades visam abordar o conceito de probabilidade a partir de uma
série crescente de desafios, onde em cada questdo tratamos de aspectos relacionados a
probabilidade, como independéncia de eventos, lema de Kaplansky e calculo de
probabilidades utilizando o evento complementar. No capitulo 6 é feita uma coletanea de
guestdes de vestibulares no Brasil onde o tema probabilidade, associado a jogos de
loteria, foi cobrado. Abaixo de cada questdo foi elaborado seu respectivo gabarito
comentado. Por fim, a conclusdo do trabalho relata o que se espera a respeito desta e de
outras praticas pedagdgicas visando o desenvolvimento da matematica em sala de aula.
O apéndice pode ser considerado uma extensdo do capitulo 4, onde todos 0s jogos
relatados no terceiro capitulo tém seus prémios e probabilidades analisados.

E valioso salientar que a presente pesquisa ndo se trata de um “Manual para
ganhar nas loterias”, mesmo porque para tal assunto, como cada concurso nao influencia

no outro, a independéncia de eventos ndo me permite escrever.
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Capitulo 1: Aspectos historicos

O ser humano, desde os primordios, tem certa atracdo por jogos e premiacoes.
Ganhar bens materiais, recompensas ou lucros monetarios sempre fizeram parte do perfil
do homem. Tanto que as primeiras apostam que se tém registro, ocorreram em forma de
sorteio, ha milhares de anos pelos egipcios e mais tarde por romanos e pelos gregos,

reconhecidos apreciadores de esportes.

Para os matematicos, jogos eram vistos como desafios e por isso despertavam
bastante interesse. Girolamo Cardano, Tartaglia, Blaise Pascal, Fermat e Meré foram
alguns dos que se dedicaram ao assunto. Dentre algumas questdes, uma questao em
especial despertou a atencdo da comunidade matemética por volta de 1494, na
publicacdo do livro Summa de arithmetica, geometria, proportioni e proportionalita, onde o

famoso “problema dos pontos” foi proposto:*

“Dois jogadores, A e B, de igual habilidade estdo empenhados em um jogo de balla. Eles
concordam em continuar até que um deles venca 6 rodadas. O jogo é encerrado quando

A vencia 5 e B vencia 3 rodadas. Como devem ser divididas as apostas?”

As inumeras propostas de resolucdo deste problema serviram como base de
desenvolvimento da teoria das probabilidades. Questées envolvendo dados, cartas e

loterias também atraia o interesse dos seguidores da teoria.

As loterias surgiram no século XV na Alemanha, ainda de forma bem elementar,
mas que incentivou a promoc¢do de concursos em outros paises da Europa, como
Inglaterra, Italia (alguns historiadores defendem que a Basilica de S&o Pedro, em Roma,
foi construida com auxilio de dividendos de loterias) e principalmente a Franca, que via
nessas apostas uma maneira de beneficio aos cofres publicos. Ja nos Estados Unidos,
pesquisam apontam para a construcdo de 50 universidades, dentre elas Harvard e
Princeton, e 200 escolas com recursos provenientes de loterias. No Brasil, a primeira
loteria surgiu em 1784, em Vila Rica (atual Ouro Preto), entdo capital de Minas Gerais,

com o objetivo de arrecadar fundos para construcdo de prédios publicos, como a Camara

! http://www.cimm.ucr.ac.cr/ocs/index.php/xiii_ciaem/xiii_ciaem/paper/viewFile/584/93
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dos Vereadores. Com o intuito de evitar o uso indevido das loterias, o governo federal
decidiu em 1962, na gestdo do presidente Jodo Goulart, que esse servico deveria ser
explorado pelo poder publico. Entdo surgiu a loteria federal do Brasil, que fazia dois
sorteios por semana. Em 1970 foi criada a loteria esportiva, que consistia num conjunto
de 13 jogos de futebol e era(m) considerado(s) ganhador(es) quem acertasse os palpites
dos 13 jogos (coluna 1, coluna do meio e coluna 2). Em 1979 foi autorizada pelo
Ministério da Fazenda a criacdo da Loto, que possuia 0s mesmos moldes da atual Quina.
A partir de entdo, varios jogos de loterias foram criados no Brasil, alguns com sucesso,
outros nem tanto, como por exemplo, a Trinca, que iniciou suas apostas em 1997 e

deixou de existir trés anos depois.?

LOTERIA ESPORTIVA

VOLANTE -~ CONCURSO TESTE N- 1
PRECO DE CADA AFPOSTA NCARS 1,00

Nome: -
Enderégo:,
CLUBE  EMPATE  CLUBE
T s R il R
. 1 Flamengo x 1 Fluminonse
2 Bangu x 2 Bonsucesso
3:33.. - :m
x
S Santos x 5 Corfntians
6 Sho Paulo x 6 Portugudsa
7 Guarani x 7 Ponts Prets
. 8 Ferrovifrla x 8 Botafogo
1=r.l' x 10 Topinamble
X
11 Ferrovidria R 11 Londrioa
12 Bonfica x 12 Varzim
13 Leixbes x 13 Sporting
NUMERO DE PRECO A PAGAR
APOSTAS _ NCRS
1] X ] | 2 [wfws
lF—. 1.—. . .l,.-_..
21 2y 2]
< 3 1 N
1 4 S o I o
L2 L3 E S B
bt AL iy
L4 B .8y 8
9 LB g 81
o ) ol |
ni_| 1 1y | A
120 121 % 2| |
7 R e R R

OJocON® 1
Réplica do volante do primeiro jogo da loteria esportiva

(http://lotovisao.blogspot.com.br/2011/10)

2 http://www.efecade.com.br/1784-historia-da-loteria-no-brasil/
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Capitulo 2: Fundamentacao teoérica

Neste capitulo faremos uma abordagem tedrica a respeito do tema
“probabilidades”, como forma de propiciar ao leitor o entendimento dos assuntos tratados
a diante. E importante salientar que nosso principal interesse é estudar fendBmenos em

gue o acaso é relevante.

Experimentos aleatorios

Denomina-se experimento aleatério (ndo deterministico) todo fendmeno cujo
resultado ndo é previsivel. E importante ressaltar que, apesar dos experimentos aleatorios
nao produzirem o mesmo resultado, eles mantém um comportamento regular, no que
tange a estatistica, tendo em vista que ao considerar um grande nimero de realizacfes,
cada resultado ocorre em um numero “esperado” de vezes. Como forma de facilitacdo do
entendimento a respeito do conceito de fenbmenos aleatdrios, citaremos abaixo alguns

exemplos:

e Experimento 1: Jogar um dado e observar a face voltada para cima

e Experimento 2: Retirar uma carta de um baralho e observar o seu naipe.

e Experimento 3: De uma urna que s6 contém bolas azuis, brancas e pretas, retirar
uma bola e observar sua cor.

e Experimento 4: Escolher, ao acaso, uma pessoa num grupo e determinar seu tipo

sanguineo.

Os experimentos que nao sao aleatérios sdo chamados de experimentos
deterministicos, ou seja, sdo aqueles em que os resultados podem ser determinados. Por
exemplo, percorrer 200 km, a uma velocidade constante de 80 km/h e determinar o tempo

gasto neste percurso.
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Espaco Amostral

Para modelar experimentos aleatérios, um primeiro passo é definir o conjunto de
possiveis resultados do referido experimento. Este conjunto € chamado de espaco
amostral do experimento. Representaremos o0 espa¢co amostral de um experimento pela

letra S.
Exemplos:

a) Consideremos o experimento de lancar uma moeda e observar a face voltada para

cima. Neste caso, os resultados possiveis sdo Cara ou Coroa. Logo, S = {Cara, Coroa}

b) Para o experimento de lancar duas moedas e observar o par de faces voltadas
para cima e considerando Cara = C e Coroa = K, temos que
S ={(C;C); (CK); (K;C); (K;K)}

C) Em uma urna que contém 10 bolas numeradas de 1 a 10, retirar uma bola e
observar seu numero. S ={1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10}

Devemos observar a importancia de descrever o espaco amostral em relacdo ao
experimento a que estamos nos referindo, para que possamos ter uma ideia clara do que
estamos mensurando. Isto fica bem evidenciado quando considerarmos um experimento
composto por mais de uma agéo, como por exemplo, lancar um dado e em seguida lancar
uma moeda e observar o par obtido. Vamos descrever o espagco amostral S associado a

este experimento:
S ={(1;C); (1;K); (2;C); (2,K); (3;C); (B:K); (4,C); (4:K); (5;C); (5:K); (6;C); (6;K)}

Muitas das vezes, ndo estaremos preocupados em descrever todos 0s elementos
do espaco amostral associados a um experimento e sim determinar o numero de
elementos do conjunto, isto €, sua cardinalidade (n(S)). Para isso, o conceito de Principio
Multiplicativo, estudado em analise combinatodria, sera extremamente importante. No
exemplo anterior, n(S) poderia ser calculado fazendo 2 x 6 = 12, onde 2 representa o
namero de possibilidades de ocorréncia na primeira agdo (lancar uma moeda) e 6 o

numero de possibilidades de ocorréncia na segunda acao (lancar um dado).
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Eventos

Outra nocao fundamental é o conceito de evento. Definimos um evento associado a
um experimento como sendo qualquer subconjunto do espago amostral. Abaixo, alguns

exemplos para facilitar o entendimento:
e Experimento 1: Lancar uma moeda e observar a face voltada para cima.
S ={Cara, Coroa}
a) Evento A: sair a face “Cara”
A = {cara}
n(A) =1
b) Evento B: sair a face “Coroa”

B ={coroa}

nB)=1

e Experimento 2: Lancar um dado e anotar o resultado obtido.
S={1;2;3;4;5; 6}

a) Evento A: sair um namero par

A ={2; 4; 6}

n(A) =3

b) Evento B: sair um nimero maior que 4

B ={5; 6}

nB)=2

c) Evento C: sair um numero inteiro
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C={1;2;3;4;5; 6}
n(C) =6

Este evento é denominado evento certo, pois 0 conjunto C € exatamente igual ao
espaco amostral.

d) Evento D: sair um nimero maior que 10
D=¢g
n(D)=0

Este evento € denominado evento impossivel, pois o conjunto D € vazio.

Combinacéo de eventos

I) Uni&o de eventos:

Seja ey, ey, €3, ..., €, uma sequéncia de eventos. Entdo, a unido desses eventos &
denotada por:

n
Uei: el Uez Ue3 U...Uen
i=1

II) Interseccédo de eventos:

Seja ey, ey, €3, ..., €, Uma sequéncia de eventos. Entdo a intersec¢cdo desses eventos
€ denotada por:

n
ﬂei= eq nez ﬂe3 ﬂ...ﬂen
i=1

Em particular, se a intersec¢cdo dos eventos acima for vazia, entdo os eventos séo

denominados mutuamente exclusivos ou mutuamente excludentes.
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lI) Complementar de um evento:

Seja E um evento. Entdo E¢ também € um evento e ocorrera se, e somente se, 0

evento E n&o ocorrer. O evento E¢ é chamado de evento complementar do evento E.
Exempilo:

Um dado é lancado e observa-se a face voltada para cima. E imediato que
S={1,;2;3;4,;5; 6}

Vamos determinar os seguintes eventos:
- Evento A: Sair um namero impar
A ={1,; 3; 5}
- Evento B: Sair um niumero menor que 4
B={1,;2; 3}
- Evento A U B: Sair um nimero impar ou menor que 4.
AUB={1;2;3; 5}
- Evento A n B: Sair um nimero impar e menor que 4
AnB={1 3}
- Evento B€¢: Sair um nimero maior ou igual a 4

B¢ ={4;5; 6}

O conceito de probabilidade

Nosso objetivo nesta se¢do € conseguir atribuir a cada evento de um experimento
aleatério um numero associado a sua chance de ocorréncia. Para isso, faremos a

definicdo formal do conceito de probabilidade.
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Consideremos um experimento aleatdrio com espago amostral finito
S = {e1, e, es .., e}. A cada evento simples e; associaremos um numero real
representado por P(e;), denominado probabilidade de e;, de modo que sejam satisfeitas as

seguintes condicoes:

) O<P(e)<l,ondei=123,..,n

) P(S)=1
)  Se aj, a, as, ..., a, forem eventos mutuamente exclusivos, entao:

n

P< al-) = P(a;) + P(ay) + P(az) + ... + P(ay)
i=1
Diante das condicbes acima, podemos enunciar e demonstrar algumas
propriedades:
Propriedade 1: P (@) = 0, onde @ é o conjunto vazio.
Demonstragédo: Para qualquer evento “e”, sabemos que “e” U @ = e. Isto implica que
P(e U @) = P(e). Por outro lado “e” e @ sao eventos mutuamente exclusivos. Logo,
P(e U @) =P(e) + P(Q). Portanto:
P(e)=P(e) +P(@)=P(@)=0

Propriedade 2: P(e) =1 — P(e€)

Demonstracdo: Sabemos que e U e¢ = S. Logo, P(e U e¢) = P(S). Entdo, como “e” e e€

sao eventos mutuamente exclusivos, temos que:

Pe uef) =P(e) + P(e€) = P(S) =P(e) + P(e€) = 1 =P(e) + P(e‘) > P(E) =1 - P(e°)
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Apesar de termos feito algumas definicdes, ndo sabemos ainda, calcular a
probabilidade de ocorréncia de um evento. Diante disso, vamos considerar
S ={e, ey, €3, ..., €7} 0 espaco amostral de um experimento aleatorio. Nesta dissertacao

iremos sempre supor que os elementos de S sdo EQUIPROVAVEIS, ou seja, todos os
1 .
resultados tém a mesma chance de ocorrer, entdo P(e)) = = ondei=1, 2,3, ..., n. Agora,

seja A C S, um evento com “k” elementos. Ent&o:

Sr
Il
S|=

P(A) =k .

Esta definicdo pode ser sintetizada entendendo que os elementos de A referem-se
aos casos favoraveis ao evento A, tendo em vista que se caso algum “ocorra”, E também

ocorrera. Logo, a definicdo acima pode ser resumida da seguinte maneira:

namero de elementos de A

P(A) =
) namero de elementos do espago amostral do experimento

Obs: Novamente, cabe ressaltar que tal processo refere-se ao caso em que os elementos

do espaco amostral sédo equiprovaveis.

Exemplos:
) No lancamento de um dado, qual € a probabilidade de sair um nimero maior que
47?

S={1,2 3,45, 6}

ns) =6

Evento E: sair um namero maior que 4
E = {5, 6}

n(E) =2

PE) === -
E)=z=3
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1)) Ao sortear um numero inteiro de 1 a 30, qual é a probabilidade de ser sorteado um

namero menor que 8?

S={1,2 3,4, .., 30}

n(s) =30

Evento E = ser sorteado um nidmero menor que 8
E={1,23,4,5,6,7}

nE)=7

7
P(E) = 30

1)} Uma urna contém 8 bolas pretas, 3 bolas brancas e 5 bolas verdes. Uma bola é

escolhida ao acaso. Qual é a probabilidade da bola sorteada nédo ser verde?
n(s) = 16

Evento E: sortear uma bola que ndo seja verde

n(E) =11
11
P(E) = Te

IV)  Uma moeda é lancada 6 vezes. Qual é a probabilidade de sair cara exatamente 4

vezes?

Inicialmente devemos perceber que o espaco amostral € composto por 64
elementos (2°). Em seguida, observemos que para sairem exatamente 4 caras, devemos

ter 4 caras e 2 coroas. Permutando esses elementos, com repeticdo evidentemente,

6!

. ! . 15
temos P2 = —— = 15. Portanto a probabilidade pedida é —.
6 412! 64
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Propriedade: Sejam “A” e “B” eventos associados ao espago amostral S de um
experimento aleatério. Entdo, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A n B)

Demonstracdo: Vamos escrever 0s conjuntos A U B e B como unibes de conjuntos
disjuntos: AUB=AU (ANB)eB=(AnB)U (4 nB). Entio:

P(A U B) =P(A) + P(A n B)

P(B) = P(A N B) + P(4 N B)

P(A n B) = P(B) - P(A N B)

Logo, P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B).

Esta propriedade € conhecida como Regra da Adicao.

Exemplo: Em uma classe ha 18 homens e 21 mulheres, sendo que 13 homens sao
casados e 9 mulheres sdo solteiras. Escolhendo-se uma pessoa ao acaso, qual é a

probabilidade de que seja um homem ou seja uma pessoa solteira ?

Homens Mulheres
Casados 13 12
Solteiros 5 9

n(S) = 18 + 21 = 39

Evento A: escolher um homem

n(A) = 18

Evento B: escolher uma pessoa solteira

n(B) = 14



Evento (A U B): escolher um homem ou uma pessoa solteira

Logo:
P(AuB)=P(A) + P(B)-P(ANn B)

18 14 5 27
P(AUB):_+———:—
39 39 39 39

Probabilidade condicional

Considere a seguinte situacao:

Uma urna contém 20 bolas brancas e 30 bolas pretas. Retira-se duas bolas, uma
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apos a outra, e verificam-se suas cores. Qual € a probabilidade da segunda bola ser da

cor preta, sabendo que a primeira bola também foi da cor preta ?

Inicialmente, esta situacdo nos leva a uma dupla interpretacdo do problema. Sera

que, apos a retirada da primeira bola, a mesma foi reposta na urna ? A resposta desta

pergunta é crucial na determinacdo da probabilidade pedida. Vamos analisar os dois

casos possiveis:

Caso 1: A retirada foi com reposicéo

Neste caso, a cor da primeira bola que foi retirada ndo tem relevancia alguma no

célculo da probabilidade da segunda bola ser preta, tendo em vista que o espaco amostral

nao se alterou.

Evento A: a primeira bola é preta

Evento B: a segunda bola é preta
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PA—g——
()—50—
P(B) = — =2
()_50_5

Repare que a ocorréncia, ou ndo, do evento A em nada influencia a ocorréncia do

evento B.
Caso 2: A retirada foi sem reposicéo.

Agora, a probabilidade de ocorréncia do evento B € totalmente dependente do que
aconteceu na primeira retirada, haja vista que o espaco amostral, na segunda retirada,

esta reduzido em relacéo ao original. Vejamos:

Evento A: a primeira bola é preta
Evento B: a segunda bola é preta

|w
o
]
ul |l w

P(A) =

o

A partir do momento que a primeira bola foi retirada e ndo foi reposta na urna, na
segunda retirada teremos “apenas” 20 bolas brancas e 29 bolas pretas. Com isso, a

probabilidade de ocorréncia do evento B, nessas condi¢des, é dada da seguinte maneira:

P(B) =
®) =7

O fato da ocorréncia, ou ndao, de um evento alterar a probabilidade de ocorréncia

de outro de outro evento caracteriza o que chamamos de probabilidade condicional.
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Definicdo: Sejam A e B dois eventos associados a um experimento aleatdrio.
Representamos a probabilidade de ocorréncia de B, dado que A ocorreu pela notacao
P (B I A), que significa probabilidade de ocorréncia do evento B dado que o evento A

ocorreu.

E importante perceber que, quando calculamos P(B) estamos calculando a
probabilidade de B ocorrer no espaco amostral S. Porém, quando calculamos P(B | A)
estamos calculando a probabilidade de B ocorrer no espaco amostral A, pois sabemos

que A ocorreu.

numero de elementosde BN A

Logo, P(BI A) =
g ( ) numero de elementos de A

Adotando o numero de elementos de um conjunto (cardinalidade) pelo simbolo #,

temos:

#(BNA)

P(BIA)=——

Dividindo o numerador e o denominador por # S, temos:

#(BnA)

#S P (BN A)
PBIA) =—F73—-= , com P(A) > 0.
#A P(4)
#S
Exemplos:
) Um dado é lancado e o numero da face voltada para cima € observado. Qual é a

probabilidade desse numero ser maior ou igual a 5, sabendo que ele é par ?
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Evento A: sair um namero par

A={2, 4,6}

n(A) =3

Evento B: sair um namero maior ou igual a 5

B = {5, 6}

nB) =2

Evento (A N B): sair um namero par maior ou igual a 5
A n B = {6}

n(AnB)=1

Queremos calcular a probabilidade de ocorrer o evento B sabendo que o evento A

ja ocorreu, ou seja P(B | A). Logo:

P(BNA) 1

PBIA)= r) 3

1)) Uma pesquisa feita em uma cidade verificou que o numero de homens é igual ao
namero de mulheres, 30% dos homens tém curso superior e 18% das mulheres tém curso
superior. Uma pessoa é selecionada ao acaso e verifica-se que ela possui curso superior.

Qual é a probabilidade dessa pessoa ser uma mulher ?
Evento A: selecionar uma pessoa com curso superior

n (A) = 24% = 30% . 50% + 18% . 50%

Evento B: selecionar uma mulher

n(B) = 50% (numero de homens igual ao numero de mulheres)
Evento A n B: selecionar uma mulher com curso superior

50 18 9
NANB)=—.— = = 9%
100 100 100




26

Queremos calcular P(B I A).

9
P(ANB) _ 100 _ 9 _ _ 0
P - 2t = 74-0375=375%

100

P(BIA) =

Observe que temos duas maneiras de resolver problemas envolvendo

probabilidade condicional:

) Diretamente, considerando o espa¢co amostral reduzido.

1)) Usando a férmula, em funcéo de P(B n A) e P(A).

A definicdo de probabilidade condicional nos permite obter como, consequéncia,

um teorema muito importante denominado Teorema da Multiplicacdo de Probabilidades:

P(ANB)=P(A).PBIA)ouP (AnB)=P(B).PAIB)

Eventos independentes

Dois eventos de um mesmo experimento sdo ditos independentes se a ocorréncia
de um em nada influencia a probabilidade de ocorréncia do outro. A independéncia de B
em relacdo ao evento A estabelece que P (B | A) = P(B), ou seja, a probabilidade de
ocorrer o evento B dado que o evento A ocorreu é simplesmente igual a probabilidade do

evento B ocorrer. Usando o teorema da multiplicacdo de probabilidades temos:

P(ANB)=P(A).P(BIA)=P (AnB)=P(A).P(B)

Exemplos:

) Uma moeda é lancada 4 vezes. Qual é a probabilidade de sair cara nos 4

lancamentos ?
Evento A;: sair cara no i-ésimo langcamento

E razoavel supor que a ocorréncia da face “cara” no evento Ay, 1<K < 4, em nada afeta

os demais. Portanto os eventos séo independentes. Logo:
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Nt _ 1
P (A1 nA2N AsNAg) = P(A1) . P(A2) . P(As) . P(Ag) = (E) BEG

1)) Uma urna contém 20 bolas numeradas de 1 a 20. Uma pessoa escolhe 3 nimeros
ao acaso e em seguida sao sorteadas trés bolas. Qual € a probabilidade dessa pessoa

acertar os trés nimeros sorteados?

O espaco amostral deste experimento sera dado pela combinacdo dos 20 numeros

20! 20.19. 18
tomados 3 a 3. Logo, n(S) = Cp.3 = T ” = 1140

De todas essas combinagdes, uma pessoa que escolhe trés numeros “concorre” com

apenas uma delas. Portanto:
Evento A: sair os trés numeros escolhidos

n(A) =1

1
Entdo, a probabilidade pedida é dada por 1120 = 0,0009 = 0,09 %

ll)  Se A e B sdo eventos independentes de um experimento aleatério com P(A) = 0,2
e P(B) = 0,4, calcular:

a) P(A n B)

Como A e B séo independentes, PAn B) =P(A) . P(B)=0,2.0,4=0,08

b) P(A U B)

Sabemos que P(A U B) =P(A) + P(B) - P(A n B). Logo:

P(AUB)=0,2+0,4—0,08 = 0,52
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Lemas de Kaplansky

Faremos referéncia a dois lemas, conhecidos como lemas de Kaplansky, que seréo

extremamente Uteis em resolucdes de problemas que iremos propor adiante.

1° lema de Kaplansky

Considere o conjunto {1, 2, 3, ..., n}. O numero de subconjuntos de “p” elementos,

p < n, dos quais ndo existem dois niUmeros consecutivos € dado por Cﬁ_pﬂ

Demonstracao:

Vamos proceder da seguinte forma: ao formar um subconjunto com “p” elementos

representaremos pelo simbolo “+” os elementos que fardo parte do subconjunto e pelo

simbolo “-” os elementos que nao fardo parte do subconjunto. Entdo, teremos p simbolos

“+” e n — p simbolos “-". Cabe ressaltar que n&o é permitido que dois simbolos “+” estejam
juntos, tendo em vista que ndo pode haver dois niameros consecutivos. Desse jeito,

teremos (n — p + 1) lugares para escolher os ( p ) simbolos + e o nimero de maneiras de

arranjar estes simbolos é Cﬁ_p +1

Exemplo de aplicacao:

De quantos modos podemos formar um subconjunto de 4 elementos do conjunto

{1,2,3,4,5,6, 7,8, 9, 10} de modo que ndo haja nUmeros consecutivos?

Clo-4+1 = C7 =35
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2° lema de Kaplansky

[{gl)

Considere o conjunto {1, 2, 3, ..., n}. O numero de subconjuntos de “p” elementos,

p < n, dos quais ndo existem dois numeros consecutivos e tomando 1 e n como

, . n p
consecutivos € dado por —— . Cn_p
n-—=p

Demonstracao:

Vamos separar essa demonstracdo em dois casos:

) O elemento 1 pertence ao subconjunto com p elementos:

Neste caso, devemos calcular de quantas maneiras podemos escolher os p — 1
elementos restantes dentre os elementos do conjunto {3, 4, 5, ..., n — 1}, ja que 2 e n ndo

podem figurar. Como ndo pode haver elementos consecutivos, 0 himero de modos que

. . Ap-1
isso pode ser feito é Cﬁ_p_l.

1)) O elemento 1 ndo pertence ao subconjunto com p elementos:

Neste caso, devemos calcular de maneiras podemos escolher os p elementos do

conjunto {2, 3, 4, ..., n}, ndo podendo haver elementos consecutivos. Isso pode ser feito

p .
de C},_p, maneiras.

-1 n
De I) e Il) temos: Cﬁ_p_l + Cﬁ_p = — .Cﬁ_p

Exemplo de aplicacéo:

Rodrigo pratica natacdo trés vezes por semana. De quantas maneiras diferentes pode-se

escolher os dias de aula, se ele ndo deseja nadar em dias consecutivos?

_ —3o- 3. .="7
n—7ep—3:>7_3.C7_3—4.4 7
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Capitulo 3: Loterias: Jogos e regras

Atualmente, a Caixa Econdmica Federal € a responsavel pela administracdo e
gestao das loterias no Brasil. Hoje em dia existem 8 tipos diferentes de jogos: Mega Sena,
Quina, Lotofacil, Lotomania, Dupla Sena, Loteca, Lotogol e Timemania. A partir de
setembro de 2012, foi regulamentado pela Caixa Econdmica a aposta na modalidade
“Bolao”, em que podem ser feitas apostas em grupos, onde um determinado individuo

adquire uma cota do jogo.

» Meqga Sena

E a loteria que atrai a maioria dos apostadores, ja que paga o maior prémio. Isto
deve-se ao fato de ser o jogo com a menor probabilidade de acerto do prémio maximo
com uma aposta simples. Para ganhar o prémio maximo € necessario acertar 0s seis
nameros sorteados em um conjunto universo de 60 (1 a 60). Também sdo pagos prémios
a quem acerta 4 nimeros (quadra) e 5 nimeros (quina). E permitida a marcacdo de 6 a

15 nimeros em um mesmo cartdo (com valores diferenciados, evidentemente).

A mega sena possui sorteios especiais, ou seja, aqueles sorteios de final 0 ou 5 e
ainda a famosa mega sena da virada, que ocorre no dia 31 de dezembro, que paga
prémios bem altos aos ganhadores e ndo acumula, isto €, necessariamente havera, pelo
menos, um ganhador, pois caso ninguém acerte as seis dezenas, serd considerado

ganhador quem acertar cinco, e assim sucessivamente.
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» Quina
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Também muito popular, no jogo da Quina ganha o prémio maximo o apostador que

acertar os 5 numeros sorteados dentro os 80 possiveis (1 a 80). Além disso, € pago

prémio a quem acerta 3 nimeros (terno) ou 4 nimeros (quadra). E permitida a marcacéo

de 5, 6 ou 7 nimeros em um mesmo cartdo (com valores diferenciados, evidentemente).

- e 0 2 | 00

L B latwrine CAIXA e
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> Lotoféacil

E o segundo jogo que atrai mais apostadores, atr4s apenas da mega sena. E
considerado ganhador do prémio méaximo quem acerta 0s 15 niumeros sorteados dentre
0s 25 possiveis (1 a 25). Também € pago prémio a quem acerta 11, 12, 13 ou 14 numeros
e € permitida a marcacao de 15, 16, 17 ou 18 numeros em um mesmo volante (com

valores diferenciados, evidentemente).

4= LOTOFACIL

sotesn 15, 16, 17 co 18 s
spebeceen 11, 12, 13, 1 & 15 oms

Q0N § TSN AT i3 Al el 1111 3 Oohd (Dt 2 2L

" $5 Loterias CAIXA »

» Lotomania

Na lotomania escolhe-se 50 nimeros dentre os 100 possiveis (00 a 99). E
considerado o vencedor do prémio maximo quem acerta 20 nimeros. E também pago
prémios a quem acerta 16, 17, 18 ou 19 nudmeros ou nenhum acerto. A aposta na
lotomania disponibiliza um sistema chamado “aposta espelho”, que consiste em uma nova

aposta com os 50 numeros néo escolhidos na aposta original.



33

APOSTA ESPELHO

m $5 Loterias CAIXA »

" o s

» Dupla Sena

Na dupla sena escolhe-se de 6 a 15 numeros dentre os 50 disponiveis no volante
(1 a 50) e com isso € dado o direito de participar de 2 sorteios por concurso. O prémio
maximo é pago a quem acerta 6 dezenas. Também sdo pagos prémios a quem acerta 4

nameros (quadra) ou 5 niameros (quina).

4> DUPLA SENA

# $5 Loterias CAIXA »
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» Loteca

Este jogo retrata, com algumas mudancas (nome e numero de jogos), a antiga
loteria esportiva. Consiste em um conjunto de 14 partidas de futebol, em que o apostador
escolhe a vitdria do time 1 (coluna 1), o empate (coluna do meio) ou a vitoria do time 2
(coluna 2). Ganha o prémio maximo quem acertar os 14 palpites. E também pago prémio
a quem acerta 13 palpites. Na loteca é possivel apostar em dois resultados em uma
partida (duplo) ou trés resultados por partida (triplo). Evidentemente, a marcagcéo de um
triplo garante o acerto da referida partida. Em uma aposta simples deve-se marcar um

duplo e na aposta maxima deve-se marcar 3 triplos e 5 duplos.

Se alguma partida ndo for realizada por motivo de forca maior (antecipacao,
adiamento ou cancelamento), o resultado da partida (para fins do concurso) sera definido

por sorteio.

Gashe scertantds oo resultades de 12, 15 o 14 jogos

W flotries CAIXA @
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» Lotogol

Neste jogo sdo relacionados 5 partidas de futebol e cada apostador marca o
namero de gols de cada equipe na partida. Pode-se assinalar 0, 1, 2, 3 ou mais gols
(opgao representada pelo simbolo “+”). O vencedor do prémio maximo €& aquele que

acerta os 5 placares. Também é pago prémio para o acerto de 3 placares e 4 placares.

| 35 LOTOGOL |
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» Timemania

E o0 jogo mais recente da loteria. Foi criado com o objetivo de auxiliar clubes de
futebol no abatimento de dividas fiscais com o governo federal. Lancado em 2007, ainda
nao atrai o interesse da maioria dos apostadores. Neste jogo aposta-se 10 nimeros em
um universo de 80 (1 a 80) e escolhe-se um time de futebol dentre 80 possiveis. Ganha-
se 0 prémio maximo o apostador que acertar os 7 numeros sorteados. Também é pago

prémios para acertos de 3, 4, 5 ou 6 niumeros, assim como o acerto do time de futebol.
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45 TIMEMANIA

Obs: Por questdes que fogem ao objetivo do trabalho, ndo levaremos em consideracéo a

Loteria Instantanea, conhecida popularmente como raspadinha.



37

Capitulo 4: Mega Sena: Calculando probabilidades

Neste capitulo faremos um levantamento sobre as probabilidades de acerto em
algum prémio no jogo da Mega Sena, levando em consideracdo as possibilidades de
apostas com diferentes quantidades de nimeros. Para verificacdo sobre os demais jogos,

consulte o Apéndice, ao final do trabalho.

» Mega Sena

Probabilidade de acertar a sena (acertar os 6 nimeros):

- Aposta com 6 numeros (aposta simples):

O numero de combinagBes possiveis de se formar com os 60 niumeros é dado por Ceo.
Cabe ressaltar que este valor refere-se ao espaco amostral do experimento. Com uma
aposta de seis numeros concorre-se com uma unica combinacdo possivel, ou seja, Cg,

Logo, a probabilidade de acerto nestas condicGes € dada por:

C6;6 —
Ceo.s  50.063.860

= 0,000002%

- Aposta com 7 niUmeros:

Neste caso, podemos formar 7 combinacdes possiveis para aposta (Crzg). O espaco

amostral € o mesmo. Logo, temos:

C7;6 —
Coos  50.063.860

= 0,000014%

- Aposta com 8 numeros:

Com 8 numeros, o numero de combinacgdes possiveis para aposta é dado por Cg.s. Como

0 espaco amostral & Cgp.6, temos:
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CB;G —
Ceo.s  50.063.860

= 0,000056%

- Aposta com 9 nimeros:

Seguindo a mesma linha de raciocinio e como o espaco amostral € o mesmo, temos:

Cos _ 8% . 0,00017%
Ceos  50.063.860 0

- Aposta com 10 numeros:

Cigs 210
Ceo;6  50.063.860

= 0,00042%

- Aposta com 11 ndmeros:

Ceo;6  50.063.860

= 0,00092%

- Aposta com 12 numeros:

Cize 2% (00189
Coos  50.063.860 0
- Aposta com 13 numeros:
Cis 1716
13,0 = 0,0034%

Coos  50.063.860
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- Aposta com 14 ndmeros:

Cig6 3003
Ceo;6  50.063.860

= 0,006%

- Aposta com 15 nimeros:

Cis6 5005
Coo;c  50.063.860

= 0,01%

Probabilidade de acertar a quina (acertar exatamente 5 niimeros):

- Aposta com 6 numeros (aposta simples):

Deve-se ter um pouco de cuidado nesta avaliacdo. Em uma aposta simples, ou seja, com
6 numeros, podemos formar 6 “quinas”, que s&o os 6 elementos tomados 6 a 6 (Ce:s).
Formando a quina, a sexta bola podera ser qualquer uma das 54 bolas restantes (Csg.1). O

espaco amostral € o mesmo, ou seja, Ceo.6. Diante disso, temos:

Cos-Csan  6.54 324
Ceoe  50.063.860  50.063.860

= 0,00071%

- Aposta com 7 nameros:

Neste caso, temos 21 quinas (C7:) possiveis de se formar. Formando a quina, a sexta
bola podera ser qualquer uma das 53 bolas restantes (Css.;). Diante do mesmo espaco

amostral, temos:

C75.Cs31  21.53 1113
Ceo:e  50.063.860  50.063.860

= 0,0022%
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- Aposta com 8 nimeros:

Temos 8 numeros tomados 5 a 5, que resulta em 56 combinagdes (Cgs). Dispondo da
quina, a sexta bola poderd ser qualquer uma das 52 bolas restantes. Como o espaco

amostral € o mesmo, temos:

Cgs-Cszn _ 56.52 2912
Ceos  50.063.860  50.063.860

= (0,0058%

- Aposta com 9 nameros:
A patrtir de agora, seguiremos o mesmo procedimento adotado até o momento.

Cos.Cs11 126,51 6426
Ceose  50.063.860  50.063.860

= 0,0013%

- Aposta com 10 numeros:

Cios-Cson  252.50 12600
. — = = = 0,0025%
Coo:6 50.063.860  50.063.860
- Aposta com 11 ndmeros:
Ci1.5 - Cyo. 462 .49 22638
N e = = 0,0045%
Coo:6 50.063.860  50.063.860
- Aposta com 12 ndmeros:
Ciz.5.Cyug. 792 .48 38016
12,5 7481 _ = 0,076%

Coos _ 50.063.860  50.063.860
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- Aposta com 13 nimeros:

Cizs5-Cazy  1287.47 60489
Ceoe  50.063.860  50.063.860

= 0,12%

- Aposta com 14 ndmeros:

Cia;s5-Casn  2002.46 92092
Ceoe  50.063.860  50.063.860

= 0,18%

- Aposta com 15 numeros:

Ciss .Cysy  3003.45 135135
: — = = = 0,27%
Coo:6 50.063.860 50.063.860

Probabilidade de acertar a quadra (acertar exatamente 4 nidmeros):

- Aposta com 6 numeros (aposta simples):

Neste caso, existem 15 combinacdes diferentes para formar-se a quadra (Ce.4). Isolando a
guadra, as outras duas bolas podem ser escolhidas dentre qualquer uma das 54 bolas
restantes, que da um total de 1431 combinacdes (Css.2). Como o0 espaco amostral é o

mesmo ja trabalhado até o momento, temos:

Coa-Csap  15.1431 21465
Ceoe  50.063.860  50.063.860

= 0,043%

- Aposta com 7 nameros:

Com 7 numeros tomados 4 a 4 temos um total de 35 combinagdes (C7.4). Tendo a quadra

formada, passamos para escolha das duas bolas restantes, que poderéo ser escolhidas
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dentre as 53 restantes (Cs3.2). Isto gera um total de 1378 combinagbes. Mantendo o

mesmo espaco amostral, conclui-se que:

C74-Cs3p _ 35.1378 48230
Coose  50.063.860  50.063.860

= (0,096%

- Aposta com 8 nameros:

Neste caso, tomamos os 8 niumeros combinados 4 a 4, que resulta em 70 agrupamentos.
Para escolher as duas bolas restantes, tomamos as 52 bolas restantes combinadas 2 a 2,

gue gera 1326 agrupamentos. Com 0 mesmo espag¢o amostral, temos que:

Cga-Cszp  70.1326 92820
Coose  50.063.860  50.063.860

= 0,19%

- Aposta com 9 ndameros:
Seguindo o mesmo procedimento adotado anteriormente, temos:

Cou-Cs1p  126. 1275 160650

= = = 0,329
Ce0:6 50.063.860 50.063.860 %
- Aposta com 10 numeros:
Ci0:4 - Cso. 210. 1225 257250
10;4 50;2 — — ~ 0'51%
Ce0:6 50.063.860 50.063.860
- Apostas com 11 nameros:
Ci1.4 -Cho 330. 1176 388080
11;4 - L4922 = 0,78%

Coos  50.063.860  50.063.860



- Aposta com 12 ndmeros:

- Aposta com 13 nimeros:

- Aposta com 14 ndmeros:

- Aposta com 15 numeros:

Ciz.4 -Csgo, 495. 1128 558360
: == = = 1,12%
Ceo:6 50.063.860 50.063.860
Ci3.4.Cy-. 715. 1081 772915
13;4 47,2 — — ~ 1’54%
Ceo:6 50.063.860 50.063.860
Cia.q .Che. 1001. 1035 1036035
14;4 - ~462 _ = 2.07%
Ce0:6 50.063.860 50.063.860
Cisg-C4s,  1365. 990 1351350
- = = = =2,7%
Ceo:6 50.063.860 50.063.860

43
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Capitulo 5: Propostas pedagogicas

Este capitulo propde algumas atividades a serem realizadas em sala de aula,

utilizando loterias como base de estudo.

Atividade 1 (individual): Cria-se uma loteria em que o vencedor serd quem acertar os 3

(trés) numeros sorteados dentre 10 possiveis. Podem ser feitas apostas assinalando até 8
nameros em um mesmo cartdo, com valores diferenciados, evidentemente. A tabela
abaixo indica os valores das apostas de acordo com a quantidade de numeros

assinalados:

Quantidade de niimeros jogados Valor da aposta (RS)

3 1,00

5,00

15,00

25,00

40,00

0| I Nl |uv | &

60,00

Pergunta-se:

a) Sob o ponto de vista probabilistico, os valores da tabela acima séo razoaveis? Por

qué?

b) Em caso negativo e tomando a aposta simples (3 nimeros) como base, quais

deveriam ser os valores da tabela acima ?

Esta proposta tem como objetivo fazer os alunos compararem o valor de cada
aposta com a probabilidade de ganhar em cada caso e com isso perceber que os valores
deveriam ser proporcionais ao numero de combinacbes apostadas, 0 que,

propositalmente, ndo ocorre.
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Atividade 2: Agora, dividimos a turma em 6 grupos e passamos a considerar uma loteria
com 20 numeros. O vencedor sera quem acertar os 3 (trés) numeros sorteados dentre os
20 possiveis. Podem ser feitas apostas assinalando até 8 nimeros em um mesmo cartéo,
com valores diferenciados, evidentemente. Sao distribuidos cartdes semelhantes ao

mostrado abaixo:

1 2 3 4 5
6 7 8 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20

Cada grupo ira assinalar as dezenas de sua preferéncia, seguindo o0s seguintes

procedimentos:

Grupo 1: apostara 6 cartdes, todos com 3 nimeros marcados.
Grupo 2: apostara 5 cartdes, todos com 4 nimeros marcados.
Grupo 3: apostara 4 cartdes, todos com 5 nimeros marcados.
Grupo 4: apostara 3 cartdes, todos com 6 nimeros marcados.
Grupo 5: apostara 2 cartdes, ambos com 7 niumeros marcados.
Grupo 6: apostara apenas 1 cartdo com 8 nimeros marcados.

Além disso, cada numero sé podera ser assinalado em apenas um cartdo. Por exemplo,
se 0 grupo 2 assinalou o nimero 12 em um cartdo, este ndo podera ser assinalado em

outro cartdo desse mesmo grupo.

Fazemos o sorteio e verificamos qual grupo foi o vencedor.

Em seguida, propde-se as seguintes perguntas:

a) Todos os grupos tinham a mesma chance de vencer o sorteio?

b) Em caso negativo, qual dos grupos possuia a maior chance de ser o vencedor?
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C) Se vocé fosse apostar em uma das sequéncias abaixo, qual seria a escolhida?

(1;2;3)ou(3;7;9)

Atividade 3 (individual): Consideramos uma loteria semelhante a proposta na atividade 1,

ou seja, com 10 numeros possiveis, dos quais trés sdo sorteados.
Propdem-se 0s seguintes questionamentos, visando um debate:

a) No sorteio de trés numeros nesta loteria, qual € a probabilidade de que haja um par

de numeros consecutivos, por exemplo, (1,2, 7)?

b) E no sorteio da Mega Sena, qual é a probabilidade de que haja um par de nimeros

consecutivos sorteados?

Esta atividade leva os alunos a um impasse. No item a), fazendo pelo método de
contagem, consegue-se determinar quantos ternos existem com numeros consecutivos.
Entretanto, no item b), este procedimento ja ndo € vantajoso, pela quantidade de casos
favoraveis. Neste momento, devemos enunciar a turma os dois lemas de Kaplansky, que

serdo necessarios para resolucao deste tipo de questao.

Atividade 4 (individual): Para esta atividade devemos propor a utilizacdo de uma

calculadora cientifica ou a realizacdo desta questdo em um laboratério de informatica,

caso seja possivel.

Uma certa loteria possui 100 numeros. Para apostar, cada pessoa deve comprar

um bilhete que tem um ndmero. Ganha quem possuir o bilhete com o niumero sorteado.
Pergunta-se:
a) Roberto compra 10 bilhetes para um Gnico sorteio, enquanto Rodrigo compra 1

bilhete para cada sorteio, em um total de 10 sorteios.

Quem tem a maior chance de ganhar algum prémio: Roberto ou Rodrigo?
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b) Generalizando, em uma loteria com N numeros, € melhor comprar “p” bilhetes para

um unico sorteio ou 1 bilhetes por sorteio, durante “p” sorteios?

O objetivo desta atividade é mostrar aos alunos que, em determinadas questdes, 0
céalculo da probabilidade da ocorréncia do complementar do evento € mais facil do que o
préprio evento. Neste caso, devemos relembrar com os alunos a negacao de proposicoes

I6gicas, que sera importante neste tipo de exercicio.
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Capitulo 6: A loteria nos vestibulares

Coletanea de questdes de vestibulares que abordaram o tema probabilidade com

enfoque nos jogos de loteria.

1) (PUC-RJ — 2008) No jogo de Lipa sorteia-se um numero entre 1 e 600 (cada
namero possui a mesma probabilidade). A regra do jogo €: se 0 numero sorteado for um
multiplo de 6 entdo o jogador ganha uma bola branca e se o numero sorteado for um
multiplo de 10 o jogador ganha uma bola preta. Qual é a probabilidade do jogador néao

ganhar nenhuma bola?

Resolucéo:

Inicialmente, devemos perceber que M.M.C (6 ; 10) = 30. Em seguida, de 1 a 600
temos 100 mudltiplos de 6, 60 multiplos de 10 e 20 mdltiplos de 30. Logo, o jogador

ganhara alguma bola se um destes 140 (100 + 60 — 20) numeros forem sorteados. Com

. N 140 460 23
isso, a probabilidade pedidaé 1l -—=—— = —,
600 600 30

2) (UFPA — 2008) No jogo da Mega Sena sdo sorteados 6 numeros de 1 a 60. Por
exemplo, o concurso 924 teve como numeros sorteados 02, 20, 21, 27, 51 e 60, ou seja,
houve um par de numeros consecutivos, 20 e 21. A probabilidade de que no jogo da
Mega Sena haja um par de nimeros consecutivos sorteados é:

54!
a) —
60!
53!
b) —
59!
56!. 55!
o @ 1- 222
49!. 60!
54!. 53!
d) 1— ——
48!. 60!
55!. 54
) 1-— 2>

49!. 60!
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Resolucéo:

Utilizando o primeiro lema de Kaplansky, determinamos o niumero de sequéncias
de 6 elementos que podem ser formadas entre 1 e 60 em que ndo haja numeros

consecutivos:

55!
6!. 49!

6 — r6 —
C60—6 +1 — C55 -

O numero de elementos do espaco amostral deste experimento & C660. Logo, a

probabilidade de que haja um par de nUmeros consecutivos é:

551

| _ 81491 _ 55!. 54!

~ 60 T 7 491, 60!
6! . 54!

Alternativa E

3) (UFSCar — 2005) No jogo da loteca, para cada um dos 14 jogos de futebol
indicados, o apostador devera marcar o seu palpite, que pode ser coluna 1, coluna do
meio ou coluna 2 (vitéria do time 1, empate ou vitéria do time 2, respectivamente).
Quando o jogador assinala apenas uma das trés colunas em um jogo, dizemos que ele
assinalou palpite simples nesse jogo. Dependendo do valor disponivel para a aposta e de
limites de apostas por volante, o jogador também poderd marcar alguns duplos e/ou
triplos. Em um palpite duplo, por exemplo, coluna 1 e coluna do meio, o apostador so
errard o jogo se o resultado final for coluna 2. Em um palpite triplo, coluna 1, empate e
coluna 2, o apostador sempre acertara o jogo. Em relacdo a um jogo da loteca com um
palpite duplo em um dos jogos e palpites simples nos demais jogos, preenchido
aleatoriamente, e supondo que as trés colunas sao igualmente possiveis em todos o0s

jogos, pergunta-se:

a) Qual é a probabilidade desse cartdo ser contemplado com o prémio maximo, que

corresponde ao acerto dos 14 jogos?
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Resolucéo:
- . . a L 1
A probabilidade de acerto de uma partida com uma Unica marcacéo € igual a 3
- . . L 2
enquanto a probabilidade de acerto de uma partida com duas marcacdes é igual a 3

Logo, a probabilidade da aposta é dada por:

5 Q) =5
3/ "\3/ = 3% 4782969

b) Qual é a probabilidade desse cartdo ser contemplado com algum prémio, que

corresponde ao acerto de, pelo menos, 13 jogos?

Resolucao:

Para acertar pelo menos 13 jogos, deve-se acertar 13 ou 14 jogos. Diante disso,
separaremos nossa resolucdo nos seguintes casos:

) Acertar 13 jogos, acertando um duplo e errando um jogo simples, entre os 13
restantes:

2 (1)12 2 1, 52

3°\3/ 377 31

I Acertar 13 jogos, errando um duplo e acertando todos os 13 jogos simples:
1 (1)13 1
3'\3/ = 3

[l)  Acertar 0s 14 jogos:
. 2
Conforme resolucao da letra a), 312

Logo, a probabilidade de acerto em, pelo menos, 13 jogos é:

52 1 2 55

312 T 34T 3T 2782.969
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4) (UFRGS - 2004) Em um jogo, dentre dez fichas numeradas com numeros distintos
de 1 a 10, duas fichas sdo distribuidas ao jogador, que ganhard um prémio se tiver

recebido fichas com dois nUmeros consecutivos. A probabilidade de ganhar o prémio neste

jogo é:
a) 14%
b) 16%
C) 20%
d) 25%
e) 33%
Resolucéo:

Questdo semelhante ao problema 2. Pelo primeiro lema de Kaplansky, o numero
de sequéncias de 2 elementos que podem ser formadas de 1 a 10, sem que hajam
ndmeros consecutivos €:

9!
20, 7!

2 — 2 = _
Clo—2+1 =05 = =36

O numero de elementos do espagco amostral em questéo é Clzo =45.

36
Portanto, a probabilidade pedida é 1 - 1e =0,2=20%

Alternativa C.

5) (Unifesp - 2002) Uma pessoa comprou um numero (de dois algarismos) de uma
rifa, constante de nimeros de 0 a 99. O sorteio sera feito de uma das duas maneiras

descritas a sequir:

A) Em uma urna séo colocadas 100 bolas, numeradas de 00 a 99, de onde sera

retirada uma Unica bola.
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B) Em uma urna séo colocadas 20 bolas, numeradas de 0 a 9, sendo duas com o
namero 0, duas com o numero 1, ..., até duas numeradas com o numero 9. Uma bola é
retirada, formando o algarismo das dezenas e depois, sem reposicdo da primeira bola,

outra bola é retirada formando o algarismo das unidades.
Pergunta-se:

a) Qual é a probabilidade dessa pessoa ganhar no sorteio descrito em A?

Resolucéo:
P(A) = 1
(A) = 100

b) Qual e a probabilidade dessa pessoa ganhar no sorteio descrito em B?

Resolucéo:

Neste caso, a questao tera duas respostas, dependendo da hipétese considerada.

) O nuamero comprado tem algarismos distintos:
B(B.) = 2 2 1
B)=26 "To = 95

1)) O namero comprado tem dois algarismos iguais:

P(B,) = = .=
(B2 =35 "1 = To0

O texto abaixo se refere as questdes 6 e 7.

(ENEM - 2000) Um apostador tem trés opc¢Oes para participar de um certo jogo de loteria,

gue consiste no sorteio aleatério de um namero entre dez.

12 opgdo: comprar trés niameros para um Unico sorteio.
22 opcao: comprar dois numeros para um sorteio € um namero para um segundo sorteio.

32 opcao: comprar um numero para cada sorteio, num total de trés sorteios.
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6) Se X, Y e Z representam as probabilidades de o apostador GANHAR ALGUM
PREMIO, escolhendo, respectivamente, a 12, a 22 ou 32 opcdes, € correto afirmar que:

a) X<Y<Z
by X=Y=2Z
C) X>Y=Z
d) X=Y>Z
e) X>Y>Z

Resolucéo:

Primeiramente, devemos observar que “GANHAR ALGUM PREMIO” e “NAO
GANHAR NENHUM PREMIO’” representam eventos complementares. Logo:

3
X=—=0,3
10
8 9
Y=1-{—.—)=0,28
10 10

9 9 9
Z==1-(——. —. ——) =0,271
10 10 10

Portanto, X >Y > Z.

Alternativa E.

7) Escolhendo a 22 opcéo, a probabilidade do apostador NAO GANHAR em qualquer

dos sorteios € igual a:

a) 90%
b) 81%
c)  72%
d  70%

e) 65%



54

Resolucéo:
A probabilidade de n&o ganhar em qualquer dos sorteios equivale a probabilidade
de perder no primeiro sorteio e perder no segundo sorteio. Logo:

8 9
P(n&o ganhar em qualquer sorteio) = 010 - 72%

Alternativa C

8) (UFRGS - 2000) No jogo da Mega Sena sdo sorteados seis nameros distintos
dentre 60 possiveis (01 a 60). Considere P a probabilidade de que nenhum numero
sorteado em um concurso seja sorteado no concurso seguinte. Dentre as alternativas

abaixo, a melhor aproximacao para P é:

a) 90%
b) 80%
C) 70%
d) 60%
e) 50%
Resolucéo:

Como nenhum numero sorteado no primeiro concurso poderd ser sorteado no
concurso seguinte, no segundo concurso podera sair qualquer uma das combinacdes de

6 elementos dentre os 54 nimeros possiveis. Logo, a probabilidade pedida sera dada por:

54!

Cé, g 481 541 6!.540  (54)? _54.53.52.51.50.49~05158
cs, _60 —6l.48!" 60!  48!.60! 60.59.58.57.56.55
6! . 541

Portanto, a melhor aproximacéo para P, dentre as alternativas acima, € 50%.

Alternativa E.
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9) (FGV — 1999) Uma loteria consiste no sorteio, sem reposi¢cao, de duas bolinhas de
uma urna, contendo 20 bolinhas numeradas de 1 a 20; a ordem dos numeros nao €
levada em consideragédo. Ganha um prémio de R$ 3.800,00 quem tiver o bilhete com os

ndmeros sorteados.

a) Qual deveré ser o preco de cada bilhete, de modo que o total arrecadado na venda

dos bilhetes seja igual ao prémio?

Resolucéo:

Como sao sorteadas duas bolinhas dentre 20 possiveis, 0 nimero de combinacdes

(bilhetes) é dado por CZ, = 190. Logo, o valor do bilhete para que o total arrecadado seja

. - 3800 :
igual ao prémio deve ser Too 20 reais.

b) Qual é a probabilidade de que ambos 0s numeros sejam inferiores a 5?

Resolucao:

Para que ambos os numeros sejam inferiores a 5, o primeiro nimero sorteado
devera seja inferior a 5 e 0 segundo nimero sorteado também devera ser inferior a 5.
Logo:

4 3 3
P(ambos inferioresab)=— .— = —
20 19 95

10) (FGV - 1997) Cada dia que uma pessoa jogue em uma loteria, ela tem uma

. . 1, :
probabilidade de ganhar igual a 700" independente dos resultados anteriores.

a) Se ela jogar 30 dias, qual é a probabilidade de ela ganhar ao menos uma vez?

Resolucéo:

O evento “ganhar ao menos uma vez”’ é complementar ao evento “perder todas as

30
” . . , . 999 .
vezes”. A probabilidade de perder em todos os sorteios € igual a (ﬁ) . Com isso, a

30
- 7 999
probabilidade de ganhar ao menos umavez é 1 - (ﬁ) .
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b) Qual é o numero minimo de dias que ela deverd jogar para a probabilidade de que

ela ganhe ao menos uma vez seja maior que 0,3?

Obs: Nao é necessario efetuar os calculos. Basta deixa-los indicados.

Resolucéo:

n
999) > 0,3. Isto resulta que n > log 99 0,7

1000 1000

Queremos encontrar “n” tal que 1 - (
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Capitulo 7: Conclusao

O presente trabalho visa propiciar, tanto aos alunos quanto aos professores de
matematica do ensino médio, uma abordagem facilitadora a assimilacdo de conceitos
relativos a teoria de probabilidades e ndo somente a aplicacdo mecanica de férmulas. A
utilizacdo dos jogos de loteria, como pratica pedagogica, permite que o aluno vivencie
uma aplicacdo cotidiana do tema e ao mesmo tempo exige que o discente siga um
processo sequencial extremamente importante na construcdo do conhecimento, que se
inicia com o tratamento das informacdes, passa pela organizacdo dos dados e culmina

com o célculo de probabilidades.

E importante perceber que neste tipo de abordagem, dividas e questionamentos
sdo comuns, tendo em vista que em muitos momentos o resultado que se encontra nao
era o0 esperado, 0 que ndo ocorre quando apenas impomos férmulas e resolvemos
exercicios. Julgamos que a duvida e o erro fazem parte do processo de desenvolvimento
e amadurecimento do cidadao enquanto aluno. A aula pratica, facilitada por uma dinamica
interativa, fornece ao aluno uma “representagao da realidade”, que € um das finalidades
propostas nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN). A realizacdo deste tipo de
atividade exerce uma mudanca de paradigmas em sala de aula, onde objetiva-se
proporcionar uma Vvisdo critica aos alunos, com poder de andlise de dados e com

raciocinio combinatério e probabilistico.

Essa opcao de préatica pedagdgica a partir de projetos em nada substitui o conceito
tedrico praticado pelos professores até entdo. Evidentemente ndo seria possivel a
realizacdo de nenhum tipo de atividade com jogos de loteria caso a teoria néo tivesse sido
previamente apresentada. Muito pelo contrario. As aulas tedricas sdo extremamente
importantes no sucesso dos projetos. Entretanto, acredita-se que a valorizacdo do ensino
do tema sendo voltada para a realidade a qual estamos inseridos, aliado a exemplos
concretos podem atuar como facilitadores do processo de ensino-aprendizagem.

A constante atualizacdo dos docentes esta diretamente ligada ao sucesso destas
propostas. A partir do momento em que o professor abandona o papel de transmissor de

conteudos e transforma-se em um pesquisador, no ambito pedagdgico, a tendéncia é que
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0s objetivos estabelecidos sejam alcancados. Obviamente, sabemos que nao
transformaremos todos em “matematicos de exceléncia”, que fatores alheios interferem
nas aulas, como comportamento, cronograma, realidade da turma no que tange ao
dominio de conceitos basicos, etc. Cabe a cada professor, em sua realidade de trabalho,
saber onde pode chegar. Mas o que se busca € a potencializar a descoberta de
competéncias e dominios que poderiam ndo ser estimulados. Para isso, deve-se tracar

um obijetivo e trabalhar para que as metas sejam cumpridas.

“Conhecer diversas possibilidades de trabalho em sala de aula € fundamental para que o

professor construa sua pratica”

(PCN, MEC/SEF, 2000, p. 42)
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Apéndice

Levantamento sobre as probabilidades de acerto em algum prémio nos jogos da

loteria,com excec¢ao da Mega Sena.

v" Quina

Probabilidade de acertar a quina (acertar os 5 numeros):

- Aposta com 5 numeros (aposta simples):

O numero total de combina¢gBes de 5 numeros que podem ser formadas com os 80
possiveis é dado por Cgos, OU Seja, 24.040.016. Com uma aposta Unica de 5 nimeros,

isto €, uma aposta simples, concorre-se aposta com uma combinacao. Logo:

CS;S —
Caois  24.040.016

= 0,0000042%

- Aposta com 6 nameros:

O numeros de combinac¢des que podemos formar apostando 6 numeros € calculado por
Css, Qque resulta em 6 combinacbes. O espago amostral € o mesmo calculado

anteriormente. Com isso:

C6;5 —
Caos  24.040.016

= 0,000025%

- Aposta com 7 nUmeros:

O espaco amostral € o0 mesmo e neste caso concorre-se com 21 combinagfes (Cy:s).

Portanto:

Crs 21
Cgos  24.040.016

= 0,000087%
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Probabilidade de acertar a quadra (acertar exatamente 4 nUmeros):

- Aposta com 5 numeros (aposta simples):

Utilizaremos o0 mesmo raciocinio empregado na Mega Sena. Formamos a quadra (Cs.4) e
em seguida podemos utilizar qualquer uma das 75 bolas restantes (Css.1). O espaco

amostral € o mesmo utilizado para calcular a quina. Logo:

Csa- Crsp _ 5.75 375
Cso;s  24.040.016  24.040.016

= 0,0016%

- Aposta com 6 nameros:

Para formar a quadra, combinamos os 6 numeros tomados 4 a 4 (Ce4). Em seguida,
escolhemos qualquer uma das 74 bolas restantes e combinamos 1 a 1 (C74.1). O espago

amostral € o mesmo ja definido. Com isso:

Coa- Cran _ 15.74 1110
Cso;s  24.040.016  24.040.016

= 0,0046%

- Aposta com 7 nUmeros:

Combinamos os 7 numeros escolhidos tomados 4 a 4 (Cv.4). Formada a quadra, basta

escolher uma bola dentre as 73 restantes (C73.1). Logo:

Cra-Cyzn  35.73 2555
Cso;s  24.040.016  24.040.016

= 0,011%

Probabilidade de acertar terno (acertar exatamente 3 nidmeros):

- Aposta com 5 numeros (aposta simples):

Primeiramente devemos formar os possiveis ternos. Isto é feito combinando os 5 nimeros
tomados 3 a 3. Em seguida, combinamos os 75 nameros restantes tomados 2 a 2. Como

0 espaco amostral € dado por Cgp:5, temos que:
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Css. Crsz  10.2775 27750
Ceo;s  24.040.016  24.040.016

= 0,12%

- Aposta com 6 nameros:

Para formar os ternos, combinamos os 6 numeros tomados 3 a 3 (Ce:3). Em seguida,
escolhemos qualquer uma das 74 bolas restantes e combinamos 2 a 2 (Cv4.2). O espaco

amostral € o mesmo ja definido. Com isso:

Ces- Craz  20.2701 54020
Cso;s  24.040.016  24.040.016

= 0,22%

- Aposta com 7 nameros:

Combinamos os 7 numeros escolhidos tomados 3 a 3 (C73). Formado o terno, basta
escolher duas bolas dentre as 73 restantes (Cvs.2). Logo:

Cr3. Cr32  35.2628 91980
Cso;s  24.040.016  24.040.016

= 0,38%

Obs: Para analise dos jogos seguintes, explicitaremos apenas os calculos referentes a
premiacao da faixa principal (premiacdo maxima), tendo em vista que o procedimento das

outras faixas é analogo aos adotados anteriormente.



> Lotoféacil

Probabilidade de acertar os 15 nimeros:

- Aposta com 15 numeros:

C15;15 —
Cosis  3.268.760

= 0,000031%

- Aposta com 16 nimeros:

Cie;15 _ 16 =~ (0,00049%
Crsns  3.268.760 —

- Aposta com 17 numeros:

Cins _ 130 504206
Crsis  3.268.760 —
- Aposta com 18 numeros:
Cis. 816
LS = 0,025%

Crss  3.268.760

> Lotomania

Probabilidade de acertar os 20 niumeros:

- Aposta com 50 numeros (Unica possibilidade neste jogo):

CSO;ZO

= (0,0000088%

100;20

64



» Dupla Sena

Probabilidade de acertar a sena (acertar os 6 numeros):

- Aposta com 6 nameros:

- Aposta com 7 nameros:

- Aposta com 8 nimeros:

- Aposta com 9 nimeros:

- Aposta com 10 numeros:

- Aposta com 11 numeros:

C6;6

_ = 0,0000063°
Csos  15.890.700 %

C7;6 —
Cso;6  15.890.700

= 0,000044%

Cos 28
Cso;6  15.890.700

= 0,00018%

Cos ___ 8% 00053%
Csos  15.890.700 °
Cioe 210
— = = 0,00130
Cso.s  15.890.700 %
Cyy. 462
116 _ = 0,0029%

Cso6  15.890.700
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- Aposta com 12 ndmeros:

Cuae 924 0058
Csos  15.890.700 °
- Aposta com 13 numeros:
Cize 1716
2 = = 0,0119
Cso.6  15.890.700 o
- Aposta com 14 ndmeros:
Ciae 3003
2 = = 0,0199
Cso.6  15.890.700 o
- Aposta com 15 numeros:
Cis. 5005
156 _ = 0,031%

Cso;s  15.890.700

> Loteca

Probabilidade de acertar as 14 partidas

- Aposta simples (1 duplo)

Neste caso, em 13 partidas serdo marcadas apenas uma coluna (coluna 1, coluna do

meio ou coluna 2) e em 1 jogo serdo marcadas duas colunas (duplo). Logo, a

- , . 7 1
probabilidade de acerto de uma partida com uma Unica marcacao é igual a 3 enquanto a

. . ~ L. 2
probabilidade de acerto de uma partida com duas marcagbes € igual a 3 Logo, a

probabilidade da aposta é dada por:
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1

() () = 2= s = 0000042
3) "\3) T 314" 4782969 0

- Aposta maxima (5 duplos e 3 triplos):

Inicialmente devemos perceber que 3 partidas ja tém o acerto garantido, pois serao
apostados 3 triplos. Das 11 partidas restantes, 6 terdo marcacdo Unica e 5 terdo
marcacao de duas colunas (duplo). Com isso, temos que:

<1>6 <2>5 _32_ 82 e
3) "\3) T3 77047 T 7

Obs: E importante ressaltar que neste tipo de jogo, assim como na Lotogol, a ocorréncia
de um determinado evento néo é aleatéria como nos outros jogos, pois como sao partidas
de futebol, existem diferencas de niveis técnicos entre equipes. Assim, podemos

classificar este tipo de probabilidade em “probabilidade subjetiva”.

> Lotogol

Devido ao exposto acima e com 0 “agravante” desse jogo considerar o nimero de gols
marcados pelas equipes, ndo achamos razoavel que seja feito um célculo probabilistico
acerca de um resultado. O site da Caixa Econdmica Federal (www.caixa.gov.br) fornece

um arquivo com todos os resultados dos concursos ocorridos até hoje.
» Timemania
Probabilidade de acertar os 7 nimeros:

Cio7 120
Cso;7  3.176.716.400

= (0,0000038%
Probabilidade de acertar o time de futebol sorteado:

1
— = 10,0125 = 1,259
80 %


http://www.caixa.gov.br/

