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Resumo

Este trabalho tem o propdsito de desenvolver e auxiliar o estudo sobre pavimentagoes no
Plano Euclidiano, mostrando diversos tipos de pavimentagoes e algumas aplicagoes.

Analisamos algumas classes de poligonos convexos e nao convexos para que possamos
entender melhor o porqué eles sao ou nao aceitaveis na pavimentagao.

O objetivo central do trabalho é aplicar o estudo da pavimentacao em sala de aula, onde é
mostrado maneiras diferentes para aprendizagem em diferentes faixas etarias.

Palavras-chave: Pavimentacoes, Poligonos, Plano Euclidiano.
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Abstract

This work has the purpose to develop and assist the study about tessellations in Euclidean
Plane, showing various types of paving and some applications.

We analyze some classes of convex polygons and not convex so we can better understand
why they are or not acceptable in paving.

The central objective in this work is the application the study of paving in the classroom,
where it is shown different ways to learning at different ages.

Keywords: Paving, Polygons, Euclidean Plane.
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Lista de Simbolos

AB : segmento de vértices nos pontos A e B;

m(AB) : medida do segmento AB;

E . vetor formado pelos pontos A e B;

= . congruéncia entre dois objetos;

N : Intersecao de dois conjuntos;

: Angulo interno do vértice A de um poligono;
: Conjunto vazio;

: Conjunto dos nimeros naturais;

Aoz S

: Conjunto dos nimeros reais.
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Introducao

Para o homem a pavimentacao existe desde que ele comecou a usar pedras para cobrir o
chao e as paredes de sua casa, chamando estas pedras posteriormente de ladrilhos. As mais
antigas pecas de ladrilhos conhecidas datam de 5000 anos a.C. e foram encontradas no Egito.
Romanos e outros povos mediterraneos retratavam pessoas e cenas naturais; Mouros e Arabes
usavam figuras geométricas complexas e entrelagadas. Apesar da arte ser bem antiga e bem
desenvolvida, a ciéncia é recente, aproximadamente 100 anos, tendo aspectos que ainda nao
foram desenvolvidos. J& na natureza, a pavimentacao é encontrada de diversas formas, como
em células de tecidos bioldgicos, nas colméias, no arranjo das escamas de peixes, nas pinhas
das coniferas, nos arranjos dos cristais, nas bolhas de sabao, etc.

O homem usa essa técnica em uma grande variedade de aplicacoes, sendo algumas delas:
papel de parede, pisos decorativos com ceramicas ou pedras, forros de madeira, estamparia de
tecidos, malharias, crochet e no empacotamento ou empilhamento de objetos iguais, etc.

O objetivo desse trabalho é fazer um estudo rigoroso de alguns tipos de pavimentagoes do
plano euclidiano e finalizar apresentando algumas aplicagoes na natureza e em sala de aula. A
seguir, descrevemos de forma mais detalhada, o contetido de cada capitulo.

No Capitulo 1, apresentamos todas as definicoes e resultados preliminares que serao
utilizados no decorrer do trabalho.

No Capitulo 2, apresentamos as pavimentacoes monoédricas, onde é mostrado que é possivel
pavimentar o plano euclidiano com qualquer triangulo ou quadrilatero. Mostramos outras
formas de poligonos que pavimentam o plano euclidiano, como os pentagonos e hexagonos
convexos, mostrando as diferenca entre eles e a histéria de como foram estudados e descobertos.
Este capitulo também aborda as diferentes formas de poligonos regulares que pavimentam e os
que nao pavimentam o plano euclidiano mostrando, a partir dos seus angulos internos, o porque
desses poligonos serem ou nao compativeis com a definicao de pavimentacao.

No Capitulo 3, provamos porque apenas poligonos de trés, quatro, cinco ou seis lados, podem
pavimentar o plano.

Por fim, no Capitulo 4, discutimos algumas aplicacoes dessas pavimentagoes. E mostrada

uma nova visao dos conceitos pedagogicos sobre a pavimentagao. Para mostrar a importancia
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da introducao desses conceitos na educagao é apresentada diversas formas de aplicagao em sala
de aula, usando materiais e conceitos simples, que ajudam na formacgao cognitiva e ludica dos
alunos. Além de desenvolver e despertar o interesse nos conceitos matematicos por verem e

entenderem as aplicagoes dos mesmos em seu dia-a-dia.



CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo apresentamos as definigoes fundamentais que precisaremos ao longo do
desenvolvimento do assunto. Como é costume na Geometria Euclidiana, denotaremos pontos
por letras maitsculas do alfabeto latino, como A, B por exemplo, e o segmento de extremidades

A e B sera indicado por AB, assim como, em alguns casos, o seu comprimento.

1.1 Colinearidade, Interseccao e Linha Poligonal

Consideramos A, B e C trés pontos distintos no espaco euclidiano, queremos determinar
condigoes para que tais pontos sejam colineares. Sabemos que trés pontos distintos A, B e
C' sao colineares se, e somente se, pertencem a uma mesma reta [, isto equivale a dizer, na
linguagem da geometria analitica, que os segmentos orientados zﬁ e ﬁ tém a mesma direcao,
ou ambos estao contidos em [.

Portanto, os pontos distintos A, B e C sao colineares se, e somente se, existe um escalar

A €R tal que AB — AAC.

Exemplo 1.1 Os pontos A = (2,0), B =
AB = (—1,2) e AC = (—2,4), logo para A =

1,2) e C = (0,4) sdo pontos colineares, pois

, temos zﬁ = )\1@.

Outro conceito importante que tratamos aqui é o conceito de interseccao de conjuntos.

N | — o —

Dizemos que dois conjuntos U e V se intersectam se eles possuem um elemento em comum,
neste caso, denotamos por U NV # (. Caso contrdrio, isto é, se esses conjuntos nao tém

nenhum elemento em comum, dizemos que eles sao disjuntos e denotamos por Y NV = ().

Exemplo 1.2 Os conjuntos U = {2n;n € N} e V = {2n + 1;n € N} sao disjuntos, pois um

numero nao pode ser par e impar ao mesmo tempo.

12



1.1 Colinearidade, Intersec¢ao e Linha Poligonal

Uma linha poligonal é a uniao de um numero finito de segmentos P, Py, P,P3;, P3Py, ...,
PHTHH, tais que trés pontos consecutivos P;_1, P; e P,; 1, nao sao colineares. Os pontos P; sao
os vértices da linha poligonal.

Uma linha poligonal P, Py, P, P3, P3Py... , P, P, é chamada de fechada se P,,, = P, caso

contrario, ela é dita aberta.

Figura 1.1: Exemplo de Linha Poligonal Aberta e Linha Poligonal Fechada.

Uma linha poligonal P, Py, P, Ps, P3Py, ... , P, P,.1 é chamada de simples se dois segmentos

nao consecutivos que a compoem sao disjuntos.

Observacao 1.1 Note que, das definicoes acima, € permitido uma linha poligonal se
intersectar em um ponto diferente do vértice, porém se essa linha poligonal for simples, isso jd

nao € mais permitido.

Figura 1.2: Exemplo de Linha Poligonal nao simples.

Uma linha poligonal simples e fechada divide o plano em trés conjuntos: uma regiao limitada,
uma regiao ilimitada e a prépria poligonal. Dizemos que os pontos da regiao limitada estao
no interior da linha poligonal, e que os pontos da regiao ilimitada estao no exterior da linha

poligonal.

Exterior
da

Linha
Poligonal Poligonal

Interior
da

Linha
Poligonal

Figura 1.3: Regioes do plano dividida por uma linha poligonal
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1.1 Colinearidade, Intersec¢ao e Linha Poligonal

1.2 Poligono

Definicao 1.1 Um poligono é uma linha poligonal fechada e simples PP, P,Ps, P3Py, ...,

P, 1P, PiPiy1, ..., P,P;. Os pontos P; sao os vértices do poligono e os segmentos P;_1P; sao

as arestas do poligono.

Figura 1.4: Exemplos de poligonos com, respectivamente, 6 e 4 arestas.

Observagao 1.2 Um poligono delimita uma regiao do plano, chamada de regiao poligonal. As
vezes, a palavra “poligono” também € usada para designar a regiao poligonal. Por abuso de

notacdao, chamaremos de poligono, tanto a linha poligonal quanto a regido poligonal.

Dois poligonos sao congruentes quando a medida de seus lados e seus angulos
correspondentes sao iguais.
Um poligono é convexo se cada reta determinada por dois de seus vértices consecutivos nao

intersecta os seus outros lados, caso contrario o poligono é nao convexo.

Figura 1.5: Exemplos de poligonos respectivamente, convexo e nao convexo.

Um poligono pode ser classificado quanto ao seu numero de lados, e a quantidade minima
de lados para se ter um poligono sao trés. Comecando por trés lados e até dez lados, temos
respectivamente: triangulo, quadrilatero, pentagono, hexagono, heptdagono, octégono, eneadgono

e decagono.
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1.2 Poligono

Figura 1.6: Exemplos de um hexagono P, P, P3P, P;Ps e um quadrilatero ABCD.

Definicao 1.2 Os angulos internos de um poligono sao os angulos formados por dois lados
consecutivos e 0s angulos externos de um poligono sao os angulos formados por um lado e pelo

prolongamento do lado a ele consecutivo.

Definicao 1.3 Um poligono diz-se reqular se tiver todos os seus lados e angulos congruentes,

isto €, com mesma medida, sejam eles internos ou externos.

Definicao 1.4 O perimetro de um poligono é o comprimento da linha poligonal que o forma,

ou seja, € a soma das medidas de suas arestas.

1.3 Transformacoes Geométricas

Nesta secao, definiremos algumas transformacoes geométricas que serao utilizados nos
capitulos posteriores.

Transformacgoes geométricas sao aplicagoes bijetivas entre as duas figuras geométricas no
mesmo plano ou em planos diferentes, de modo que, a partir de uma figura geométrica original se
forma outra geometricamente igual ou semelhante. Logo temos duas classes de transformagoes
geométricas, as isometrias (que nao altera o tamanho das figuras, preservando as distancias entre
os pontos) e as homotetias (que altera o tamanho da figura, sem alterar suas caracteristicas
principai, como forma e angulos). Para o nosso estudo, trabalharemos somente com isometrias,

mas para isso, vamos defini-las.

Definicao 1.5 Uma isometria é uma transformacao geométrica que preserva distancia entre
pontos, ou seja, T : m — 7 € uma isometria no plano m, se a distancia entre T(A) e T(B) €

tgual a distancia entre A e B.

Observacao 1.3 Um resultado possivel de se mostrar a respeito das isometrias é que elas
preservam a amplitude dos angulos, isto é, o angulo formado pelos pontos ndao colineares A, B
e C' € 0o mesmo que o angulo formado pelas suas imagens. Uma consequéncia disso € que se P

¢ um poligono e T(P) a sua imagem pela isometria T, entao P e T(P) sdo figuras congruentes.

15



1.3 Transformacoes Geométricas

Dentro da classe das isometrias, temos as reflexoes, rotacoes e translacoes.

Definicao 1.6 No plano, uma reflexao, de eizo r € uma transformacgao geométrica que a cada
ponto C' faz corresponder um ponto C', tal que, se C' € r, entao C' = C’, caso contrdrio, C'C'

¢ perpendicular ao eizo r e as distancias de C' e de C' ao eixo r sdo iguais.

D D
L
~_ ¢
B
E E'
. .
F F-
- :

Figura 1.7: Reflexao de eixo 7.

Definicao 1.7 No plano uma rotacao de centro D e amplitude o é uma transformacao
geométrica que a cada ponto B faz corresponder um ponto B' de tal forma que:

e DB = DB';

e BDB >~ q.

Figura 1.8: Rotacao de centro D e amplitude a.

Observagao 1.4 Note que da definicao 1.7, a partir de um ponto B, temos dois possiveis
pontos para a sua imagem, uma obtida por meio da rota¢io no sentido anti-hordrio (positiva)

e a outra no sentido hordrio (negativa).
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1.3 Transformacoes Geométricas

Definicao 1.8 A translacdo associada ao vetor U pode ser representada por Ty e faz
—
corresponder a cada ponto P um ponto P’ tal que i = PP’.

P
A
B \
A P
D C
E' B'
D' C

Figura 1.9: Translagao associada ao vetor .

<

E
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CAPITULO

2

Pavimentacao do Plano Fuclidiano

Neste capitulo, definimos pavimentacoes parciais e ideais, focando principalmente no
segundo tipo. Trabalhamos também com pavimentagoes monoédricas, que consiste em
pavimentar todo o plano euclidiano somente com poligonos congruentes. Construimos
pavimentagoes do plano por meio de triangulos, quadrilateros, pentdgonos e hexdgonos. Para o
caso especial de pavimentagoes por pentagonos apresentamos todo o historico matematico desse
problema, que ainda esta em aberto. Construimos passo-a-passo algumas dessas pavimentagoes
e ilustramos outras. Por fim, terminamos o capitulo mostrando as pavimentacoes do plano
somente por poligonos regulares e quais delas é possivel.

A seguir vamos apresentar algumas importantes defini¢oes.

Definicao 2.1 Pavimentar € preencher completamente uma superficie plana com figuras

geométricas, de modo que nao haja sobreposicao nem espaco entre elas.

Figura 2.1: Exemplo de uma pavimentacao qualquer.
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As pavimentagoes podem ser parciais ou ideais.

Definicao 2.2 Uma pavimentacdo parcial de uma regiao poligonal P, delimitada pela linha
poligonal L, simples e fechada consiste de uma particao de P em um nimero finito de poligonos,
onde a uniao desses poligonos e suas fronteiras € igual a P e a interseccao dois a dois desses

poligonos é vazia.

Figura 2.2: Exemplo de pavimentacao parcial.

Definicao 2.3 Pavimentacao ideal € quando preenchemos todo o plano com uma quantidade
enumerdvel de poligonos de tal forma que a unido dos poligonos e suas fronteiras seja todo o

plano euclidiano e a interseccao dois a dois desses poligonos seja vazia.

Figura 2.3: Exemplo de pavimentacao ideal.

Em uma pavimentacao qualquer, alguns elementos sao essenciais e serao definidos a seguir.

Definicao 2.4 Os nds de uma pavimentagao sao todos os vértices dos poligonos da
pavimentacdo. As arestas de uma pavimentacdo sao os segmentos de retas que tem como

extremos dois nos consecutivos de um mesmo lado de um poligono.
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Figura 2.4: N6s e arestas de uma pavimentacao

Note que, em um dado poligono da pavimentacao, pode aparecer, na sua fronteira, uma
quantidade de nds maior que a quantidade de vértices, conforme a Figura 2.4. Observe também,
nessa mesma figura, que um lado do poligono pode ser formado por mais de uma aresta da
pavimentacao.

Dentro dessas duas classes de pavimentagoes, as ideais e as parciais, existe uma
subclassificacao, da qual destacamos as pavimentacoes lado-a-lado, monoédrica, reqular e

transitiva.

Definicao 2.5 Uma pavimentacdo € dita lado-a-lado quando todo nd na fronteira de um

poligono da pavimentagao € vértice deste.

Observacao 2.1 Note que da definicao 2.5, em uma pavimentac¢ao lado-a-lado nao é possivel
termos nos sobre um lado de um poligono, consequéntemente, cada aresta da pavimentacao é

lado de um poligono que a define.

Figura 2.5: Exemplo de pavimentacao lado-a-lado.

Definicao 2.6 Uma pavimentacao € dita monoédrica quando ela for constituida de poligonos

todos congruentes entre si.

20



Figura 2.6: Exemplo de pavimentacao monoédrica.

Definicao 2.7 Uma pavimentagcao ¢é dita regular, quando ela €, ao mesmo tempo, uma
pavimentacao monoédrica e lado-a-lado, além disso, os poligonos que a definem sao todos

requlares.

Figura 2.7: Exemplo de pavimentacao regular.

Definicao 2.8 Uma pavimentacao € transitiva se dadas duas pecas quaisquer da pavimenta¢ao
existir uma 1sometria do plano Fuclidiano que preserva a pavimentacdao e que leva uma destas

pecas na outra.

Observacao 2.2 Toda pavimentacao do plano tem um dominio fundamental, que € a figura
geométrica que define uma repeticao na pavimentagdo para completar todo o plano através de

translacoes desta figura geométrica.

2.1 Pavimentagoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos

CONvVEXOs

Nesta secao, vamos demonstrar as pavimentacoes monoédricas até hoje encontradas. Vamos
também mostrar que é possivel fazer pavimentacoes monoédricas do plano por qualquer
triangulo e qualquer quadrilatero convexo, assim como por pelo menos quatorze tipos de

pentagonos convexos, encontrados até os dias de hoje, e trés tipos de hexagonos convexos.
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

2.1.1 Triangulos que Pavimentam o Plano Euclidiano

Pavimentagoes através de triangulos sao sempre possiveis e independe do tipo de triangulo
tomado. Vamos ver os passos da construgao de uma pavimentagao com um triangulo qualquer.

Passo 1: Tome um triangulo ABC' qualquer.

C
: B
A

Figura 2.8: Triangulo ABC' qualquer tomado como modelo.

Passo 2: Pela rotacao de 180° em torno do ponto médio do lado BC', obtenha um novo
triangulo A’B’C’, congruente ao primeiro, onde coincidam os vértices B com C’ e C com B’.

Estes dois triangulos formam juntos o dominio fundamental da pavimentagao.

AI
C=B]
B=C'
A

Figura 2.9: Dominio Fundamental.

Através de translacoes desse dominio por todo o plano, obtemos a pavimentacao ideal do

Plano Euclidiano.

Figura 2.10: Pavimentacao ideal.

Note que em cada né desta pavimentacao temos dois angulos equivalentes a A, doisa Be
dois a C.
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

Figura 2.11: Angulos de cada né da pavimentacao.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, temos um angulo total de 360°
por no, o que nos da um encaixe perfeito dos poligonos.

Portanto, demonstramos o seguinte resultado.

Teorema 2.1 O Plano Fuclidiano pode ser pavimentado monoedricamente por qualquer

triangulo.

2.1.2  Quadrilateros convexos que Pavimentam o Plano Euclidiano

De modo andlogo ao que mostramos na se¢ao anterior, nesta se¢ao, iremos mostrar que o
plano Euclidiano pode ser pavimentado monoedricamente por qualquer quadrilatero convexo.

Para fazermos esta demonstracao, iremos considerar um quadrilatero convexo qualquer

ABCD.

B

Figura 2.12: Quadrilatero ABCD.

A partir do quadrildtero dado, construimos um novo quadrilatero A’B’C’ D’ rotacionando-o
em 180° em torno do ponto médio do lado BC, de modo que coincidam os vértices B com
C' e C com B’. Como a rotacdo é uma isometria, temos que C'D é congruente a C'D’, AB é
congruente a A’B’ e AD é congruente a A’D’. Estes dois quadrildteros formam juntos o dominio

fundamental da pavimentagao.
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

D

D'

Figura 2.13: Dominio fundamental da pavimentagcao.

Assim, conseguimos a pavimentacao ideal do Plano Euclidiano, transladando o dominio
fundamental por todo o plano.

Note, na Figura 2.14, que os nos desta pavimentacao sao formados pelos quatro angulos
internos do quadrilatero inicial, e como a soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°,

a pavimentagao torna-se possivel.

Figura 2.14: Pavimentacao ideal e angulagao dos nés.

Portanto, temos demonstrado o seguinte teorema.

Teorema 2.2 O plano Fuclidiano pode ser pavimentado monoedricamente por qualquer

quadrildtero convexo.

2.1.3 Pentdgonos Convexos que Pavimentam o Plano Euclidiano

Nessa secao vamos tratar o problema de pavimentacao do plano Euclidiano por meio de
pentagonos. Para esse tipo de pavimentacgao, a histéria nos tras algumas descobertas inusitadas
e muito trabalho por conta de alguns matematicos, além de nao ser completamente definida
até hoje, deixando em aberto a pergunta de que os pentdgonos descobertos até hoje sao todos

os que podem pavimentar o plano, ou se ainda surgirao novas pavimentacoes?
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

Resumidamente, desde 1918, em uma tese de doutorado desenvolvida por Karl Reinhardt
(ver [9]), vem se descobrindo novos pentdgonos que pavimentam o plano. Nessa tese, Reinhardt
apresentou cinco classes de pentagonos convexos, classes essas definidas através de algumas
condicoes sobre os angulos e os lados de um pentdgono convexo, no qual todo pentagono
pertencente a uma dessas classes, poderia ser utilizado para pavimentar o plano euclidiano.

E importante lembrar que podem existir varios pentagonos, nao congruentes de um mesmo
tipo, e que pavimentam o plano, tendo entao varias pavimentacoes nao congruentes do plano,
com um mesmo tipo de pentdgono convexo.

Posteriormente, problemas que envolviam pavimentacoes de todo tipo vinham sendo
discutidos e em um livro de 1963 (ver [6]), langado por Heinrick Heesch e Otto Kienzle,
utilizando um esquema classificatério, desenvolvido em 1932 pelo préprio Heesch, os autores
demonstraram que as pavimentagoes obtidas por Reinhardt, eram as tinicas pavimentagoes do
plano, por pentagonos convexos, que sao transitivas, isto é, dadas duas pecas da pavimentacao,
existe uma isometria do plano Euclidiano que preserva a pavimentagao e que leva uma das
pecas na outra.

Parecia que os tipos de pentagonos encontrados por Reinhard, eram os unicos pentagonos
que pavimentavam o plano, porém, apos 35 anos de trabalho, o assistente do Laboratério de
Fisica Aplicada da Universidade Johns Hopkins, Richard Brandon Kershner, demonstrou que
esta ideia estava errada, pois ele havia encontrado outros trés tipos de pentdgonos convexos
que pavimentavam o plano s6 que de maneira nao transitiva. Além da descoberta, Kershner
conjectura que existem somente esses oito tipos de pentagonos convexos que servem de pecas
para uma pavimentacao monoédrica do plano.

Assim, em 1968, Kershner pensava que havia resolvido completamente o problema de
pavimentagao do plano por pentdgonos convexos. Porém, aproximadamente sete anos mais
tarde, um artigo publicado por Martin Gardner, em uma coluna de revista de divulgacao
cientifica chamada Scientific American (ver [4]), trouxe os oito tipos de pentdgonos convexos
que pavimentava o plano a um publico mais geral, fazendo com que qualquer tipo de pessoa,
seja ela da drea de exatas ou nao, tivesse acesso a esse problema.

Este artigo, fez com que o cientista da drea de computacao Richard James III, ao tentar
descobrir um desses oito tipos de pentagonos convexos sem olhar a lista, encontrasse um nono
tipo, enviando sua descoberta a Gardner, que publicou mais esta descoberta em um novo artigo
da mesma revista. Assim, o problema que ja era dado como resolvido, volta a se tornar um
problema em aberto.

Este novo artigo fez despertar o interesse da dona-de-casa, Marjorie Rice, que nao tinha
nem sequer formacao especifica em matematica, a fazer uma bela pesquisa sobre quais tipos de
pentdgonos convexos poderiam pavimentar o plano. Rice fez varias descobertas sobre o assunto,
a se destacar, quatro novos tipos de pavimentacoes do plano por pentdgonos convexos.

O 1ltimo pentagono encontrado até os dias de hoje, foi descoberto em 1985 pelo estudante
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

de matematica da Universidade de Dortmund, Rolf Stein, que compos os 14 tipos de pentdgonos
convexos que pavimentam o plano euclidiano. Apesar de nao ter sido descoberto nenhum outro
pentagono convexo que pavimente o plano euclidiano, a demonstracao de que essa lista esta
finalizada também esta em aberto.

Apresentaremos, nessa secdo, os cinco primeiros tipos de pentdgonos que pavimentam o
plano descobertos por Reinhardt, a construcao do dominio fundamental de cada um deles
e o eshoc¢o da pavimentacao ideal. Finalizamos a secao apresentando o esboco de todos as
pavimentagoes formadas por pentagonos convexos descobertas até hoje.

Tipo 1.

O primeiro tipo de pentdgono de Reinhardt sao aqueles que possuem trés angulos
consecutivos que somam juntos 360°. Para construir uma pavimentacao, com este tipo de
pentdgono, considere um pentagono ABC DE qualquer tal que os trés angulos consecutivos E ,

A e B somem 360°, conforme Figura 2.15.

E D

A+B+E=360°

B

Figura 2.15: Pentagono que possui trés angulos consecutivos que somam juntos 360°.

A partir de ABCDE, construa um novo pentdgono A’B'C'D’'E’, congruente ao primeiro,
através da rotacao em 180° em torno do ponto médio do seguimento C'D, de modo que coincidam
os vértices C com D’ e D com C’.

Esses dois pentagonos formam juntos o dominio fundamental da pavimentacao.

B
E D=C'

Figura 2.16: Dominio fundamental.

26



2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

Assim, através de translagoes obtemos a pavimentagao ideal do plano, conforme Figura 2.17.
Da Figura 2.17, note que os dois tipos de nés desta pavimentacao sao formados pelos angulos
A, Be E, que, por construcao, somam juntos 360°, e pelos angulos C’, De 180°, que também

somam juntos 360°, pois C+D = 180° por construcao, tornando assim, possivel a pavimentacao.

Figura 2.17: Pavimentacao Ideal e angulos de cada tipo de né

Tipo 2.

O segundo tipo de pentagono de Reinhardt, sao aqueles que possuem dois lados congruentes
e trés angulos, dois consecutivos e um nao, que somam juntos 360°. Considere um pentagono
ABCDE qualquer satisfazendo essas condicoes, de modo que os lados AB e DE sejam

congruentes e os angulos A, C e D somem 360°, conforme Figura 2.18.

B

E

Figura 2.18: Segundo tipo de pentdgono de Reinhardt.

Descrevemos a seguir, o processo construtivo para a pavimentagao com esse pentdgono.
A partir de ABCDE, obtenha um novo pentdgono A’B'C'D'E’, congruente ao primeiro,
através da rotacao em 180° em torno do ponto médio do segmento C'D e tal que coincida os

vértices C com D' e D com C".

Figura 2.19: Rotagao de 180°.
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

Em seguida, construa um novo pentagono A” B"C” D" E" | congruente ao primeiro através de
uma reflexao de ABC'DFE por um eixo vertical, uma rotacao de 90° no sentido horario e uma
translagao tal que coincida os vértices D' com A” e E' com B”. Note que isto é possivel, pois
por construcao, A”B" = D'E’ e o segmento E”A” sobrepoe o segmento BC, pois por hipétese,
C'+ D+ A" = 360°.

eixo vertical

E

Figura 2.20: Reflexao no eixo vertical, rotagao de 90° e translacao.

Por fim, construa um novo pentdgono A” B"”C" D" E", congruente ao primeiro e através
de uma reflexdao de ABC'DFE por um eixo horizontal, uma rotacao de 90° no sentido horario e
uma translacao tal que coincida os vértices D com A” e E com B". Note que isto é possivel,
pois por construcao, A”B" = DE e o segmento E" A" sobrepde o segmento B'C’, além disso,
D+ ¢+ A = 360°.

Esses quatro pentdgonos formam juntos o dominio fundamental da pavimentacao.

B
C
A D
E

eixo horizontal —

D"

B
E"

g™

A Dlll
90°

c"

D™
B™

Figura 2.21: Construgao do dominio fundamental da pavimentacao.

Assim, através de translagoes de figuras congruentes a esse dominio por todo o plano, ver
Figura 2.22.
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

Note que esta pavimentacao é constituida por 2 tipos de nés. O primeiro é formado pelos
angulos fl, Ce ﬁ, que, por hipétese, somam juntos 360°, e o segundo é formado pelos angulos B ,

Ee 180°, que também somam juntos 360°, pois B+FE = 180°, tornando possivel a pavimentacao.

m>

v‘ o A
J 180° 4

>>
o> Os

Figura 2.22: Pavimentacao Ideal e os angulos de cada tipo de né.

Tipo 3.

O terceiro tipo de pentadgono de Reinhardt, sao aqueles que possuem um par de lados
congruentes, a soma da medida de dois de seus lados igual a medida de um terceiro lado e
trés angulos que medem 120°. Considere um pentagono ABC DFE qualquer satisfazendo essas
condigdes, de modo que AB = BC, m(CD)+m(EA) = m(DE) e os angulos B, D e E medem
120°, conforme Figura 2.23.

A
E

C

Figura 2.23: Terceiro tipo de pentdgono de Reinhardt.

Descrevemos a seguir, o processo construtivo para a pavimentacao do plano euclidiano com

esse pentagono.
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

A partir de ABCDE, obtenha um novo pentagono A’B’'C'D'E’, congruente ao primeiro,
através da rotagao em 120°, no sentido horario, em torno do vértice B, tal que coincidam os
vértices B com B’ e A com C’. Note que isto é possivel pois os lados AB e BC sao congruentes

por hipdtese.

Figura 2.24: Rotacao de 120° no sentido horério.

Em seguida, construa um novo pentagono A” B"C"” D" E" congruente ao primeiro através da
rotagdo de ABC'DE em 120° no sentido anti-horario em torno do vértice B, tal que coincidam
os vértices B com B” e C' com A”. Novamente, isto é possivel pois os lados AB e BC sdo
congruentes por hipdtese.

Os trés pentdgonos obtidos formam juntos o dominio fundamental da pavimentacao, ver
Figura 2.25. Agora a pavimentacao ideal é obtida através de translagoes desse dominio

fundamental pelo plano todo, ver Figura 2.26.

C=A"

EII

Figura 2.25: Dominio fundamental da pavimentacao.

Note que esta pavimentacao é constituida por 4 tipos de nés. Trés deles sao formados por
trés angulos iguais, a saber, um né com trés angulos B, um com trés angulos E e outro com trés
angulos D, aonde a soma de trés desses angulos é, por hipétese, 360°. O quarto né é formado

pelos angulos /Al, Ce 180°, que também somam juntos 360°, pois A+ C =180°.
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

Figura 2.26: Pavimentacao Ideal e os angulos de cada tipo de né.

Observacao 2.3 Note que o dominio fundamental desta ultima pavimentagao é um hexdgono
reqular, pois m(CD) + m(EA) = m(DE) e os dngulos D e E sio 120°, fazendo com que os
seis lados sejam congruentes, assim como os seis angulos internos. Pavimentagoes desse tipo,

com poligonos requlares, serao estudados mais adiante.

Tipo 4.

O quarto tipo de pentagono de Reinhardt, sao aqueles que possuem dois pares de lados
congruentes e dois angulos que medem 90°. Como um exemplo, considere um pentagono
ABCDE qualquer satisfazendo essas condigoes, de modo que BC = CD, DE = EA e os

angulos Cek correspondam a 90°, conforme Figura 2.27.

A

E B

D C

Figura 2.27: Quarto tipo de pentadgono de Reinhardt.

Descrevemos a seguir, o processo construtivo para a pavimentacao do plano euclidiano com
esse pentagono.

A partir de ABCDE, obtenha um novo pentagono A'B’C'D'E’, congruente ao primeiro,
através da rotacao de 90° no sentido anti-horario em torno do vértice F, tal que coincidam os
vértices E com E' e A com D'. Note que como EA =~ D'E’ e o angulo F = 90°, por hipétese,
D'E' ficard sobreposta a FA.
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Figura 2.28: Rotacao de 90° no sentido anti-horario.

Em seguida, construa outro pentdgono A”B"C"D"E", congruente a ABCDE, através de
uma rotacio deste de 180° em torno do ponto médio do seguimento AB, tal que coincida os
vértices A com B” e B com A”. Note que, como por hipétese AB = A”B", C'D’" = B"C" ¢ os
angulos /1, D' e B” somam juntos 360°, A”B" ficara sobreposta & AB assim como B”C" ficara

sobreposta a C'D’.

B' '=C" D"

Al

Figura 2.29: Rotacao de 180° no sentido anti-horario.

Por fim, construa um quarto pentagono A” B”C" D" E" | congruente a ABCDE, através de
uma rotacao deste de 90° no sentido horario em torno do vértice C, tal que coincida os vértices
C com C" e B com D"”. Note que, como por construcao BC' = C"'D" E'A" = D"E" o

angulo C =90° e os angulos B, A" ¢ D" somam juntos 360°, C" D™ ficara sobreposta 4 BC

assim como D" E" ficara sobreposta a E"A”.
Estes quatro pentidgonos formam juntos o dominio fundamental da pavimentacao, ver Figura
3 )
2.30.

"=Elll

Alll

Figura 2.30: Dominio fundamental da pavimentacao.
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

Assim, a pavimentagao ideal é obtida através de translagoes desse dominio fundamental pelo
plano todo, ver Figura 2.31.

Note que esta pavimentacao é constituida por 3 tipos de nds, o primeiro é formado pelos
angulos A, BeD, que somam juntos 360°, os outros dois tipos de nés sao formados por quatro
angulos C ou quatro angulos E. Como tanto C quanto E sdo retos por hipétese, eles somam

juntos 360°, tornando possivel a pavimentacao.

A
A
8lY)bs
A D B/ b A
A A A A A
A E
C C B A A
D, a A
A A E
C ol I/E\

Figura 2.31: Pavimentacao Ideal e os angulos de cada tipo de né.

Tipo 5.

Por fim, o quinto tipo de pentagono de Reinhardt, sao aqueles que possuem dois pares de
lados congruentes, com um dos angulos entre estes lados medindo 120° e o outro medindo 60°.
Como um exemplo, considere um pentagono ABCDE qualquer satisfazendo essas condigoes,

de modo que EA >~ AB, CD =~ DE, A =120° e D = 60°, conforme Figura 2.32.

B

A C

D

Figura 2.32: Quinto tipo de pentagono de Reinhardt.

Descrevemos a seguir, o processo construtivo para a pavimentacao do plano euclidiano com

esse pentagono.
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Para obter o dominio fundamental desta pavimentagao, construa 5 pentagonos congruentes
ao primeiro através de rotagoes de 60°, 120°, 180°, 240° e 300°, no sentido horario, em torno
do vértice D, respectivamente. Note que, como CD = DFE e o angulo D = 60°, os lados
respectivos a DE ficardao sobrepostos aos lados respectivos & C'D.

Estes quatro pentagonos formam juntos o dominio fundamental da pavimentagao, ver Figura
2.33.

Figura 2.33: Dominio fundamental da pavimentagcao.

Assim, a pavimentacao ideal é obtida através de translacoes desse dominio fundamental pelo
plano todo, ver Figura 2.34.

Note que esta pavimentacao ¢ constituida por trés tipos de nés, o primeiro é formado por seis
angulos D que somam juntos 360°, o segundo é formado por trés angulos A que por hipdtese,
somam juntos 360° e o terceiro é formado pelos angulos B, C e E, que também somam juntos
360°.

Figura 2.34: Pavimentacao Ideal e os angulos de cada tipo de né.

Apresentamos portanto, os cinco pentagonos de Karl Reinhard que pavimentam o plano
euclidiano, exposto por ele em sua tese de doutorado. Fizemos também a construcao do dominio
fundamental e esbogamos a pavimentacao ideal para cada um desses casos. A seguir, falaremos
dos demais casos de pavimentagao com pentiagonos que foram surgindo apds o trabalho de
Reinhard. Ao total, s@o nove casos e para tais, apresentaremos apenas as condi¢oes que

determinam o pentagono e parte da pavimentacao ideal.
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Os pentagonos de Richard Kershner.

O primeiro dos pentagonos de Kershner e sexto no total sao aqueles formado por pentagonos
que apresentam as mesmas caracteristicas do exemplo da figura 2.35. Um pentagono ABCDE
tal que AB~ DE ~ FA, BC~BD, A~2C e A+ B+ D = 360°.

Figura 2.35: Primeiro pentdgono de Kershner e sua pavimentagao ideal.

O segundo dos pentagonos de Kershner e sétimo no total sao aqueles formado por pentdgonos
que apresentam as mesmas caracteristicas do exemplo da figura 2.36. Um pentagono ABCDE
tal que AB~ BC ~CD ~FEA, 2B+ C =360° ¢ 2D + A = 360°.

Figura 2.36: Segundo pentagono de Kershner e sua pavimentacao ideal.

O terceiro dos pentagonos de Kershner e oitavo no total sao aqueles formado por pentagonos
que apresentam as mesmas caracteristicas do exemplo da figura 2.37. Um pentagono ABCDE
tal que AB~ BC ~CD ~FEA, 2A+ B =360° ¢ 2D + C = 360°.

Figura 2.37: Terceiro pentdagono de Kershner e sua pavimentagao ideal.
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O pentagono de Richard James.

O pentagono de Richard James é o nono pentiagono no total e é aquele formado por
pentdgonos que apresentam as mesmas caracteristicas do exemplo da figura 2.38. Um pentagono
ABCDE qualquer, tal que AB = EA, m(AB) = m(BC) + m(DE), A = 90°, B+ E = 180°,
2D + F = 360° ¢ 2C + B = 360°.

Figura 2.38: Pentdgono de Richard James e sua pavimentacao ideal.

Os pentagonos de Majorie Rice.

Como ja foi dito, Majorie Rice, uma dona-de-casa, por curiosidade, entre 1976 e 1977,
descobriu outros quatro pentadgonos que pavimentam o plano, aumentando com isso a lista
para treze e deixando o problema em aberto. Descrevemos, a seguir, as condigoes impostas
sobre esses pentagonos, seus dominios fundamentais e a pavimentacgao ideal destes.

O primeiro dos pentagonos de Majorie e décimo no total sao aqueles formado por pentagonos
que apresentam as mesmas caracteristicas do exemplo da figura 2.39. Um pentagono ABCDE
tal que AB~ BC ~ CD =~ EA, 2F + B = 360° e 2D + C' = 360°.

Figura 2.39: Primeiro pentdgono de Majorie, seu dominio fundamental e sua pavimentacao.

O segundo dos pentagonos de Majorie e décimo primeiro no total sao aqueles formado
por pentdgonos que apresentam as mesmas caracteristicas do exemplo da figura 2.40. Um
pentdgono ABCDE tal que CD = AD, m(AD) = 2m(EA) +m(BC), A=90°, C+ E = 180°
e 2B+ C = 360°.
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Figura 2.40: Segundo pentagono de Majorie, seu dominio fundamental e sua pavimentacao.

O terceiro dos pentagonos de Majorie e décimo segundo no total sao aqueles formado por
pentdgonos que apresentam as mesmas caracteristicas do exemplo da figura 2.41. Um pentagono
ABCDE tal que 2AE = DC, m(DC) = m(BC) + m(DE), A = 90°, C + E = 180° e
2B + C = 360°.

Figura 2.41: Terceiro pentagono de Majorie, seu dominio fundamental e sua pavimentacao.

O quarto dos pentagonos de Majorie e décimo terceiro no total sao aqueles formado por
pentagonos que apresentam as mesmas caracteristicas do exemplo da ﬁgl}ra 2.42. Um pentAé,gono
360°—D .~ 360°—D

e b= 5 .

ABCDE tal que 2BC =~ 2DC ~ DE, A =90°, C' = 90°, B =

Figura 2.42: Quarto pentagono de Majorie, seu dominio fundamental e sua pavimentacao.

37



2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

O pentagono de Rolf Stein.

O 1ltimo pentagono descoberto é datado de 1985 e foi obtido pelo estudante Rolf Stein,
formando os quatorze pentagonos até entao conhecidos. Ele é formado por pentdgonos que
apresentam as mesmas caracteristicas do exemplo da figura 2.43. Um pentagono ABCDE tal
que 2BC 2 2EA~CD ~ DE, A =90°, 2B + C = 360°, C' + F = 180°.

Figura 2.43: Pentdgono de Rolf Stein, seu dominio fundamental e sua pavimentacao.

2.1.4 Hexagonos Convexos que Pavimentam o Plano FEuclidiano

Na mesma tese de doutorado citada anteriormente [9], Reinhardt provou a existéncia de
apenas trés tipos de hexdgonos convexos que pavimentam o plano, estes resultados também
foram demonstrado posteriormente por Belld Bollobds em 1963 (ver [2]). Vejamos agora, uma
rapida construcao da pavimentacao monoédrica por cada um desses trés tipos e a diferenca

entre eles.

Casol.
Esse caso é formado por hexagonos que possuem dois lados opostos, congruentes e paralelos.

Considere um hexdgono ABCDEF qualquer, tal que BC é paralelo e congruente a EF.

Figura 2.44: Hexagono que possui dois lados opostos, congruentes e paralelos

Em seguida, construa outro hexdgono A’B'C'D'E'F’, congruente ao primeiro, através de
uma rotacdo de ABCDEF de 180° em torno do ponto médio de AF, tal que coincida os

vértices A com I’ e F com A’, obtendo assim o dominio fundamental, conforme Figura 2.45.
b )
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-

Figura 2.45: Dominio fundamental

Assim, através de translagoes do dominio fundamental por todo o plano, temos a
pavimentacao ideal.

Note que nessa pavimentacao, todos os nés sao formados pelos angulos A, BeF ou pelos
angulos C,DekE.

Figura 2.46: Pavimentacao ideal e angulagao de cada tipo de n6 da pavimentacao.

Vamos mostrar que A+ B+ F=C+D+ E =360° Observe que no hexagono tomado, se
tracarmos os segmentos BF e C'E, dividindo o angulo Bem GeH , 0 angulo FemlelJ , 0
angulo CemMeNeo angulo Eem K e L, conforme Figura 2.47, temos que A+G+1=180°
e L+ N+ D = 180°, pois sdo angulos internos dos triangulos ABF e CDE. Observe também
que o quadrildtero BOEF é um paralelogramo, pois BC e FE sido paralelos e tem mesma
medida, e com isso H+J=180°e K + M = 180°. Portanto, temos que

A+B4+F=A+G+H+1+J=(A+G+ 1)+ (H+J)=(180°) + (180°) = 360° e

C+D+E=N+M+D+L+K=(D+L+N)+ (K+ M)=(180°) + (180°) = 360°,

como queriamos demonstrar.

B C A
i N
AW
A J M D
F

A~

E
Figura 2.47: Demonstracao de que A+B+F=C+D+ E =360°.

39



2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

Caso 2:

Esse caso é formado por hexagonos que possuem dois pares de lados congruentes e trés
angulos internos somando 360°.

Considere um hexégono ABCDEF qualquer, tal que AB ~ CD, BC *EF e A+C+F =
360°.

B C
D™
F E

Figura 2.48: Hexdgono que possui dois pares de lados congruentes e trés angulos internos
somando 360°

Construa outro hexdgono A'B'C'D'E'F’, congruente a ABC DEF, através de uma rotagao
deste em 180° em torno do ponto médio de DFE, tal que coincida os vértices D com E’' e E' com

D', conforme Figura 2.49.

Figura 2.49: Rotagao de 180° de ABCDEF.

Em seguida, construa outro hexdgono A”B"C" D" E"F", congruente ao primeiro, através de
uma reflexdao deste em torno de um eixo horizontal, uma rotacao de 180° e uma translacao,
tal que coincida os vértices B” com E e C” com F. Note que, BF = B"C", C'D' =2 A"B" ¢
E+D+B" = 360°, por hipétese, com isto, B”C" ficara sobreposto a FF, assim como A”B"

ficara sobreposto a C'D’.

eixo horizontal

Figura 2.50: Reflexao de eixo horizontal, rotacao de 180° e translacao.
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

Por fim, construa outro hexagono A”B"C"D"E"F", congruente a A"B"C"D"E"F",
através da rotacdo deste em 180° em torno do ponto médio do lado A”F”, tal que coincida
os vértices F” com A" e A” com F". Note que, F'"A" = F"A" PB'C'" = E"F" e
C' + A7 + F = 360°, com isto, F A" ficard sobreposto a F”A” assim como E"F" ficara
sobreposto a B/C".

Estes quatro hexagonos formam juntos o dominio fundamental da pavimentacao.

B C

D=E___F
A< N )

F=C E=D'=B"
A" =F"=C'

BT F=ATN D*
B" c

Figura 2.51: Dominio fundamental da pavimentacao.

Assim, através de translacoes desse dominio por todo o plano, conseguimos a pavimentagao
ideal do Plano Euclidiano.

Note que todos os nés desta pavimentacao sao formados pelos angulos fl, CelFouB , De
Ee por construgao temos A+C+F=B+D+E = 360°, o que mostra o encaixe perfeito

dos hexagonos em cada no.

Figura 2.52: Pavimentagao ideal.

Caso3.

Esse caso é formado por hexdgonos que possuem trés pares de lados congruentes e trés
angulos congruentes de medida igual a 120°.

Considere um hexdgono ABC'DEF qualquer, tal que AB = BC, CD = DE, EF =2 FAe
B=D=F=120°.
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

Figura 2.53: Hexagono que possui trés pares de lados congruentes e trés angulos congruentes
de medida igual a 120°

Construa outro hexdgono A'B'C'D'E'F’, congruente a ABCDEF, através de uma rotacao
deste em 120°, no sentido horério e sobre o vértice I, tal que coincida os vértices F' com F’, E
com A’. Note que EF = F'A’ e com isto, F'A’ ficard sobreposto a EF, conforme Figura 2.54.

Figura 2.54: Rotacao de 120°.

Agora, construa um hexdgono A”B"C"D"E"F" congruente a A’B'C'D'E'F' através de uma
rotacao de 120° deste, no sentido horério, sobre o vértice F”, tal que coincida os vértices F” e
F" FE' com A” e A com E". Note que, E'F' = F'A" F'F" ~FAe F+ F' + F" = 360° e,

com isto, F" A" ficara sobreposto a E'F’, assim como E"F" ficara sobreposto a AF.

Estes trés hexagonos formam o dominio fundamental da pavimentacao.

Figura 2.55: Dominio fundamental da pavimentagao.
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2.1 Pavimentacoes Monoédricas do Plano Euclidiano por poligonos convexos

Assim, através da translagao de tal dominio por todo o plano, obtemos a pavimentagao.

Note que esta pavimentagao possui quatro tipos de nés, o primeiro é formado por trés angulos
B , 0 segundo por trés angulos 15, o terceiro por trés angulos Feo quarto pelos angulos fl, C
e E. Por hipotese, nos trés primeiros tipos de nés, os angulos somam 360°. Ja no quarto tipo
de né, temos a somas dos trés angulos complementares que também somam 360°, pois a soma
dos angulos internos de um hexagono é 720°, o que mostra o encaixe perfeito dos hexagonos

em cada no.

Figura 2.56: Pavimentacao ideal.

E assim temos os tipos de hexdgonos convexos que pavimentam todo o Plano Euclidiano

monoédricamente.

2.2 Pavimentacgoes Regulares do Plano Euclidiano

Na secao anterior, mostramos que o plano Euclidiano pode ser pavimentado por triangulos,
quadrilateros, pentdgonos e hexdgonos, porém até entao, nao sabemos se podemos toma-los
como poligonos regulares. Nesta secao, vamos responder essa indagacao e mostrar quais
poligonos regulares pavimentam o Plano Euclidiano.

Primeiramente, vamos mostrar quais deles sao possiveis candidatos a pavimentar o plano
utilizando as medidas dos angulos internos de cada um.
Em um poligono regular qualquer de n lados, encontramos o seu angulo interno # através da

. 180°(n — 2) . . . .

expressao § = ———=. Assim, se pavimentarmos o plano exclusivamente por um poligono
n

regular de n lados, em cada né dessa pavimentacao teremos m poligonos e a soma dos angulos

internos desses poligonos neste né deve ser igual a 360°. Logo, temos que

180°(n — 2)
n

Om = 360° = m = 360° = 180°(n — 2)m = 360°n =
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2.2 Pavimentacoes Regulares do Plano Euclidiano

180°(2n) N 2n
m=-———""——==>m=——.
180°(n — 2) n—2
Como o numero de poligonos em um né é maior ou igual a 3, ou seja, m > 3 e como

n —2 > 0, pois n > 3, temos que

223#2n23n—6:>623n—2n:62n
n_

e concluimos que os unicos poligonos candidatos a pavimentacao regular do plano sao os

triangulos equilateros, os quadrados, os pentagonos regulares e os hexagonos regulares.
2n

n—2
plano, por um triangulo equildtero qualquer, é possivel e em cada né se encontra seis vértices.

AAAVAVAA
VAAAAAAA
VANVAAVMN

Figura 2.57: Pavimentacao regular do plano com triangulos equildteros.

Para n = 3, temos m = = 6. E assim, temos que em uma pavimentacao regular do

2n

n—2
plano, por um quadrado qualquer, é possivel e em cada né se encontra quatro vértices.

Para n = 4, temos m = = 4. E assim, temos que em uma pavimentacao regular do

Figura 2.58: Pavimentacao regular do plano com quadrados.

2n

Para n = 5, temos m = = 3,33.... E assim, temos que em uma pavimentacao regular

/rL —
do plano, por um pentagono regular qualquer, nao é possivel. Note, na Figura 2.59, que ao
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2.2 Pavimentacoes Regulares do Plano Euclidiano

tentarmos colocar um quarto pentagono, este se sobrepoe a figura, nao tornando possivel a

pavimentacao.

Figura 2.59: Pavimentacao regular do plano com pentégonos.

2n

n—2
plano, por um hexagono regular qualquer, é possivel e em cada né se encontra 3 vértices.

Para n = 6, temos m = = 3. E assim, temos que em uma pavimentacgao regular do

Figura 2.60: Pavimentacao regular do plano com hexagonos.

Concluimos assim, que é possivel pavimentar o plano com apenas trés tipos de poligonos

regulares: triangulo equilatero; quadrado e hexagono regular.
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CAPITULO

3

Poligonos que nao pavimentam o plano

Vimos no capitulo anterior que existem pavimentacoes monoédricas do plano com triangulos,
quadrilateros, pentdgonos e hexdagonos. E para poligonos com sete ou mais lados? Neste
capitulo, vamos apresentar um teorema e sua demonstracao, que prova que nao € possivel

termos uma pavimentacao monoédrica com poligonos de sete ou mais lados.

Teorema 3.1 (a) Sejam « e [ quaisquer nimeros reais positivos, é impossivel pavimentar o
plano com qualquer colegao de poligonos convexos, cada poligono com 7 ou mais lados, drea
mator que o e perimetro menor que (3.

(b) Se qualquer uma das condi¢des descritas no item anterior nao for satisfeita, € possivel

pavimentar o plano com poligonos que satisfacam as demais condigoes.

Durante esta demonstracao, usaremos as seguintes afirmacoes cuja demonstragoes podem

ser encontradas em [7].

Teorema 3.2 (Teorema de Euler) Seja dada uma pavimentacao parcial do plano com p

poligonos, v nos e a arestas, entao € vdlida a sequinte igualdade v —a +p = 1.

Lema 3.1 Se R ¢ uma regiao poligonal de perimetro menor que 3, entao a drea de R é menor
que 3% .

Iniciaremos agora a demonstragao do item (a) do Teorema 3.1.

Suponha que é possivel pavimentar o plano com uma colecao de poligonos convexos, cada
um com 7 ou mais lados, darea maior que « e perimetro menor que 3, onde « e 3 sdo niimeros
reais positivos definidos na parte (a) do teorema. Como o teorema diz que tal pavimentagao
nao é possivel, chegaremos, no final da demonstracao, em alguma contradicao.

Considerando o sistema de coordenadas (z,y) no plano que queremos pavimentar e uma
regiao quadrangular Q(r), que corresponde a regiao com vértices (£r, £r), onde r é um niimero

real positivo escolhido para dar a contradicao desejada.
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Figura 3.1: Regiao Quadrangular Q(r).

Seja P a pavimentacao parcial do plano, tal que, se um poligono da pavimentacao contém
algum ponto da regiao quadrangular Q(r), entao este poligono faz parte da pavimentagao parcial
P, além disso, caso algum poligono da pavimentagao ndo tenha ponto em comum com Q(r),
mas seja cercado por pecas que tenham pelo menos um ponto em comum com Q(r), entao
esse poligono também faz parte da pavimentacao P. Note que assim, a pavimentagao serd

simplesmente conexa (sem buracos).

o
IR

\\w NBabe

Figura 3.2: Pavimentac@o parcial P que cobre a regiao quadrangular Q(r).

Vamos também considerar uma regiao quadrangular Q(r + (), que corresponde a regiao
quadrada com vértices (£(r + ), £(r + 3)). Como por hipétese, o perimetro de cada poligono
é menor que [, temos que a pavimentacao P estd toda contida no interior da regiao quadrangular
Q1(r + ), pois cada lado do poligono serd menor que 5 €a uniao de qualquer poligono de P
com Q(r) é diferente de vazia.

Note que o nuimero de poligonos da pavimentacao P ¢ finito, pois como a area de cada
poligono é, por hipdtese, maior que «, a area da pavimentagao P ¢ maior que ma, onde m é o
nimero de poligonos da pavimentacao P, e como area(P) < area(Q:(r + ()), concluimos que
m ¢ finito.

Vamos agora definir uma pavimentacao parcial P; como sendo aquela que cobre, sem

buracos, a regiao quadrangular Q1(r + ), ver Figura 3.3.
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Figura 3.3: Pavimentacao parcial P; do plano que cobre a regiao quadrangular Qq(r + ).

De modo andlogo a pavimentagao P, podemos mostrar que a pavimentacao P; também
possui uma quantidade finita de poligonos.

Definindo como p, v e 6;, respectivamente, o niimero de poligonos, o nimero de nés e os
angulos internos de cada né, da pavimentacao P; e aq, p; e vy, respectivamente, o niimero de
arestas, o numero de poligonos e o nimero de nés da pavimentacao Py, temos, pelo Teorema
de Euler, que v1 +p1 = a1 +1 = a; < vy + p;.

Como o numero de poligonos de P ¢ finito, temos que a quantidade de angulos internos
também é finito, logo a soma de todos esses angulos, > 6;, é limitada inferiormente e
superiormente. Vamos encontrar tais limitantes.

Vimos na definicao de nds, que o nimero de noés na fronteira de um poligono de uma
pavimentacgao é sempre maior do que ou igual a quantidade de seus vértices. Sabemos também,
que a soma dos angulos internos de um poligono convexo é (n — 2)m, com n sendo o nimero de
vértices do poligono. Assim, a soma de todos os angulos internos de um poligono é maior do
que ou igual a (n — 2).

Logo, como temos p poligonos na pavimentacao P e cada poligono tem pelo menos 7 vértices,
temos Y 6; > (n—2)mp > (7 — 2)wp > 5mp e assim »_ 0; > 5rp.

Sabemos também, que em cada né da pavimentacao P, a soma dos angulos internos é menor
que ou igual a 27, assim, somando todos os v nés desta pavimentagao, temos Y 6; < 27v.

Portanto, com essas duas desigualdades temos

Srp < Zﬁi < 27w = brp < 27w = 5p < 2. (3.1)

Temos também, que na pavimentacao P, cada aresta esta ligada a dois vértices, cada vértice
v esta sendo contado duas vezes pelo nimero 2a; e cada né em seu interior, pertence a pelo
menos trés poligonos desta pavimentacgao, sendo contado assim, pelo menos trés vezes pelo

numero 2a;. Portanto, por P ser interior a P;, P; tem pelo menos v vértices interiores. Assim,
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contando cada v vértice de P trés vezes e os demais (v; — v) vértices duas vezes, temos
3v+2(v; —v) < 2a7 = 201 + v < 2a. (3.2)
Do Teorema de Euler, temos que 2a; = 2v; + 2p; — 2 < 2v; + 2p;, da equagao (3.2), temos
201 + v < 201 4+ 2p1 = v < 2ps.
Multiplicando esta desigualdade por dois e substituindo na equacao (3.1), temos
5p < 4py. (3.3)

Analisando a pavimentacao Pj, existem py = p; — p poligonos que nao fazem parte da
pavimentagao P. Multiplicando esta igualdade por quatro, obtemos 4ps = 4p; — 4p. Isolando

4p; e substituindo esse valor na equacao (3.3), temos
5p < dpy +4p = p < 4ps. (3.4)

Temos também, que cada poligono tem perimetro menor que 8 e pelo Lema 3.1, segue
que cada um desses poligonos tem drea menor que 32. Consequéntemente os p poligonos
na pavimentacao P tem 4rea total menor que 3?p. Mas esses poligonos cobrem a regido

quadrangular Q(r) com drea 4r? e assim concluimos que
4r* < area(P) < [*p = 4r* < B%p. (3.5)

Agora, vamos estudar a area limitada pelos poligonos ps, que pertence a pavimentagao P;
mas nao a pavimentagao P. Note que esses poligonos estao compreendidos no interior do anel
retangular, formado pela regido interior ao quadrado Qo(r + 23) e exterior do quadrado Q(r),
conforme Figura 3.4.

Como a drea desse anel é 4(r + 23)? — 472, vemos que a area da soma desses py poligonos é
menor que 4(r + 23)? — 4r%. Sabemos também que, cada um dos py poligonos tem drea maior

que «, assim, a area total desses py poligonos é maior que aps. Portanto,
apy < Zarea(pQ) < 4(r+28)° —4r® = apy < 4(r +28)* — 4%

Desenvolvendo esta desigualdade, temos ap, < 168r + 1632, multiplicando por 4>
obtemos 4a(%p, < 6433r + 643%. Assim, das desigualdades (3.4) e (3.5), multiplicando-as

respectivamente por 32 e a temos

dar? < BPap < dapsf* < 6483 + 646" = dar® < 6453 + 645%,
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(r+28)

~(r+28) [rrzg) =

Vi

(=28

Figura 3.4: Anel que comporta os poligonos de P, \ P.

4
dividindo esta tultima desigualdade por 4ar, temos r < 16/6— + 16ﬂ—
Q@ ar

3

Note que substituindo » = 5 + 16— na desigualdade encontrada e desenvolvendo, obtemos
o

3 3 54

+16— < 16—+ 16——— = ap* <0,
y o a a(f +162) ’

o que é um absurdo, pois a > 0e > 0.
3 4

Note também que r é uma fungao crescente e 16— + 16— é uma funcao decrescente de 7.

(0% ar
3 4 3

Portanto, a desigualdade r < 16— + 16— ¢é um absurdo para qualquer valor de r > §+ 16—
Com isso, terminamos a dgmonstragao da parte (a) do Teorema 3.1 e 1mcla,mos a
demonstracao da parte (b) desse teorema.
Na parte (a) do teorema, mostramos que nao é possivel pavimentar o plano euclidiano com

poligonos da pavimentagao satisfazendo as quatro condigoes seguintes:
1. ser convexo;
2. possuir sete ou mais lados;
3. ter drea maior que uma constante positiva «;

4. ter perimetro menor que uma constante positiva 3.

Na demonstragdo da parte (b) do teorema, mostraremos a possibilidade da pavimentagao
se os poligonos satisfazerem somente trés dessas quatro condigoes. Para isso, necessitaremos
dividir a demonstracao em quatro casos, onde em cada caso, os poligonos satisfazem trés dessas
condigoes e nao satisfaz a outra.

Caso 1. Pavimentagao com poligonos que satisfazem as condigoes (2), (3) e (4) mas que

nao satisfazem a condigao (1).
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E possivel pavimentar o plano com poligonos nao convexos com 7 ou mais lados assim como
mostra a Figura 3.5. As hipoteses da drea maior que « e perimetro menor que 3 pode ser obtida

aplicando uma homotopia a essa figura de forma conveniente a ter as duas condigoes satisfeitas.

Figura 3.5: Pavimentacao com poligonos nao convexo

Caso 2. Pavimentagao com poligonos que satisfazem as condigoes (1), (3) e (4) mas que
nao satisfazem a condigao (2).

No Capitulo 2, estudamos pavimentacoes do plano com poligonos convexos de 3, 4, 5 e 6
lados. Além dessas pavimentagoes apresentadas, em [1] e [5] outras pavimentagoes do plano

com poligonos de até 6 lados podem ser encontradas.

Caso 3. Pavimentagao com poligonos que satisfazem as condigoes (1), (2) e (4) mas que
nao satisfazem a condigao (3).

Para fazer esta demonstracao sera contruida uma pavimentacao do plano por heptagonos
convexos tal que cada um dos seus poligonos tenha perimetro menor do que 5, com § > 0,
mas que tenha poligonos de area arbitrariamente pequena. Para isso, serd considerado um
sistema de coordenadas cartesiano no plano Euclidiano e serd representado cada ponto nesse
plano através de coordenadas polares (p,0).

Considerando uma circunferéncia C; de centro na origem e raio p; > 0. Considere agora

o poligono @, cujos vértices possuem coordenadas polares (0,0), (p1,0), (pl, %), (pl, E),

1 5
3 2 ( 7T)
P1, 10 » | P1, 5 €\ 01, 9 .
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Figura 3.6: Poligono @)

Note que os vértices de () sobre a circunferéncia C' estao igualmente espacados e dois desses

- . ~ ™ m .
vértices consecutivos formam um arco de angulo central £ 310 Rotacionando @) ao redor

) . s 3 i N i
da origem, com angulos —, m e —, temos uma pavimentacao parcial do plano ao redor da
2 2

origem com 20 vértices sobre a circunferéncia Cf.

Figura 3.7: Pavimentacao parcial do plano ao redor da origem.
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Considerando agora uma circunferéncia Cy de centro na origem e raio p, > p; e dividindo

T
o arco de (5 de angulo central 10’ indicado na Figura 3.8 em quatro partes iguais, podemos

formar o heptdgono P; cujos vértices possuem coordenadas polares (pl, 1), (p1,0), (p2,0),

10
P2, 40 y \ P2, 20 ) P2, 40 P2, 10 .

Figura 3.8: Circunferéncia Cy de centro na origem e raio py > py.

Rotacionando P, ao redor da origem, temos a pavimentacao de uma regiao ao redor das

quatro copias de Q).

Figura 3.9: Quatro copias de () e as vinte copias de P;.

Seguindo este raciocinio, tome uma circunferéncia C, de centro na origem e raio p,

, L. T T 2w
€ o0 pohgono Pn de vértices <pn7M)7 (pn70)7 (pn+170)7 (anrl;M)v (anrl?M);

3m 4m
— — =123, ...
(Pn+1, 4n10) € (pn-i—b 4n10)’ para cada n ) 737
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(f'rr 0) (/7n+ 8 0)

Figura 3.10: Poligono P,.

L. s A7 _ ) ) )
Note que oS vertices (pn, m) e (pn-i-la m) Sa0 Cohneares Ccom a origem € assiil como

os vértices (pn,0) e (pnt1,0).

Figura 3.11: Poligonos @, P, e Ps.

Rotacionando o poligono P, ao redor da origem, repetidamente pelo angulo , obtemos

T
4n=110
um anel de poligonos em torno da origem. Este anel é fechado depois de repetirmos 20-4"~1 —1
vezes esta rotacao. Note que os vértices de fora do anel de poligonos formados pela rotagao
de P, coincidem com os vértices internos do anel de poligonos formados pela rotagao de P, 1,
para todon =1,2,3,....

Assim, concluimos que os poligonos convexos ), Py, Ps, ..., P,, ..., e os poligonos formados
pelas rotagoes em torno da origem, cobrem o plano inteiro sem espago ou sobreposicao, desde
que, p, seja uma sequéncia crescente e que tenha limite infinito quando n tende a mais infinito.

Agora, definiremos os valores de py, ps, ..., pn, ..., para que esta pavimentacao satisfaca a
condicao (4) deste teorema, ou seja, para que cada um dos seus poligonos desta pavimentacao
tenha perimetro menor que 3, sendo 8 um ntumero real positivo previamente fixado.

Seja > 0, defina p = n—, com n = 1,2,3,...; e note que (p,) é uma sequéncia crescente
que tende ao infinito quando n tende ao infinito.

Demonstraremos agora, que o poligono () e cada um dos poligonos P, tém perimetro menor

que (3, mostrando que cada lado desses poligonos tem comprimento menor que 2
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T

10 - 4n-1
, . ~ ™ .

menor que o arco do circulo C, de raio p,, e angulo central 10 1 Esse arco tem comprimento

0-4n
igual a p, - 0 Zn_l = QZBZ” Como 23?7;” < g para todo n > 1, esse lado do poligono P,

tem comprimento menor que 2

Assim, unindo os vértices <pn, ) e (pn,0), temos um lado de P, de comprimento

Temos também que o lado do poligono P, de vértices (p,,0) e (pns1,0) e o lado de vértice

< L)e 4—7T tem comprimento — —M—%—é<§
Pro yn=110) © \Pr+t e P Pt = Pn = 778 8 87T

Por dltimo, temos que os quatro lados restantes, que unem os vértices (pni1,0),

s 2m 3m A ) )
</)n+1,4n—10), Prits g )0 APt ) ¢\ P o tem comprimento do tipo

7 npm
. = com n sendo substituido por n + 1. Como vimos acima, a expressao
P10 an—1 = 20 4n P P
npr R .
50 - 4 é sempre menor que - e esses quatro lados de P, tém comprimento menor que =

Usando o mesmo raciocinio para os lados de ), demonstramos que esta pavimentacgao ideal
por heptagonos convexos é tal que cada um dos seus poligonos tem perimetro menor que f3.
Portanto essa pavimentacao satisfaz as condigoes (1), (2) e (4), mas nao satisfaz a condicao (3),

pois para construir essa pavimentagao foi usados poligonos com area arbitrariamente pequena.

Caso 4. Pavimentagao com poligonos que satisfazem as condigoes (1), (2) e (3) mas que
nao satisfazem a condigao (4).

Neste caso, construiremos uma pavimentacao do plano por heptagonos convexos onde cada
um dos seus poligonos tenha drea maior do que «, com o > 0, mas que tenha poligonos de
perimetro arbitrariamente grande. Faremos esta construgao de maneira bem parecida com a
anterior, mas com uma escolha diferente das constantes pi, ps, ..., pp, ... de modo que cada um
dos poligonos da pavimentagao tenha area maior do que « , sendo o um ntmero real positivo
previamente fixado.

Sabemos que a area de qualquer heptagono convexo ultrapassa a area do triangulo formado

por trés dos seus vértices. Consideremos entao o triangulo formado pelos vértices (0,0), (p1,0)

T
e (pl, §> do heptagono ). Como esse triangulo tem &area %, vamos escolher p; de tal maneira
que essa area ultrapasse a.

Definindo de maneira recursiva

Pnis1 =N+ py + 2ap;, tcosec (ﬁ) (3.6)

paran =1,23,....
Vamos provar que a sequéncia (p,) é crescente e ilimitada.

Como n + 2apglcosec< ) > 0 para n = 1,2,3,... temos que p,11 > p,. Dai (p,)

T
) . 4n=1-10 . .
¢ uma sequéncia crescente, além disso, pela mesma condicao anterior, temos que p,+1 > n e
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consequéntemente, (p,) é uma seqiiéncia que tende ao infinito com 7.

Como mostramos anteriormente, se (p,) é uma sequéncia crescente e ilimitada, podemos
construir uma pavimentagao do plano por heptagonos convexos. Para concluir o que queremos,
basta mostrar que cada poligono P,, n = 1,2, 3, ... desta pavimentacao tem area maior do que
a, o que é verdade, pois o heptagono P, tem area maior que a area do triangulo formado pelos

vértices (pn, 4n_ﬁ—110>, (Pn,0), (pns1,0), e esta drea é dada por

1 s
A, = 5(,0n+1 — Pn) * PnSED (m) .

e

P,

n

-t

P L

Figura 3.12: Comparagao entre a area do heptdgono e do triangulo.

Agora, da equagao (3.6), temos que

o (s (i) ) o )
n==(n+p,+2ap; cosec | ————) — pn) - ppsin { ——,
2 p P An1.10) )P 4110

e assim,
Av = 5 [mpusin (:7555) + 200 cosee (5 5) pnsin (52775
W= — |np,sin ap,, ‘cosec | —————) ppsin (——— | .
2 [P 47110 p 4110/ 47110

Como p-t 1 ecoec( T ) 1 temos

11 - — S = —_ - m

Pn = 0/ T o (L> ’

4n=110

) T
A :—<n sin( >+2a): +a
R N WS STy 2

Portanto, temos que A,, é maior do que «, para todo n, concluindo assim, que a area do
poligono P, é maior que «.

Observe que esta pavimentagao nao satisfaz a condigao (4) deste teorema, pois o poligono

T

P, tem um lado de comprimento (p,.1 — pn) = n + 2ap;, ' cosec (FHO)’ que é maior que n,
nao possuindo assim, perimetro limitado superiormente. Dessa forma, ela satisfaz as condicoes
(1), (2) e (3) mas nao satisfaz a condigao (4).

Os quatro exemplos acima constituem a demonstracao da parte (b) deste teorema.
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CAPITULO

4

Aplicacoes

Apresentaremos nesse capitulo, duas aplicacoes envolvendo o conceito de pavimentacao.
A primeira delas estd na natureza, mostramos que, de certa forma, as abelhas possuem
um conhecimento de pavimentagao ao construir o favo de mel, além disso, a escolha delas
para pavimentar com hexagonos nao é ao acaso. Uma outra aplicagdo que apresentamos
nesse capitulo, estd relacionado ao uso do Tangram em sala de aula.  Como esse
importante instrumento pedagogico pode ser til para apresentar os conceitos de pavimentacao?
Elaboramos dois exercicios/jogos que podem ser utilizados em sala de aula para fixar esses

conceitos.

4.1 Pavimentacoes na natureza

H& uma vasta area de aplicacoes da pavimentacao na natureza. Nesta sessao, mostraremos a
aplicagao da pavimentacao nos favos de mel das abelhas, e porque elas utilizam os hexagonos
regulares para construi-los. O gedmetra grego Papus de Alexandria mostra que de dois poligonos
regulares de mesmo perimetro, o que tem o maior nimero de lados tem maior area, e como
vimos anteriormente, os inicos poligonos regulares que pavimentam o plano, sao os triangulos,
os quadrados e os hexagonos.

Mostremos agora, que dentre os trés poligonos regulares que pavimentam o plano, se
fixarmos o perimetro igual a p, o que tem maior area é o hexdgono. Primeiro encontraremos a
area do triangulo equilatero de perimetro p, que consequentemente tem lado [ = g

Como o triangulo é equilatero e o perimetro é igual a p, concluimos que o o lado desse

é
triangulo tem medida g

e a altura é h = S Pre assim, a area serd igual a
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4.1 Pavimentacoes na natureza

Figura 4.1: Triangulo equilatero de perimetro p.

AL
36 3 5 5
= Y202 ~ 0048192
5 567 ,0481p

Encontrando agora a area de um quadrado de perimetro p e lados [ = Z, temos

1-P
4

Figura 4.2: Quadrado de perimetro p.

2

A= <§>2 - 11’—6 ~ 0, 0625p%.

1 [ [ , p
E por tltimo, encontramos a area do hexagono de perimetro p e lado [ = 6 que como
sabemos, pode ser dividido em 6 triangulos equilateros iguais com esse mesmo lado [. Assim,
temos que a area A procurada é 6 vezes a area A’ desse triangulo. Encontrando a area do

triangulo, temos

Figura 4.3: Hexagono regular de perimetro p.
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4.1 Pavimentacoes na natureza

Assim, a drea A desejada é

A=6A = @pQ = £p2 ~ 0,0721p%
144 24
Portanto, dos poligonos regulares que pavimentam o plano, o hexdgono é o de maior area.
Como o perimetro é o mesmo, para os trés poligonos, temos que a area das faces laterais dos
poliedros formados com essas trés bases é a mesma, o que nos mostra que as abelhas teriam um
maior volume de mel, utilizando a mesma quantidade de cera, mostrando assim, um pequeno

conhecimento de matematica ao construir seus favos de mel.

4.2 Pavimentacoes em sala de aula

Nessa sessao sao apresentadas formas de incluir a pavimentacao na vida escolar de um aluno,
onde serao passados conceitos de area, sistema métrico e figuras geométricas, mostrando assim,
contetidos necessarios para o procedimento e também os beneficios que a introducao destes
podem ocasionar na formagcao académica desse aluno.

Nas séries iniciais, € possivel introduzir esses conceitos a partir de jogos estimulantes como o
Tangram, que é um quebra-cabeca chinés, formado por 7 pecas geométricas denominadas Tans,
sendo elas 5 triangulos e 2 paralelogramos, onde um deles é um quadrado.

Este jogo possui apenas duas regras:

e Todas as pecgas devem ser utilizadas na formagao de uma nova figura;

e Nenhuma pega pode ser sobreposta.

Normalmente o quebra-cabeca ¢ utilizado em sala de aula para a melhor compreensao das
formas geométricas, mas nessa secao sera apresentada uma diferente forma de aplicacao desse
jogo, onde podemos iniciar o conceito de pavimentacao de uma forma divertida e de facil
compreensao. O tangram, também serd utilizado para apresentar as figuras geométricas e
depois que o aluno estiver familiarizado com as pecas, formatos e regras do jogo, ele pode ser
utilizado para apresentar as formas simples de pavimentacgao, ja que a segunda regra do jogo é

uma parte principal da definicao de pavimentacao. Segue abaixo algumas atividades propostas.

Exercicio 4.1 Pavimentar nada mais € que preencher uma figura com outras figuras
geométricas sem sobrepor menhuma delas e sem deizar espacos entre elas. Utilizando todas

as pecas do Tangram, pavimente a drea em azul em cada um dos casos.

A atividade proporciona ao aluno a capacidade de pensar nas diferentes maneiras de encaixar

as pecas sobre uma determinada area proposta. Sabendo que nao pode fugir das regras de
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4.2 Pavimentacoes em sala de aula

Resposta

Resposta

\ J \. J

Figura 4.4: A pavimentacao abordada com o Tangram.

pavimentagao e tendo que usar todas as pecas, o jogo se torna um desafio interessante, o que
desenvolve o lado ludico e légico do aluno.

Uma forma alternativa de usar as pecas do Tangram para ensinar conceitos de pavimentacao,
sendo mais estimulante e aumentando o nivel de dificuldade, é determinar uma figura, o formato
das pecas e a quantidade dessas que o aluno deve usar.

Situacoes que podem ser trabalhadas.

a) Com dois triangulos menores, cobrir um quadrado;

b) Com dois triangulos menores, cobrir um triangulo médio;

¢) Com dois triangulos menores, cobrir o paralelogramo;

d) Com dois triangulos menores e o quadrado, cobrir o triangulo maior;

e) Com 2 pegas montar um quadrado;

f) Com 3 pecas montar um quadrado;

g) Com 4 pegas montar um quadrado;

h) Com 5 pegas montar um quadrado;

i) Construa um triangulo usando duas pegas, trés pegas e quatro pegas.

A atividade estimula a légica e a criatividade do aluno. Aumentando o nivel de dificuldade,
podemos ver o crescimento intelectual e ajudar o aluno com as possiveis dificuldades e os
obstaculos que irao apresentar.

J& nas séries mais avancadas, podemos dispor de conceitos ja ensinados como area e sistema
métrico e junta-los com figuras geométricas e regras de pavimentagao, para aplicacao e melhor
compreensao de conceitos matematicos e da propria geometria, mostrando aplicacoes no dia a

dia do aluno, como, por exemplo, exercicios que envolvem a pavimentacao de uma sala.

Exercicio 4.2 Uma sala retangular medindo 3m por 4,25m deve ser pavimentada com
ladrilhos em forma de quadrados congruentes. Supondo que ndo haja espaco entre os ladrilhos
vizinhos, pergunta-se:

a) Qual deve ser a dimensao mdzxima, em centimetros, de cada um desses ladrilhos para que

a sala possa ser pavimentada sem cortar nenhum ladrilhos?
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4.2 Pavimentacoes em sala de aula

b) Quantos desses mesmos ladrilhos sao necessdrios?

Solugao:

300 cm

[ ]xcm

425 cm

Figura 4.5: Esboco da regiao a ser pavimentada.

a) Como os ladrilhos sdo quadrados congruentes, o tamanho de seus lados tem que encaixar
estando na vertical como na horizontal. Assim, para encontrar a dimensao maxima desejada
dos quadrados, temos que encontrar o maximo divisor comum entre os dois lados da sala. Como
3m = 300cm e 4,25m = 425¢m temos:

mdc(300 e 425) =5 x 5 =25 pois, 300 =2 x 2x 3 x5 x5e425 =5 x5 x 17.

Portanto, cada ladrilho tem que ser um quadrado de lados 25c¢m para pavimentar toda a
sala sem cortar nenhum ladrilho.

b) Para encontrar quantos quadrados sao necessérios nesta pavimentacao, basta encontrar a
drea total da sala e dividir pela drea de cada ladrilho. Assim, A, = 300cm x425c¢m = 127500cm?

127500
= 204 quadrados.

Essa atividade é importante porque mostra os conceitos ensinados em sala de aula em uma

e A; = (25cm)? = 625cm? e o ntimero de ladrilhos é

aplicacao simples no dia-a-dia do aluno. Todos eles possuem uma visao clara de um chao
ladrilhado, e podem pensar no desperdicio de material que ocorre quando nao se da a devida
atencao para o tamanho da sala e dos ladrilhos. Além disso, sao esses conceitos tedricos que
estimulam mais conhecimentos e também a curiosidade de suas aplicacoes, enriquecendo assim

nao sé o aprendizado do aluno, mas também o conhecimento que ele levara para a vida.
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