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Resumo

O Calculo Quantico consiste em uma outra abordagem da disciplina Célculo,
comumente estudada em cursos como Matematica e Fisica. Assim, optamos por
abordar este tema, tendo como objetivo apresentar a g-derivada e suas aplicacoes,
bem como a integracao quantica e suas aplicacoes. Para isso, baseamo-nos em
preceitos tais como g-calculo e h-calculo, que consistem em duas areas do Calculo
Quantico.

Palavras chaves: célculo quantico, g-derivada, integracao quantica.



Abstract

Quantum Calculus consists of a different approach to the subject Calculus, which
is commonly studied in courses such as Mathematics and Physics. We therefore
chose to address this theme, aiming to present the g-derivative and its applications,
as well as quantum integration and its applications. For this, we rely on principles
such as g-calculus and h-calculus, which consist of two topics of Quantum Calculus.
Keywords: quantum calculus, g-derivative, quantum integration.
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Introducao

A expressao

f(@) — f(20)

r — Xy

é bastante familiar quando fazemos r — 3 e quando aplicamos o limite que resulta

na derivada ordinéria, se existir o limite —. Porém, se fizermos x = gxg ou x =

xo+h, com q # 1 fixo ou h # 0 também fixo e nao aplicarmos o limite, daremos assim
uma nova abordagem ao calculo, o chamado Céalculo Quéantico, que é dividido em
duas areas; o g-célculo e o h-calculo que, por sua vez, subdividem-se em g-derivada e
g-integral de f(z), e h-derivada e h-integral de f(z). Isto pode ser melhor observado
no esquema, abaixo:

) q — derivada
q-cdlculo ,
q — integral

h — derivada
h-cdlculo _
h — integral

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, descobriremos importantes resul-

tados da matematica, como por exemplo, a q-derivada de z™ ¢ [n]z"!, em que
q" —1
n| =
=15

é o g-anéalogo de n, no sentido de que n é o limite de [n] quando ¢ — 1.

Ainda na g-derivada, investigaremos o g-anélogo do bindémio, que é a funcao,
(x — a)g que tem um comportamento com respeito a g-derivada, da mesma forma
que (z —a)"™ tem na derivada ordinaria, obtendo a fungao

(r—a); = (z—a)(z—qa) - (z—¢"a),

viil



A partir deste binomio, estabelecemos a g-formula de Taylor, bastante utilizada
nos séculos XVIII e XIX, na obtencao de resultados na matemaética.

Apos o estudo da g-derivada, passaremos a estudar a g-antiderivada e a g-integral
definida. A g-integral definida foi introduzida por Frank Hilton Jackson no inicio
do século XX, sendo o pioneiro a desenvolver o g-calculo de forma sistemaética.

Para encerrar nosso estudo do g-calculo estudaremos as funcdes gama e beta de
Euler.

Em relacao ao h-calculo, perceberemos que este apesar de semelhante ao g-
calculo, no que se refere ao comportamento e as propriedades, é muito diferente
deste, pois o h-calculo possui uma analogia mais sistematica com o calculo ordinario,
tornando-o mais transparente. Por exemplo, a h-féormula de Taylor nada mais é que
a formula de interpolacao de Newton, enquanto que a h-integragao por partes é
simplesmente a transformacao de Abel.

Estes e outros aspectos do Célculo Quantico serao considerados neste estudo.
Assim, estudar e apresentar o g-calculo e o h-calculo constituem os objetivos de
nosso trabalho.

Para tanto, as assertivas que seguem estao organizadas em dois capitulos e dois
apéndices. No primeiro capitulo, enfatizamos a ¢-derivada, suas propriedades e
algumas aplicacoes, como a Formula Binomial de Gauss e sua nao comutatividade.
J& no segundo, enfocamos a g-integral, que define as funcoes q-Gama e ¢-Beta,
importantes em estudos como o da Teoria da Probabilidade. Ainda neste capitulo,
estudamos a h-derivada e a h-integral, e apresentamos o Teorema Fundamental do
h-Calculo. Finalizamos nossas contribuicoes com os apéndices, um, contemplando
alguns resultados nao demonstrados ao longo do capitulo um, e, outro, contando um
pouco da histéria do g-calculo.
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Capitulo 1

Estudo da g-Derivada e suas
Aplicacoes

1.1 qg-Derivada e h-Derivada

A derivada de uma fungao de uma variével real é definida pelo seguinte limite:

L f@) = f)

der  z—xo T — Xo

f(z) — f(xo)
r — X9
fixo ou x = x¢g + h, com h # 0 fixo, podemos definir a chamada ¢-Derivada e a h-
Derivada. Essas derivadas definem um novo campo de estudo, o Calculo Quéantico.

No entanto, tomando a expressao e fazendo © = qxg com q # 1

Existem variantes da g-derivada que foram estudads por Euler e Heine, porém
a q-derivada foi apresentada por Frank Hilton Jackson (1870 - 1960), em 1908, que
apresentaremos a seguir.

Definicao 1 Sejam q,h € R tais que ¢ # 1 e h # 0. Seja f : A C R — R uma
fungao arbitraria. A g-diferencial de f, denotada por d,f, € a expressao

dyf(x) = flqx) — f(x). (1.1)



1.1. Q-DERIVADA E H-DERIVADA

A h-diferencial de f, denotada por dyf, € a expressao

dnf(x) = f(z+h) = f(2). (1.2)

Sendo assim, em particular, temos:
dpxr=qv—z=(¢— 1)z
e

dpwr=x+h—x=h.

Um fato importante dos diferenciais quanticos é que a derivada do produto de
duas fungoes nao sao simétricas, ou seja, d,(f(x)g(z)) # dn(f(x)g(z)) pois dadas
duas funcoes f e g quaisquer temos:

dy(f(z)g(x)) = f(gz)g(qz) — f(z)g(x)

= flaz)g(qz) + fgr)g(zx) — f(qx)g(x) — f(z)g(z)

= f(gz)(g9(qx) — g(z)) + g(z)(f(gz) — f(=)

= f(gz)dyg(z) + g(z)d, f(z) (1.3)

dn(f(2)g(x)) = f(z+h)g(z+h)— f(x)g(x)

= flz+h)g(x+h)+ f(z+h)g(z) — f(z+ h)g(z) — f(x)g(z)
= fl@+h)(g(x+h) —g(x) +g(x)(f(x+h) - f(z))
= f(x+ h)dng(x) + g(x)dnf(z)

Contudo, podemos definir, a partir dos diferenciais quanticos, as correspondentes
derivadas quénticas.



1.1. Q-DERIVADA E H-DERIVADA

Definicao 2 As expressoes

_ dyf(x) _ flgr) = f(2)
Dy f(z) = dr  (q— 1)z

Dufa) = WO _ Jee ) = I

sao ditas g-derivada e h-derivada, respectivamente, da funcgao f.

Notemos que:

lim D, f(z) = }ILILIIth(Z‘) _ &

q—1 dx

se f for diferenciavel.
Consideremos a e b constantes arbitrarias, entao:

af(qr) +bg(qr) —af(x) — bg(x)
(¢q— 1=
(flgz) — f(x)  , g(qz) — g(x)
a-De -1
= dy(af(x)+bg(x)) = aD,f(x) + bD,g(x).

Dy(af(x) +bg(x)) =

E ainda

Du(af(x) + bg(x)) = af(x+h)+ bg(x —l—hh) —af(x) —bg(z)
AR - T@) et )~ ()

h h
= dp(af(x) +bg(x)) = aDyf(x) + bDyg(z).

Com isso, podemos concluir que a g-derivada e a h-derivada de uma funcgao sao
operadores lineares.



1.1. Q-DERIVADA E H-DERIVADA

Exemplo: Vamos calcular a g-derivada da fungao f(z) = 2™, onde n € N, pois
dela resultard uma notagao que iremos utilizar bastante em nosso trabalho. Por

definicao,

(gz)" —a" _ (¢" = Da"1

D,z" = =
! (g—1)x qg—1

Utilizaremos a seguinte notagao em nosso trabalho:

qt —1

[n] = ) =¢" ' +¢"*+ - +qg+1,¥nEN.

Utlizando a notacao acima temos

(1.5)

Observemos a semelhanga que h& com a derivada ordinéria de ™, e mais, tomando
g — 1 temos [n] — n. Por outro lado, a h-derivada da fungdo f(z) = 2™, onde

n €N é:

n T+ h)" — 2"
Dy = EHMIZT

-1

"+ na"th + —n(n2 >x”_2h2 + oo+ A — 2"
B h
-1
= nxn_l—kwgﬂ_?h—l—“-—kh”_l.

Note que, se fizermos h tender a zero, recuperamos a féormula classica do célculo

ordinério.

Com isso, observamos que o estudo da fungao 2™ no h-calculo ja nao é tao simples,

entao direcionaremos nossa atencao apenas para o g-calculo.

Passemos a estudar as regras do produto e do quociente da g-derivada. Consi-

deremos duas funcoes f e g, entao:



1.1. Q-DERIVADA E H-DERIVADA

D, (f(x)g(x)) = dq((i(f)f)(j)) _ f(qx)dqg((;C)_Jrl)gx(a:)dqf(x).

Logo,

Do(f(x)g(x)) = flaz)Deg(x) + g(x) Dy f (). (1.6)
Por simetria, podemos trocar f e g, e obter:

Do(f(2)g(x)) = f(x)Deg(x) + 9(qr) Dy f (), (1.7)
que é equivalente a (1.6).
Observacao 1 Note que a formula (1.7) é o g-andlogo da regra do produto do cdl-

culo cldssico.

Suponhamos que g(z) # 0, entdo para todo z € Dom(g) temos,

entao, aplicando a formula (1.6) a (*) temos:

gg)D, L L IO b ) = D,f ().

T9(x)  g(2)
Donde,
56 _py oy @)
g(qx)Dqg(x) =D, f(z) g(x)Dqg< )-
Portanto,
f(@)  g9(@)Dyf(x) — f(x)Dyg(x)
Pis =" e 1-8)

Com isso, temos a seguinte proposicao

5



1.1. Q-DERIVADA E H-DERIVADA

Proposicao 1 Desde que g(x) # 0, temos:

fl@) _ 9(2)Dyf(x) — f(2)Dyg(z)

D g(x) g9(qz)g(x)

Agora, se aplicarmos a g-regra do produto (1.7) a (*) temos:

f@), flax) ooy .
g(x)Dqg(x) + g(qx>Dqg( )= Dyf(z).
Dali,
5 _py ey,
g(x)Dqg(x> D, f(x) 9(q7) 09(2).
Portanto,

- . (1.9)

Observacao 2 Utilizando a g-regra do produto (1.7) obtemos a sequinte g-regra do
quociente:

p (@) _ 9(qx)Dyf () — f(gr) Dyg(2)
g9(x) g9(x)g(qz) '

Mesmo obtendo duas g-regras do produto o resultados obtidos em (1.6) ¢ mais
utilizada em determinados momentos.

Assim, acabamos de apresentar uma regra geral da g-derivada para o produto
e para o quociente. No entanto, nao h&4 como generalizar a regra da cadeia para a
g-derivada.



1.2. GENERALIZACAO DA FORMULA DE TAYLOR

Se, por acaso, tomarmos a g-derivada de uma fungdo f(u), na qual u = u(z) =
a:L’B, com « e 3 constantes, obtemos:

flag’a?) - f(aa®) _

D fu(w) = At
flag?2?) — f(ax”) ag’z? — axP B
aqfrf — azh (¢g— 1
f(q°u) = f(u) u(gr) — u(x)
¢°u —u (¢— Dz
Consequentemente:
Dy f(u(z)) = (Dys f)(u(z)) Dgu(z). (1.10)

Observagao 3 Considere uma funcao f(u), na qual u = u(z) = az®, com a e f3
constantes, entao:

Dqf(u(x)) = (Dgs f)(u(z)) Dgu ().

No entanto, tomando u(x) = z + 2% ou u(x) = cosw, fica impossivel escrever

u(gr) em termos de u de maneira simples, ou seja, ndo tem como descrever uma
regra da cadeia geral.

1.2 Generalizacao da Formula de Taylor

No célculo ordinario, uma funcao f que possui derivadas de todas as ordens é
analitica numa vizinhaca do ponto a quando puder ser expressa como uma série
de poténcias numa vizinhanca do ponto a. O Teorema de Taylor diz que a série de
poténcias é:



1.2. GENERALIZACAO DA FORMULA DE TAYLOR

(z —a)"

)= p @=L,

n!

A expansao de Taylor de uma funcao analitica, muitas vezes, permite-nos esten-
der a definicao da funcao para um dominio maior e mais interessante. Por exemplo,
utilizando sua expansao em e” definimos o exponencial dos ntimeros complexos e
das matrizes quadradas.

O teorema que segue é o g-analogo da Formula de Taylor classica.

Teorema 3 Seja a um niumero, D um operador linear no espaco dos polindémios e
Py(x), Pi(x), ... uma sequéncia de polindémios satisfazendo as sequintes condigdes:

(i.) Po(a) =1 e P,(a) =0,Yn > 1;
(ii.) degP, = n;
(11i.) DP,(z) = P,_1(z),¥n > 1,eD(1) = 0.

Entao, para todo polinomio f(x) de grau N, tem-se a seguinte generaliza¢io da
Formula de Taylor.

N

f(x) =) (D" f)(a)Pu(x).

n=0

Demonstracao: Seja V o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a N. En-

tdo dimV = N+1. Peloitem (ii) o conjunto dos polinémios = { Py(x), Pi(x),- -+, Py(2)}
¢ linearmente independente, pois a sequéncia de seus graus sao estritamente cres-
cente, ou seja, escrevendo cy Py (z) + ey_1Py_1(z) + -+ 1 Pi(z) + coPo(z) =0 e
observando os coeficientes, teremos o seguinte sistema:

;

CN =0
cN t+cey-1 =0
cCN +c¢cn_1+cCn_2 =0 3

\CN+CN_1+CN_2+...+01+CO:O

consequentemente, cy = cy_1 = ¢y_2 = ...cy = ¢g. Logo, § é uma base para V.
Sendo assim, qualquer que seja f(x) € V, temos:

8



1.2. GENERALIZACAO DA FORMULA DE TAYLOR

Fazendo x = a temos:
fla) = enyPn(a) + en—1Py_1(a) + cy—aPy_a(a) + -+ c1Pi(a) + coPy(a) =0

e por (i) encontramos f(a) = c¢g. Aplicando o operador D n vezes na equagao, no
qual 1 <n < N e por (ii) e (iii) temos:

(Df)(x) = coDPy(z)+ c1DPi(x) + coDPy(x) + csDPs(x) + - -+ + enDPy(z) =
= D)+ c1Po(z) + 2 Pi(x) + csPo(z) + - - + enPy_1(z) =
= Cl—|—CQP1(£L’)+63P2(IE)+"'+CNPN,1([IZ‘).

Calculando (D?f)(z) temos:

(D(Df))(x) = Dcy+ coDPi(x) 4+ c3DPo(x) + -+ 4+ cyDPy_1(x) =
= 1 D(1) + o Py(z) + c3Py(z) + -+ + enPy_a(x) =
= C2+63P1($)+"‘+CNPN,2 LL’)

Prosseguindo, obtemos:

(D" f)(x) = Z ¢iPyn ().
E novamente fazendo = = a e por (i) obtemos ¢, = (D" f)(a), com 0 <n < N, entdo
f(@) = f(a)Po(z) + (Df)(a) Pr(x) + -+ + (DY f)(a) Py ().

Portanto:



1.3. Q-ANALOGO DE (X — A)N E Q-DERIVADAS DOS BINOMIOS

Provando assim o teorema. =

d
Exemplo: Para efeito de ilustragdo, tome D = e o operador diferencial e
x
P.(z) = u, entdo:
n!
(i.) Py(a) = % = 1 e para todo n > 1 temos P,(a) = M ==
0,vn > 1;

(#1.) Desenvolvendo o binémio (z —a)", obtemos que o mesmo possui grau n, entao
P,(x) tem grau n;

_ n—1
(iii.) DP,(x) = nz—a) = = P,_1(x) para todo n > 1, e ainda,

n! (n—1)!
D(1) =0.

1.3 qg-Anéalogo de (x — a)" e g-Derivadas dos Bino-
mios

Sabemos que o operador g-diferencial D, ¢é linear no espago dos polinémios.
Vamos aplicar o Teorema 3 para D = D,. Para isso, necessitamos do seguinte
g-analogo do fatorial n! de um inteiro nao negativo:

[n]!:{ 1 ,sen =20
n]n —1)[n—2]---[1],se n =1,2, ...

Vamos construir a sequéncia dos polinomios { Py(z), Pi(x), Py(x), ...}, que atende
as trés condigoes do teorema 3 com respeito ao operador linear D,.
Se a = 0 tomemos:

10



1.3. Q-ANALOGO DE (X — A)N E Q-DERIVADAS DOS BINOMIOS

'ITL
Pn TR 3]_
@)= (3.)
o 00 , , o
pois (i) Fo(0) = ol = 1, nesse caso foi escolhido que Py(0) = 1. P,(0) = il
! n]!

0
W = 0, qualquer que seja n > 1; (i), claramente vemos que degP,(x) = n; e (iit)
n!

para n > 1 e usando (1.4) temos:

Dgx™ n|x" ! ik
DoPalw) = = = [n[][}z i oy @)

r—a)"
Suponhamos agora a # 0. Neste caso, poderiamos pensar em P, (z) = —( il ) ,
n|!
porém isso seria um equivoco, pois:

(gz —a)® _ (¢—0a)’

B ¢*r? — 2qax + a® — 2 + 2ax — a?
plE—a’  (g=Dx (¢-Dz _ (¢ — Dz
o 2]! [2]!
¢*xr —2qa +2a — x _:E(q2—1)—2a(q—1) _ gr +x — 2a
(¢ — D)zf2]! (¢ —D[2]! 2]!
# x —a.

Dessa forma, temos que determinar os primeiros P, (x) para em seguida mostrar
por inducao a formula geral.

Sabemos que Fy(z) = 1, entdo para que D,Pi(z) = Py(z) = 1 e Pi(a) = 0,
devemos ter P(r) = = — a, pois:
gr—a—x+a (¢g—1)x
D,P(z) = = =1
N T P T

Da mesma forma, devemos ter D,P(x) = Pi(z) = © — a e Py(a) = 0, entdo
tomemos:

11



1.3. Q-ANALOGO DE (X — A)N E Q-DERIVADAS DOS BINOMIOS

x? a® s 12— (q¢+ Dar —a*+ (¢+1)a?
Py(zx) = E—am—m+a = 2
_ 2% — qax — ax — a® + qa® + a? _ (x —a)r — qa(x — a)
2] 2]
_ (z—a)(z —qa)
[2] '

Analogamente:

para que tenhamos D,Ps(x) = P, e P3(a) = 0. E assim por diante. Logo:

P,(z) = (z —a)(z — qa)(x [;ﬁ a)-(z — g™ a))

que esta de acordo com (3.1), quando a = 0. Antes da verificacdo de (éii) vamos ver
o seguinte resultado.

Defini¢ao 4 O g¢-andlogo de (x — a)™ € o polindémio

Proposicao 2 Para n > 1 temos:

Dy~ a); = [n)(x — a)) ™"

Demonstragao: Provaremos por inducao. Para n = 1 é verdade, pois:

—a— —1
qr —a x+a:1:q (z —a) ' = [1)(x — )L,

Dy(z —a)g = (g —1)x qg—1

Suponhamos valido para n = k, ou seja, Dy(z —a)l = [k](z —a)k™"

[k e Provemos para
n =k + 1. Entao, utilizando a g-regra do produto (1.7), temos:

12



1.3. Q-ANALOGO DE (X — A)N E Q-DERIVADAS DOS BINOMIOS

Dy(x — a)kH = Dyl(r — a)g@ - qka)q]

e et gha)
= (rma, (¢— Dz

= (z—a)f +q@—FQ)k)(z —a)t "

+(gz = ¢"a)[k](z — a)y™"

Observemos que ( —a)i! = (z — a)(z — qa)(z — ¢*a) - - - (x — ¢"%a), segue que
(z—a)f "z —¢""a) = ( a)i. Além disso:

Dy(z —a)g™ = (z—a)g + qlk](z —a)y = (1 + q[k])(z — a)

q
k k+1
g~ —1 g =1
_ (1+q )(x—a)’;:—l(x—a)';

qg—1
= [k—i—l](x—a)’;.

Portanto, Dy(x — a)} = [n](z — a); " ¢ vilida para todon € N. =

Segue da Proposi¢ao acima que D P, = P,_;. De fato:

(@ —a)z—ga) - (z—q'a)] . (&—a)
b ] = P
W (x —a)g 1 B (x a)Zfl
= 1]
= PFpa(2)

1
r—a)"=———-—Vn>1.
=) = e

Verificamos que tal extencao ¢ ideal, ou seja, faz sentido a partir das proposicoes
que seguem, porém nao as demonstraremos, pois podem ser encontradas em [1, pp
9-10].

13



1.3. Q-ANALOGO DE (X — A)N E Q-DERIVADAS DOS BINOMIOS

Proposicao 3 Quaisquer que sejam m,n € Z temos

(z—a))™" = (z—a)](z — ¢"a);.

Para uma generalizacao da Proposicao 1, faz-nos necessario uma extencao da
definigao de [n].

Definicao 5 Para qualquer nimero real o, nao nulo, faca

Proposicao 4 Qualquer que seja n inteiro temos:

Dy~ a)y = [nl (& — ).

Nao podemos utilizar a Proposicao supracitada para encontrarmos as g-derivadas

1 1
de fo(z) = ——, g4(2) = (@ —2)7 e hy(z) = —
1 (x —a)r e e e (a—mx)7
consideremos n > 1, entao:

Para ilustrarmos,

(a—2)! = (a—2)(a—gz)(a—q) - (a—q" 'a)
= (a—2)q¢la—x)g* (¢ Pa—2)--- (" (g a—x)
= (1" (@ =g a) - (2 — g %a) (@ — g a)(x —a)
— (1T (- g )

Essa igualdade é valida para n = 0 e n < 0, cuja verificacao é facil.
Por fim, vamos calcular a derivada das trés g-fungoes f,(z), g,(x) e hy(z):

1 1 n \—n
quq(“/‘) = D, =D = Dq(x —4q a)q

(x—a)y (- qq"a)

= [-n)(z —q¢"a)"""

n n, =) -n n—

Dygy(x) = Dyla—a)y=(=1)"¢ = [n(z—q¢ " a)y™
(n—1)(n—2) “n . n—

2 (=g (g )y

= —[nl¢" (¢ 'a— !E)Z_l = —[n|(a — qa:)g_l

14



1.4. A Q-FORMULA DE TAYLOR PARA POLINOMIOS

_ I [ CR GV
Pa) = Pote =y = (- ayta— a0l
] W

1.4 A g-Foérmula de Taylor para Polinémios

Nesta secao, iremos obter a g-versao da Formula de Taylor, tendo em vista que

r—a)y
P,(x)= % satisfaz as trés condigoes do Teorema 3, com relacao ao operador
n|!
linear D,.

Teorema 6 Para todo polinémio f(x) de grau N e um nimero ¢ qualquer, o po-
linomaio
(x — c){]

]!

@)= (D;N)(e)

J=0
€ a expansao q-Taylor.

Para exemplificarmos o Teorema supracitado, consideremos f(z) = 2™ e ¢ = 1,

no qual n € Z;. Para j = 1 temos (D,f)(x) = [n]z"!, ja para j = 2, temos
D,((D,f)(x)) = Dy([n]Jz"') = [n][n — 1Ja" 2. Prosseguindo dessa forma, temos
para j <n

(Dyf)(@) = [n][n — 1]+ [n — j + 1" (4.1)
Com isso,

(D3N(1) = [nlln = 1]+ [n— 5 +1]

Portanto, a g-Formula de Taylor para f com ¢ =1 é:

15



1.5. A FORMULA BINOMIAL DE GAUSS E A NAO COMUTATIVIDADE DA
FORMULA BINOMIAL

IR\ AT B RSN '8 DR
=3 - eom=2 |G e a2
onde:
n]_ -1 g1 )
- 7 BRI -

sao chamados de coeficientes g-binomiais.
Observe que fazendo ¢ — 1, os coeficientes g-binomiais se reduzem aos coefici-
entes binomiais ordinarios.

1.5 A Foé6rmula Binomial de Gauss e a nao comuta-
tividade da Formula Binomial

Nesta secao, encontraremos duas formulas binomiais envolvendo coeficientes g-
binomimais. Para isso, faremos o seguinte exemplo: sejam n um inteiro nao-negativo
e a um ntmero. Vamos expandir f(z) = (z+a); sobre ¢ = 0 utilizando a q-Formula
de Taylor. Sabemos que para j < n temos:

(Dyf)(@) = [n][n = 1]~ [n—j + 1](z + a)y ™ (5.1)

e por, (z +a); = (z+a)(z+qa) - (r+¢"7'a) e como ¢ = 0 obtemos:

(n=j)(n—j—1)
2

(D3N)(e) = [nlln = 1] [n—j+1]q a".
Logo, a g-Formula Taylor sera:
(z+a); = { ? } g i (5.2)
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1.5. A FORMULA BINOMIAL DE GAUSS E A NAO COMUTATIVIDADE DA
FORMULA BINOMIAL

Podemos melhorar ainda (5.2) substituindo n — j por j e como

Mi]}:%:{ﬂ

temos:

(z+a); = { " } qm;1> alx™ . (5.3)

A formula (5.3) é denominada de Férmula Binomial de Gauss.

Pensando na Formula de Gauss, poderiamos indagar: serd que essa formula é co-
mutativa, ou seja, podemos comutar z com a? A partir de agora vamos voltar nossas
atengoes para responder a tal pergunta. Antes observemos o seguinte exemplo:
Exemplo: Sejam 2/ e M[; operadores lineares no espaco dos polindbmios cujas as
a¢oes num polinémio f(z) sao:

2'[f(x)] = xf(x) e My[f(x)] = f(qa).
Entao, para qualquer f(z), temos:
M/ [f(2)] = My[xf ()] = quf(ge) = g2’ f(gz) = g2’ My[f (z)],
ou seja,

M’ f(2)] = g2’ My[f (x)]. (5.4)

No teorema que segue, veremos que a Férmula Binomial é nao comutativa,
mesmo envolvendo dois elementos que satisfazem uma relagao especial como em

(5.4).
Teorema 7 Se yx = qxy, onde q é o numero que comuta com ambos x e y, entdo:

n

(@+y)" = { ;’ } iy (5.5)

J=0
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1.6. PROPRIEDADE DOS COEFICIENTES Q-BINOMIAIS

Demonstragao: Faremos a prova por inducao. Para n = 1, temos =z + y =
2%+ 970+ 2! + ¢y~ = y + . Consideremos que (5.5) é valido para n = k, ou seja,

v = qyt ey = Py ey = Fayt

e provemos para n =k + 1,

k
@+t = (@+yflety = (Zflﬁjy’“‘j> (z +y)

7=0
k k
= Z { ] plyk=i 4 Z [ ] qdyh=it1
§=0 §=0 J
k k L
=) [ ] o (¢ Tayk =)+ { } Iyttt
— — J
7=0 7=0
k+1 k
_ k—j+1 i k—ji+1 k—ji+1
_Z J lj—l}x]yj _,_Z{ }xjyj
j=1 7=0
i k k
okl k—j+1 G k—j+1 k+1
= + , + x +x
O G P
‘77
k+1
_ Z[k"‘_l} G, k15
Jj=0 J

Aqui, utilizamos a regra g-Pascal, que sera apresentada na préxima secdo. Fica
assim provado o teorema. =

1.6 Propriedade dos coeficientes g-Binomiais

Nesta secao, estudaremos algumas propriedades dos coeficientes g-binomiais.
Lembrando que definimos esses coeficientes como sendo

m_[nnn—u--;[n—w]: 2 vnezinzj

71! [t = 41V
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1.6. PROPRIEDADE DOS COEFICIENTES Q-BINOMIAIS

Mais uma vez, podemos observar que se fizermos ¢ — 1, teremos o coeficiente
binomial ordinério.
Observemos que a regra de Pascal nao ¢ valida para os coeficientes g-binomiais.

Com efeito,
[?]:nﬁg!u!:§? :q+1*2:{é}+[1]'

A proposicao que segue mostra a existéncia de duas regras g-Pascal.

Proposicao 5 Erxistem duas regras q-Pascal que sao:

HEE RIS o

e

Gl BART) e

onde 1 <j<n-—1.

Demonstracao: Qualquer quesejal <j<n-—1

] = 1+q+¢+ - +¢""
= (L+g+@++¢ ) +dQ+q+a+-+¢"77
= [j]+dn—l.

Sendo assim:

[n} _ [n]! _ [n][n — 1]!
j Ul n =41t Ul = ]!
-+ Pl )
Ul = ]!
_ [n — 1]![] / [n — 1]![n — j]
Ulld = =4t 7 [ln = j]ln =5 = 1]!
n— 1! [n— 1!

b= 1! = 3] WUHn—j—u!:

- 525
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1.6. PROPRIEDADE DOS COEFICIENTES Q-BINOMIAIS

Por fim, pela simetria dos coeficientes temos:

M R PR
. = .| = . +q .
J n—j n—j—1 n—7
- {n—l]_ﬁ_qnj[n—l]
j j—1]
Fica assim provado a proposicao. =

Corolario 5.1 Cada coeficiente g-binomial é um polinémio em q de grau j(n — j),
cujo coeficiente lider € 1.

Demonstracao: Tomando n um inteiro nao negativo, sempre temos:

nl [n]_ [n! ]

0 n [n]![0]! ’
que evidentemente ¢ um polinémio de grau 0 = 0(n — 0) = n(n —n). Consideremos
agora 1 < j < n — 1. Pela Proposicao acima, o coeficiente ¢-binomial é a soma

. o , o , . n |, . .
de dois polindmios, que é um polindmio e serd em ¢, pois [ i } ¢ a razao de dois

polindmios em ¢. Por fim, observemos que:

{ n } _ (@ =D =1 (")
J (@ =)(gt=1)---(¢g—1) "~

entao o grau de [ ;L } é

m4+n—1+-+n—j+1)—(G+j—1+-+1)

_ (n+n—2j+1)j _ (J’Zl)j :%(zn—z]'):j(n—j)-

Com isso, encerramos a demonstragao do corolario. =

Veremos que os coeficientes g-binomiais também tém propriedades combinato-
rias, assim como os coeficientes binomiais ordinarios.

Teorema 8 Sejam A, ={1,2,--- ,n} e A,; a colegio de todos os subconjuntos se
A, com j elementos, onde 0 < j < n. Entdo:
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1.6. PROPRIEDADE DOS COEFICIENTES Q-BINOMIAIS

n _ w(S)fj(jg—l) 63
M > | (63)

SEAn,j
no qual w(S) = g5

Demonstragao: Inicialmente, para n = 1 temos j € 0,1. Fazendo j = 0 temos

Avp = {6} ¢ w({}) = 0, entio:
1]onr o1
[0]‘{0}![1]!‘1‘ 2

Se€Ai0

e para j = 1, obtemos A;; = {1} e w({1}) = 1, entao:

1 ]! e .
g =T

’ S€A1’1

Logo, para n = 1 temos que (6.3) é valido. Agora suponhamos valido para n = k,
k > 2 e provemos para n = k + 1. O caso em que j = 0 é analogo ao ja feito
acima. Para j > 1, facamos A,,; = AUA onde A = {S € A, ;;m & S} e
A" ={S € A,,j;m € S}. Dessa forma, os elementos de A sdao os subconjuntos de
A,,—1 com j elementos e os elementos de A’ estao em bijecao com os subconjuntos
de A,,_1 com j — 1 elementos. Sendo assim:

Z qw(s)_ﬂ'(j;rl) _ qu(s)_j(j;rl) i Z qw(s)_j(a';l) _

S€Ay ; SeA SeA’
S _ iU+ S _JG+1)
= S @O Y g
S€EA,_1,; S€Am-1,j-1
_ iU+ _JG-1) o
SGAm_L]‘ SeAm_l’j_l

e 1)

A dltima linha segue da regra de g-Pascal. =
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1.7. FUNCOES Q-TRIGONOMETRICAS

1.7 Funcoes g-Trigonométricas

Definiremos aqui as fungoes g-anélogas do seno e do cosseno, fazendo uso das
expressoes de Euler em termos da funcao g-exponencial, que é uma das mais impor-
tatntes fun¢oes do g-calculo, pois permite obter uma grande quantidade de formulas.

Mas, antes disso, veremos algumas definicoes e resultados, que podemos encon-
trar mais detalhes no apéndice.

As duas definigoes que seguem sao referentes & classica fungao exponencial.

Definicao 9 O g-andlogo da funcao e* ¢

Observagao: Notemos que quando |g| < 1, o produto infinito (1 + 2)* =
(14+2)(1+gx)(1+ ¢?z) - - - converge a algum ntumero finito. Mais ainda, se |q| < 1,
temos

o . 1—q" 1
(i.) limy, o0 [n] = lim, o0 . _qq =1 —q;
o [1] = Ay
neo | oo (I=q)(1—¢*)--(1-¢)
1

(I-q)(1—=¢*) - (1—¢)

Se aplicarmos (i) e (ii) as formulas binomiais de Gauss e Heine, obtemos as duas
seguintes identidades de séries de poténcias formais em z (supondo |g| < 1):

G-1) bl
1+x E qj2 A
1-g)1-¢) - (1-g)
)

(1—96 JZ 1-q)(1—¢*)--(1-¢)

Definicao 10 O g-andlogo da funcdao exponencial é:

o

Z S (1 (1 - )

=0
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1.7. FUNCOES Q-TRIGONOMETRICAS

Proposigao 6 As g-derivadas de €] e E; sao:
Dyey =€, e DE; =E;".
A prova dessa Proposicao encontra-se na pagina 52 deste trabalho.

Lema 10.1 Sdo vdlidas as igualdades 7 = Ej e ey E* = 1.
q

A prova desse Lema encontra-se na pagina 52.
Isto posto, podemos definir as fungoes g-seno e qg-cosseno.

Definicao 11 As funcgoes gq-trigonométricas sao:

eim _ e—i:c Ez:c _ E—im

_ 4 q _4q q
SENGT = ——(———— ou Senqx B —

21 21
e

T —1ix 1T —1ix

_eg teg B Ef + B
COSqx = T ou OOSql’ = T

A partir do Lema 10.1, temos Sen,z = seniz e Cos,x = cos1x e ainda:
q q
S22
e(z}mE;m + (6§Eq—m)z + (€q_mE§)Z + eq—zqu—z:B
4

cosgxCosgr =

eéx . el;ix Eé:c . Eq—m
21 21
_eza:E;x . (e;”Eq‘””)i . (eq—ng)i + eq—ixEq—ix
B 4 e TET — 2
4

sengrSengr =

Sendo assim:
cosqgx.Cosgx + sengr.Sengr = 1,
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1.7. FUNCOES Q-TRIGONOMETRICAS

que é o g-analogo da relacao fundamental da trigonometria.
Para finalizar, vamos calcular a g-derivada da funcao g-seno e g-cosseno.

T __ ,—iT 1T —ixT;
Dosenz — Deq €q _eqH—eq )
q q - q - - .
21 2
T —ix
_ €q + eq _
= ——(——— = C0S4x

2

Dgcosqx = D, =

Analogamente, temos:

Eix _ E—iaz quxl + E—qixi
D,Senz = D,—~ 5 i =1 5 1

Eqia: +E—qix
= < 9 5 I — = Cosgx

Eia: _|_E—ioc Eqml o E—qixi
DqC’osqx:quzq:qu

qir —qix
22 Eq Ef] _
= 1 2— = —Senqx.
1
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Capitulo 2

A Integracao (Quantica e suas
Aplicacoes

Apos ter estudado um pouco sobre a g-derivada, podemos pensar: qual o com-
portamento da g-integracao? Pensando nisso, destinamos esse capitulo para este
fim.

2.1 g-Antiderivada

Para iniciarmos nossa secao, devemos entender o que é uma ¢-antiderivada.
Sendo assim, segue a definicao.

Definicao 12 A fun¢dao F(z) € uma g-antiderivada de f(x) se D F(x) = f(z) e a
notacao usada é:
/f(x)dqx.

Podemos observar, a partir da definicao acima, uma diferenca entre o céalculo
ordinario do céalculo quantico. No ordinario, existem varias fungoes F'(x), que sdo
as antiderivadas de uma tnica funcdo f(x), isto se deve ao fato de um acréscimo
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2.1. Q-ANTIDERIVADA

de uma constante qualquer em F'(x). No entanto, no céalculo quantico é mais sutil,
pois Dyp(z) = 0 se, e somente se, ¢(qz) — ¢(z) = 0, ou seja, p(gr) = ¢(x), que nao
implica necessariamente em ¢ ser uma constante. Por outro lado, se considerarmos
¢ uma série de poténcia, a condigao p(qz) = ¢(x) implica ¢"¢, = ¢,, para cada n,
onde ¢, € o coeficiente de x™, mas isto s6 é possivel quando ¢, = 0, Vn > 1, ou seja,
© é uma constante. Portanto, se

fla) =) ana”
n=0

é uma série de poténcia, entdo f(x) possui uma tnica g-antiderivada a menos de
uma constante, a saber

xn—i—l

a
& C.
[n+ 1] +

/f(x)dqx = g

Se f(z) é uma funcao geral, entdo podemos melhorar a situa¢ao impondo algu-
mas restricoes na g-antiderivada. Para generalizar tais pensamentos, vamos expor
a seguinte proposicao.

Proposicao 7 Seja 0 < q < 1. Entao, a menos de uma adicao constante, toda
fungio f(x) possui no mdzimo uma g-antiderivada que é continua em x = 0.

Demonstracao: Suponhamos F; e Fy duas g-antiderivadas de f continuas em
x = 0. Consideremos uma funcao ¢ = F; — F,, que é continua em x = 0, que atende
a propriedade ¢(qzr) = p(x), 0 < ¢ < 1, para todo z, desde que D, = 0. Sejam

m =inf{p(r);gA <z < A} e M = sup{p(z);qA <z < A},

nos quais A > 0. Observemos que m ou M pode ser mais ou menos infinito no caso
em que o for ilimitado superiormente ou inferiormente, respectivamente. Assumindo
m < M, temos que pelo menos ¢(0) # m ou ¢(0) # M é verdadeiro. Entao, vamos
supor ¢(0) # m. Segue por continuidade que dado € > 0 suficientemente pequeno,
podemos obter um 6 > 0 tal que

m+ e ¢ o(0,9).
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2.1. Q-ANTIDERIVADA

No entanto, tomando N suficientemente grande, temos ¢V A < §. Desde que
p(qz) = ¢(z), temos:

m+ e € (m, M) C plgA, A] = p[¢" T A, ¢V A] C ¢(0,0),

levando a uma contradi¢ao. Portanto, m = M e ¢ é uma constante em [gA, A, ou
seja, ¢ é uma constante sempre. m

Observemos que a proposicao expoe apenas a unicidade. Discutiremos a exis-
téncia posteiormente.

Por fim, determinaremos a férmula para mudanca de variavel. Sejam o e 3
constantes e u = u(r) = ar’. Se F(x) é a g-antiderivada de f(z), entdo:

/ f(u)dgu = F(u) = Flu(x)).

Temos para qualquer ¢’ e usando observacao 3, do capitulo 1, g-regra da cadeia,
temos o seginte:

F(u(x)) = /Dq’F(U@))dq’x
= [0yt Dyu(dya
= /(Dq/ﬂF)(U(-T))dq’u(x)a

que fazendo ¢ = q%, obtemos D, sF' = D,F' = [, segue que:

[t = [ fa)d ) (1)

Com isso, f(u(z))D 1u(z) é uma das g-antiderivadas de f(u).

1
qq
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2.2. A INTEGRAL DE JACKSON

2.2 A Integral de Jackson

Em 1869, Thomae, que foi o aluno de Heine, introduziu a chamada q-integral.
Porém, Thomae provou que a transformagao de Heine 561 (a, b; ¢(q; 2)) é o g-anélogo
da integral de beta de Euler, que pode ser expresso como um quociente de funcoes
g-gama. Ja em 1910, Frank Hilton Jackson (1870 - 1960), definiu a g-integral geral.

Nosso intuito aqui serd o de apresentar a Integral de Jackson e algumas aplica-
¢oes. Para isso, consideremos f(x) uma fungdo qualquer e F'(x) sua g-antiderivada,
entao por definicao da g-derivada temos:

1 F(qr) — F(x)

W(M; —1)F(z) = G-z Dy F(z) = f(z),

onde M;(F(x)) = F(qx), que definimos na Segdo 1.5. Observemos ainda que pode-
mos escrever a g-antiderivada formalmente como sendo

F) = gy (0~ 00,

1 .
Como m = Mé"‘ (M/)g + (M/)g + HRR entao
q

F(z) = (1-q)(1+ M+ (M)g+ M)+ )zf(2)
= (1-9q) ) (M)(xf(2)

=0

e pela expansao das séries geométricas, chegammos a:

/ F@)dgr = (1 q) S (M (f(x)),

J=0

que fazendo uso da expansao das séries geométricas obtemos:

[ H@de = 1= a3 d (@) 2.1)

Na qual (2.1) é chamda de Integral de Jackson de f(z).
Da integral de Jackson obtemos uma férmula mais geral, como mostra abaixo:
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2.2. A INTEGRAL DE JACKSON

[ t@Digade = (1= 0y ) Dyg ')

(¢x) — g(¢ ')
(1-q)¢gx

= (1- g ¢ f(g)?
5=0
ou ainda,

[ H@digta) = 3 @) (gla's) - gl 12). (2:2)

Jj=0

O teorema que segue nos fornece condicoes suficientes para examinar sob quais
condigoes [ f(x)d,x converge para uma g-antiderivada.

Teorema 13 Suponha 0 < ¢ < 1. Se |f(x)x®| é limitada pelo intervalo (0, A] para
algum 0 < «a < 1, entdo a integral de Jackson definido em (2.1) converge para a
fungao F(x) em (0, A], que é a g-antiderivada de f(x). Além disso, F(x) é continua
emx =0 e F(0)=0.

Demonstracao: Considere M € (0, A], tal que |f(z)z®| < M, segue que:

—M < f(x)z® <M & —Mz™* < f(z) < Mz~ < |f(x)] < Maz™®

Dai, para todo 0 < x < A e 7 > 0 temos:

f(dz)] < M(P2)™ & |¢ f(¢x)] < Mg (¢x)™°
= M@ q 7% = Ma—%q"=7, (2.3)

Desde que 1 —a > 0e 0 < g < 1, vemos que as séries sao majoradas por uma série
geométrica convergente. Com isso, a equagao (2.1), converge pontualmente para
alguma funcdo F(z). E ainda de (2.1) temos F'(0) = 0. Observando que 1 —¢ > 0
e x>0, entdo (1 —g)z > 0 e por (2.3) temos:
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2.2. A INTEGRAL DE JACKSON

1—qz ) dfldx)) < (1—qz|d Maz=(¢"™)
3=0 j=0
= (1—qzMx™® Z(ql_a)j :
=0
; 1
Como Z‘(;O:[)(ql—a)] — ql—a + (ql—a)Q + (ql—a)3 _'_ ce e — m, entéo:
1—q)zt—eM
%, 0<zx<A.

(1- Q)qujf(qjx) <

Por fim, mostremos que F'(x) ¢ a g-antiderivada. Para isso, devemos ter D, F(x) =
f(z), entdo:

1 — ql—a

D,F(z) = (1_1 ( (1-q) Zq f(dx) - (1 —Q)ququ(qj“w))
=0
— Z ¢ f(dz) Z (e
=0
= quf(qjx)—quf(qjx)
=0 =1

= f(z)+ quf(qjx) — quf(qu)
= f(x).

Note que, se x € (0, A] e 0 < ¢ < 1, entdo gz € (0, 4], e, portanto, a g-diferenciacdo
é valida. m

Pela Proposicao 6, da secao 2.1, se as hipoteses do teorema acima forem satis-
feitas, a integral de Jackson fornece uma tunica g-antiderivada que é continua em
x = 0, até a adicao de uma constante.

Por outro lado, se F'(z) é a gq-antiderivada de f(x) e F'(x) é continua em z = 0,
entdo F'(z) deve ser dada, até a adi¢do de uma constante, pela formula de Jackson,
uma vez que as somas parciais da integral de Jackson sao:
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2.2. A INTEGRAL DE JACKSON

(1- q)qujf(quc) = (1- Q>xijDqF(t)‘t:qix
_ = (Flgz) = F(¢"*'a)
- (1_Q)x;q ( (1-a)¢q )

que obviamente tende a F(z) — F(0), quando N — oo, pela continuidade de F(z)
em r = 0.
Podemos aplicar a féormula de Jackson para definir a g-integral definida.

Definicao 14 Sejam 0 < a < b. Definimos a g-integral definida como sendo:

| 1@ == ap o s 2.4)

/abf(:v)dqx = /Obf(:v)dqx - /Oa f(z)d,z.

Utilizando (2.2), deriva de (2.4) uma férmula mais geral.

/0 f@)dag(x) = F'b) (9(¢’b) — g(¢"*'b) .

J=0

A interpetacao geomeétrica da integral

b o0
/0 F@)dge = (1= b Y (D)
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2.2. A INTEGRAL DE JACKSON

é analoga a da Integral de Riemann, ou seja, corresponde a soma das areas de uma
quantidade infinita de retangulos, como mostra a figura 1.1.

: 2
q'b b qb b b

Figura 2.1:

Mais ainda, se fizermos ¢ — 1, a largura dos retangulos tende a zero, logo a soma
tende a Integral de Riemann, isto é,

lim/obf(:v)dqa::/obf(x)dx

q—1

Passemos agora a definir a g-integral impropria de forma mais elegante.
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2.2. A INTEGRAL DE JACKSON

Definigao 15 A g-integral imprdpria de f em [0, 4+00) € definida por:

+00 '
Ydgr = 2.5
iC _Z (2.5)
Jj=—00
se0<qg<1ou
+OO —+o0 qJ+1
/ D= Y /
0 P

se q> 1.

Antes de apresentar a proxima proprosicao, facamos a seguinte observacao:

qj d B q]+1 dq
/qj+1 / f(z)dyz / f(x)dyx
= (1—¢ Z qﬁkf J+k Z q;+k+1f j+k+1>
400
= (1-¢q) Z (R f(g7HF) — PR (g HRY)
k=0

= (1=q)(Zf(@) = @)+ F (@) =P f (@) + )
= (1-9d f(d). (2.6)

Proposicao 8 A g-integral imprdpria defnida acima converge se x°f(x) € limitada
numa vizinhanga de x = 0 com algum o < 1 e para © suficientemente grande com
algum o > 1.

Demonstracao: Substituindo (2.6) em (2.5), temos:

+oo 2 . .

i f(z)dgz = Z (I —q)¢’ f(d")
T +oo .

= |1—q| Z ¢ f(q")
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2.2. A INTEGRAL DE JACKSON

No qual:
S df@)= > dHd)+ Y alfa).
Jj=—00 Jj=—00 j=—00

Note que nao se altera o resultado se substituirmos ¢ por ¢!, sendo assim, basta

considerar o caso ¢ < 1. Note que, ;r:ioo ¢ f(¢’) converge tendo em vista o Te-

orema 13 dessa secao. Dessa forma, nossa atencao estard voltada para o outro
somatorio. Por hipotese |z®f(z)| < M, na qual « > 1 e M > 0. Entao, para um j
suficientemente grande temos:

a7 f(@?] = la7d%7f(q7))
g7 (g f (7))
< Mq_j(l_a).

Logo, o somatoério é majorado por uma série geométrica convergente, ou seja, o
somatorio converge. =

Nosso estudo agora estara voltado & Mudanga de Variavel u = u(x) = az”
na g-integral definida. A partir de (1.1) e utilizando (2.2) temos:

[ s yuia) = if(u@?%x))(u(qéx)—(q%))
_ i Fla(g72) (alg"z)” - a(q'F 2)?)
B i)f (aq’2”)(aq’s” — ag’*'a”)
_ f%ﬂqﬂ‘u)(qju—qj“u)
- 2f<qju><qf<u—qu>>
= (1—q)u2qu(qu),
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2.3. O TEOREMA FUNDAMENTAL DO Q-CALCULO E A INTEGRACAO
POR PARTES

que substituindo z por a e b acima obtemos:

u(b) u(b)
[ tdge= [ futend yute). 2.7)
u(a) u(a) q

2.3 O Teorema Fundamental do gq-Calculo e a Inte-
gracao por Partes

No calculo ordinario temos um teorema que une a derivada e a integral, chamado
de Teorema Fundamental do Célculo de autoria de Newton-Leibniz. Andalogo ao
calculo ordinario, o g-calculo, possui a g-versao para esse teorema denotado por
Teorema Fundamental do g-Calculo e o mérito também é dado a Newton-
Leibniz.

Teorema 16 (Teorema Fundamental do g-Célculo) Se F(z) € a g-antiderivada
de f(z) e F(x) é continua em x = 0, entdo:

b
| Haldga = FO) - Fla) (3.1)

na qual 0 < a < b < oo.

Demonstragao: Por hipotese, temos F'(z) a g-antiderivada de f(x), que é con-
tinua em z = 0, entdo, a menos da adi¢do de uma constante, F'(z) é dado pela
integral de Jackson (2.1).

o0

F(z)=(1—-qz)_ ¢ f(dz) + F(0).

J=0

Por definigao, temos:

[ t@de=a-a0Ydr@a)

=0
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2.3. O TEOREMA FUNDAMENTAL DO Q-CALCULO E A INTEGRACAO
POR PARTES

entao:
/Oa f(z)d,x = F(a) — F(0)
Analogamente:
/ g = (1 - q)bgqfﬂq%),
ou seja:
[ 1w = F0) - 0
Segue que:

/ab fe)dee = /Ob fl@)dew = /0 f()dyr = F() ~ Fla).

Fazendo a = ¢! (ou ¢/) e b = ¢/ (ou ¢7*!), na qual 0 < ¢ < 1 (ou ¢ > 1), e pela
defini¢ao da integral impropria (2.5), vemos que o teorema ¢ valido se o lim,_,, F'(z)
existe. Fica assim provado o teorema. m

Corolario 8.1 Se f'(x) existe numa vizinhanga de x = 0 e é continua em v = 0,
na qual f'(z) é a derivada ordindria de f(x), entdo:

| Put@de = 16) - f(@.

Demonstracao: De fato:

/ab D, f(z)dyx = /ab tim L4 =S @)

z—0 (q — 1z

Por f'(x) ser a derivada ordinaria de f(z), entdo podemos fazer uso da Regra de
L’Hopital, ou seja:
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2.3. O TEOREMA FUNDAMENTAL DO Q-CALCULO E A INTEGRACAO
POR PARTES

/quf(a:)dqx - /blim afflar) = /@),

z—0 (q—l)
[ Pl
B /JIHU -1
= f(0)dyx

Com isso, D, f(z) pode ser continua em z = 0 se considerarmos (D, f)(0) = f'(0).
Logo, segue do teorema que:

b b
/ D,f(z)d,x :/ f(0)d,z = f(b) — f(a).

Provando, assim, o corolario. m

Na definicao da g-integral definida, devemos ter que a funcao seja continua em
x = 0 independentemente se o zero pertencer ou nao ao intervalo de integracao.
Essa continuidade ¢ condicao para a convergéncia da integral de Jackson.

Para finalizar essa secao, vamos estudar a g-integracao por partes. Sendo assim,

consideremos duas fungoes f(x) e g(x), cujas derivadas ordinarias existem numa
vizinhanca de x = 0 e sao continuas em xz = 0. Entao, pela regra do produto temos:

Dy(f(2)g(2)) = F(x)(Dag(x)) + g(qx)(Daf (x).
Aplicando a g-integracao temos:
b b b
/ D, (f(x)g(x)) = / F(2)(Dag(x))dgz + / 9(q2) (Do (2)) .

Desde que o produto de funcoes diferenciaveis também é diferenciavel no calculo
ordinario, podemos aplicar o corolario supracitado na igualdade acima, entao:
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POR PARTES

F(B)9() — fla)gla) = / f dm+/g@@ﬂ%ﬂ@ﬂw

— /af(g;)dqg(:c)+/abg(qx)dqf(fv)-

Sendo assim, para a g-integral por partes fica analogo & integracao por partes do
calculo ordinario fazemos:

/ f(x)dyg(x) = f(b)g(b) — fla)g(a) — / 9(qz)dy f ().

Para efeito de aplicacoes da g-integracao por partes, temos o teorema abaixo que
obtém a g-Férmula de Taylor com resto de Cauchy.

Teorema 17 Considere Dgf(x) continua em x = 0 para todo j # n + 1. FEntao,
temos a g-andloga formula de Taylor com resto de Cauchy.

N J‘a(b_a)éib"“x—x”x
110 = 32D s [ D@0 - G3)

Demonstracao: A prova serd feita por inducdo. Entao, para n = 0 temos:

/f f(a) + F(b) — f(a) = F(B).

Suponha agora que (3.3) é valido para n — 1, ou seja:

n—1 ; b —a)) 1 b .
(Bae TR /a Dy f(x)(b — qz)y ™ dy.
j=0
Na secdo 1.3, vimos que:
Dy(a —z)y = —[n](a — qz);~" )

Fazendo uso de (*) e aplicando a g-integracdo por partes temos:
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b 1 b
[ Pirae et =~ [P0 - o
—a)" b
b )q +i/(b—qx)2DZ+lf(x)dqx.

(
] [n]

= D!'f(a)

Provando assim o teorema. =

2.4 As Funcoes q-Gama e g-Beta

Leonard Euler, com sua genialidade, introduziu duas funcgoes, em termos da
integral definida, que possui uma vasta aplicabilidade. Entre elas, estao a Teoria da
Probabilidade, a Fisica, a Engenharia, entre outros.

Estas funcoes sao denotadas por Fun¢ao Gama e Fung¢ao Beta que sao definidas,
respectivamente, por:

I'(¢) :/ 2l dr, t>0
0
e

1
B(t,s) = / 71— 2) de, t,s > 0.
0

Algumas de suas propriedades sao:

(1.) T(t+ 1) = tI'(¢);
(ii.) T(n+ 1) = nl, se n & inteiro positivo;

LO(s)

(iii.) B(t,s) = TGt
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2.4. AS FUNCOES Q-GAMA E Q-BETA

Observemos que a propriedade (i) listada acima generaliza o fatorial de um
inteiro positivo.

Passemos a estudar as g-andlogas dessas funcoes, assim como as g-analogoas
propriedades listadas acima. A partir de agora, assumamos que 0 < ¢ < 1.

Definicao 18 Para todo t > 0

['(t) :/ ' E % dgx

0

¢ dita Funcao g-Gama.
Lembrando que D E; = ElI*, entao:
I't+1) = /0 e E; % dgr = /o O O
e pela g-integragao por partes

I(t+1) =00 E;% —0'E, % - /O E [t dya.
Mas da Secao 1.7 temos:

logo,

para todo t > 0. Sendo
r1) = / E %dyx = E) —E;/* =1,
0
temos para todo inteiro 7 nao negativo
T'(n+1) = [n].

Embora a funcao g-beta seja mais complicada, ela serd bastante tutil para os
proximos resultados.
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Definicao 19 Para todo t,s > 0
1
B,(t,s) = / o1 — qas)g_ldq:v
0

€ denominada de Funcao g-Beta.

Pela definicao das integrais definidas e improprias temos:

By(t,oo) = (1=q)) ¢(¢) (1 —¢™)r

= (1-q) Y d@) ' a-qg™)y

j=—o00

= / (1 — qz)Pdgu.
0

Na qual usamos (1 — ¢/*')>® = 0, para todo inteiro n negativo. Tendo em vista
que Ef = (1+ (1 — ¢)z)g°, entao:

B,(t,00) :/ xtflE;@dqx
0

e fazendo = (1 — ¢)y temos:

Byftioo) = (1 =)' [y EMdye
0

Dai, a relacdo entre I';(¢,00) e B,(t,00) é:

B,(t, )

O = =g

(4.1)

A insercao dessa nova variavel s parece s6 fazer complicar, porém ela facilitara
em muitos problemas.
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Proposicao 9 i. Set >0 en éum inteiro, entao:

Byt = PO 42)

1. Para todo t,s > 0, temos:

(1-q¢)(1—-q)F(— qt“)?_

B,(t,s) = 4.3
) = T -y 49
Demonstragao:  Observemos inicialmente que Dy(a — z)! = —[n](a — qz);~" e
pela integracao por partes temos, para todo t,s > 0
1
B,(t,s) = ——/ o', (1— )}
[s] Jo
1 1
= [1t—1(1 —1); - 0" (1-0); - / (1 —qz)it — 12" Pdga
§ 0
t—1] / '
= (1 — qx)id,x.
[s] Jo H
Segue que:
t—1
B,(t,s) = B B,(t—1,s+1).
Observando ainda que:
1
By(t,n+1) = / a1 - q)q do
0
1
- / o1 — qr), '(1 - q"x)d,x
0
1 1
= / (1= qx)) g — q"/ a'(1—qx)) dyw
0 0
e assim
B,(t,n+1) = B,(t,n) — ¢"B,(t + 1,n). (4.5)
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Segue de (4.4) e (4.5) que

"t
Byt +1) = Btm) — T LBt 1)
ou ainda,
1—q"
By(t,n+1) = mBq(tn),

para todo t > 0 e n inteiro positivo. A partir de

B,(t,1) = /let—ldqx =0

temos

1—g"Y--(1—q) (A=q)-(1=gn
By(t,n) = (1- qg+n—1)--~(1—qt“?[t}) - (1—q")r

0 que prova a parte (7). Para a parte (i) temos, a partir de (i), que

(1— q>2—1 (=97 1 (1—gt+m)

T=g)r CU=gn (-

é valido para s = 1,2, --. Dessa forma, podemos escrever
xtfl(]_ _ ql,>00

1 1
Bt,SZ/xt_ll—qxs_ldxz/ d,x
o) = [ o = | S

e ainda, o segundo membro de (4.3) é

(1-q)(1 = )1 — ¢°¢")y
(1=¢)5el—g)P

Assim, observamos que (4.3) pode ser escrito como uma série de poténcia em ¢. E
que seus coeficientes correspondentes sao iguais a um numero infinito de valores de ¢*
que sdo ¢, ¢, ¢%, ---. No entanto, uma vez que todos os coeficientes sao polinémios
em ¢° e polindmios distintos podem coincidir apenas numa quantidade finita de
pontos, as duas séries tém coeficientes idénticos, provando assim a igualdade. =
Substituindo o resultado de (i) da proposi¢ao acima, com n — 0o, em
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2.5. H-DERIVADA E H-INTEGRAL

B,(t,00)

(1—q)

(1-g)(1—q)

(1 —q)(1—g")e
(I-q)

1—q) (1 —q")y

que é uma expanssao mais explicita da funcao g-gama.
Ja a parte (4i) da proposi¢io nos mostra que B, (t,s) = By(s,t), ou seja, a funcdo
g-beta ¢é simétrica em relacao a ¢ e s. Para finalizar, observemos que:

(1 -¢q) (1—q)°
I'()L(s) (1—g) ' (1—¢")P (1 —q)'(1—¢)p
L(t+ s) (1—4q)
(1—q)t+s—1(1— qt-i-s)go
(1= @) (L =)yt (1 — g"**)®
(1—-g)"'(1—¢")rl—qy (1 —q)
(1 =q)(1 = q)(l —g"**)
(1—q¢)e(l—g¢)
= Bq(t>5)>

que é o g-analoga a propriedade (%ii) desta se¢ao.

2.5 h-Derivada e h-Integral

Até o momento estudamos apenas o g-calculo, porém, como ja haviamos men-
cionado o Calculo Quantico esta dividido em duas partes, o g-calculo e o h-calculo.
Sendo assim, faremos uma introdugao da segunda parte.
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2.5. H-DERIVADA E H-INTEGRAL

Vimos, no Capitulo 1, que a h-derivada ¢ definida por:

flx+h) = fx)
. :

Dyf(z) =

na qual h # 0.

Com o intuito de facilitar o entendimento do h-calculo, seguiremos um caminho
analogo ao feito no g-calculo.

Como ponto de partida, calcularemos o regra do produto e do quociente. Para
isso, consideremos as funcgoes f e ¢, entao:

Da(f@)gla)) = LETMI@ +hh> — f(2)g(x)

f@+h)g(z +h)+ f(x)g(x+h) = f(z)g(x + h) — f(z)g(x)

h
_ f(x)g(x—i-hi)l—g(x) +g($+h)f(x+h})l—f(x)

= [f(@)Dng(x) + g(z + h) Dy f(2)

e ainda, desde que g(z) # 0 e g(x + h) # 0, temos:

flx+h)
p (M) - st N )

g(x

flx+h)g(x) — f(x)g(x + h)
g(z + h)g(x)
h
flxz+h)g(z) — f(x)g(x) — f(x)g(z + h) + f(x)g(v)

B 1 NfErh) = f@)

S CE) g9(z) . f(x) h
9(x) Dy f(x) — f(x)Drg()
g(z +h)g(z) '

A regra do produto nos sugere que a definicdio do h-binomial pode ser dado de
forma similar.
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Definicao 20 O h-andlogo do binomial (x — a)™ é:

(x—a)y=(—a)(r—a—h)---(x—a—(n—1)h)

quandon >1 e (z —a)) = 1.

Observemos que a definicao do h-binomial esta adequada, pois:

(x—a+h)(x—a) - (x—a—(n—2)h)
h
(r—a)(r—a—h)---(xr—a—(n—1)h)
h
= (z—a)(r—a—h)---(x—a—(n—1)h)

(x—a+h)—(r—a—(n—1)h)

Dyp(x —a)y =

h
. a)n_lx—a+h—x+a+(n—1)h
= — )y
h
= n(r—a)} " (5.1)

Sendo h # 0 temos, por defini¢do, (z—0)} # a™. Considerando (5.1), a sequéncia
dos polinomios {(z — a)?, (z — a)p, (x —a)3, -+, (x — a)p} satisfaz as trés condigoes
do Teorema 3, da secao 1.2, tomando o operador linear Dj. Consequentemente, a
h-Formula de Taylor para o polinémio f(z) de grau N é dado por:

N

F@) = S (D) () E= Yk

4!

§=0
Passemos a estudar algumas propriedades do h-calculo:

(i.) Por defini¢do temos:

(z—a))™ = (z—a)(x—a—h)---(x—a— (m—1)h)(x —a—mh)
(x—a—mh—"h)---(x —a—mh—(n—1)h)
= (- P —a—mh) (52)
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(7.) Pela regra do quociente temos:

1 B —n(r —a)}™!
Piazan T wooperhoay

—n(x —a)(x —a—nh)---(x —a— (n—2)h)
(x—a)(x—a—h)---(x—a—(n—1)h)(x+h—a)}
(r—a—(n—1)h)(x +h—a)}

(x+h—a)t

Temos ainda duas propriedades as quais nao apresentaremos sua demonstracao,
mas que sao demonstradas por inducao finita.

(i) Dyfa—2)f = —na —h— )

. 1 B n
) O T e

Essas quatro propriedades podem ser extendidas para todos os inteiros, se defi-
nirmos

1

@ = ey

que podemos obté-la substituindo em (5.2) m e n por n e -n, respectivamente, pois:

(2= a)p ™" = (v — a)y"(x — a -+ nh)j.
Portanto,
e 1
(= a)y” = (x —a+nh)y

Passemos a estudar a h-integral, que posteriormente apresentaremos e provare-
mos o Teorema Fundamental do h-Calculo.

Denotamos de h-antiderivada de f(x), a fun¢do F(x) quando D, F(x) = f(z) for
verdadeira e sua notacao é:

/f(x)dh:c = F(x).
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Definicao 21 Sendo b — a € hZ, definimos a h-integral definida por:

b h(f(a)+ fla+h)+---+ f(b—h)) ,sea<b
/ f(z)dpz = 0 ,sea=">
¢ —h(f(b)+ f(b+h)+---+ f(a—h)),sea>b.

Observe que o intervalo [a, b] é particionado de forma que os subintervalos pos-
suem o mesmo comprimento. Logo a h-integral, assim definida, nada mais é do que
as somas de Riemann da funcao f(z).

O teorema que segue mostra que a h-integral fica bem definida dessa forma.

Teorema 22 (Teorema Fundamental do h-Céalculo) Se F(z) € a h-antiderivada
de f(x) eb—a € hZ, entao

/ f(z)dpx = F(b) — F(a).

Demonstragao: No caso em que a = b temos,

/af(x)dhx = F(a) — F(a) =0,

que atende a nossa definicao. Consideremos agora a < b, segue da definicao que:
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/a @)y

eF2 -1

h Y fla+jh)
j=0

eF2 -1

h Y DyF(a+ jh)
j=0

(b—a) _

1
a F ih+h)—F ih
L Z (@a+jh+h) (a+jh)
=0

h
(ba) g
F(a+ (j +1)h) — F(a+ jh)
F];Jrh)—F(a)+F(a+2h)—F(a+h)+---

b—a b—a
+F a+(T—1+1)h)—F<a+( A

F(b) — F(a).

No caso em que a > b é analogo, pois

/ab f(z)dpx

(a—b)
“T_l

—h Z f(b+ jh)

(a—b)
“T_l

~h Y DyF(b+ jh)
=0
(a=b)

1
h F . —F .
h Z (b+ jh+ h) (b+ jh)
7=0

h
(a—b) 1
h

— > F(b+(j+1)h) - F(b+ jh)

—F(b+h)+ F(b) — F(b+2h) + F(b+h) — ---

(o (U e e (o (U

F(b) — F(a).

49

)

)3



2.5. H-DERIVADA E H-INTEGRAL

Portanto, fica assim provado o teorema. m

Com o Teorema Fundamental do h-Célculo, podemos obter a h-integracao por
partes. Para isso, sejam f(z) e g(x) fungoes, entdo:

Du(f(x)g(x)) = f(x)Drg(x) + g(z + h) Dy f(2),

que aplicando a h-integral, no qual b — a € hZ com a < b, temos:

b b b
/kﬂmmmmszrﬂmammﬁx+/g@+MDﬁwmw.

Entao:
b
a

f@ﬂ@—fwmmwa/fwmwuwy/gu+hwwu»

Portanto,

b b
/ f(x)dng(z) = f(b)g(b) — f(a)g(a) — / 9(x + h)dp f(z).
Observemos ainda que:

/ab f(x)dng(x) = /abf(I)Dhg(x)dhx

(b—a)
Lz

— B Z fla+jh)(g(a+ (j+1)h) — g(a+ jh).)

J=0

Tomando h =1 e a,b € Z, no qual a < b. Definamos a func¢ao ¢(x) por:
f(@) =0(0) + (1) + o(2) + - + oz — 1),

onde z é um inteiro positivo. Sendo assim:
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2.5. H-DERIVADA E H-INTEGRAL

Dif(z) = @0)+ (1) +¢2)+--+olx—1)+¢(x) -
— 90(0) = (1) =p(2) = —p(x —1)
= (),

que da h-integracao por partes temos:

> 6i)gls + 1) = 9()F0) ~ g(a) @) = 3 FG) (9 + 1)~ ().

Essa formula é denominada de Transformacao de Abel.
Para finalizar, discutiremos a Féormula de Interpolacao de Newton. Para
isso, consideremos x — a € hZ. Inicialmente, obervemos que:

/ " F(t)dnt = F(z) — Fla)

ou ainda,
/ " Duf(#)dnt = Du(F(x) — F(a) = f(x) — f(a).

Sendo assim:
f@) = f@) = [ Dusdit =~ [ Duf@a(o o)
que utilizando a h-integracao por partes temos:
(@) = £(@) = ~(Dup))(o = ) + (Duf)o = a) + [ (@ = b= ODEF(E)dnt
e pela propriedade (i77) desta se¢ao temos:

f6) = F@) = D)@ =)~ 5 [ Dhr@dna =0
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2.5. H-DERIVADA E H-INTEGRAL

e novamente pela h-integragao por partes temos:

f(x) = f(a) = (Dnf)(a )(iv—a)+1th( )@ — a) ——/ Dy f(t)dn(z — t)j,

prosseguindo dessa forma temos, para qualquer inteiro n nao negativo

) =32 P - s [ (e -

pr A (n
ou ainda:
=3 PP o~ apf - 5 [ o= DI ey

a qual é denotada de Férmula de Interpolacao de Newton.

Do ponto de vista do h-calculo, a Férmula de Interpolagao de Newton é a h-
Formula de Taylor com resto.

Para verificarmos o por qué de a formula acima ser chamada de interpolacao,
basta tomar x = a + mh, na qual m é um inteiro positivo, entao pela definicao de
integral

= m—1
/(x—t—h)ZDZ“ t)dpt = ((a+mh) — (a+ jh) = h)j Di* f(a + jh).

Jj=0

Considerando a fun¢do g(t)(a+mh —t—h)}, que some quando t = a+ (m —i)h,
i =1,2,...n, o residuo desaparece quando m € (1,n) e claramente a integral se anula
quando m = 0. Portanto, a soma ¢ de fato a interpolacao polinomial de grau n, que
aproxima de forma arbitraria para f(z) no intervalo [a, a + nh].
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Apéndice

Trazemos aqui resultados referentes a Se¢ao 1.7, para complementar nosso traba-
lho e, também, para os leitores mais curiosos. E como ponto de partida observemos
que para |¢| < 1 temos:

N ) _ n—1 _ .n—j+1
lim {n} = lim (1-g)(1—g 2)'“(1 q'
1
= —. Al
T 00— @ (-9 (A1)
E ainda

. =g 1

L AT A2

Counsidere as férmulas binomiais abaixo:

(Lol =2 0 1-¢)(1-¢*)..00=¢) A9

J=0

1 > x’
TR DY curs s v ey (44)

As formulas (A.3) e (A.4) sao chamadas de Fdrmula Binomial de Gauss e For-
mula Binomial de Heine, respectivamente.
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Agora vamos estudar as q-derivadas das fungoes ej e £7. Observemos que:

o0

Dye; = Z

J=0

D,E?

Dl = [f]a ! = it = g
T :Z"_ 122'_ |:Zf’:e
e B 1 R | A VA L s R
e
= Dgr? S~ iG=n [f]ad 7!
B LA i DL i
=0 j=1
>\ im1G=2) i1 it =\ iG=1) qj:Uj
= Z q 2 q] I ' = Z q 2 —_— |
- B

Por fim, demonstraremos o Lema 10.1, entao:

= (1-¢)
J(i+1)
q 2
i iU+ ( l)j(q;jlyxj
q
= (1= —=¢*---(1-¢)

j=0

" QG- (1—gq)a’

;; 1-q)1 =g (1-¢)

= i1 2’

;g I—90l-¢) (-9
l—q 1—g¢q l—gq
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E para mostrar que ej E*, devemos observar que:

z 1
e =

T -1 oy

Sendo assim:

(1—(1 1_ Q)z)° (T+(1- Q)(_f))go =L

T - __
quq =
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O g¢-cdlculo teve inicio no século XVIII, com Leonard Euler (1707 - 1783). O
estudo do g-célculo é considerado por muitos matematicos como dificil. Isso se deve
por dois motivos, um, por apresentar um grande ntimero de féormulas e, dois, por
ser utilizada uma grande variedade de notacgoes. A justificativa desse alto niimero
de notagoes esta ligada aos 300 anos de seu estudo, pois sao 13 pontos de partida,

distintos, para o g-cilculo a saber:

1.
2.
3.
4.
5

. teoria da funcao gama;

2

© %o =

10.
11.
12.

13.

o estudo das funcoes elipticas no séuclo vinte;
o desenvolvimento da funcao teta;
teoria analitica aditiva dos ntimeros;

as funcoes hipergeométricas;

polinémios de Bernoulli e Euler;

calculo umbral;

teoria das diferencas finitas;

identidades combinatorias e coeficientes g-binomiais;
teoria do campo finito e raizes primitivas;

funcoes teta de Mock;

fungoes hipergeométricas miltiplas;

integrais elipticas e funcao eta de Dedekind.
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As duas principais escolas da g-analise sao Austriaca e Watson, mas varias outras
escolas veem desenvolvendo a g-anélise ao longo de 300 anos, desde os Bernoullis
e Euler, embora hoje tenha certa dificuldade na comunicagao em virtude de sua
lingua materna, o latim. Um exemplo desse fato é que os estudiosos de Watson nao
compreendem o desenvolvimento da Islandia por conta que no inicio do estudo de
g-calculo faziam uso de uma lingua escandinavia. E nos temos na area g-analise
uma tendéncia para desenvolver novas linguagens especificas, como as notacoes.

Wolfgang Hahn (1911 - 1998) ocupou o cargo de professor em Graz, na Austria,
a partir de 1964. Entao, por ter sido um célebre matemaético de Berlim, Alemanha, a
escola foi nomeada de Escola Autriaca. Hahn estudou juntamente com Heine, que o
influenciou bastante, consequentemente, a Escola Autriaca estudou profundamente
o calculo de g-Heine umbral a partir de meados do século XIX.

J& o nome da Escola Watson ¢ uma homenagem ao matemaético inglés George
Neville Watson(1886-1965), que escreveu sobre a Teoria da Funcoes de Bessel, e
forneceu uma prova rigorosa para as identidades de Rogers-Ramanujan.

Hoje em dia é possivel dividir o g-calculo em varias escolas ou tradicoes, diferenciando-
se apenas por:

1. sua histoéria;
1. especificacao da linguagem moderna;
1. as diferentes notagoes.

Embora a Escola Autriaca ser de grande importancia para o desenvolvimento
da g-analise, ela passa despercebida entre os paises cuja lingua mae é o inglés. As
razoes sao duas: (a)apds a primeira guerra mundial, os matematicos autriacos e
alemaes, nacionalidade dos matematicos da Escola Austriaca, foram proibidos de
participar das importantes conferéncias, pois eram considerados politicos impuros
pelos fraceses, mas felizmente nao durou muito tempo esse impasse; a outra, mais
relevante, é que os matematicos da Escola Austriaca escreviam em alemao ou em
francés e os mais antigos como Euler, Gauss e Jacobi escreviam em latim, e os ma-
tematicos de lingua inglesa eram pouco familiarizados que essa escrita, dificultando
assim a comunicacao entre as escolas.

Contrario a Escola Austriaca, a Watson é bastante difundida justamente por sua
lingua ser o inglés. Logo, essa escola termina sendo aceita, praticamente, automa-
ticamente, pois hoje em dia a abordagem dos matematicos ¢ o inglés. No entanto,
isso nao significa que o mais correto ou o mais suave ou ainda o melhor caminho a
percorrer.

Um importante estudo que vem sendo desenvolvido no g-calculo sao as séries
g-hipergométricas, pois estas séries tém um importante papel na fisica e na ma-
tematica, pois muitas das funcoes elementares podem ser expressas por meio das
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funcoes g-hipergeométricas que, consequentemente, ganham caracteristicas impor-
tantes, pois, com essa caracterizacao, podemos utilizar varios resultados dessas sé-
ries.
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