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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo introdutorio sobre Teoria dos Grafos, consi-
derando sua relevancia para o ensino da Matematica. Inicialmente é apresentado um
breve historico sobre a Teoria dos Grafos. Em seguida, o capitulo 1 é constituido por
algumas definicoes sobre grafos e exemplos, o capitulo 2 trata dos caminhos, passeios
e ciclos num grafo, destacando-se os passeios Eulerianos e os ciclos Hamiltonianos,
abordamos também um tipo especial de grafos, as drvores. No capitulo 3 abordamos
a planaridade nos grafos, apresentando assim a Féormula de Euler. Finalmente no
capitulo 4 apresentamos alguns problemas envolvendo grafos.



Abstract

This paper presents an introductory study of graph theory, considering its rele-
vance to the teaching of mathematics. Initially presents a brief history on Graph
Theory. Then the first chapter consists of some definitions on graphs and examples,
the second chapter deals with the paths, walks and cycles in a graph, highlighting
the Eulerian tours and Hamiltonian cycles, also boarded a special type of graphs,
trees . In Chapter 3 we address the planarity in graphs, thus presenting Fuler’s
Formula. Finally in Chapter 4 we present some problems involving graphs.
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Introducao

A Teoria dos Grafos tem uma origem relativamente recente (século XVIII) na
historia da Matemaética. Desenvolvida ja no século XX, cuja importancia se tem
imposto por suas ligagoes e aplicacoes em outras ciéncias, bem como em outras
areas da Matematica.

Informalmente, um grafo pode ser visto como um conjunto de pontos, chamados
vértices, e outro de pares desses pontos, chamados arestas; cada aresta liga um
par de pontos (extremidades) que a determina. A representagao usual é feita por
linhas (arestas) a ligar pontos do plano (vértices).

Figura 1: Representacao de um grafo

Tal conceito simples torna claro que ele permite a modelagem de situacoes con-
cretas como: redes de computadores, de comunicagoes, a Web (ligacao fisica entre
os nos da rede), arvores genealogicas, Quimica Organica (isdmeros) etc.

Contudo, a ligacao fisica nao é necessaria; também pode ser associado um grafo
a um qualquer conjunto no qual esteja definida uma relacao binaria, como a relacao
(a é primo com b) que determina um grafo num conjunto fixado de inteiros, ou a
relacao (a é filho de b) que permite associar a uma dada familia um grafo (arvore
genealogica).

viil



O termo grafo foi usado pela primeira vez por James Joseph Sylvester num artigo
publicado em 1877, na Nature.

Figura 2: James Joseph Sylvester

No entanto, apesar desta primeira data de referéncia ao termo grafo e de sua
definicao formal s6 surgir no século XX, a resolucdo de Euler do Problema das
Pontes de Konigsberg, publicada em 1736, é referida como a primeira publicagao da
teoria.

Figura 3: Leonhard Euler

O problema é baseado na cidade de Konigsberg (territorio da Prussia até 1945,
atual Kaliningrado), que é cortada pelo Rio Pregdlia, onde ha duas grandes ilhas
que, juntas, formam um complexo que na época continha sete pontes, conforme
mostra a figura abaixo. Das sete pontes originais, uma foi demolida e reconstruida
em 1935, duas foram destruidas durante a Segunda Guerra Mundial e outras duas
foram demolidas para dar lugar a uma tnica via expressa. Atualmente apenas duas
pontes sao da época de Leonhard Euler.

X



Figura 4: As Pontes de Konigsberg e sua representacao em grafo

Discutia-se nas ruas da cidade a possibilidade de atravessar todas as pontes sem
repetir nenhuma. Havia-se tornado uma lenda popular a possibilidade da facanha
quando Euler, em 1736, provou que nao existia caminho que possibilitasse tais res-
trigoes.

Euler usou um raciocinio muito simples. Transformou os caminhos em retas
e suas interseccoes em pontos, criando possivelmente o primeiro grafo da historia.
Entao percebeu que sb seria possivel atravessar o caminho inteiro passando uma
tinica vez em cada ponte se houvesse exatamente zero ou dois pontos de onde saisse
um nimero impar de caminhos. A razao de tal coisa é que de cada ponto deve haver
um nimero par de caminhos, pois serd preciso um caminho para "entrar"e outro
para "sair". Os dois pontos com caminhos impares referem-se ao inicio e ao final do
percurso, pois estes nao precisam de um para entrar e um para sair, respectivamente.
Se nao houver pontos com niimero impar de caminhos, pode-se (e deve-se) iniciar e
terminar o trajeto no mesmo ponto, podendo esse ser qualquer ponto do grafo. Isso
nao ¢ possivel quando temos dois pontos com nimeros impares de caminhos, sendo
obrigatoriamente um o inicio e outro o fim.

Duas das sete pontes originais da cidade foram destruidas durante do bombar-
deamento de Konigsberg em agosto de 1944.



Capitulo 1

Grafos

1.1 Definicoes

Esta secao foi elaborada a partir das seguintes referéncias bibliografi-
cas: [1], [2] e [3].

Defini¢ao 1.1 Um grafo (simples) G consiste de um conjunto finito e nao vazio
V(G) de objetos chamados vértices, juntamente com um conjunto E(G) de pares
ndo ordenados de vértices; os elementos de E(G) sao chamados de arestas. Pode-

mos representd-lo por G = (V; E), onde V =V (G) e E = E(G).

Se G = (V;E) é um grafo e u e v sdo dois de seus vértices, diremos que u e v
sao adjacentes se {u, v} € F; neste caso, dizemos ainda que a aresta {u, v} incide
nos vértices u e v. Podemos denotar a aresta {u, v} simplesmente por uv, sempre
que nao houver perigo de confusao. Se u e v nao forem adjacentes, diremos que sao
vértices nao adjacentes de G.

Grafos sao geralmente representados por diagramas, onde os elementos de V'
correspondem a pontos no plano e as arestas de GG correspondem a arcos ligando os
vértices correspondentes. A figura assim obtida nao tem nenhum significado geomé-
trico, seu propo6sito sendo somente o de representar esquematicamente as relagoes
de adjacéncia entre os vértices de G. Por exemplo, se

G = ({a> b7 ¢, d} ) {{CL, b} ) {CL, C} ) {a7 d} ) {b7 C}})7

entao G pode ser representado por qualquer um dos diagramas abaixo, haja vista
que ambos encerram as mesmas relagoes de adjacéncia.
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Figura 1.1: representacoes de um grafo.

Definicao 1.2 Um gravo trivial € um grafo no qual G = (V;0), ou seja, € um
grafo que possui n vértices, podendo ser representado por conjunto de n pontos no
plano, sem quaisquer arcos (arestas).

Definicao 1.3 Um grafo completo é um grafo que possui n vértices, com dois
quaisquer deles conectados por um arco. Um grafo completo com n vértices é deno-

tado por K, ; em particular, K, tem eratamente (g) arestas.

Definigao 1.4 Fizado um vértice uw de G, denotamos por Ng(u) o conjunto dos
vértices adjacentes (ou vizinhos) a u: Ng(u) = {v € V;uv € E}.

Definigao 1.5 Seja G = (V, E) um grafo. Seu € V, o grau de u, denotado dg(u),
€ o numero de vértices adjacentes a u:

Teorema 1.1 (Euler) Em um grafo G = (V; E), a soma dos graus dos vértices é
sempre igual ao dobro do nimero de arestas. Em simbolos:

20E| = da(u). (1.1)

ueV

Prova.

Utilizemos contagem dupla. Basta observar se € = {u,v} é uma aresta de G,
entdo e ¢é contada exatamente duas vezes no segundo membro de (1.1): uma vez na
parcela dg(u) e outra na parcela de dg(v). Portanto, o segundo membro tem de ser
igual a 2|E|, jA que tal nimero também conta cada aresta exatamente duas vezes.

|
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Corolario 1.1 (Euler) Em um grafo qualquer, o nimero de vértices de grau impar
€ par.

Prova.
Considere o grafo G = (V, E). Denotando por d; o grau do vértice ¢, temos, do
Teorema de Euler:

2|E|:Zdi: Z di + Z di

ieEN 1€N|d; par 1€N|d; mpar

Separamos o somatorio em duas parcelas, a primeira contendo os graus pares e

a segunda os impares. Entao, a primeira parcela ¢ par, mas como a soma das duas
parcelas também é par (o dobro da cardinalidade de F), a segunda parcela também
é par. Observe agora que, para ter uma soma de parcelas impares resultando em um
nimero par, devemos ter um ntimero par de parcelas, o que conclui a demonstracao.
[ ]

Defini¢ao 1.6 Dois grafos G = (Vi; Ey) e H = (Va; Ey) sdo isomorfos se existir
uma bijecao f Vi3 — Vo, que preserva incidéncia, i.e., tal que, para vértices distintos
quaisquer u e v de G, tenhamos

{U,,U} € El = {f(U),f(U)} € EQ'
Nesse caso, denotamos G ~ GS.

Proposicao 1.1 Dois grafos isomorfos tém quantidade iguais de vértices de um
mesmo grau. Em particular, tém quantidades iguais de vértices e quantidades iguais
de arestas.

Prova.

Sejam G = (Vi; Ey) e H = (V;; Ey) grafos isomorfos e f : V) — V5 uma bijegao
que preserva incidéncia. Se u é um vértice de G com grau k > 0, é imediato que f(u)
é um vértice de H com grau k, e reciprocamente . Portanto, G e H tém quantidades
iguais de vértices de grau k, digamos ay, de maneira que

Vil =) ar = V4.

k>0

Por outro lado, aplicando o teorema de Euler duas vezes, juntamente com a
primeira parte acima, obtemos

2B =) do(u)=> du(f(w)= > du(f(u)=2|E|

ueVq ueVy f(u)GVQ

3
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e, dai ‘Ely = ‘EQ’
|

Exemplo 1.1 Se G = (V; E) for um grafo de n vértices, podemos, sempre que
necessdrio, supor que V. = I,. De fato, como |V| = n, podemos escolher uma
bijecao f:V — I, e definir H = (1,; F') pondo, para i # j em I,

{i.jte Fe{f716), U)} e E.

Defini¢ao 1.7 Dado um grafo G = (V;E), com |V| = n, suponha, de acordo
com o exemplo acima, que V = I,. A matriz de adjacéncia de G é a matriz

Adj(G) = (aij)nxn, tal que

S 1, se i#je{i,j} ek
Y1 0, se nao

Lema 1.1 A matriz de adjacéncia de um grafo € simétrica, com zeros na diagonal
principal.

Prova.
Nas notagoes da definicao acima, temos para ¢ # j em [, que

a;=le{ijle Es{jile Esa;=1

portanto, Adj(G) é simétrica. O resto é imediato a partir da defini¢do acima.
[

Exemplo 1.2 Tomemos como exemplo o grafo da figura 1.1 acima, a matriz de
adjacéncia deste grafo é:

— = = O
OR O
OO = =
O O O

Definicao 1.8 Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G) e
E(H) C E(G). O grafo H é um subgrafo gerador de G se H for um subgrafo de
G tal que V(H) =V (G).
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Figura 1.2: O grafo G e seu complementar.

Definigdo 1.9 Se G = (V;E) € um grafo, seu grafo complementar ¢ o grafo
G = (V; E°), onde E¢ denota o complementar de E.

Definigao 1.10 Um grafo G = (V; E) € bipartido se pudermos escrever
V=V1uUV,, onde Vi e V5 sao conjuntos disjuntos, nao vazios e independentes.

Na teoria dos grafos, um conjunto independente de um grafo G € um conjunto
S de vértices de G tal que nao existem dois vértices adjacentes contidos em S. Em

outras palavras, se a e b sao vértices quaisquer de um conjunto independente, nao
hd aresta entre a e b.

Figura 1.3: Grafo bipartido.

Definicao 1.11 Um grafo é r-regular se todos os vértices de G tem grau 7.

Figura 1.4: Grafo 3-regular.
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1.2 Alguns Exemplos de Grafos

Esta segao foi elaborada a partir da seguinte referéncia bibliografica:

[4]-

Exemplo 1.3 Os vértices do grafo sio as casas de um tabuleiro de zadrez (gene-
ralizado) com t linhas e t colunas (no tabuleiro usual, t vale 8). Dois vértices sao
adjacentes se uma rainha do jogo de xadrez pode saltar de um deles para o outro
em um so movimento. Esse é o grafo dos movimentos da rainha, ou simplesmente
o grafo da rainha. Para deizar claras as dimensoes do tabuleiro, podemos dizer que
esse € o grafo da rainha t por t. Por analogia, definem-se o grafo do rei, o grafo do
bispo, o grafo do cavalo e o grafo da torre t por t.

L]
o 8 e 0 8 8 00
Q
@
L]

Figura 1.5: Tabuleiros de xadrez 8 por 8. A figura esquerda representa o grafo da
rainha e a da direita representa o grafo do cavalo.

Exemplo 1.4 O grafo dos estados do Brasil é definido assim: cada vértice é um
dos estados da Repiblica Federativa do Brasil; dois estados sao adjacentes se tém
uma fronteira comum.

Figura 1.6: Grafo dos estados do Brasil.
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Exemplo 1.5 Os hidrocarbonetos conhecidos como alcanos tém formula quimica
CpHspio , onde C e H representam moléculas de carbono e hidrogénio respectiva-
mente. As moléculas de alcanos podem ser representadas por grafos como os da
figura abaizo.

e T

Figura 1.7: Etano (CyHg), butano (CyHig) e isobutano (CyHyp). Os vértices em
que incide uma s6 aresta representam atomos de hidrogénio, os demais representam
atomos de carbono.




Capitulo 2

Passeios, Caminhos, Ciclos e Arvores

2.1 Ideias Basicas

Esta secao foi elaborada a partir das seguintes referéncias bibliografi-
cas: [1], [2] e [3].

Definigao 2.1 Um passeio de comprimento k > 1 em um grafo G € uma sequén-
cia P = (ug, u1, ..., ux) de vértices (nao necessariamente distintos) de G tal que u;—
¢ adjacente a u; para 1 < i < k. O passeio P acima € fechado se uy = u, podemos
chamar o passeio fechado de circuito.

NN

Figura 2.1: Um passeio e um circuito.

Definicao 2.2 Um grafo é conexo se existir um passeio entre dois quaisquer de
seus vértices. Um grafo que nao € conexo é dito desconexo.

A proposicao seguinte define um critério simples para um grafo ser conexo. Para
o enunciado dela, precisamos introduzir a seguinte notacao: dado um grafo G =
(V; E), o grau minimo de G ¢ o inteiro ndo negativo

(@) = min{dg(u);u € V(G)}. (2.1)

Proposicao 2.1 Se G ¢ um grafo com n vértices e tal que 6(G) > | 3], entdo G €
conezo.
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Prova.
Sen =1 oun =2, nao ha nada a fazer. Suponha n > 2 e sejam u e v vértices
distintos de G. Caso u e v sejam adjacentes, nada ha a fazer. Do contrario, como

da(u) +da(v) 2 2[5] > n—2=#(V(G) \ {u,v}),
o principio da casa dos pombos ! garante a existéncia de um vértice w # u, v,
adjacente a ambos u e v. Logo, o passeio (u,w,v) liga u a v.

]

Definicao 2.3 Um caminho em um grafo é um passeio tal que todos os seus vér-
tices sao distintos.

Apesar de todo caminho ser um passeio, € imediato que, em geral, hd passeios
que nao sao caminhos. No entanto, ndo € dificil nos convencermos que se hd um
passeio entre dois vértices de um grafo, entdao também hd um caminho entre eles.
Isto motiva o teorema abaizo.

Teorema 2.1 Se houver um passeio do vértice y ao vértice z no grafo G, onde y
nao € igual a z, entao ha um caminho em G com primeiro vértice y e ultimo vértice
2. (Em outras palavras, se hd um passeio entre dois vértices de um grafo, hd também
um caminho entre 0s mesmos.)

Prova.
Chamemos o passeio-yz de

Wl = T0,Q1,T1, A2y ..., Ap, Tp,

como acima, onde y = x9 e z = x,. Se os vértices xg,x1,...,T, sao todos
diferentes, W7 é um caminho e nao ha nada a provar. Se nao, selecione um vértice
que aparece duas vezes: chame x; = x;, onde ¢ < j. Escreva

Wao = o, a1, %1, s Tiy Qjy1, Tjg1, ey Ay T

Entao W5 é um passeio de y para z e é mais curto do que Wj.

Se W5 nao contém vértice repetido, entdao é necessariamente caminho. Caso

contrario, selecione um vértice repetido, e proceda como acima. Mais uma vez um
passeio mais curto é construido.

1O principio da casa dos pombos, também conhecido como principio das gavetas ou principio de
Dirichlet, pode ser enunciado da seguinte forma: Se temos de distribuir n pombos em n-1 gaiolas,
entao ao menos uma das gaiolas conterd, no minimo, dois pombos.



Passeios, Caminhos, Ciclos e Arvores CAPITULO 2

Este processo deve parar num dado momento, uma vez que cada passeio € menor
do que o anterior e o comprimento nao pode ser inferior a 1. Assim, para alguns
k, Wi nao pode ser reduzida em comprimento. Portanto W) nao contém vértice
repetido e é necessariamente caminho.

|

Definicao 2.4 Um k-ciclo em um grafo G € um passeio fechado

(o, Upy ey Up—1, Ug)

em G, de comprimento k > 3 e tal que (ug, uy, ..., u_1) € um caminho.
Definicao 2.5 Um grafo G € bipartido se todo ciclo em G tem comprimento par.

Prova.
Suponha inicialmente que G é bipartido, com conjuntos independentes de vértices
Vi e Vo Se C = (ug,uq,us, ..., ug, ug) € um ciclo em G, entao a independéncia dos
conjuntos Vi e V5 garante que os vértices u; e u;,1 alternam-se entre os conjuntos
Vi e Vo. Em particular, o caminho (ug,u1,...,ux) da k alternancias entre V; e V5
para, partindo de ug, chegarmos a u;. Mas como uy e ug sao adjacentes, nao podem
pertencer a um mesmo dos conjuntos Vi, V5 e, dai, k£ deve ser impar. Portanto, o
comprimento de k£ + 1 de C é par. Reciprocamente, suponha que todo ciclo em G
tenha comprimento par e mostremos que G é bipartido fazendo inducao sobre seu
nimero de arestas. Se G contiver algum ciclo C, retire uma aresta ¢ = {u,v} de C.
Como nao foram criados novos ciclos, G — € ainda é tal que todos os seus ciclos tém
comprimento par. Portanto, pela hipotese de inducao, G — € é bipartido, digamos
com conjuntos independentes de vértices V; e V5. Note agora que o caminho C — €
em GG —e liga u a v e tem comprimento impar; uma vez que seus vértices se alternam
entre Ve V5, segue que u € Vi e v € V5, ou vice-versa. Logo, G também ¢é bipartido,
também com conjuntos independentes de vértices V; e V5.
|

10
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2.2 Passeios Eulerianos

Esta secao foi elaborada a partir das seguintes referéncias bibliografi-
cas: [1], [2] e [3].

Definicao 2.6 Um passeio Euleriano em um grafo conexo é um passeio fechado
que usa cada aresta do grafo eratamente uma vez. Um grafo conexo é Euleriano
se contiver um passeio Fuleriano.

Seja G um grafo Euleriano e P um passeio Euleriano em G. Fixado arbitraria-
mente um vértice u de G, se kK > 1 é o niimero de ocorréncias de u em P, entao é
claro que dg(u) = 2k, um nimero par. Portanto, uma condigdo necessaria para que
um grafo conexo G seja Euleriano ¢ que todos os vértices de G tenham grau par.
O teorema seguinte garante que tal condicao também é suficiente para um grafo ser
Euleriano.

Lema 2.1 Se G é um grafo conexo no qual todo vértice tem grau par, entao G
contém um passeio fechado que nao atravessa uma mesma aresta duas vezes.

Prova.

Escolha um vértice ug de G e, a partir de ug, crie um passeio em G repetindo,
enquanto possivel, o seguinte algoritmo: estando em um vértice u_; de G, k > 1,
escolha um vértice uy adjacente a ug_; e tal que a aresta {uy_1, ux} ainda nio tenha
sido atravessada. Para mostrar que esse algoritmo gera um passeio fechado em G que
nao atravessa uma mesma aresta duas vezes, suponha que, apos a execucao de um
certo nimero de passos estejamos em um vértice u, de G. Ha duas possibilidades:

1. u = up: nada ha a fazer, pois o passeio desejado é (ug, uy, ..., ug).

2. uy # ug: suponha que o vértice uy ji apareceu (com indices menores) outras
[ vezes; entao usamos exatamente 2/ + 1 dentre as arestas incidentes em wuy
(duas arestas para cada uma das [ ocorréncias anteriores, mais uma aresta
para chegar em uy a partir de ugx_1). Mas como uy tem grau par, existe pelo
menos uma aresta incidente em tal vértice e ainda nao utilizada; portanto, o
algoritmo nao para em uy.

Por fim, como o ntimero de arestas de G é finito, a discussao acima garante que o
algoritmo para em ug e, ao parar, teremos um passeio fechado G' que nao atravessa
uma mesma aresta duas vezes.

]

Teorema 2.2 (Euler) Um grafo conexo e ndo trivial G é Euleriano se e sé se todos
08 seus vértices tém grau par.

11
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Prova.

J& vimos que, se GG é Euleriano, entao todos os seus vértices tém grau par. Para
estabelecer a reciproca, facamos indugao em relagao ao nimero de arestas de G. A
condicao do enunciado implica que G tem pelo menos trés arestas; ademais, se G ti-
ver exatamente trés arestas, entao G é isomorfo a K3, o qual é claramente Euleriano.
Suponha agora que G tem n > 3 arestas, e que o teorema é verdadeiro para grafos
conexos com menos de n arestas, nos quais todos os vértices tém grau par. Pelo
lema anterior, podemos tomar em G um passeio fechado P = (ug, uq, ..., ux_1, o)
que nao atravessa uma mesma aresta duas vezes. Sejam Hq, ..., H; as componentes
conexas nao trivias de G — A, onde A é o conjunto das arestas de P. Se um vértice
u de H; ocorre 53 > 0 vezes em P, entao

dg(u) = dg,(u) + 2j;

de modo que dy,(u) é par. Como isso é valido par todos 1 <i <[ e u, segue que
H,, ..., H; satisfazem as hipo6teses do teorema.

Como cada H; tem menos arestas que G, segue da hipotese de inducao a existén-
cia de um passeio Euleriano P; para H;. A ideia agora é colar os passeios Eulerianos
Pi,...., P, um a um a P, obtendo, assim um passeio Fuleriano para GG. Para tanto,
note que P e P; tém pelo menos um vértice comum, digamos u. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que P e P; comecam e terminam em u (mudando os
pontos de partida de ambos esses passeios, se necessario). Portanto, seguindo P e
em seguida P;, obtemos um passeio 731 em (G que engloba todas as arestas de P e de
P1 e nao passa duas vezes por uma mesma aresta. Basta agora repetir o argumento
acima mais [ — 1 vezes, colando P, a 731 para obter um passeio 77; e assim por diante.
O passeio 731’ obtido no final é um passeio Euleriano em G.

|

2.3 Ciclos Hamiltonianos

Esta secao foi elaborada a partir das seguintes referéncias bibliografi-
cas: [1], [2] e [3].

Definicao 2.7 Um ciclo Hamiltoniano em um grafo é um ciclo que passa por
todos os vértices do grafo. Um grafo conexo é¢ Hamiltoniano se contiver um ciclo
Hamiltoniano.

O problema da existéncia ou nao de ciclos Hamiltonianos em grafos é muito
mais dificil que o problema correspondente para passeios Eulerianos; de fato, até
hoje nao existe um conjunto de condicoes necessérias e suficientes simples para um
grafo ser Hamiltoniano. O teorema a seguir, devido ao matemaético hingaro do
século XX Gabriel Dirac, d4 uma condicao suficiente simples para a existéncia de
ciclos Hamiltonianos.

12
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Teorema 2.3 (Dirac) Se G ¢ um grafo com n > 3 wértices e tal que 6(G) > 3,
entao G € Hamiltoniano.

Prova.

Pela proposicao 2.1, G é conexo. Seja agora P = (uy, ..., ux) um caminho maxi-
mal em G (i.e., tal que ndo ha outro de comprimento maior). Se v for um vizinho
de ug que nao pertence a P, podemos trocar P por P; = (v, ug, ..., ux), obtendo um
caminho maior que P, o que é uma contradicao. Portanto, P inclui todos os vértices
de ug e, analogamente, todos os vizinhos de u;. Em particular, P tem comprimento
maior ou igual a 7.

Afirmamos agora que existe um indice 0 < ¢ < k — 1 tal que uy é adjacente a
w11 e u; € adjacente ug. Para tanto, sejam A = {0 < i <k — L;u;41 € Ng(ug)} e
B ={0<1i<k—1;u; € No(ug)}; como todos os vértices em Ng(ug) e todos os
vértices em Ng(uy) estdo em P, segue que |A[, |B| > 5. Portanto,

|[ANB|=|A|+|B|-|AUB| >n—Fk >0,

uma vez que P é um caminho em G com k + 1 vértices.
Tome, entao, 0 <7 < k — 1 como na afirmacao, e considere o ciclo

C = (U0, Wit1, Wity ooy Upp—1, Wk, Uiy Ui1, ooy U, Up)-

Afirmamos que C é Hamiltoniano. Por contradicao, suponha que algum vértice
de G, digamos v, nao esteja em C. Tome um vértice w em C, vizinho de v (tal vértice
existe pelo principio da casa dos pombos, pois C tem mais de 7 vértices e v tem pelo
menos § vizinhos). Renomeando os vértices de C, podemos supor que

C = (1}071}1, ...,’Uk,?]o),

com vy = w; mas ai, P; = (v,vg, vy, ..., V) seria um caminho maior que P em G,
um absurdo.
|

2.4 Arvores

Esta secao foi elaborada a partir das seguintes referéncias bibliografi-
cas: [1], [2] e [3]-

Definicao 2.8 Uma arvore é um grafo conexo e aciclico.

13
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Figura 2.2: Uma arvore.

Se T' é¢ uma arvore, uma folha de 7' é um vértice de grau 1 e um né de 7" é um
vértice de grau maior que 1.

Lema 2.2 Toda drvore com mais de um vértice tem pelo menos duas folhas.

Prova.
Seja T uma arvore com pelo menos dois vértices e considere em 7" um caminho
C com o maior comprimento possivel. Se C = (uy, us, ..., u,), afirmamos que u; e u,
sao folhas. De fato, se fosse dr(uy) > 2, entdo u; seria adjacente a us e a um outro
vértice, ug digamos. Como arvores nao contém ciclos, deve ser uy # ug, ..., u,. Dai,
o caminho (ug, uy, Uz, ..., u,) teria comprimento maior que C, o que é um absurdo.
Logo, dr(uy) = 1 e, analogamente, dr(u,) = 1.
[

Proposicao 2.2 Se T = (V; E) € uma drvore, entio |E| = |V| — 1.

Prova.

Facamos indugao sobre |V|. Inicialmente, é claro que toda arvore com dois
vértices tem exatamente uma aresta. Suponha, como hipotese de inducao, que toda
arvore com n > 1 vértices tem exatamente n — 1 arestas, e considere uma arvore
T com n + 1 vértices. Pelo lema anterior, T tem uma folha u; portanto, T'— u é
uma arvore com n vértices, e a hipotese de inducao garante que T'— u tem n — 1
arestas. Mas como T' tem exatamente uma aresta a mais que T — u, segue que T’
tem exatamente n arestas.

[

Corolario 2.1 Se G = (V; E) € um grafo conexo, entao G contém pelo menos um
ciclo se e sd se |E| > |V|.

Prova.

Suponha inicialmente que G contém pelo menos um ciclo, e mostremos que
|E| > |V| por indugao sobre |E|. Se € ¢ uma aresta de um ciclo em G, entdo G — ¢
ainda é conexo e tem |V| vértices e |E| — 1 arestas. Ha, pois, duas possibilidades:

14
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e (G — ¢ ainda contém pelo menos um ciclo: segue da hipotese de inducao que
|E|=1=|V];

e (G — € ¢é aciclico: como ainda é conexo, G — € é uma arvore, e a proposicao
anterior garante que |V| = (|E|—1)+ 1= |E]|.

Em qualquer caso, |E| > |V].
Reciprocamente, se GG for aciclico, entao G é uma arvore, e a proposicao anterior

garante que |E| = |V|—1 < |V|].
|

Corolario 2.2 Seja T = (V; E) um grafo conexo. Se |E| = |V|—1, entdo T € uma
drvore.

Prova.
Se T contivesse pelo menos um ciclo, seguiria do corolario anterior que |E| > |V,
uma contradicao. Logo, T' é conexo e aciclico, donde uma arvore.
]
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Capitulo 3

Planaridade

3.1 Representacoes e Cruzamentos

Esta segao foi elaborada a partir da seguinte referéncia bibliografica:

[3].

Os dois diagramas na figura 3.1 representam o mesmo grafo, um K, com vér-
tices a, b, ¢ e d. Como os diagramas sdo bastante diferentes: na versiao Ky(1),
as arestas ac e bd se cruzam; em K4(2) ndo h& cruzamentos. Devemos nos referir
aos dois diagramas como diferentes representacoes do grafo no plano. O nimero
de cruzamentos de uma representacao é o nimero de diferentes pares de arestas
que se cruzam; o nimero de cruzamentos v(G) de um grafo G é o niimero minimo
de cruzamentos em qualquer representacao de G. Uma representagao é chamada
planar se nao houver cruzamentos, e um grafo planar ¢ um grafo que tem uma
representacao planar. Em outras palavras, um grafo planar G ¢ aquele para o qual
v(G) = 0. A figura 3.1 mostra que v(Ky) = 0.

a b

K1) K(2)

Figura 3.1: Duas representacoes de Kjy.

H& muitas aplicacoes de niimeros de cruzamentos. Um uso precoce foi no projeto
metroferroviarios, onde é inconveniente ter diferentes linhas que se cruzam, é me-
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lhor ter mais pista, em vez de cruzamentos extras. Uma extensao 6bvia dessa ideia
é o projeto autoestrada. Em um cruzamento complexo, menos cruzamentos signi-
fica menos viadutos caros. Mais recentemente, pequenos nimeros de cruzamentos
revelaram-se importantes no desenho de chips VLSI; se duas partes de um circuito
nao sao para ser ligados eletricamentes, mas eles se cruzam, é necessario um processo
de isolamento dispendioso.

Definicao 3.1 Suponhamos que G € planar. Se um novo grafo foi construido atra-
vés da inser¢ao de um novo vértice de grau 2 no meio de uma aresta (dividindo
uma aresta), ou por eliminacao de um vértice de grau 2 e juntando os dois vértices
adjacentes a ele, o novo grafo também serd planar.

Grafos que podem ser obtidos a partir de outro desta maneira sdo chamados
homeomorfos.

Uma vez que K5 e K33 nao sao planares, segue-se que um grafo que tem Kj
ou K33 como um subgrafo ndao pode ser planar. Além disso, um grafo que é home-
omorfo a um grafo com subgrafo homeomorfo a K5 ou K33 nao pode ser planar.
Na verdade, Kuratowski provou que esta condicao necessaria para a planaridade
também é suficiente.

Teorema 3.1 (Kuratowski) G ¢ planar se e somente se G é homeomorfo a um
grafo que nao contém subgrafo homeomorfo a K5 ou Ks3.

Este teorema foi apresentado pelo matemético polonés Kuratowski em 1930.
A sua demonstracao é bastante longa e complexa. Tem a virtude de fornecer uma
condigao necessaria e suficiente para a planaridade de um grafo que nao é dependente
da sua representacao grafica. Nao existe nenhum algoritmo nele baseado para testar
a planaridade/nao planaridade de um grafo. Na verdade, testar todos os subgrafos
e verificar se sao homeomorfos a K5 ou a K33 ¢ uma tarefa ardua.

Exemplo 3.1 Como aplicacao mostramos na figura 3.2 que o grafo de Petersen
nao € planar.

Figura 3.2: Grafo de Petersen e homeomorfos.
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3.2 Formula de Euler

Esta segao foi elaborada a partir da seguinte referéncia bibliografica:

[3]-

Em cada plano de representacdo de um grafo conexo, o plano é dividido em
regioes chamadas faces: uma face ¢ uma area do plano totalmente rodeada por
arestas do grafo, que nao contém qualquer aresta. E conveniente definir uma face
exterior, correspondente ao plano de representacao exterior. Por exemplo, a face
exterior é abyz na Figura 3.2(a), e abryz na Figura 3.2(b). O ciclo abryz nao é uma
face na Figura 3.2(a), pois ele contém a aresta bz.

(2) ' (b)

Figura 3.3: Diferentes faces em diferentes representacoes.

Teorema 3.2 (Formula de Euler) Suponha que uma representacao plana do grafo
conexo G tem v vértices, e arestas e [ faces. Entao:

v—e+f=2 (3.1

Prova.

Por inducéo sobre e. E facil ver que o teorema ¢ valido quando e é pequeno: se
e = 0, entao o grafo deve ser Ki, que tem v =1e f =1;se e =1 ou e = 2, nés
temos um caminho com e+ 1 vértices e uma face. Agora assumimos o teorema como
verdadeiro para todos os grafos com E ou menos arestas, e suponha e = E + 1.

Se G é uma arvore, entaov=e+1le f=1,logov—e+ f=ec+1—ec+1=2.

Caso contrario G' contém um ciclo. Selecione uma aresta que se encontra neste
ciclo. A aresta se encontrara separando duas faces (uma possivelmente pode ser
a face exterior). Se for eliminado, obtém-se um grafo com uma aresta a menos e
menos uma face do que o original. Se ha E arestas assim, por inducao, a equagao
(3.1) é satisfeita; em termos do grafo original,

v—(e—=1)+(f—1)=2,
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e (3.1) segue.
m

Corolario 3.1 Todas as representacoes planas do mesmo grafo planar conexo tém
0 mesmo numero de faces.

Prova.
Suponha que um grafo tem v vértices e e arestas; suponha que tem duas repre-
sentacoes planas, com faces f e f’ respectivamente. Entao

v—et+f=2=v—e+f

logo, f = f'.
n

Teorema 3.3 Suponha que um grafo planar conexo G tem v vértices, e arestas e f
faces, e nenhum componente tem menos de trés vértices. Entao 3f < 2e.

Prova.

O resultado é valido para Py (e = 2, f = 1), logo podemos assumir que cada
face de GG tem pelo menos trés arestas. A matriz aresta-face adjacéncia A de G é a
matriz e X f com entradas a;; definida por:

1, se aarestade ordem i encontra — se no limite da face de ordem j
Qi =
K 0, se nao

Seja o a soma de todas as entradas de A. Cada fronteira de aresta tem no
méaximo duas faces, de modo que a soma de cada linha é, no méaximo, 2. Ha e linhas
e, portanto o < 2e. A medida que cada face tem pelo menos trés arestas em sua
fronteira, 3f < 0. O resultado segue.

|

Teorema 3.4 Se um grafo planar conexo tem v vértices e e arestas, onde v > 3,
entao e < 3v — 6.

Prova.

Suponha que o grafo tem f faces. Pelo teorema anterior 3f < 2e, logo f < %
Pela Formula de Euler, v — e + f = 2, portanto v — e + % > 2. Mas isto implica
que 3v — e > 6, e o0 teorema esta provado.

[

Exemplo 3.2 O grafo completo, K,, nao é planar para v > 5. Se v > 5, entao
K, contém K5 como subgrafo. Isso € suficiente para mostrar que K5 nao € planar.
Suponha Ky planar. Nos temos v =5, e = 10, entao e > 3v — 6, contradizendo o
Teorema 3.4.
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Capitulo 4

Alguns Problemas Envolvendo
Grafos

Este capitulo foi elaborado a partir das seguintes referéncias biblio-
graficas: [5], [6] e [7].

4.1 O Problema das Pontes de Konigsberg

O primeiro e mais famoso problema em Teoria dos Grafos, resolvido por Euler
em 1736. Na cidade de Konigsberg sete pontes cruzam o rio Pregel estabelecendo
ligacoes entre duas ilhas e entre as ilhas e as margens opostas do rio, conforme ilus-
trado na Figura 4.1 abaixo. Sera possivel fazer um passeio pela cidade, comegando
e terminando no mesmo lugar, cruzando cada ponte exatamente uma vez?

Figura 4.1: Ilhas no rio Pregel em Konigsberg.

Euler transformou o problema em um problema de grafos. A cada margem e
ilha associou um né (vértice) e a cada ponte um arco (aresta), obtendo o grafo da
figura 4.2. Em termos de grafos, o problema consiste em achar um passeio fechado
que percorra cada aresta exatamente uma vez. Grafos para os quais isto é possivel
sao chamados eulerianos (conforme vimos no Capitulo 2).

20



Alguns Problemas Envolvendo Grafos CAPITULO 4

A
i
3
{ C D
a4
{
B

Figura 4.2: Representacao em grafo do Problema das Pontes de Konigsberg.

O desenho da figura 4.2, é provavelmente, o primeiro exemplo de um grafo a
ocorrer como modelo matemético para resolver um problema, que agora se exprime
assim: partindo de um dos vértices A, B, C, ou D, achar um caminho que percorra
todo o grafo sem passar mais de uma vez pelo mesmo arco.

De um modo geral, um grafo é isto: um conjunto finito de pontos, chamados os
vértices do grafo, e um conjunto finito de arcos, chamados as arestas do grafo. As
extremidades de cada aresta devem ser vértices. Além disso, duas arestas quaisquer
do grafo nao podem ter pontos interiores em comum: ou sao disjuntas ou se tocam
apenas numa ou em duas das extremidades.

Euler chamou atencao para uma nocao muito simples, porém crucial, que é a
ordem de um vértice do grafo. A ordem de um vértice é o ntimero de arcos que
emanam dele. Por exemplo, no grafo das pontes de Konigsberg, o vértice C' tem
ordem 5, enquanto os demais vértices A, B e D tém todos ordem 3.

Um caminho num grafo G é uma sequéncia finita A = (Ao, 4;..., 4,), onde os
A; sao vértices de G e, para cada 1 = 1,2,...p, A;_1 e A; sao extremidades de uma
aresta de G.

Diz-se, neste caso, que o caminho A parte do vértice Ag e, percorrendo as arestas
ApA;, AjAs, ... Ay_1 Ay, termina no vértice A,

Um caminho chama-se unicursal quando nao percorre a mesma aresta mais de
uma vez. Um grafo G chama-se unicursal quando existe um caminho unicursal que
percorre todas as arestas de G. Observe-se que um caminho unicursal pode passar
varias vezes pelo mesmo vértice.

Toda vez que um caminho unicursal chegar a um vértice, deve sair dele por um
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arco diferente daquele por onde chegou. (A menos que esse vértice seja o fim do
caminho.) Portanto, se um caminho unicursal percorrer todas as arestas do grafo,
os vértices desse grafo, com excecao do inicio e do fim do caminho, devem ter todos
um numero par de arestas emanando deles, isto é, devem ter ordem par. O vértice
que serviu de inicio e o que serviu de fim para o caminho tém ordem fmpar. Se o
inicio e o fim do caminho coincidirem (isto é, se o caminho for fechado), entao todos
os vértices do grafo, sem excecdo, tém ordem par.

Concluimos entao que se um grafo é unicursal, ou todos os seus vértices tém
ordem par ou exatamente dois vértices tém ordem impar. No primeiro caso, todo
caminho unicursal é fechado. No segundo caso, um caminho unicursal deve comegar
num dos vértices de ordem fmpar e terminar no outro.

Segue-se, dai, que o grafo da figura 2 nao é unicursal, pois seus quatro vértices
tém todos ordem impar. Fica, entao, resolvido o problemas das sete pontes: é
impossivel percorré-las todas, sem passar duas vezes por alguma ponte.

4.2 O Problema Chinés do Carteiro

Esse problema ¢ uma aplicacao bastante importante do conceito de grafo eule-
riano. Usamos um grafo valorado onde as arestas é associado um peso, isto é, uma
funcao f : A — R*. Este peso pode representar comprimento, custo, tempo, ou o
que a modelagem do problema exigir.

O problema chinés do carteiro (que tem este nome por ter sido apresentado pela
primeira vez por um pesquisador chinés e ndo pela nacionalidade do carteiro) consiste
em minimizar o esforco de um carteiro que percorre todas as ruas de uma cidade.
Ora, se o grafo em questao é euleriano, nao ha problema. Mas se este nao for o caso,
teremos que eulerizar o grafo. Lembramos que o ntimero de vértices de grau impar é
par, logo poderemos unir pares destes vértices por novas arestas, tornando-os pares.
E claro que nao construiremos novas ruas! A ideia é fazer o carteiro percorrer ruas
repetidas de forma economica. O problema pode se complicar bastante, mas hoje
hé algoritmos que produzem resultados aproximados com bastante eficiéncia. E um
problema bastante estudado devido & economia que uma boa solugao pode gerar.
Vamos ilustrar o caso mais simples possivel, quando o grafo é semi-euleriano, isto é,
quando tem apenas dois vértices de grau impar.

O menor caminho entre os vértices a e b indica que o melhor meio de eulerizar o

grafo é construir uma aresta virtual entre a e b, o que significa simplesmente percorrer
o caminho avq; vovs3; V3v4; v4b como se fosse uma aresta. Assim, gastaremos menos a
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sola do carteiro.

aresta virtual

4.3 O Problema das 4 Cores

Em 1852 Frederick Guthrie, aluno de Augustus de Morgan, trouxe a este um
problema proposto por seu irmao Francis Guthrie. Na verdade, tratava-se de uma
conjectura, hoje um teorema.

Teorema das 4 cores. Um mapa pode ser colorido com /4 cores.

Colorir um mapa é colorir as regides de maneira que regioes fronteiricas nao
sejam coloridas com a mesma cor. Usando a dualidade podemos formular o teorema
em forma de coloracao de vértices.

Teorema das 4 cores reformulagao. Num grafo planar G tem-se que x(G) <
4.

O grafo K, mostra que 4 cores sao necessarias, mas serao suficientes? O problema
demorou um século para ser resolvido. Em 1976, Appel, Haken e Koch, com o auxilio
de 1200 horas do computador mais rapido de sua época, executando mais do que
109 operacoes computacionais, provaram o teorema.

As tentativas anteriores sdao, entretanto, dignas de nota. Kempe utilizou uma
técnica (por isso chamada de cadeias de Kempe) e apresentou uma demonstracio em
1879. Heawood, 11 anos depois, percebeu uma falha sutil na demonstracao, que a
invalidava. Entretanto, utilizou as cadeias de Kempe para demonstrar um resultado
um pouco mais fraco. Comecgaremos por um lema.

Lema 4.1 Num grafo planar hd pelo menos um vértice com grau menor ou iqual a

5.

Demonstracgao:
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Ja sabemos pelo Teorema de Euler que Z d(v) = 2m.
veV(G)
Se d(v) > 5, Vv € V, entdo
6n < Z d(v) = 2m
veV(G)
Mas num grafo planar temos m < 3n — 6, isto é, 2m < 6n — 12.
Ficamos com 6n < 6n — 12, o que é impossivel.
[
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