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Resumo

Esta dissertacao pretende investigar um tema relevante para o estudo da Matemé-
tica: Multiplos, Divisores, Minimo Multiplo Comum (MMC) e Méaximo Divisor Comum
(MDC), a partir da teoria de fragoes. Motivados pela enorme deficiéncia que percebemos
em nossos alunos de Ensino Médio, especialmente em situagoes-problema que envolvem
multiplos e divisores, e observando que agravam-se ainda mais nas situagoes de minimo
multiplo comum e maximo divisor comum, quando exigidos de forma implicita no texto,
decidimos propor um estudo a fim de levar uma reflexao sobre esse tema que problematize
e, a0 mesmo tempo, viabilize solugoes para os professores de Matemética do Ensino Mé-
dio. Por observarmos a deficiéncia desse assunto ao longo do processo educacional basico,
nosso trabalho seré estruturado num didlogo entre esses dois ciclos da educagao (ciclo
Fundamental e ciclo Médio), ja que essa caréncia é observada a partir de problemas tri-
viais como adigao e/ou subtragao de fragdes com denominadores diferentes e certamente,
que alcangam problemas que exigem interpretacao. Esta dificuldade nao é exclusividade
do ensino publico, ocorrendo também nas institui¢coes particulares. Estudos evidenciam
inumeros casos nos quais universitarios apresentam enorme deficiéncia nesses assuntos.
Portanto, mostraremos, ao longo do trabalho, algumas experiéncias e atividades propos-

tas que comprovam a necessidade e a importancia de se investir neste tema.

Palavras-chaves: Multiplos; Divisores; Minimo Multiplo Comum (MMC); Méximo Di-
visor Comum (MDC).



Abstract

This thesis aims to investigate an important issue for the study of mathematics: Multiple,
dividers, Minimum Common Multiple (MMC) and Greatest Common Divisor (MDC),
from the theory of fractions. Motivated by the huge deficiency that we perceive in our
high school students, especially in problem situations that involve multiple, dividers, and
noting that worsen further in situations of least common multiple and greatest common
divisor, when required implicitly in the text , we decided to propose a study to lead a
reflection on this theme that problematizes and at the same time, makes possible solu-
tions for mathematics teachers of high school. By observing the failure of that subject
throughout basic educational process, our work will be structured as a dialogue between
these two cycles of education (primary and secondary cycle cycle), since this deficiency
is observed from trivial problems such as addition and / or subtraction fractions with
different denominators and certainly reaching problems that require interpretation. This
difficulty is not unique to public education, also occurring in private institutions. Studies
show numerous instances in which university have enormous deficiency in these matters.
Therefore, we will show, throughout the work, some experiments and proposed activities

that demonstrate the need and the importance of investing in this theme.

Key-words: Multiple; Divider; least common multiple (MMC); Greatest Common Divi-
sor (MDC).
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Introducao

Motivado pela enorme dificuldade apresentada pelos alunos, especialmente de En-
sino Médio, decidimos investir no assunto que abrange os conceitos e defini¢oes de multi-
plos e divisores, focando em Maximo Divisor Comum (MDC) e Minimo Multiplo Comum
(MMC). Deficiéncia essa que vai das simples operagoes (adigao e subtragao) com fragoes

que possuem denominadores diferentes até situagoes do cotidiano.

As trocas de experiéncias com colegas professores de Mateméatica nos permitiram
enxergar que existe uma acentuada defasagem de contetido e conceitos, especialmente
quando, do aluno, é exigida a necessidade de interpretar situagoes-problema que precisam
dessas “ferramentas”, MMC e MDC. A ideia primitiva de multiplos e divisores podem
contribuir de forma expressiva para a solugao de intimeras situagoes do nosso dia a dia, a
partir do momento que nossos alunos perceberem uma relagao entre esses conceitos ted-
ricos e aplicabilidade pratica. Por exemplo: Porque precisamos igualar os denominadores
para efetuar a soma de % com %? Ou, se numa linha de produgdo em uma industria,
certo tipo de manutencao é feita na maquina A a cada 3 dias, na maquina B a cada 4
dias, e na maquina C, a cada 6 dias. Se no dia 2 de janeiro foi feita a manutencao das
trés maquinas, qual seré o proximo dia em que a manutencao ocorreré nas trés maquinas

simultaneamente?

Baccarin (2012) coordenou um trabalho, no Programa Institucional de Bolsa de
Iniciacao a Docéncia na Universidade Estadual do Parana, que tratou do assunto que es-
tamos dissertando. O referido autor afirma, sobre uma de suas oficinas de trabalho, que:
"Na realizacao desta oficina, tivemos alguns contratempos, uma vez que aquilo que ha-
viamos preparado e pensaramos ser muito simples e facil, teve uma certa rejeicao e muita
dificuldade por parte dos alunos. Percebemos que num simples contetiido o que parece
6bvio para nos, para o aluno, nao é, tao logo a compreensao de algo tao simples fica com-
prometida. Notando tamanha dificuldade dos alunos, tivemos que nos reprogramar, para
as futuras oficinas, trabalhando contetdos basicos, como as quatro operagoes, tabuada.

Este foi um dos trabalhos que nos confirmou que deveriamos nos empenhar nesta causa.

Os encontros com o Professor Orientador, Mikhail Petrovich, intensificaram nosso
interesse pelo assunto, pois, segundo ele, muitos alunos ingressam na universidade carre-

gando uma enorme carga de caréncias matematicas, especialmente em operagoes basicas.
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H& muita dificuldade em somar e subtrair fracoes. Uma parte consideravel dos alunos nao
sabe a diferenca entre fragdes decimais e fragoes ordinarias. Ele afirma que "este tema em
especial nao é trabalhado de forma suficiente e eficaz, com a importancia devida no ensino
basico, e que se queremos minimizar este problema na universidade precisamos trabalhar

com o abstrato".

A revista “Célculo - Matemética Para Todos”, edicao 28 — 2013, publicou uma
reportagem com o professor Filipe Amaral, da Universidade do Porto, em Portugal, em
que ele declara: “No ensino de Matematica, uma das ideias centrais é mostrar ao aluno
como ele deve resolver problemas quando esta fora da escola.” Compartilhamos deste
pensamento e acreditamos que o aluno ao “resolver um problema” deve praticar uma
acao real (concreta ou imaginada): inicialmente ele interpreta, depois agrupa, separa,
ordena, coloca em série, transpoe etc, e, apds investir e dedicar alguns tempos de aula
tratando desse assunto, propus trés atividades, que serao expostas e discutidas mais a
frente (capitulos 3 e 5), aos meus alunos de 22 ano do Ensino Médio, turma 2009 do Ciep

257, em Rio das Ostras (Amaral 2013).

A revista “Céalculo — Matemética Para Todos”, edigao 12 de 2012, publicou uma re-
portagem que pergunta: “Todo mundo leva vantagem ao estudar Matematica? Ou alguns
desperdicam seu tempo?”. O professor Antonio Fernandes, um dos entrevistados, afirma
que: “O estudante de Matematica aprende a mudar o angulo pelo qual olha um problema,
ou a trazer um problema para um plano no qual ele realmente faz sentido, principalmente
quando aprende a correlacionar duas coisas.” Compactuando com este pensamento, deci-
dimos investir em atividades, com a turma 2009 (ja citada), de forma a submeter esses
alunos, inicialmente a revisoes de contetudos e conceitos de miltiplos, divisores e fragoes,
e logo apos a situacao do cotidiano que envolvem aplicabilidade de alguns destes con-
ceitos, com a finalidade de identificar até que ponto conseguem relacionar a necessidade
com a utilizacao da “ferramenta” adequada. Sendo assim, estariam como disse o professor

Antonio Fernandes, “correlacionando duas coisas” (Fernandes 2012).
O trabalho foi organizado em 6 capitulos.

No primeiro capitulo trabalharemos fragoes, pois é onde encontrarmos, inicial-
mente, a necessidade do MMC e MDC, ao realizarmos operagdes (adigao e subtragao)

com denominadores diferentes.

No segundo capitulo trataremos de Nimeros Primos e Fatoragao, pois enxergamos
uma relagao intima entre os assuntos miiltiplos e divisores e as ideias de Ntimeros Primos
e Fatoracao. Estes contetidos precisam ser bem trabalhados, pois sao “nobres ferramentas”
no estudo de MMC e MDC.

No terceiro capitulo abordaremos a dificuldade dos nossos alunos em trabalhar

expressoes do tipo:
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Veremos alguns exemplos praticos, que foram apresentados a turma 2009 do Ciep
257, que exigem a interpretacao e decisao do aluno em relagao a que tipo de ferramenta

usar.

No quarto capitulo voltaremos a tratar de fragoes, porém focaremos as operagoes
(adigao e subtragdo) com denominadores diferentes. Sendo assim, comegaremos a tratar

de MMC e MDC, inclusive mencionando os principais métodos para determiné-los.

No quinto capitulo traremos algumas praticas pedagogicas propostas aos alunos
da turma 2009 do Ciep 257, em Rio das Ostras, no ano de 2013, turma essa que minis-
trei a disciplina “Resolucao de Problemas”, e assim sendo tive autonomia para trabalhar
os conteudos que julgo como fundamentais e importantes, sugerindo algumas atividades
(exercicios atuais de concursos publicos como Correios, Petrobras, Banco do Brasil, Casa

da Moeda, Policia Civil e especialmente o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM))

E no tltimo capitulo concluimos a dissertacao com consideragoes finais, na expec-
tativa de ter gerado reflexao acerca do tema abordado; seguidas das referéncias bibliogra-

ficas.
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Capitulo 1

Histoéria das fracoes

Iniciaremos esta dissertacao trabalhando este assunto (fragdes) por entender que
o primeiro momento que o aluno se depara com a necessidade de usar as ferramentas
MMC e MDC, que é o nosso foco, é quando comeca a trabalhar com fra¢oes heterogéneas.
Sendo assim nao poderfamos falar de MMC e MDC sem antes apresentar um panorama
sobre fragoes (historia e operagoes) ao aluno. O objetivo de estudar a historia das fragoes
nao ¢ apenas o de narrar e constatar fatos do passado, mas buscar as suas origens e

principalmente as suas consequéncias.

Segundo Pedroso (2009), o estudo de fragoes surgiu por necessidade pratica, quando

as divisoes nao eram exatas.

E possivel que os egipcios tenham adquirido uma grande habilidade no manejo das

fragoes devido ao sistema econdmico e social da realeza faraonica. Eles usavam apenas
1
29
é Tais fragoes eram denominadas fragoes egipcias. Posteriormente outras fragoes

fragoes que possuiam o nimero 1 dividido por um ntmero inteiro, como, por exemplo:
11

31
foram expressas em termos delas, como: % = % + % Os babilénios usavam em geral fragoes
com denominador 60. Banzatto e Sodré acreditam que o uso do numero 60 pelos babilonios
se deva ao fato de que é um ntimero menor do que 100 com maior quantidade de divisores
inteiros. Os romanos, por sua vez, usavam constantemente fragoes com denominador 12.
Provavelmente, por ser um nimero, que embora pequeno, possui uma quantidade expres-
siva de divisores inteiros. Com o passar do tempo, muitas notacoes foram usadas para
representar fragoes. A atual maneira de representagao data do século XVI. E a leitura das

fragoes é enunciada de acordo com o denominador (Banzatto;Sodré 2005).

As fragoes aparecem nos mais antigos documentos matemaéticos e, em geral, foram
resultado dos varios modos de se operar a divisao. Conta-nos a historia que os babilonios
j& utilizavam as fragoes por volta do ano 2000 a.C., os egipcios usaram fragoes no Papiro
de Rhind — um texto matemético muito precioso, escrito por volta de 1650 a.C., contendo
85 situagoes-problema copiadas de trabalhos anteriores — e os gregos passaram a uséa-las

em periodos posteriores.



Capitulo 1. Historia das fragoes 15

1 25 47

107 7000 Toog: €ntre outras.

Vejamos alguns exemplos de fragoes decimais:

Segundo Souza (2013), as fragoes foram conhecidas na antiguidade, mas, na falta
de numeragoes bem constituidas, suas notacoes foram, durante muito tempo, mal fixadas
e inadaptadas as aplicagbes praticas. Os mateméticos e astronomos chineses (200 d.C.)
tém os mais antigos relatos de uso cientifico das fracoes decimais. Esse assunto foi muito
trabalhado por Leonardo Fibonacci (também conhecido como Leonardo de Pisa ou ainda,
Leonardo Pisano (Pisa, 1170-1250)), que havia sido apresentado ao assunto durante suas
viagens pelo norte da Africa. Fibonacci trabalhou nos principio da construcdo de uma
aritmética dessas fragoes. Assim, ele representou, por exemplo, o ntmero 0,79 como sendo

7 9

a adicao das fragoes -= com

1 7050 Ou ainda mais: Tl

10 " 10 " 10

A partir de 1350 d.C., vérios outros mateméticos europeus passaram a utilizar
fragdes decimais, porém de forma bem rudimentar. Contudo Stevin (1580 d.C.) investiu
num estudo sistemético dessas fragoes e de seu uso na representacao dos nimeros reais
gerando o que hoje conhecemos como expansao decimal dos niimeros reais, ou represen-
tagdo dos reais (por meio de adi¢ao de fragoes decimais), inclusive com algoritmos para
as operagoes aritméticas, tornando-se um elemento fundamental para o surgimento das

ciéncias e tecnologias modernas.

Esse breve historico foi apresentado tendo em vista que o estudo de fragoes esta
diretamente ligado ao estudo de MMC e MDC. A assimilagdo da nogao de fragao exige
uma manipulacao consideravel de grandezas divididas em partes iguais. Essa manipu-
lacao com “intimidade”, se torna quase que impossivel, numa medida suficiente, usando
elementos basicos, como barras de chocolates, laranjas, pizzas, entre outros artificios que

normalmente usamos nas nossas aulas, como sugerem os livros didaticos.

As fragoes com que nos defrontamos diariamente quase sempre sao partes de quan-
tias numéricas ou de conjuntos de objetos numericamente determinados, e que em geral
o resultado é algo palpavel, concreto, por exemplo: metade da turma; a quarta parte do
grupo de professores; um sexto da matilha, dois tercos de uma barra de chocolate etc. Mas
quando alguém herda a metade de uma casa, nao imaginamos parti-la em duas partes
iguais, como farfamos, por exemplo, com uma maga; mas sim, ficar com a metade do valor

equivalente ao imovel.

Mediante tal utilidade e importancia, estudaremos, ao longo do trabalho (especial-
mente no capitulo 3), algumas propriedades das fragoes ordinérias (que sao as fragoes cujo
denominador é diferente de qualquer poténcia de 10) e das fragoes decimais (que sao todas
as fragdes que possuem denominador igual a uma poténcia de 10). Toda fracao decimal
pode ser representada por um numero decimal, isto é, um nimero que tem uma parte

127

inteira e uma parte decimal, separados por uma virgula. A fragao {55 pode ser escrita na

forma mais simples, como:



Capitulo 1. Historia das fragoes 16

127
— =1,27
100 ’

em que 1 representa a parte inteira e 27 representa a parte decimal. Esta notagao

5127 : )
subentende que a fragao {55 pode ser decomposta na seguinte forma:

127 100 27
L 2= 140,27T=1,2
100 ~ 100 T100 ~ P T 0T =LAT

A fragao 1% pode ser escrita na forma 0,5, sendo 0 a parte inteira e 5 a parte decimal.
Podemos observar que este nimero decimal é menor do que 1 porque o numerador é menor

do que o denominador da fragao.

Aproveitando a ideia que serviu de base a criacao da numeracao de posigao, isto
é, a convencao segundo a qual o dltimo algarismo da direita de um ntmero representa
unidades, o seu vizinho da esquerda representa dezenas, o seguinte centenas e, assim,
sucessivamente, resolveu-se colocar uma virgula seguindo o algarismo das unidades e
convencionou-se que o primeiro algarismo apoés esta virgula representaria décimos desta

mesma unidade e os seguintes centésimos, milésimos etc.

Vejamos algumas observagoes que merecem um destaque mediante sua importan-

cia.
Observe que em uma divisao entre dois nimeros:

a) A simples colocagao da virgula a direita das unidades do quociente, e o acréscimo

um z a direi uiv: A tr rmagca écim r
de ero a direita do resto, e ale & transformacao do resto em décimos e abre a
possibilidade de se obter o quociente expresso em décimos. Caso a divisao dos décimos

seja exata, o quociente estara completo.

b) Sempre que, sendo o dividendo e o divisor primos entre si, ndo haja poténcia de
10 que seja miultiplo do divisor, o quociente exato nao pode ser equivalente a uma fracao

decimal.

c¢) A divisdo nem sempre pode ter o sentido de distribui¢ao: ela tem sempre por
finalidade determinar um quociente cujo produto pelo divisor seja equivalente ao divi-
dendo. Como na distribui¢ao (em partes iguais) isto acontece, muitos entendem que toda,

divisao corresponde a uma distribuigao.

Vejamos alguns exemplos numéricos que tratam desses assuntos abordados acima:
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a) 12 =1x 10 + 2 x 10°

121

b)1—0:12,1:1><10+2><100+1x10_1:10+2+0,1:12,1
1304 2
c) ?805_ 289—130,45—1><1024—3><1O+O><1()0+4><10_1—|—5><10_2

2

d) Qualquer fracao da forma =, em que n ¢ um niimero impar, pode ser decomposta

numa soma de duas ou mais fragoes, cujo numerador é 1. Assim, como vimos % pode
%. Os egipcios conheciam bem esse fato e, como a decomposigao de fragoes
implica calculos longos e delicados, estabeleceram uma tabua modelo de decomposicao,

comecgando em % e chegando em %. Essa tabua, que desempenhava um papel consideravel

no ensino, constitui a parte mais importante do Papiro Rhind. (Pedroso 2009)

escrever-se % +

e) Observe que a fragdo 14—1 nao pode ser representada por uma fragao decimal. En-
tao, ela nao ¢ um namero decimal exato. Ha nimeros decimais finitos (exatos) e nimeros
decimais infinitos (periddicos ou nao-periodicos). Toda forma decimal finita corresponde

a uma fracao decimal.

f) % = 0,3333..., é chamada de Dizima Peridédica. Note que apés a virgula todos
os algarismos se repetem. Neste caso somente o algarismo 3. Entao, temos uma Dizima

Periodica Simples.

g) % = 0,8333..., também é uma dizima periédica. Observe que o algarismo 8, apds
a virgula, nao se repete. Essa dizima é chamada de Dizima Periodica Composta, pois apos

a virgula existe um termo que nao se repete.

h) Observe que 0,3232323232... ¢ uma dizima periddica e sua representacao fra-
cionaria é %. Esta representacao decimal pode ser associada a soma de termos de uma

a
Progressao Geométrica Infinita (Soma = 1—1) Como descrita a seguir.
—dq

Podemos escrever o ntimero decimal 0,323232... como:

0,32 + 0,0032 + 0,000032 + ... que é uma progressao geométrica infinita, de razao
(q) igual a 0,01. Entao, temos:

0,32

32
1——0,01 que ¢é igual a 99 0,323232...

—281
900

i) A dizima periddica composta -0,31222... pode ser escrita como
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j) Observe a fragao ™. Podemos fatorar o denominador n. Vejamos, por exemplo:
n = 2% x 39 x 3% x 7™

Se ag # 0 e ay # 0 ou qualquer outra poténcia de numeros primos diferentes de 2

e b, nossa expansao decimal é infinita e periddica.

Se a fragdo irredutivel & tiver no denominador poténcia(s) diferente(s) de 2 ou 5,
ou ainda fatores diferentes envolvendo tais poténcias, entao essa fragao gerara uma dizima

periodica simples. (Lacerda 2010)
Por exemplo: Seja x = 0,24545454545...

e 2 45 45 1
Temos: x = G + 555 T 1006 X 00

uma progressao geométrica, como citado acima.

+ ... podemos pensar em soma dos termos de

Poderiamos pensar de outra forma:
Se x = 0,245454545... entao 10x = 2,454545... e 1000x = 245,45454545...

Observe que 1000x - 10x = 243
. 243
Entao: x = —.
990
k) O fato de sempre existir, entre dois ntimeros racionais, um outro niamero racional
nao me autoriza a afirmar que os racionais preenchem completamente os pontos da reta,
o que significa que existem pontos da reta que nao representam nimeros racionais. Existe

um conjunto numérico que preenche essas lacunas, é o Conjunto dos Niimeros Irracionais.

Nuamero Irracional é todo niimero que nao pode ser escrito na forma de fragao, ou

seja 3, com a e b naturais e b diferente de zero.

Os principais relatos sobre os irracionais atribuem-se a Hipaso de Mataponto, um
discipulo da Pitagoras. Apos algum tempo, Euclides dedicou seu décimo segundo livro da

colecao Os Elementos, a esse assunto.
Vejamos alguns exemplos de nimeros irracionais: v/2, v/5, 7 ...
Vamos demonstrar, por absurdo, que v/2 é irracional.

Entao afirmaremos que ¢ = v/2, com a e b primos entre si, ou seja, tendo o niimero
b ) ) )

1 com tnico divisor comum.

Elevando os dois lados da igualdade ao quadrado temos:

2

a
7= 2, entdao: a? = 2b%, como b é par, entao a também ¢é par. Podemos chamar a
de 2k.

Substituindo, temos: (2k)? = 2b%. Ou seja:
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4k? = 2b® e sendo assim 2k? = b?. Podemos concluir entdao que b também é um
nimero par. Mas isso é um absurdo, pois por hipotese o Maximo ou (maior) Divisor
Comum (MDC) entre a e b é 1. Entdo podemos afirmar que v/2 ndo pode ser escrito na
forma ¢,
no capitulo 4.

entdo v/2 é um namero irracional. Destaca-se que esse assunto sera trabalhado

a

b’
a e b nimeros naturais, mas se a e b forem ntmeros decimais essa escrita é possivel.

De maneira geral, é impossivel escrever os niimeros irracionais na forma ¢, sendo

Sao nimeros irracionais todos os nimeros decimais nao exatos, que possuem re-

presentacao infinita e nao periddica. (lezzi 2011)

Um bom recurso para construgao de niimeros irracionais é usar o fato de que se «

é irracional e r é racional nao nulo, entao teremos:

« roo_ , . . .
a + 1; aX 1; — e — sao todos niimeros irracionais.
roo«

Observe:

kl: o nimero 0,212112111... nao é dizima periédica, pois os algarismos apods a

virgula nao se repetem periodicamente.

k2: o nimero 1,203040... também nao comporta representacao fracionaria, pois

nao é uma dizima periddica.
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Capitulo 2

Numeros Primos e Fatoracao

Divisores de um ntumero natural sao todos os niimeros naturais que ao dividirem
tal ntiimero, resultarao em uma divisao exata, isto é, com resto igual a zero. O conjunto
dos divisores de um ntimero é um conjunto finito, mas como determinar quantos divisores
um numero natural possui? Tanto para a identificacdo da quantidade de divisores de
um nimero, assim como para que possamos encontrar tais divisores, iremos recorrer a

fatoracao ou decomposicao em fatores primos. Definiremos ntimeros primos a seguir.
Observe os divisores de alguns ntimeros naturais:
a) Os divisores de 2 sdo: 1 e 2.
b) Os divisores de 8 sdo 1, 2, 4 e 8.
c¢) Os divisores de 15 sao: 1, 3, 5 e 15.
d) Os divisores de 17 sao: 1 e 17.

Note que alguns desses numeros tém apenas dois divisores naturais distintos.
Quando isso acontece sao chamados de Niimeros Primos. A palavra “primo” vem do latim

primus, que significa primeiro.

O ntmero 2 é o tnico nimero natural par primo. Conjuntos de 3, 5, 7 ou 11
objetos nao podem ser colocados em duas ou mais colunas iguais, porque estes niimeros
s6 podem ser divididos por eles mesmos e por um. Sendo assim, estes nimeros (3, 5, 7 e

11) pertencem ao Conjunto dos Numeros Primos.

A propriedade de ser um primo é chamada "primalidade", e a palavra "primo"também
¢ utilizada como substantivo ou adjetivo, se um ntmero inteiro tem moédulo maior que
um e nao é primo, ou seja possui mais de dois divisores naturais distintos, é chamado
Niamero Composto. No nosso exemplo acima, o 8 e o 15 sao nimeros compostos. Como
"dois"é o tinico nimero primo par, o termo "primo impar"refere-se a todo primo maior

do que dois.

Se ampliarmos o campo de trabalho e comegarmos a pensar no conjunto dos Nu-



Capitulo 2. Numeros Primos e Fatora¢do 21

meros Inteiros poderemos afirmar que nimero primo é todo nimero p cujo conjunto dos
divisores nao inversiveis nao é vazio, e todos os seus elementos sao produtos de p por
inteiros inversiveis. De acordo com esta defini¢ao, -1, 0 e 1 nao sao ntumeros primos.Um
nimero inteiro primo p é aquele que tem exatamente quatro divisores distintos, p per-
tence a Z: £1 e £p. J4 um ntmero natural primo, como ja foi dito, tem exatamente dois

divisores naturais distintos: o ntmero um e ele mesmo.

Observe que o nimero 1 nao é primo nem composto, pois ele tem um tnico divisor

natural, que é ele mesmo.

Existe um outro grupo muito interessante: os Nimeros Primos Entre Si. Dois ou
mais nimeros sao ditos primos entre si quando o seu tinico divisor comum for a unidade, se
limitamos o conjunto numérico aos Naturais. Observe que 4 e 15 nao sao niimeros primos,
mas o Unico divisor comum entre esses nimeros ¢ o 1. Portanto 4 e 15 sao Niimeros Primos
Entre Si. Podemos afirmar que dois nimeros naturais sucessivos sao sempre primos entre
si. Podemos garantir também que tendo dois niimeros naturais, a e b, cuja soma seja
um ntmero primo p, certamente a e b serao primos entre si. O mesmo se aplica quanto

trabalhamos com Numeros Inteiros, sendo que os divisores comuns s@o -1 e 1.(Lacerda

2010)

O matematico Christian Goldbach (1690 — 1764), em 1742 afirmou que “todo
nimero par maior que 2 ¢é igual a soma de dois niimeros primos”. Por exemplo: 8 = 3 +
5; 32 = 3 + 29; etc.

Erathostenes (276 a.C. — 195 a.C.), astronomo, gedgrafo, historiador e matematico
grego, criou um método, um algoritmo, muito pratico para a obtencao de ntimeros primos
até um determinado limite. E conhecido como o Crivo de Erathostenes. Foi criado pelo
matematico grego Eratostenes (285-194 a.C.), o terceiro bibliotecario-chefe da Biblioteca

de Alexandria.
Vejamos como funciona:

a) construa um tabela com os nimeros naturais de 2 até 100, a sugestdo é usar

dez linhas e dez colunas;
b) risque todos os pares, maiores que 2;
¢) risque os multiplos de 3 maiores que ele;
d) risque também os multiplos de 5 e os miltiplos de 7 maiores que eles;

e) o maior nimero primo a ser checado corresponde a raiz quadrada do valor-limite,

arredondado para baixo.
Os ntimeros que nao foram riscados sao os numeros primos até 100.

Vejamos como Euclides de Alexandria (figura 1) trata esse assunto:
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Figura 1 — Euclides de Alexandria

Segundo Picado, Euclides afirmou que: "Ha& mais niimeros primos do que qualquer
quantidade proposta de nitimeros primos". Euclides ofereceu uma demonstragao desta

afirmacao acima, em sua obra “Os Elementos” no livro IX. Vejamos fragmentos de sua
obra: (Picado 2006)

“Tomando-se , uma lista finita qualquer de niimeros primos:

L = P1,DP2,D3,---Pn

Pode-se mostrar que existem ntimeros primos que nao estao nessa lista. Da seguinte

maneira:
Sendo P o produto de todos os ntimeros primos na lista:
P =pi Xpys Xp3s X p,,esendoq =P + 1.

Entao, q pode ser primo ou nao. Vejamos as duas possibilidades:

* Se q é primo entao ha pelo menos um nimero primo a mais que nao estéa listado.

* Se ¢ ndo é primo, entao algum fator primo p divide ¢. Esse fator p nao esta na
nossa lista L: se estivesse, ele dividiria P, pois P é o produto de todos os ntimeros na lista;
mas como sabemos, p divide P + 1, que vale q. Entao, para nao deixar resto, p teria que
dividir a diferenca entre os dois numeros, que é [P + 1| - P, ou seja, 1. Mas nao existe
nimero primo que divida 1, assim haveria uma contradi¢ao, logo, p nao pode estar na
lista. Podemos afirmar entao que ha pelo menos mais um nimero primo além dos que

estao na lista.

Isso nos garante que para qualquer lista finita de nimeros primos, ha um ntmero
primo que nao esta na lista. Sendo assim, a sucessao de ntimeros primos ¢ ilimitada, nao

tem fim, e ainda nao ha uma “férmula” que os gere em sua totalidade.

Observamos inimeros relatos erréoneos que afirmam que Euclides provou esse resul-
tado por contradigao, iniciando pela suposicao de que o conjunto inicialmente considerado
contém todos os nimeros primos, ou que contém precisamente 0os n menores primos, ao

invés de qualquer conjunto finito arbitrario de nimeros primos.
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Por contradi¢ao, podemos pensar da seguinte forma: suponhamos que o conjunto

dos ntmeros primos seja finito:
P=2 35 ....p.
Assim, tomemos o nimero m, tal que:
m=(2x3x5x..xp)+1

Note que m nao é divisivel por nenhum elemento de P, pois o resto da divisao
é sempre 1. Podemos observar que m é outro ntimero primo ou é um ntmero composto
cujos fatores sao nimeros primos que nao estao na lista. Concluimos que nossa suposi¢ao
inicial nao é vélida. Sendo assim, o conjunto dos niimeros primos nao é finito. O que prova

0 teorema citado acima.
Vejamos alguns exemplos:

Se o conjunto P que aparece na demonstracao do teorema for constituido dos
primeiros r nimeros primos, entao as fatoragoes de n = 2.3. ... .p, + 1 para alguns valores

de r estao representadas na Tabela de Fatoragao (Figura 2) abaixo:

r n=2-3-...-p +1 Fatoracdgode ' Tipo
1 3=24+1 3 primo
2 7=2-3+1 T primo
3 31=2-3-5+1 31 primo
4 211=2-3-5-7T+1 211 primo
5 2311=2-3-5-7-11+1 2311 primo
6 30031=2-3-5-7-11-13+1 59509  composto

75105611=2-3-5-7-11-13-17+119-97 - 277 composto

Figura 2 — Tabela de Fatoracao

Pierre de Fermat (1601-1665) descobriu que todo nimero primo da forma 4n + 1

tal como 5, 13, 17, 29, 37, 41, etc., é a soma de dois quadrados. Vejamos alguns exemplos:

5=17+2%
13 = 22 4 32,
17 = 12 4 42,
29 = 22 + 5%,
37 = 12 + 6%,

41 = 4?2 + 52,
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" n . ” .
Fermat pensou que a formula 22" + 1 forneceria ntimeros primos para n = 0, 1,
2... estes numeros sao conhecidos como Numeros de Fermat e sdo comumente denotados

por Fn. Os cinco primeiros nimeros sao:
Fy =3, F, =5, Fy, =17, I3 = 257 e F, = 65537; sendo todos primos.
Hoje sao conhecidos dois grupos de ntimeros primos:
e (4n + 1) que podem sempre ser escritos na forma (2% + y?); e
e (4n — 1) nunca podem ser escritos na forma (z? + y?).

Certamente, seria muito imaturo, tratando-se de niimeros primos, fazer qualquer
generalizagao baseando-se apenas em algumas observagoes, nao solidamente comprovada
matematicamente. Uma observac¢ao mais atenta na forma como se distribuem os niimeros
primos revela que nao ha uma regularidade nesta distribuicao. Algumas férmulas produ-
zem muitos niimeros primos, por exemplo: 22 - x + 41, fornece niimeros primos quando
x =0, 1, 2, ..., 40. Observe que ha restricao. Note que para x = 41, a férmula resulta em

41% = 1681, que nao é primo.

Em janeiro de 2013, foi divulgado o maior nimero primo ja calculado. Tem 17425170
digitos que, se fosse escrito por extenso, ocuparia 3,4 mil paginas impressas com cinco mil

caracteres cada. E o ntumero 257885161 _ 1.

Provamos, entao, que existem infinitos nimeros primos.

O conceito de niimero primo é muito importante na teoria dos ntimeros. Um dos
resultados da teoria dos nimeros é o Teorema Fundamental da Aritmética, que afirma que
qualquer nimero natural diferente de 1 pode ser escrito de forma tnica (desconsiderando
a ordem) como um produto de nimeros primos (chamados fatores primos): este processo

se chama decomposigao em fatores primos (fatoragao).

Todo numero natural composto (que nao é primo e diferente de 1) pode ser de-
composto em um produto de dois ou mais fatores, diferentes de 1, e fatorar um ntmero

significa transformé-lo em uma multiplica¢do (mostrar os fatores).

Quando um numero esta decomposto em um produto em que todos os fatores sao

nimeros primos, dizemos que esse nimero esté “decomposto em fatores primos”.

E essa decomposicao da-se através da divisao do nimero dado pelo seu menor
divisor primo, procedendo-se da mesma maneira com o quociente obtido até se encontrar

o quociente 1.

Quando ha fatores repetidos em uma fatoragao, podemos usar a potenciacao para

simplificar sua escrita.
Por exemplo, 22 x 3% ¢ a decomposicao em fatores primos do ntimero 36.

Vejamos outro caso:
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90 = 2! x 32 x5l =2x9x5

Aqui temos o nimero composto 90, constituido por um atomo do ntmero primo

2, dois atomos do nimero primo 3 e um atomo do ntimero primo 5.

Conhecemos também os Numeros Primos de Mersenne, conjunto numérico que
recebe esse nome em homenagem ao estudioso que muito investiu nesse assunto, o padre,
miusico, filésofo e matematico Marin Mersenne (1588 - 1648). Um ntimero é chamado de
Primo de Mersenne quando for um ntimero primo obtido através da equagao 2P - 1, com a
condigao de p um nimero primo.(Texto escrito com base no material da disciplina MA14
ministrada no PROFMAT-2012)

Vejamos alguns exemplos:

a) Se p = 2, entdao 22 -1 = 3
b) Se p = 3, entdao 23 -1 =7
c) Se p = 5, entdo 2° - 1 = 31
d) Se p = 7, entdo 27 - 1 = 127,

e assim por diante.
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Capitulo 3

Atividades realizadas na sala de aula:

Recordacao de propriedades

Investimos, inicialmente, nestas sete situacoes algébricas, com a finalidade de re-

cordar propriedades importantes. Essas propriedades sao ferramentas fundamentais para
nosso objeto de estudo: MMC e MDC.

.gxgiaXC
b d bxd
a c a—+c

*3 a7 bxd
a c a—c

e
a b a+b

o — e
n n n
a b a—>b

e — - — —

n o n n
a b a.b

e — X — —= —
non n?
a b a

e — — — — —
n n b

Primeiramente, foi trabalhado, de maneira tradicional (exposigao, explica¢ao das
equagoes acima por meio de exemplos numeéricos e exercicios no quadro), cada uma das si-
tuacoes destacadas. Vencida esta etapa, foi apresentada ao discente uma situacao-problema

que deveria ser interpretada e que, para ser solucionada, precisaria recorrer aos conceitos
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ministrados anteriormente. Investimos um tempo num debate sobre as possiveis ferramen-
tas a serem usadas, ou os possiveis caminhos a serem tracados para que alcangéssemos a

solucao. Vejamos alguns destes exercicios propostos:

3.1 Fracoes Homogéneas:

Fazendo uso das seguintes propriedades:

a b a+b
e — | — =

n n n

a b a—>
e — - — —

n o n n

foi proposto o seguinte problema:

Problema 1: Um canteiro de margaridas ocupa é de um terreno e outro, de rosas,
ocupa % desse mesmo terreno. Na parte restante foi feito um canteiro de gérberas. Que

fragdo representa a regiao do canteiro de gérbera? (Data da aplicagao: 23-08-2013)

~ . 2 2 . 5. 6 1 3 o 2
Solucao: Note que a parte ocupada pelas gérberas ¢ equivalente a: ¢ - ¢ - £ = ¢

do terreno.
Neste exemplo mostramos uma possivel situagao que exige o conhecimento de sub-

tracao de fragoes com denominadores iguais. Como esse é um caso simples o resultado e

o envolvimento dos alunos foi extremamente satisfatorio.

Problema 2: Observe a expressao: % de % = 4% (Data da aplicagao: 23-08-2013)

Essas situagoes mais algébricas sao mais bem aceitas, em geral, pelos alunos, desde

que seja investido um tempo em teoria. Nao tivemos grandes dificuldades.

3.2 Fracoes Heterogéneas:

Fazendo uso das seguintes propriedades:
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SO Catke
b d° b+d

foi proposto o seguinte problema:

Problema 3: Dividimos uma barra de chocolate da seguinte forma: % para mim;
% do que sobrou para meu irmao e o restante para minha irma. Que fracao representa a

parte que minha irma recebeu? (Data da aplica¢ao: 23-08-2013)

Solugao: Observe que precisamos usar alguma ferramenta especial para solucionar
este problema, pois temos: a barra inteira subtraida de }L dela mesma subtraida de % do
que sobrou. Note que as partes (denominadores) ndo sdo iguais. Sendo assim,precisamos
pensar em algo do tipo:

% + % de % de B (que significa % do que sobrou) somado a % (que é o que sobrou)

= B (que ¢ a barra de chocolate completa). Esta situacao especifica (% de 2) foi trabalhada

com mais aten¢ao no problema 4.

Esse tipo de problema, que exige um pouco mais de dominio do abstrato, gera mais
desconforto, mais dificuldade, especialmente no que diz respeito a interpretagao. Mas nao
entraremos nesta problemética pois fugiremos do foco. Os alunos entenderam melhor o
que o problema pedia quando usamos duas barras de chocolates de tamanhos iguais mas
com divisoes diferentes. O uso do recurso ludico contribuiu bastante para o processo de

aprendizagem.

Problema 4: Ana reservou % de um terreno para plantar rosas, e resolveu que em

% desse canteiro as rosas plantadas seriam vermelhas. (Data da aplicagdo: 30-08-2013)

Solucao: Note que a parte do terreno ocupada pelo canteiro de rosas vermelhas (%

32,3 6
de = 3 x ) corresponde a ¢ do terreno.

Problema 5: Determine o niimero de unidades que devemos subtrair do denomi-

7

75, de modo que a mesma fique trés vezes maior. (Data da aplicacao:

nador da fracao
30-08-2013)



Capitulo 3. Atividades realizadas na sala de aula: Recordagdo de propriedades 29

Solucao: Para que essa fracao fique trés vezes maior, devemos multiplica-la por 3,

ou seja: 4—75 X 3 = %

S|
Syl

Se

Problema 6: Quantas garrafas cheias de suco Carlos precisa despejar para encher
um recipiente que comporta no méaximo 4 litros, sabendo que na garrafa s6 cabem % de
litro? (Data da aplicacao: 30-08-2013)

Solugao: Perceba que cada % de litro representa o contetido de uma garrafa. Entao:

.2 4.2 4x3
13 =103 = 1.5 — 0 garrafas

4
1

Problema 7: Colégio Naval - Uma pessoa, depois de gastar % de seu dinheiro
pagou uma divida de % do que restou, ficando ainda com 120,00 Reais. Quanto possuia

essa pessoa? (Lacerda 2010) (Data da aplicagao: 30-08-2013)

Solugao: Se a pessoa gastou % sobrou g do seu dinheiro. A divida foi paga com 2

3
de %, que corresponde a % do dinheiro. A parte que restou foi 120 Reais. Sendo assim
essa pessoa gastou: % + % = %. Entao % equivale ao que sobrou: 120,00 Reais. Desta

forma, o valor que tinha inicialmente era 576,00 Reais.

Os problemas descritos nesse capitulo foram resolvidos pelos alunos e essas re-
solugbes foram recolhidas pelo professor (autor deste trabalho). A andlise das mesmas
permitiu afirmar que o resultado do trabalho foi satisfatorio. Ficou comprovada a hipo-
tese de que nossos alunos de Ensino Médio, neste caso especificamente de 2° ano, nao se
lembravam de algumas propriedades muito importantes, ferramentas valiosas no estudo
que estamos propondo. Podemos afirmar que a grande maioria dos 38 alunos da turma
2009 apresentaram muitas dificuldades em conceitos que sao tratados como essenciais.
A medida que direcionamos a visdo dos alunos para uma mateméatica aplicada, demos a
ele a possibilidade de ampliagao de visao diante dos obstaculos encontrados. Desta feita
coloca-se a matematica como uma “surtida caixa de ferramentas” que pode ser utilizada
tanto nos problemas tedricos de sala de aula, como também, futuramente no exercicio de

sua profissao, ou em outra atividade informal qualquer.

Apos essas abordagens notamos uma evolucao consideravel dos alunos, especial-

mente no que diz respeito ao interesse pelas aulas.
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Capitulo 4

Operacoes com Fracoes Heterogéneas;
MMC e MDC

A metodologia usada foi executada em duas etapas. A primeira foi a tradicional,
onde os conceitos, as definigdes e as expressoes foram expostas no quadro. Num segundo
momento foram propostas situagoes problema que exigiam do aluno uma interpretacao
matematica e que para encontrar a solucao, precisava dominar os conceitos ministrados

anteriormente. Vejamos:

a) Um reservatorio contém agua até seus % Colocando-se mais 36 litros de agua,

ele ficara com i de sua capacidade. Quantos litros cabem nesse reservatorio?

Solucao: A maior parte das solugoes apresentadas pelos alunos foi com este tipo

de configuracao:

% da capacidade + 36 L = % da capacidade, e resolvendo esta equagao encontramos

432 litros de capacidade.

b) Gastei % do meu salario. Depois, gastei a metade do que sobrou. Sabendo que

ainda me restaram 180,00 Reais, quanto eu tinha inicialmente?
Solucao: A solucao mais comum apresentada pelos alunos foi:

% do salario - % de % do salario = 180,00 Reais, e seguindo a solucao desta equacao,

determinamos que o meu salario é 630,00 Reais.

c¢) E possivel dividir um terreno entre trés pessoas de modo que a primeira receba

, a segunda % e a terceira i do terreno?

N

Esse exercicio gerou um pouco mais de conflito. Mediante tal desconforto apresentei

aos alunos a historia da divisao de camelos proposta por Beremiz Samir, narrada no livro
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O Homem que Calculava,de Malba Tahan.

“Poucas horas havia que viajadvamos sem interrupc¢ao, quando nos ocorreu uma
aventura digna de registro, na qual meu companheiro Beremiz, com grande talento, pos
em pratica as suas habilidades de eximio algebrista. Encontramos perto de um antigo
caravancara meio abandonado, trés homens que discutiam acaloradamente ao pé de um

lote de camelos.
Por entre pragas e impropérios gritavam possessos, furiosos:
- Nao pode ser!
- Isto é um roubo!
- Nao aceito!
O inteligente Beremiz procurou informar-se do que se tratava.

- Somos irmaos — esclareceu o mais velho — e recebemos como heranca esses 35
camelos. Segundo a vontade expressa de meu pai, devo receber a metade, o meu irmao
Hamed Namir uma terga parte, e, ao Harim, o mais moco, deve tocar apenas a nona parte.
Nao sabemos, porém, como dividir dessa forma 35 camelos, e, a cada partilha proposta
segue-se a recusa dos outros dois, pois a metade de 35 é 17 e meio. Como fazer a partilha
se a terca e a nona parte de 35 também nao sao exatas? O homem que calculava, muito
esperto, decidiu ceder o camelo que usava para os trés irmaos e assim eles teriam 36
camelos ...” (Tahan 2012. Paginas: 21, 22 e 23)

A discussao deste famoso problema nos forneceu alguns instrumentos muito im-
portantes para seguirmos os estudos, nos mostrou uma aplicabilidade pratica desta ferra-
menta. Os alunos entenderam que a primeira dificuldade era a divisao proposta pelo pai,
perceberam também que o nobre calculista entendeu que a adigdo das fragoes (divisao

proposta pelo pai) era menor que um inteiro e que poderia tirar proveito desta situagao.

O objetivo dessa atividade foi confrontar o aluno com a necessidade de usar uma
outra ferramenta para solucionar o problema, ter um leque de possibilidades, e desta feita

introduzir, de maneira pratica e contextualizada, os conceitos e propriedades de MMC e

de MDC.

Entendemos que o fundamental é fazer o aluno construir, guiado pelo mecanismo
logico, seus proprios instrumentos mateméaticos: isso seria impossivel, se nao os colocasse-
mos em situagoes bem sequenciadas, sob o ponto de vista da estrutura em questao. Nessa

visao estruturamos nosso método didatico.

Para alcancar éxito nessa atividade, enxergamos a necessidade de relembrar algu-

mas nogoes basicas de multiplos e divisores.
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4.1 Propriedades do M.D.C.

Seja a e b dois ntmeros inteiros, nao simultaneamente nulos. Afirmaremos que o
nimero inteiro ¢ € um divisor comum de a e de b se e somente se: ¢ dividir a e se ¢ dividir
b. Essa é, basicamente a definicao dada por Euclides e se constitui em um dos pilares de

sua aritmética.

Por exemplo, os nameros -5, -1, +1 e +5 s@o os divisores (inteiros) comuns de 15

e 25.

Podemos afirmar que o nimero natural ¢ é um maximo divisor comum de a e
b (frequentemente abreviada como mdc(a, b) ou (a, b)), ndo simultaneamente nulos, se

possuir as propriedades a seguir:
a) ¢ € um divisor comum de a e de b;

b) ¢ é divisivel por todo divisor comum de a e de b, ou seja, se d é um divisor

comum de a e de b, entao d divide c;

¢) Propriedade Fundamental do mdc: todo divisor comum de dois ou mais nimeros
inteiros é divisor do m.d.c. destes ntimeros;

d) Dizemos que dois nimeros inteiros a e b sdo primos entre si se e s6 se (a,b)=1;

e) Se p é primo, entao mdc(a,p) é 1 ou p;
f) Se a divide ¢, entao mdc(a,b) dividi mdc(c,b);
g) Se mdc(a,b) = 1, entdo mdc(ac,b) = mdc(c,b);

h) O Lema de Euclides diz que: sejam a, b, n pertencentes aos Inteiros. Se existe

(a, b — na), entdo (a,b) existe e (a,b) = (a, b — na);

i) Dois ntimeros inteiros a e b sdo primos entre si se, e somente se, existem nimeros

inteiros n e m tais que na + mb = 1.

Voltando ao exemplo usado anteriormente, vemos que os divisores comuns de 15
e 25 sdo: -5, -1, 1 e 5. Sendo assim, o maior entre todos os divisores comuns é o 5 (o mdc
entre 15 e 25 ¢ 5).

Observe a solu¢ao do problema a seguir, usando o método de decomposigao em

fatores primos:

Calcule o MDC entre os ntimeros 8, 12 e 28:
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8 12 282
4 6 142
2 3 I |2
1T 3 7 |3
1 1 7|7
T 4 9

Figura 3 — Decomposi¢ao em fatores primos de 8,12 e 28

Para determinar o mdc (8, 12, 28) basta multiplicar os nimeros primos que dividem

os trés numeros decompostos ao mesmo tempo, os fatores comuns. Entao, temos:
mdc(8, 12, 28) = 2 x 2 = 4.
Essa é a ferramenta que os alunos tém maior intimidade.
Vejamos outro exemplo:
Sejam a,, = 100 + n? e d,, = mdc(a,, a, + 1).
Calcular d,, para todo n.
Solugao:
d, = mdc (100 + n?, 100 + (n + 1)?) = mdc (100 + n?, 2n + 1).

Como 2n + 1 é impar, entdao o mde (4, 2n + 1) = 1 e usando as propriedades ja

apresentadas, temos que:
d, = mdc (400 + 4n?, 2n + 1)
d,, = mdec (401, 2n + 1).
Como 401 é primo, entao:
e mdc (401, 2n + 1) = 401 se 2n + 1 = 401k (com k = 2r + 1 inteiro impar), e
e mdc (401, 2n + 1) = 1 caso contrario.

Este tipo de exercicio nao foi trabalhado em sala de aula pois entendemos que
nao traria beneficios praticos para uma turma de 22 ano do Ensino Médio, que tem como
objetivo o ENEM.

Segundo Zelci Clasen de Oliveira uma outra forma de enxergar o MDC é: “Dados
dois ntmeros naturais a e b, construimos um retangulo com essas dimensoes. Cobrindo
esse retangulo com os maiores quadrados possiveis, o lado do menor quadrado serd o MDC
entre a e b.” (Oliveira 1995)
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4.2 Teorema de Bachet-B’ezout

Sejam a e b numeros pertencentes ao Conjunto dos Numeros Inteiros Positivos.
Acreditamos que existem x e y, também Inteiros, tal que a equagao ax + by seja exa-
tamente igual ao MDC(a,b). Portanto, se ¢ também é um namero inteiro e é tal que ¢
divide a e divide b, entdo podemos afirmar que ¢ divide o MDC(a,b). (Apostila de MA14
do PROFMAT 2012)

Nao investimos no estudo desse teorema, com os alunos, por entender que deve-

rifamos focar nas ferramentas mais conhecidas por eles mesmos.

4.3 Propriedades do M.M.C.

Em aritmética e em teoria dos niimeros inteiros positivos, o minimo multiplo co-
mum (mmc) de dois inteiros a e b é 0 menor inteiro positivo que é multiplo simultane-
amente de a e de b. Se nao existir tal inteiro positivo, por exemplo, se a = 0 ou b = 0,

entdo mmc (a, b) é zero por definigao.

O minimo multiplo comum é ttil quando se adicionam ou subtraem fragoes vul-
gares (fragoes que possuem denominadores diferentes), pois é necessario o minimo deno-
minador comum (nao ¢é necessario que o denominador seja minimo, mas sé-lo,agiliza os
célculos) durante esses processos. Considere o exemplo:

2 _ 4 7 _ 1
21+ 742+427427

D=

o denominador 42 foi usado porque mme (21, 6) = 42.

Se a e b sao diferentes de zero, o minimo miltiplo comum pode ser computado

usando o maximo divisor comum (mdc) entre a e b:

a.b

mmec (a,b) = ——————~
(a.) mdc(a, b)

Assim, o Algoritmo Euclidiano para o mdc também nos da um algoritmo rapido

para o mmc. Retornando ao exemplo acima, temos:

21.6 21.6
21,6) — ~ 20 g1 x2 -4
mme (216) = 20515~ 3 x

Agora note que como:

a.b
mdc(a, b)

mmec (a,b) =
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Entao, podemos afirmar que:
mmec (a,b) x mde (a,b) =a x b

A férmula:

a.b
mdc(a, b)

mmc (a,b) =

é adequada para o célculo do mmec para nimeros pequenos.

Calcula-se o mmec também usando:

a
b) = ——— xb
mmec (a,b) mdc(a.b) X
deste modo, no exemplo anterior:
21 21
216) = ————— X 6=— X 6=7x 6 =42
mme (216) = o) 3~

Mesmo que os nimeros sejam grandes e nao sejam rapidamente fatorizaveis, o mdc

pode ser rapidamente calculado com o Algoritmo de Euclides.

H& de se também pensar em decomposicao em fatores primos para encontrar fa-

cilmente o mmc de um grupo de ntimeros.

Vejamos algumas propriedades, considerado como operagao binaria, o mmec de dois

inteiros positivos.

e Comutatividade: ax mmec(b,c) = mme (a X b, a X ¢), ou seja: mmc (a, b) = mmc

(b, a).
e Associatividade: mme (a, mme (b,c)) = mmec (mmc (a,b), ¢).
e O mmc ¢ idempotente, ou seja: mmc (a,a) = a

e Propriedade Fundamental do mmec: todo multiplo comum de dois ou mais ni-

meros inteiros é multiplo do m.m.c. destes ntimeros.
Por exemplo: Encontrar o valor de mmec (45, 120, 75):
e 45 =29 x 32 x 5!
e 120 = 23 x 3t x 5!
o 75 = 20 x 3! x 52

O mmc é o nimero que tem o maior multiplo, ou maior expoente, de cada tipo

diferente de 4tomo. Assim:
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mmc (45, 120, 75) = 23 x 32 x 52 =8 x 9 x 25 = 1800

Observe solucao do problema a seguir, usando o método de decomposicao em

fatores primos:

Calcule o mmc entre os nimeros 8, 12 e 28:

8 12 28

_ A A
_ AW W o,
=~~~

~ W N NN

Figura 4 — Decomposi¢ao em fatores primos de 8,12 e 28

Como queremos o mme (8,12,28) basta multiplicar todos os fatores primos comuns

€ nao comuns.

Observe que o método, a ferramenta que usamos para determinar o MMC e o
MDC é a mesma: a decomposicao em fatores primos. O que muda ¢é a interpretacao dos

dados.

4.4 Algoritmo de Euclides

J& trabalhamos o assunto decomposicao de um nimero natural em fatores primos.
Isso certamente é suficiente para obter o mdc entre dois ou varios nimeros naturais. No
entanto, para obter o mdc entre dois nimeros naturais muito grandes torna-se complicado
porque a decomposi¢ao pode nao ser imediata.O método a seguir é baseado no livro sétimo
dos Elementos de Euclides. Apesar de existirem evidéncias historicas que este método seja

anterior a este livro.

Na préatica, o Algoritmo de Euclides nos fornece um meio pratico de escrever o

mdc de dois ntimeros como soma de dois miltiplos dos niimeros em questao.
Vejamos um exemplo: Calcule mde(1001, 109).

Solugao: Realizando as divisoes sucessivas, temos:

1001 = 109 x 9 + 20
109 =20x5+9
20=9x2+2
9=2x4+1
2=1x2+0
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Assim, temos:

mdc(1001, 109) = mdc(109, 20) = mde(20, 9) = mde(9, 2) = mde(2, 1) = mde(1,
0) = 1.

Agora, enunciaremos o teorema citado:
“Obtendo o mdc entre dois niimeros naturais X e Y onde X é maior que Y.
e Divida X por Y e obtenha o resto Ry. Se Ry for zero, o mdc entre X e Y ¢ Y.

e Se IRy nao for zero, divida Y por R; e obtenha o resto Ry. Se Ry for zero, o mdc
entre X e Y é R;.

e Se R, nao for zero, divida R, por Ry e obtenha o resto R3. Se R3 for zero, o mdc
entre X e Y é Rs.

e Se R, nao for zero, divida R,,_; por R, e obtenha o resto R,,,. Se R, 1 for zero,

omdcentre XeY é R,).
Vejamos um exemplo: Obtenha, pelo Algoritmo de Euclides, o mdc entre 10 e 15.
Solugao:

e Dividimos 15 por 10 (porque 15 é maior que 10).

dividendo divisor

15 10
5 1
resto quociente

Figura 5 — Esquema de divisao 1

e Como o resto é 5 (nao vale zero), devemos dividir o divisor 10 por 5, temos:
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dividendo divisor

10 5
0 2
resto quociente

Figura 6 — Esquema de divisao 2

e O resto é zero, portanto o mdc entre 15 e 10 é 5 (o divisor da divisao cujo resto

é zero).

O Algoritmo de Euclides pode requisitar muitas divisdes sucessivas até que se
chegue ao resto zero (sempre se chegard). Por conta disso, é melhor usar uma chave que
aproveita melhor os resultados anteriores e deixa espaco para os proximos, caso sejam

necessarios. Vejamos:

e Monte uma grade com, pelo menos, 3 colunas e exatamente 3 linhas (deixe espago

a direita):

Figura 7 — Modelo de grade

e Na grade, insira o 15 e 0 10 (vou manter os nimeros do exemplo) assim:

15 | 10

Figura 8 — Grade 1
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e Sempre na primeira linha, sobre o ultimo divisor usado, escreva o quociente da

divisao atual. Na divisao de 15 por 10 o quociente é 1. Registre assim:

15 | 10

Figura 9 — Grade 2

e O resto da divisao atual é registrado abaixo do dividendo da divisao atual. Na

divisao de 15 por 10 o resto é 5.

15 | 10

Figura 10 — Grade 3

e Como 5 nao ¢é zero, copiamos o 5 ao lado do 10, na préxima casa. Repete-se todo

o processo anterior, pensando que a divisao de agora ¢ de 10 por 5.

15 |10 | 5

Figura 11 — Grade 4

e Na divisao de 10 por 5 o quociente é 2. Registre assim:
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15 (10 | 5

Figura 12 — Grade 5

e Na divisao de 10 por 5 o resto é 0.

1 2
15 |10 | 5
3 0

Figura 13 — Grade 6

e Como o resto é zero, o mdc entre 15 e 10 é o ntimero 5.

Esse método foi apresentado aos alunos e, em geral, foi muito bem recebido, espe-

cialmente em situagoes em que trabalhavamos com nimeros pequenos.

4.5 Equacoes Diofantinas Lineares

Vérias questoes relacionadas a aritmética buscam solugao em equagoes do tipo aX
+ bY = ¢, com a, b e ¢ pertencentes aos Inteiros, para obterem solucgao. Equacoes com
esse molde sao chamadas Equagoes Diofantinas Lineares, em homenagem a Diofanto de

Alexandria (aproximadamente 300 d.C.).

Nao nos aprofundaremos no assunto pois, como jéa foi mencionado, nosso trabalho
tem como publico alvo alunos do Ensino Médio, com foco nos exercicios cobrados no

vestibular, especialmente ENEM. Mas, vejamos um exemplo:
Resolvamos a equagao 24X + 14Y = 18.

Solugdo: a equagao tem solugao, pois mdc(24,14) divide 18. Dividindo ambos os
termos da equacao por 2 que é o mdc entre 14 e 24, obtemos uma equacao reduzida e
equivalente: 12X + 7Y = 9.

Pelo algoritmo de Euclides temos:
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12=7"Tx1+5
7T=5x1+2
O=2x2+1

Substituindo as equagoes acima umas nas outras, obtemos:

1 =12 x 3 - 7 x 5, portanto:
9 =12 x 2747 x (—45).

Podemos concluir que xg = 27 e yo = -45 e é a solugao particular da equagao.
Sendo assim, temos:

x = 27 + 7t e y = -45 — 12t, com t pertencente aos Inteiros.

Vejamos outro exemplo:

Vamos resolver a equagao 11X + 7Y = 58.

Solucao: Para determina-las vamos considerar o algoritmo euclidiano a seguir:

11 =7x1+14
7T=4x1+3
4 = 3x1 + 1, logo,
1=4-3=4-(7-4)=2x4-7=2times(11-7) -7,

que enfim é equivalente a: 2x11 - 3x7.

Dai temos que x0 = 4 e y0 = 2, que é a solugao minimal da equacao proposta.

Entao, temos como solucao:
x=4+Txtey =2-11xt.

Este exemplo foi retirado apostila de MA14 do curso do PROFMAT 2012, na
Unidade 8, pagina 8.

Todas as técnicas, os teoremas e conceitos mencionados ao longo deste capitulo
foram apresentados aos alunos, sempre consciente que nem todas essas técnicas sao uteis
hoje pra eles. Inclusive, para resolver equagoes como as duas tultimas citadas, nao ha a
necessidade de usar toda a formalidade técnica como usamos, pois os niimeros envolvidos

Sa0 pequenos.
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Capitulo 5

Atividades propostas aos alunos

Mota acredita que o jogo educativo pode, e deve ser definido como uma ativi-
dade ladica ou competitiva, que permite combinacao de espaco e tempo, no qual cada
participante ou grupo de participantes estd em posicao oposta, pretendendo cada um ou
cada grupo obter o melhor resultado. O jogo é um meio de interagao e comunicagao, pro-
porciona o respeito as regras e, também, estimula a possibilidade de levantar estratégias
mostrando-se relevante em qualquer idade. Para a autora, a Matemaética e os jogos tém
caracteristicas comuns, como o desenvolvimento de técnicas intelectuais, do pensamento
logico e do raciocinio, sendo que os jogos, através de suas regras e estratégias, podem

auxiliar na concretizagao do pensamento matematico. (Mota 2009)

Neste contexto, Grando considera relevante a atencao do professor, de modo que
aproveite “os conceitos e/ou habilidades do pensamento matematico que vao emergindo
no decorrer das situagoes de jogo”. Dessa forma, se vé evidenciada a responsabilidade do
professor, no sentido de considerar e avaliar a proposta e a eficacia do jogo didético, antes

de sua aplicagao em sala de aula. (Grando 2000)

Munido e embasado nestes fortes argumentos entendemos que era o momento certo
para propor aos alunos encarar o desafio de alguns trabalhos ludicos. E assim fizemos na
turma 2009 do Ciep 257, em Rio das Ostras.

5.1 Atividade - Diofanto

Data da aplicacao: 13-09-2013

Proposta: Determinar, usando equagdes algébricas (e por sua vez as ferramentas

mmc e mdc)a idade que tinha Diofanto no momento de sua morte.

A vida de Diofanto: A histéria conservou poucos tragos bibliograficos de Diofanto
de Alexandria, que é considerado o maior algebrista grego. Na histéria da evolucao ma-

tematica este autor desempenha um papel semelhante ao que Euclides (360 — 295 a.C.)
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tem na Geometria e Ptolomeu (85 — 165) na Astronomia. Nasceu em 22 de setembro
de 250 a.C. Morreu 84 anos depois. Entre varios livros que escreveu, o mais importante
deles é “Aritmética”, Neste introduz uma notacao simboélica com “cddigos” diferentes para
o quadrado de uma incognita, para o cubo e para qualquer poténcia. Escreveu também
sobre equacoes a duas ou mais variaveis cujas solugoes sao nimeros inteiros ou racionais,

e sao chamadas Equacoes Diofantinas.

Foi extraido do epitdfio que figura seu sepulcro, aparentemente criado por seu

amigo Metrodorus, o seguinte enigma:

“Aqui jaz o matemético que passou um sexto da sua vida como menino. Um doze
avos de sua vida passou como rapaz. Depois viveu um sétimo de sua vida antes de se
casar. Cinco anos ap6s nasceu seu filho, com quem conviveu metade de sua vida. Depois

da morte de seu filho, sofreu mais 4 anos antes de morrer.”

Reproduzamo-lo:

Figura 14 — Enigma de Diofanto
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De acordo com esse enigma e resolvendo a equagao, e encontrando i = 84, ficamos,
também conhecendo mais os seguintes dados bibliogréficos de Diofanto: casou-se aos 21

anos, foi pai aos 38 anos, perdeu seu filho quando tinha 80 anos, e faleceu aos 84 anos.

Vejamos como alguns alunos se desenvolveram nessa atividade:

Agora é com vocé. Resolva a equagéo que representa a idade do nobre matematico.

X =M A3 &g 3 e Rl

Ao A wW) s, omC = Y -2 % = Ry
e e e mne =9,
S e
e G e
A 4 A <),

Figura 15 — Solugao de um aluno

Agora & com vocé. Resolva a equacao que representg a idade do nobre matematicc

4 24 /02, + QU E

4],

Figura 16 — Solucao de um aluno

O objetivo desta atividade era tornar o tema (adi¢ao e subtragao de fragoes com
denominadores diferentes) mais atraente, mais interessante. Ao propor uma tarefa com

uma historia tao inusitada imaginamos prender a atencao e o interesse da turma.

Conseguimos éxito na missao. Os alunos se envolveram de maneira satisfatoria

com esta atividade. Especialmente pela curiosidade histérica que o problema tratava.

5.2 Atividade - Quadra de esporte

Data da aplicacao: 20-09-2013

1? Proposta: Medir a quadra de esportes do colégio.Com a finalidade de colocar o
maior nimero possivel de alunos espalhados em cima da linha (limite) da quadra, de tal
forma que a distancia entre dois alunos, em todo o perimetro, seja a maior possivel. Nao

foi dito ao alunos que uma ferramenta apropriada era o M.D.C..
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-

Figura 19 — Medicao da quadra de esportes do CIEP 257

2% Proposta: Medir as dimensoes da trave (baliza) da quadra de futsal. Com o
objetivo de colocar a maior quantidade possivel de grampos (para prender a rede) de
forma que tenha a maior distancia possivel entre dois grampos, em todas as dimensoes.

Nao foi mencionada, para nao influenciar, a expressao “Maximo Divisor Comum (MDC).
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Figura 22 — Medicao das traves da quadra de esportes do CIEP 257

Apo6s a medicao, e em outra oportunidade, trabalhamos as informagoes determi-

nadas na sala de aula e cada grupo, composto com quatro alunos, fez os seus calculos.
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Nao foi dada nenhuma dica quanto ao método ou ferramenta a ser usada para solucionar

o problema. Vejamos os trabalhos de dois grupos:

R
PROFMAT  TRABALHO DE PESQUISA GIENTIFICA Kg SBM

¢ Assunto: Aplicacdo dos conceitos de MMC e MDC.
» Turma: 2009 do Ciep 257
e Data da Aplicagéo: 20-09-2013
e Professor Bruno Franca
1. Medicdo da Quadra de esportes do colégio: Com a finalidade de colocar o maior

numero possivel de alunos espalhados em cima da linha (limite) da quadra, de tal
forma que a distancia entre dois alunos, em todo o perimetro. seja a maior -
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2. Medig&o das dimensdes da trave (baliza) da quadra de esportes do colégio: Com
0 objetivo de colocar a maior quantidade possivel de grampos (para prender a
rede) de forma de tenha a maior ditancia possivel entre dois grampos, em todas
as dimensées.
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Figura 23 — Calculos
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]
PROFMAT  TRABALHO DE PESQUISA CIENTIFICA W@ SBM

s Assunto: Aplicacdo dos conceitos de MMC e MDC.
e Turma: 2009 do Ciep 257

* Data da Aplicagao: 20-09-2013

e Professor Bruno Franga

1. Medigdo da Quadra de esportes do colégio: Com a finalidade de colocar o maior
namero possivel de alunos espalhados em cima da finha (limite) da quadra, de tal
forma que a distancia entre dois aiunos, em todo o perimetro. seja a maior

possivel.
: 29 m
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2. Medicao das dimensdes da trave (baliza) da quadra de esportes do colégio: Com
o objetivo de colocar a maior quantidade possivel de grampos (para prender a
rede) de forma de tenha a maior ditancia possivel entre dois grampos, em todas
as dimensodes.
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Figura 24 — Calculos

Apresentamos aqui apenas dois dos 9 grupos que se envolveram com a atividade.
No geral, o resultado do trabalho foi satisfatorio, especialmente por conta do envolvimento

dos alunos.

5.3 Atividade - Lista de exercicios

Data da aplicacao: 27-09-2013

Proposta: Lista de exercicios de vestibulares anteriores tratando dos assuntos abor-

dados ao longo deste trabalho.
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Vejamos:

+  Assunto: Aplicagao dos conceitos de MMC e MDC.
» Turma: 2009 do Ciep 257

. Data da Aplicacdo: 27-09-201 3

e Professor Bruno Franca

1. Um professor leciona no 1° colegial A com @@ alunos e no 1° B, com @8 alunos. Em
cada sala, ele formou grupos com mesmo numero de alunos. Qual é o maior niimero
de alunos que cada grupo pode ter? i e <{

2. Em uma estagao os trens partem na direcdo Leste de 30 em 30 minutos e, na
direcio Sul de 40 em 40 minutos. Em um instante, os trens partem juntos da mesma
estagao. Quanto tempo depois isso acontecera novamente, considerando mantida a
regularidade? ;

OlJ)ﬁ.J.M e Q;O’\'T\Arrvb&i,@? .....................

3. Num painel de propaganda, trés luminosos se acendem em intervalos regulares: 0
primeiro a cada 12 segundos, o segundo a cada 18 segundos e o (2reeiro a cada 30
segundos. Se, em dado instante, os trés se acenderem ao mesmo {8mpo. oS
juminosos voltardo a se acender, simultaneamente, depois de:

a) 2 minutos e 30 segundos
¥4 3 minutos

¢) 2 minutos

@) 1 minuto & 30 segundos
g) 36 segundos

4 Dois deposilos, tem respectivamente, 4350 ¢ 4358 litros de capacidade. Para
encher cada um desses depositos usou-se uma mesma vasilha, um nimero exato de
vezes. Qual 2 maior capacidade que pode ter a vasilha? -

Figura 25 — Lista de Exercicios
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5. (UFSC) Um pais langou em 02/05/2000 os satélites artificiais A, B e C com as
tarefas de fiscalizar o desmatamento em areas de preservagdo, as nascentes dos rios
& a pesca predatoria no Oceano Atlantico. No dia 03/05/2000 podia-se observa-los
alinhados, cada um em uma édrbita circular diferente, tendo a Terra como centro. Se os
satélites A, B e C levam, respectivamente, @) 1@le @dias para darem uma volta
completa em torno da Terra, entdo o nimero de dias para o proxime alinhamento é:
m. e e xime. oluadormenleo . Madl ol A0

B (UNIFACS - 1997) © numero de alunos de uma sala de aula € menor que 50.
Formando-se equipes de 7 alunos, sobram 6. Formando-se equipes de 9 alunos,
sobram 6. Formando-se equipes de 9 alunos |, sobram 5. Nessas condicdes, se forem
formadas equipes de 8 alunos, o nimero de alunos Jue sobram é

1

b)A=2nx32x 11 ;B=24x3px7x112paraMM.C,(AeB)=25x33x7x112

B (UFF 2002) Um b!ocgde madeira, na forma de um paralelepipedo retangulo, tem as
seguintes dimensdes: B8'cm, 60 cm e 8% cm. Sabendo que esse bloco deve ser
cortado em cubos idénticos, sem que haja sobra de material, determine:

a) a medida da aresta dos maiores cubos que se podem obter:
LAMOLQJM\O:CJA.- e S

b) a menor quantidade possivel de cubos resultantes do processo de corte descrito no
enunciado

N e e i T

Figura 26 — Lista de Exercicios

Nosso objetivo desde o inicio (com a introdugao as fragoes, Ntumeros Primos e

Fatoragao, mmc e mdc) era preparar nossos alunos para este momento. O instante que se

deparariam com questoes de vestibulares, de concursos ptiblicos em geral e até mesmo com



Capitulo 5. Atividades propostas aos alunos 51

a necessidade de saber trabalhar com estas ferramentas no curso superior, especialmente

nas matérias de Calculo Integral e Diferencial.

Os resultados dessa tarefa evidenciaram que, para boa parte dos estudantes, era
clara a ideia da existéncia de critérios para divisibilidade e das propriedades de mmc
e mdc, especialmente usando a decomposigao em fatores primos (que sabemos que é a
mais usual), embora nao os dominassem. No entanto, quando solicitados a apresentar
uma justificativa para o fato de um determinado nimero ser divisivel ou nao por outro,
apos algumas conjecturas, chegavam a um resultado de alguma forma satisfatéria. Assim,
entende-se que atividade cumpriu sua missao, que visava a consolidacao de nogoes e

conceitos.

Com a finalidade de mostra-lo que esse assunto que trabalhamos tem sido cobrado
constantemente, que é um assunto muito atual, segue abaixo uma lista de exercicios de

concursos anteriores.

5.4 Sugestao de exercicios

1. (ENEM 2010) Em uma sala retangular de piso plano nas dimensoes 8,80 m por
7,60 m deseja-se colocar ladrilhos quadrados iguais, sem necessidade de recortar nenhuma

peca. A medida maxima do lado de cada ladrilho é:

a) 10 cm
b) 20 cm
¢) 30 cm
d) 40 cm
e) 50 cm

Resposta correta: Letra D - 40 cm

Assunto: Maximo divisor comum.

2. (Essa 2007) Um uma unidade do Exército, a soma do efetivo formado por solda-
dos e cabos é 65. Em um determinado dia, 15 soldados nao compareceram ao expediente.
Em consequéncia dessas faltas, o efetivo de cabos ficou igual ao efetivo de soldados pre-
sentes naquele dia. Qual é o minimo multiplo comum entre o ntimero total de soldados e

cabos desta unidade militar?
a) 280
b) 260
c) 240
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d) 220
e) 200
Resposta correta: Letra E - 200

Assunto: Minimo multiplo comum.

3. (IFF - Macaé - 2009) A sede da reserva de Jurubatiba fica em um terreno de 144
m de comprimento e 112 m de largura. O terreno é cercado de arvores que estao plantadas
a uma mesma distancia uma da outra. Havendo a maior distancia possivel entre cada duas

arvores consecutivas, e uma arvore em cada canto, qual o ntimero de arvores existentes?
a) 16

)3

d) 3

o
DO
co

o
)

(\V]

e) 36
Resposta correta: Letra C - 30 arvores.

Assunto: Maximo divisor comum.

4. (UERJ - Questao retirada do site http://www.ebah.com.br/content /ABAAAfPnUAJ /livro-
teoria-dos-numeros?part=10 no dia 19-06-2014) Dois sinais luminosos fecham juntos num
determinado instante. Um deles permanece 10 segundos fechado e 40 segundos aberto,
enquanto o outro permanece 10 segundos fechado e 30 segundos aberto. O ntimero mi-
nimo de segundos necessarios, a partir daquele instante, para que os dois sinais voltem a

fechar juntos outra vez é de:
a) 150

)
c) 190

o
—_
(@]

6

d) 200
Resposta correta: Letra D - 200 segundos

Assunto: Minimo multiplo comum.

5. (UNIFESP 2007 - Questao retirada do site http: //www.elitecampinas.com.br/gabaritos/uni
no dia 19-06-2014) Entre os primeiros mil ntimeros inteiros positivos, quantos sao divisiveis

pelos nimeros 2, 3, 4 e 57
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a) 60

o
o

)3
)
d) 16
e) 15

]

0

@)

Resposta correta: Letra D - 16 ntimeros.

Assunto: Minimo multiplo comum.

6. (UERJ 2000 - Questao retirada do site http://vestibularpassoapasso.com.br /wp-
content /uploads/2010/10/UERJ-Mat-c08-p105-Conjuntos-NumC3A9ricos.pdf no dia 19-
06-2014) O namero de fitas de video que Marcela possui esta compreendido entre 100 e
150. Grupando-as de 12 em 12, de 15 em 15 ou de 20 em 20, sempre resta uma fita. A

soma dos trés algarismos do ntimero total de fitas que ela possui é igual a:

a) 3
b) 4
¢) 6
d) 8

Resposta correta: Letra B - A soma é 6.

Assunto: Minimo miltiplo comum.

7. (UniCamp-SP) Em uma agéncia bancaria cinco caixas atendem os clientes em
fila tinica. Suponha que o atendimento de cada cliente demore exatamente 3 minutos e
que o caixa 1 atenda o primeiro da fila a0 mesmo tempo em que o caixa 2 atende, o

segundo, o caixa 3, 0 terceiro e assim sucessivamente.
a) Em que caixa sera atendido o sexagésimo oitavo cliente da fila?

b) Quantos minutos depois da abertura dos caixas serd iniciado o atendimento

desse mesmo sexagésimo oitavo cliente?
Resposta correta:
Assunto: Multiplos e divisores

a) Caixa 3.

b) Apés 13 minutos.

8. (PUC SP - Questao retirada do site http:/ /www.soensino.com.br /foruns/viewtopic.php?f=F~
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no dia 19-06-2014) Um lojista dispoe de trés pecas de um mesmo tecido, cujos compri-
mentos sao 48m, 60m e 80m. Nas trés pegas o tecido tem a mesma largura. Deseja vender
tecido em retalhos iguais, cada um tendo a largura das pecas e o maior comprimento

possivel, de modo a utilizar todo o tecido das pecas. Quantos retalhos ele devera obter?
Resposta correta: 47 retalhos.

Assunto: Maximo divisor comum.

9. (12 Exame de Qualificagao - UERJ 2015)

Figura 27 — Questao 25 - 1° Exame de Qualificacio UERJ 2015

Este exercicio foi trabalhado com os alunos da turma 3008 do CIEP 257 (que tem
como base a turma 2009 de 2013 da mesma unidade escolar) no dia 10 de junho de 2014.
Vale ressaltar que esta questao foi retirada da prova da UERJ que aconteceu no dia 08 de
junho de 2014, comprovando desta forma que investimos em um assunto muito importante

e atual.
Resposta correta: A soma é 17 (1 +0 + 7 + 9).

Assunto: Minimo multiplo comum.

10. (Petrobras 2014 - Cargo: Técnico de Exploragao de Petroleo Junior, questao re-
tirada do site: file:///C:/Users/Bruno/Downloads/ TECNICOA20DE20MANUTENCAO20JUNIOR:
no dia 19-06-2014) O produto de dois nimeros naturais, x e y, é igual a 765. Se x é um

ntmero primo maior que 5, entao a diferenga y - x é igual a:
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a)6

o

)

)17
)
d)
e) 45

—_

9

@)

[\
oo

Resposta correta: Letra D

Assunto: Numero primo.
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Capitulo 6

Conclusoes

Transpassando as limitagoes de tempo e de recursos, naturais de uma pesquisa
académica, e na expectativa de ter apresentado topicos relevantes e coerentes para o estudo
de multiplos e divisores, MMC e MDC, acreditamos que os resultados dessa dissertagao
tenham contribuido de forma significativa e relevante para a nossa pratica docente, como
profissionais de Matematica, que lidam diariamente com as dificuldades, limitacoes e

abstragoes de nossos alunos, especialmente neste ramo do conhecimento.

Entendemos que a primeira preocupacao do professor, antes de abordar um as-
sunto, deve ser a de criar nos alunos condi¢oes de assimilagao para o que se deseja ensinar,
isto é, em linguagem mais técnica e formal, verificar em quais esquemas de assimilagao se
fara a aprendizagem e diligenciar para que todos os alunos deles disponham e alcancem
além da competéncia a habilidade, que é a visao do ENEM. Motivados desta forma é que
propomos aos alunos da turma 2009 do CIEP 257 um estudo a partir de fragoes, nimeros
primos e fatoracao, com a finalidade de provar a necessidade de uma ferramenta capaz de
solucionar muitas situagoes de nosso cotidiano educacional e até mesmo alguns casos que

ultrapassem os muros do colégio.

Esperamos ter apresentado aqui um trabalho que tenha destacado a real importan-
cia dos assuntos multiplos, divisores, Nimero Primo, MMC e MDC, que sao tao relevantes
e atuais. Esperamos também ter estimulado o cuidado e a criacao de elementos que subs-
tituam o ensino abstrato e expositivo pela provocagao constante de raciocinio, visando a
construcao, pelo aluno, dos seus instrumentos e modelos matematicos, relacionados a sua
realidade, diminuindo assim a fenda entre o pensamento légico matemaético e o concreto,
o palpavel. Isso nao significa necessariamente trabalhos lidicos ou fora da sala de aula,
mas devemos mostrar aos nossos alunos que estes assuntos sao muito importantes na hora
do vestibular, dos concursos piiblicos e até mesmo nos cursos universitarios, dependendo

da carreira escolhida.

Concluimos que nao podemos, de forma alguma, minimizar a importancia destes

assuntos trabalhados aqui.
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