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Durante  este  outono, preocupei-me
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superficies curvas, o que conduz a um campo
ilimitado...  Essas  pesquisas  ligam-se
profundamente com outros assuntos, inclusive
- como me sinto tentado a dizer - com a
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RESUMO

Os numeros complexos possuem aplicacBes tanto na matematica como em outras areas do
conhecimento. Porém no ensino médio, momento em que o aluno inicia o estudo deste
conjunto numérico, eles sdo ensinados dando énfase as manipulacdes algébricas, deixando as
aplicacdes geométricas reduzidas apenas a representacdo de pontos no plano complexo. Em
muitos casos, nem mesmo esta aplicagdo geométrica € abordada. Este trabalho tem por
objetivo abordar o Conjunto dos Numeros complexos utilizando a geometria, valorizando a
visualizacdo de alguns resultados no GeoGebra, para proporcionar a aprendizagem mais

significativa ao aluno.

Palavras-chave: Numeros complexos, geometria, aplicacfes geométricas.



ABSTRACT

Complex numbers have applications both in mathematics and in other areas of knowledge.
But in high school, at which time the student begins the study of this set of numbers, they are
taught with emphasis on algebraic manipulations, leaving only the geometric applications
reduced the representation of points in the complex plane. In many cases, even this geometric
application is addressed. This work aims to address the set of complex numbers using the
geometry, enhancing the visualization of some results in GeoGebra, to provide more

meaningful to the student learning.

Keywords: Complex numbers, geometry, geometrical applications.
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INTRODUCAO

A educacdo deve promover o desenvolvimento do homem, mas para que isso seja
possivel, devemos ter um ensino de qualidade, voltado para o desenvolvimento de saberes e

competéncias cada vez mais exigidos pela sociedade.

A escola tem o papel fundamental neste desenvolvimento, pois além de transmitir 0s
saberes historicamente produzidos, deve propiciar ao discente condicGes para produzir
novos saberes. Ela € um ambiente de troca de conhecimentos e experiéncias, onde o

professor é o mediador.

Neste sentido, os Parametros Curriculares Nacionais para o ensino médio trazem a
orientacdo para que os objetivos do ensino medio devam envolver o desenvolvimento de
conhecimentos praticos e contextualizados que correspondam com as necessidades da vida
contemporanea, e continua dando destaque a importancia de uma formacdo geral e nao
apenas de um treinamento especifico:

Os objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento devem envolver, de
forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos praticos,
contextualizados, que correspondam as necessidades da vida contemporanea, e 0
desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e abstratos, que correspondam a
uma cultura geral e a uma visdo de mundo. Para a area das Ciéncias da Natureza,
Matematica e Tecnologias, isto é particularmente verdadeiro, pois a crescente
valorizagdo do conhecimento e da capacidade de inovar demanda cidaddos capazes

de aprender continuamente, para o que é essencial uma formacdo geral e ndo
apenas um treinamento especifico. (p.6 [19])

Para o desenvolvimento de conhecimentos amplos e abstratos é necessario, além de
conhecer o contetdo em estudo, promover a interdisciplinaridade com os demais contetdos,
evitando assim a simples repeticdo de técnicas desvinculadas com as outras areas do

conhecimento. Nesse sentido os Parametros Curriculares Nacionais trazem no seu texto:

... Vale a pena lembrar que, lado a lado com uma demarcac&o disciplinar, é preciso
desenvolver uma articulacéo interdisciplinar, de forma a conduzir organicamente o
aprendizado pretendido. A interdisciplinaridade tem uma variedade de sentidos e
de dimensfes que podem se confundir, mas sdo todos importantes. (p.8 [19])

Nesse contexto, o conjunto dos numeros complexos apresenta sua parcela de
importancia devido a sua utilizagdo em areas de conhecimento tanto na matematica quanto

em outras areas, por exemplo: fisica e engenharias.

O ensino do conjunto dos nimeros complexos esta contemplado nos PCN’s, dentro

do contetdo estruturante de Numeros e Algebra. Normalmente ele é abordado no final do
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Ensino Medio onde é apresentado de maneira descontextualizada, gerando assim a falsa
impressdo, por parte do discente, que 0 mesmo ¢é totalmente desvinculado com os demais
ramos da matematica. Sua abordagem é quase que totalmente algébrica, com enfoque apenas
nas operacdes de soma, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e potenciacdo, deixando sua

representacdo geométrica resumida a plotagem de alguns pontos no plano complexo.

Vislumbrando uma forma diferenciada de abordar o ensino dos nimeros complexos
no ensino medio, este trabalho apresenta a aplicacdo dos nimeros complexos na geometria

plana, sendo dividido em quatro capitulos.

O primeiro capitulo inicia com um problema que envolve o conteido dos ndmeros
complexos e que sera resolvido no quarto capitulo. Também é feita uma breve revisao

historica do aparecimento e desenvolvimento do conceito de numeros complexos.

O segundo capitulo traz o embasamento tedrico onde é conceituado o conjunto de
nameros Complexos, bem como, é apresentado as operacOes e representacdes destes

ndameros.

O terceiro capitulo traz a aplicacdo dos numeros complexos a geometria. Neste
capitulo é abordado a parte tedrica das aplicacbes geométricas e sdo propostos exercicios
para o leitor resolver. Na parte de atividades suplementares estdo incluidos outros exercicios

e quatro exercicios de provas anteriores de geometria do PROFMAT.

O quarto capitulo traz a resolucéo detalhada de todos os exercicios propostos.
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CAPITULO 01 - UM PROBLEMA E UM POUCO DA HISTORIA

Neste capitulo traremos um problema interessante que remete ao uso de numeros
complexos na sua solu¢do. Também vamos abordar de maneira sucinta 0s aspectos

historicos do desenvolvimento dos niUmeros complexos.

1.1 O problema da ilha

Dois piratas decidem enterrar um tesouro em uma ilha. Escolhem, como pontos de
referéncia, uma arvore e duas pedras. Comegando na arvore, medem o nimero de passos até
a primeira pedra. Em seguida, dobram, segundo um angulo reto, a direita, e caminham o
mesmo numero de passos até alcancar um ponto, onde fazem uma marca. Voltam a arvore,
medem o numero de passos desde a arvore até a segunda pedra, dobram a esquerda, segundo
um angulo reto, e caminham o mesmo nimero de passos até alcancar um ponto, onde fazem
outra marca. Finalmente, enterram o tesouro exatamente no ponto médio entre as duas
marcas. Anos mais tarde, os dois piratas voltam a ilha e decidem desenterrar o tesouro, mas,
para sua decep¢do, constatam que a arvore ndo existe mais (0 vento, a chuva e 0s
depredadores a haviam arrancado). Entdo um dos piratas decide arriscar. Escolhe ao acaso
um ponto da ilha e diz: “Vamos imaginar que a arvore estivesse aqui.” Repete entdo os
mesmos procedimentos de quando havia enterrado o tesouro: conta 0s passos até a primeira

pedra, dobra a direita, etc., e encontra o tesouro.( [21, p. 127])

1) Esse pirata era sortudo ou um matematico?

2) Utilizando a matematica, como vocé pode solucionar este problema?

Estas duas perguntas serdo respondidas no capitulo 04. Inicialmente vamos estudar o

conjunto dos niumeros complexos e sua aplicacdo na geometria plana.

1.2 Nameros Complexos: Um pouco da histéria

A percepcdo matematica € uma aptiddo inata que permite até mesmo uma crianca
gue nunca teve contato com ndmeros perceber quando foi adicionado ou subtraido algum
elemento de um pequeno conjunto. Atualmente ainda existem tribos isoladas que possuem
pouco conhecimento matematico, onde, em alguns casos, apenas conseguem contar objetos
até o nimero quatro ou cinco e a partir destes apenas classificam como muitos. Portanto

ainda hoje existem povos gque ndo conseguem conceber a ideia abstrata de nimero.

A necessidade de contar nasceu em periodos muito remotos, onde o homem

necessitava contar seus rebanhos. No comeco esta contagem era feita através de marcas em
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bastBes de 0ssos ou de madeira. Somente mais tarde foram criados simbolos para representar
a contagem, cerca de 3.500 a.C., pelos sumérios e egipcios. Este sistema de numeracao
posteriormente foi chamado de conjunto dos nimeros naturais. O simbolo para representar o
zero apareceu somente por volta do século X. Posteriormente, devido a novas necessidades
para solucéo de problemas de cunho matematico foram sendo incorporados outros nimeros:
ndmeros negativos, fracionérios, irracionais e radicais negativos, formando assim os

conjuntos dos numeros inteiros, racionais, irracionais, reais e complexos.

De acordo com CARVALHO [26, pp. 149-150], os numeros complexos comegaram
a aparecer sistematicamente a partir do século XVI com os algebristas italianos, em uma
época onde ainda nem estava esclarecido os conceitos de ndmeros negativos e irracionais.
Até o século XIX ainda era discutido por alguns matemaéticos a existéncia dos
nameros negativos. Assim, o desenvolvimento da ideia de nimero ndo seguiu uma forma
progressiva e natural como muitas vezes € exposta nos textos: NUmeros naturais, inteiros,

racionais, irracionais, reais e complexos.

A histéria dos nameros complexos ilustra bem como um conceito fundamental
pode demorar muito até ser bem compreendido e aceito. E uma histdria longa de
resisténcia, por parte de excelentes matematicos, a admitirem a existéncia dos
nameros complexos, mesmo quando os usavam. [26, p. 149]

Até o século XVI equacdes de segundo grau que HIERONYMI CAR

DANI, PRASTANTISSIMI MATHE

iCi, PHILOSOPHI AC MEDICI,

ARTIS MAGNA,
SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS,

consideradas sem solucdo [7]. Foi na procura pela solucéo s, Qu oo A, god
VS PERFECTYV
infcriplit,eft in ordine Decimus,

apresentassem discriminante negativo simplesmente eram

de equacdes polinomiais de grau 3 que 0S numeros

complexos comecaram a aparecer sistematicamente.

Em 1545 Girolamo Cardano® (1501-1576)

publicou seu livro Ars Magna, no qual, entre outras

coisas, foi exibido pela primeira vez os métodos para H et

ut :
gfolum, ubimusn leriautduoun jam,ub uobus,

fimedere placuit,ut hoe ablrufilsimo, & plané im?ff:\:ﬂzl;;m Arithmerl

(z.rhda roin lucer auafii tro auodam omnibus ad (becian

Figura 1: Capa de Ars Magna.
http://www.mathsisgoodforyou.com/art

efacts/arsmagnacardano.htm

resolver equacgdes do terceiro grau (cubicas) e do quarto

grau (quarticas). Cardano assegurou na sua obra que a

2 Escreveu mais de 200 trabalhos sobre medicina, matematica, fisica, filosofia, religido e musica. Na
matematica foi o primeiro a introduzir as ideias gerais da teoria das equagdes algébricas. Seu habito de jogar
também levou-o a formular as primeiras regras da teoria da probabilidade. Na medicina foi quem primeiro
descreveu clinicamente a febre tifdide. Na fisica escreveu sobre as diferencas entre energia

elétrica e magnetismo. [24]


http://pt.wikipedia.org/wiki/Medicina
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/F%C3%ADsica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Filosofia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Religi%C3%A3o
http://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%BAsica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o
http://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_da_probabilidade
http://pt.wikipedia.org/wiki/Energia_el%C3%A9trica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Energia_el%C3%A9trica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Magnetismo
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resolucéo das equaces cubicas foi a ele fornecida pelo matematico italiano Niccolo Fontana
(Tartaglia)® (1500-1557) e a resolucéo das equacdes quérticas tinha sido preliminarmente
descoberta por seu antigo auxiliar Ludovico Ferrari* (1522-1565). A férmula indicada para

resolver equagBes cubicas do tipo x* + px + q = 0 foi

2 3 3 2 3
U Y U (GO SO N DU Gy i)
2 4 27 2 4 27

Na obra de Cardano aparece a solucdo do
problema de dividir um segmento de comprimento 10 em

duas partes, cujo produto destas partes seja igual a 40.
x.(10 —x) =40

Este problema reduz-se a resolver a equacao do segundo

grau x> — 10x + 40 = 0.

Figura 2: Girolamo Cardano.
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Jer
%C3%B4me_Cardan.jpg

Resolvendo a equacdo pelo método de completar

quadrados: :
LALGEBRA
OPE b,
xZ —10x+40=0> xZ —10x+40+25—-25=0 DiRarar Bof;'zzildzologna
Diuifz in tre Libii,
Lon Izqus_!fdafmm da _{r Poim‘.'vnln}u:'rlpﬂfﬂ!l
=>(x—5)2-254+40=0= (x—5)% = —15 el e i

Con vna Teuola copiafa delle materie, che
ineffa i contengona .

' r,f.ht_izn}wmwwﬂ
Deste ponto operando como se 0s nUmeros gue aparecem ,  prefftue.
fossem reais obtemos

(x—5?%?=-15=>(x—5)=+V-15=>x =5++V-15

Cardano (apud [3, p. 150]) diz: "Deixando de lado

tmk‘.'

toda a tortura mental envolvida, multiplica (5 + \/—15) N Boal,u,

Per Gioz:nn; Roﬁk . X | DF..?S’.XIX.
por (5—+—=15). O produto é 25— (—15) =40 (...). e
Assim progride a sutileza aritmética cujo objetivo, como Figura 3: Capa de L Algebra.

http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Al
gebra_by Rafael Bombelli.gif

¥ Matematico italiano, cujo nome esté ligado ao tridngulo de Tartaglia e & solugdo da equacéo do terceiro grau.
Tartaglia nasceu muito pobre. Quando tinha sete anos uma tropa francesa, ao saquear Brescia, irrompeu em
um templo, onde grande parte da populacgdo se refugiara. Um soldado deu-lhe um golpe com um sabre no meio
do rosto. Depois disso, 0 menino gaguejou anos a fio. Por isso os amigos o apelidaram de "Tartaglia"
(tartamudo ou gago). Nao conhecendo o sobrenome da familia paterna, nos anos da maturidade decidiu adotar
0 nome que o destino lhe dera. [24]

* Nascido em Miléo, Italia, neto de Bartholomaeus Ferrari, estabeleceu-se em Bolonha, Itélia e iniciou sua
carreira como auxiliar de Girolamo Cardano. [24]


http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/It%C3%A1lia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo_de_Tartaglia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o_do_terceiro_grau
http://pt.wikipedia.org/wiki/Tropa
http://pt.wikipedia.org/wiki/Francesa
http://pt.wikipedia.org/wiki/Brescia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Templo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Sabre
http://pt.wikipedia.org/wiki/Rosto
http://pt.wikipedia.org/wiki/Sobrenome
http://pt.wikipedia.org/wiki/Mil%C3%A3o
http://pt.wikipedia.org/wiki/It%C3%A1lia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Bolonha
http://pt.wikipedia.org/wiki/It%C3%A1lia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Girolamo_Cardano
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afirmado, é tdo refinado quanto indtil™.

Assim, no estudo de equacbes do terceiro grau, era inevitavel o aparecimento de
nameros complexos. No chamado "Caso Irredutivel”, quando a equacdo possui trés raizes, o

emprego do método de Cardano acarreta no uso obrigatorio de nUmeros complexos.

Em 1572, Raffaelle Bombelli® (1526-1573), discipulo de Cardano, publicou a obra
denominada L'Algebra, onde foi pioneiro em determinar as regras algébricas dos nimeros

negativos e dos numeros complexos. Bombelli ao retomar o estudo das equacdes de terceiro
grau introduziu a quantidade "piu di meno" e "meno di meno", que corresponde a +v—1 e

—+/—1, e enunciou, sob forma de versos, as regras de operacdo com elas.

De acordo com o descrito em [17],

Bombelli concebe entdo a possibilidade de que exista uma expressdo da forma
a ++/—b que possa ser considerada como raiz clbica de 2 ++/—121 i.e., que
verifique (a + \/—_b)3 =2 +v/—121. A forma em que ele calcula essa raiz é um
tanto peculiar; ele assume que a raiz clbica de 2 —+/—121 seja da forma a — vV—b
. Como ele sabe que 4 deve ser raiz da equagdo, necessariamente a +v—b + a —
v—b = 4. Nesse ponto, felizmente, as quantidades ndo existentes se cancelam e
obtemos a = 2. Com esse resultado, € muito facil voltar & equacdo (a +
V=b)?}=2++=121 e deduzir que b = 1. Assim, ele obtém que
V2+V=121=2++v=1 eque: x =2+vV—=1+42—v—1 =4 é uma solucio

da equacéo dada.

. Figura 4. Raffaele Bombelli.
http://www.apprendre-math.info/portugal/historyDetail.htm?id=Bombelli

5 Algebrista italiano nascido em Bologna, 0 mais importante da histéria da matemética da Italia, pioneiro no
estudo sobre os nimeros imaginarios: sua principal publicacdo sobre algebra, Algebra, composto de cinco
volumes, e com os livros IV e 0 V incompletos, so foi editada (1573) no ano seguinte a sua morte. [20]


http://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_negativos
http://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_negativos
http://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_complexos
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Continuando com o descrito em [17]

Bombelli percebeu claramente a importancia desse achado. Ele diz:

Eu achei uma espécie de raiz ctbica muito diferente das outras, que aparece no
capitulo sobre o cubo igual a uma quantidade e um namero.

... A principio, a coisa toda me pareceu mais baseada em sofismas que na verdade,
mas eu procurei até que achei uma prova... .

Isto pode parecer muito sofisticado mas, na realidade, eu tinha essa opinido, e ndo
pude achar a demonstragdo por meio de linhas [i.e. geometricamente], assim,
tratarei da multiplicacdo dando as regras para mais e menos.

Ele utiliza a expressdo piu di meno para se referir ao que nés denotariamos como
+i e meno di meno para —i. Ele enuncia entdo o que chama de regras do produto,
que citamos abaixo junto com sua traducdo na nossa simbologia:

Piu via pit di meno fa piu di meno, +.(+i) = +i

Meno via pit di meno fa meno di meno, —.(+i) = —i
Piu via meno di meno fa meno di meno, +.(—i) = —i
Meno via meno di meno fa piu di meno, —.(—1) = +i
Piu di meno via piu di meno fa meno, (+i).(+1) = —
Meno di meno via piu di meno fa piu, (—i).(+i) =+
Meno di meno via meno di meno fa meno. (—i).(—1) = —

Com o trabalho desenvolvido por Bombelli fica evidente a insuficiéncia dos nimeros
reais para a resolucdo de equacGes algebricas: na resolucdo das equacBes de grau 2, quando
apareciam raizes de nimeros negativos, simplesmente considerava-se a equacao como sem
solugdo, mas 0 mesmo argumento ndo pode ser usado com as equagdes de grau 3 com
solugdes reais conhecidas, mas que sua determinacgdo dependia da extracdo da raiz quadrada

de numeros negativos.

A partir dos trabalhos de Bombelli os matematicos passaram a utilizar os numeros
complexos em seus postulados, aplicando a eles as regras usuais de calculo com ndmeros

reais. 1sso levou os matematicos, por vezes, a cometerem enganos. Leonard Euler® (1707-

® Foi o matematico mais prolifico na histéria. Os 866 livros e artigos dele representam aproximadamente um
tergo do corpo inteiro de pesquisa em matematica, teorias fisicas, e engenharia mecanica publicadas entre 1726
e 1800. Em matematica pura, ele integrou o calculo diferencial de Leibniz e 0 método de Newton em analise
matematica; refinou a nogcdo de uma fungdo; criou muitas notagbes matematicas comuns, incluindo o e, i, 0
simbolo do pie o simbolo do sigma; e pds a fundacdo para a teoria de fungdes especiais, introduzindo as
funcgdes transcendentais beta e gamma. [22]
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1783), ja no século XVIII, afirmou, por exemplo, que v—2.v/=2 = v4 = 2, por analogia

com a regra va.vb = vab, véalida para os nimeros reais.

Conforme CARVALHO [26, p. 153], em 1749,
Euler em seu Pesquisa sobre as Raizes Imaginarias de
uma Equacdo mostrou que se a+i é raiz de uma
equacdo, entdo a — i também o é. Ele mostrou que toda
equacdo de grau impar tem pelo menos uma raiz real e
que uma equacdo de grau par ou ndo possui raizes reais ou

entdo possui pares de tais raizes. Demonstrou que todas as

raizes ndo reais sdo da forma a + bv—1.

Euler também melhorou a simbologia dos numeros Figura 5: Leonhard Euler.
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Leonh
complexos. Em um trabalho publicado em 1794 (escrito ard_Euler_2.jpg

em 1777) ele definiu v—1 como sendo i, de maneira que i? = —1, surgindo assim a base

dos numeros imaginarios.

A partir de entdo, o nimero a + bv/—1 passa a ser representado como a + bi,
possibilitando que as operacGes de adicdo, subtracdo e
multiplicagdo fossem feitas como operagOes entre
polinémios: (a+ bi)+ (c+di)=(a+b)+ (c+d)i e
(a + bi).(c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i (pois
bdi? = —bd).

Também no século XVIII, Abraham de Moivre’
(1667-1754) relacionou 0s numeros complexos com a
trigonometria, introduzindo, deste modo, métodos mais

sofisticados na investigacdo destes numeros.

O primeiro registro da representacdo geomeétrica Figura 6: Carl Friedrich Gauss.
; B i . . http://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Fried
dos numeros complexos é um artigo do dinamarqués- rich Gauss#mediaviewer/Ficheiro:Carl
_Friedrich_Gauss.jpg

" Nasceu em Vitry, Franca. De origem protestante, estudou l6gica em Saumur até 1684, tendo de emigrar em
1685 para Inglaterra devido a revogacio do Edito de Nantes. A Inglaterra passou a ser o seu pais de adogdo. Na
Inglaterra, foi professor particular de matematica mas sempre teve a esperanga de poder vir a lecionar numa
Universidade. Isso nunca foi possivel nem mesmo com a protecdo de Gottfried Leibniz (1646-1716) pois 0s
estrangeiros estavam em desvantagem.Foi eleito membro da Royal Society em 1697, da Academia de Paris e
da de Berlim, nas quais publicou varios trabalhos. Contribuiu para o desenvolvimento da geometria analitica e
para a teoria das probabilidades. [18]
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noruegués Caspar Wessel® (1745-1818), intitulado Sobre a Representacdo Analitica da
Direcdo, entregue em 1797 a Academia Dinamarquesa de Ciéncias. Uma representacdo
semelhante foi dada em 1806 pelo suico Jean Robert Argand® (1768-1822) no livro Ensaio
sobre uma maneira de representar as quantidades imaginarias nas construcoes

geométricas.

Apesar da relevancia dos trabalhos de Wessel e Argand, estes trabalhos ndo
ganharam a devida notoriedade, pois 0s autores eram pouco conhecidos. Somente no final
do século XVIII com o prestigio do matemético Carl Friedrich Gauss™® (1777-1855) é que a

representacdo geométrica dos nimeros complexos passou a ser aceita e conhecida.

E provavel que a ideia de representar geometricamente os nimeros complexos tenha
ocorrido a Gauss ao demonstrar 0o Teorema Fundamental da Algebra em sua tese de
doutoramento de 1799, mesmo que ele ndo tenha utilizado isso na demonstragdo. Em 1891
publicou suas ideias referindo-se “a verdadeira metafisica das quantidades imaginarias”.

Nesse trabalho, Gauss apresentou a explicacdo de como 0s numeros complexos

poderiam ser desenvolvidos em uma teoria exata, apoiada na representacdo no plano.
Nessa época Gauss inventou o termo “numeros complexos” que permanece até hoje.

Apesar dos trabalhos de Wessel e Argand sobre a representacdo geomeétrica dos

nameros complexos, o plano utilizado para representar os numeros complexos foi

® Foi um matematico dinamarqués-noruegués que descobriu em 1797 uma representacdo grafica para
0s numeros complexos, publicada em 1798 nas atas da academia dinamarquesa. O trabalho de Wessel ficou
praticamente esquecido. A interpretacdo geométrica foi amplamente aceita alguns anos mais tarde, quando
Gauss publicou resultados anélogos. [24]

% Jean Robert Argand nasceu em Genebra (Suica), a 18 de Julho de 1768. Apesar de ser apenas um

matematico amador, Argand ficou famoso pela sua interpretagdo geométrica dos nimeros complexos, onde i é
interpretado como uma rotagéo de 90°.

O primeiro a publicar a interpretacdo geométrica de Argand foi Caspar Wessel, no entanto, o nome de
Argand nunca apareceu no livro, e por isso era impossivel identificar o seu autor. Foi necessario muito tempo
para que o trabalho de Argand fosse conhecido como seu.

Em Setembro de 1813, Jacques Frangais publicou um trabalho no qual aparecia uma representacao
geométrica dos numeros complexos, com aplicaces interessantes, baseadas nas ideias de Argand. Nesta
publicacdo, Jacques Francais dizia que as ideias eram baseadas no trabalho de um matematico desconhecido, e
pedia que este se desse a conhecer, para receber o devido crédito pelas suas ideias. O artigo apareceu no
jornal Gergonne’s, e Argand respondeu a Jacques Frangais dizendo que era ele o autor dessas ideias. A partir
daqui o trabalho de Argand comecgou a ser conhecido.

Argand apresentou ainda uma prova para o “"Teorema Fundamental da Algebra”, sendo,
possivelmente, o primeiro a trabalhar com o teorema no caso em que os coeficientes sdo nlimeros complexos.
[16]

10 Carl Friedrich Gauss foi matematico, astrdnomo e fisico alemé&o que contribuiu muito em diversas areas da
ciéncia, dentre elas ateoria dos numeros, estatistica, andlise matematica, geometria diferencial, geodésica,
geofisica, eletrostatica, astronomia e dptica. E dele a expressdo nimeros complexos. [24]


http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
http://pt.wikipedia.org/wiki/Dinamarqu%C3%AAs
http://pt.wikipedia.org/wiki/Noruegu%C3%AAs
http://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_complexos
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Astronomia
http://pt.wikipedia.org/wiki/F%C3%ADsica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Alemanha
http://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_n%C3%BAmeros
http://pt.wikipedia.org/wiki/Estat%C3%ADstica
http://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_diferencial
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_diferencial
http://pt.wikipedia.org/wiki/Eletroest%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Astronomia
http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%93ptica
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denominado de Plano de Argand-Gauss, ndo dando o merecido crédito ao trabalho de

Wessel.

Além dos autores elencados acima, muitos outros nomes também deram suas

contribuicdes para o desenvolvimento do conjunto dos nimeros complexos.

Observando a historia dos numeros complexos percebemos que ela instigou a
imaginacdo de matematicos em diversas épocas, iniciando na busca da solucédo de equacbes
clbicas e chegando na atualidade com as mais variadas aplicacfes que existem e virdo a
existir. Também podemos observar a importancia da representacdo geométrica dos nimeros

complexos, pois teve papel fundamental na aceitacdo de tais nimeros.
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CAPITULO 02 - NUMEROS COMPLEXOS

A introducdo dos numeros complexos esta relacionada com a resolucdo de equac6es
de terceiro grau, nas quais se tornou inevitavel operar com raizes quadradas de ndmeros
negativos. Observamos no capitulo anterior como se deu o desenvolvimento das ideias até
chegar no conjunto dos numeros complexos com a forma atual. Neste capitulo vamos
desenvolver a teoria propriamente dita sobre este conjunto numérico. A parte teorica
apresentada a seguir foi baseada em [1], [2], [4], [8], [9], [10], [11], [14], [15], [17], [23] e
[25].

2.1 Numeros complexos na forma algébrica:

2.1.1 Definicéo:
Para definir o conjunto dos numeros complexos e suas propriedades vamos
considerar que tanto a definicdo quanto as propriedades do conjunto dos numeros reais ja

sdo conhecidas.

Conforme proposto por Gauss e Hamilton, definimos o conjunto dos nudmeros
complexos como o conjunto dos pares ordenados de numeros reais, para 0s quais estao

definidas as operacoes:

Sendo z; = (x1,y1) €z, = (X3, ¥5)

Igualdade: 21 =2, (x,y1) = (X, )2) © X1 =%y, =,
Adicao: zZ1+ 2y = (x1,y1) + (x2,¥2) = (X1 +x3,¥1 + ¥2)
Multiplicagéo: Z1.23 = (X1, 1) (x2,¥2) = (X1X2 — Y1¥2, X1Y2 + Y1X2)

Denotamos o conjunto dos numeros complexos por C.
Também utilizamos C* para indicar C\{(0,0)}.

2.1.2 Propriedades da adigdo e da multiplicacéo:

As operagdes de soma e produto possuem as seguintes propriedades:

a) A adicao e a multiplicagio sdo comutativas:

zZ1+2z,=2,+2, €22, = z,.2;,paratodo z,,z, € C.

Demonstracao:




Sejam z; = (xq,y1) € z, = (x3,¥,), entdo
Para a soma:
zy + 75 = (X, ¥1) + (x2,¥2) = (X1 + %2, 71 + ¥2)
Usando a propriedade comutativa da soma dos nimeros reais
= (X2 + X, ¥, + Y1) =25 + 24,
E para a multiplicacéo:
7.2 = (x1,¥1)- (X2, ¥2) = (1% — Y1Y2,%1Y2 + Y1%3)
Usando a propriedade comutativa da multiplicacdo dos nimeros reais
= (X2X1 — Y2Y1, %21 + Y2X1) = 2. 71.

b) A adicdo e a multiplicacdo sdo associativas:

(z1+2y) + 23 =21+ (2, + 23) e (21.2,). 23 = 2. (2,.23), paratodo z;,z,,z; € C

Demonstracao:

Sejam z; = (x1,¥1), Z2 = (X2,¥2) € z3 = (x3,y3), entdo
Para a soma temos:

(z1 4 25) + 23 = [(x1, y1) + (x2, ¥2)] + (x3,¥3) = (X1 + X2, 71 + ¥2) + (x3,¥3)

= (1 +x +x3,51 +y2 +¥3)
Usando a propriedade associativa da soma dos numeros reais
= (xp,y1) + (X2 + x3,¥2 +¥3) = (x1,y1) + [(x2,¥2) + (x3,¥3)] = 21 + (22 + 23).

E para a multiplicagéo:

(21-22). 25 = [(x1, y1)- (32, ¥2)]- (X3, ¥3) = (1% — Y1Y2, X1Y2 + Y1%2)- (X3, ¥3)

= (X1X2X3 — Y1Y2X3 — X1Y2Y3 — Y1X2Y3, X1X2Y3 — Y1Y2V3 + X1Y2X3 + X21X3)
Usando a propriedade associativa da multiplicacdo dos nimeros reais

= (x1,y1) (x2X3 — Y23, X2¥3 + Vax3) = (X1, y1). [(X2,¥2). (x3,¥3)] = 21.(2;. 23).

20
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c) A adicdo e multiplicacdo possuem elemento neutro, denominados , respectivamente,
identidade aditiva e identidade multiplicativa: (0,0) para a adicdo e (1,0) para a
multiplicacéo.

Existe um anico nimero complexo 0 = (0,0) e um Unico complexo 1 = (1,0) tais

que
z+0=0+z=zez.1=1.z=zparatodo z € C.

Demonstracao:

Sejam z = (x,y), 0 = (0,0) e 1 = (1,0), entdo
Para a soma:
z+0=(x,y)+(0,0)=(x+0,y+0)
Pela comutatividade e pelo elemento neutro da soma dos nimeros reais
=0+x,0+y)=(xy) =z
E para a multiplicacéo:
z.1=(x,v).(1,0) = (x1 —y0,x0 + y1) =

Usando a propriedade comutativa e o elemento neutro da multiplicacdo dos nimeros

reais
= (1x — 0y,0x + 1y) = (x,y) = z.

d) A adigdo possui um inverso aditivo, também chamado de oposto ou simétrico e, se
(x,y) # (0,0), existe também o inverso multiplicativo

Para todo z € C existe um z' € C tal que z+z' =0 =2z"+ z, este é 0 inverso
aditivo; E para qualquer nimero complexo z = (x,y) € C* existe um nUmero z~1 =
(x,y") eCtalquez.z7t=ztlz=1e(x,y) = (L _—y)

x2+y2 4 x2+y2

Demonstracao:

Para o inverso aditivo consideremos z = (x, y) e tomemos z' = (—x, —y), entdo
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z+z' =)+ (x-y)=x+(x),y+(-N]=Ck—-xy—y)=0
=(x+x,-y+y)=[0)+x,)+yl=(Cx-y»+ &y =2z +z
Portantoz +z' =z'+z=0.

Para demonstrar o inverso multiplicativo, inicialmente observe que (x,y) # (0,0)
implicaquex # 0ouy # 0ex*+y? # 0.
Também ja sabemos pela comutatividade da multiplicacdo que z.z71 = z71. z.
Assim,
z.z7'=1 = (x,y).(x,y)=(1,0) = (xx' —yy,xy" +x'y) = (1,0),

equivalente ao sistema

{xx’ —yy' =1
xy'+x'y =0.

Resolvendo este sistema obtemos

X = ey = e,
x2+y2 x2+y2

) C e . , A | _
Portanto o inverso multiplicativo do nimero complexo z = (x,y) € C* € -=z 1=
X -y *
(x2+y2'x2+y2) €.

e) A multiplicagéo é distributiva em relacdo a adicéo.

zy.(zy + z3) = z1.2, + z,. 25, paratodo z,, z,, z3 € C.
Sejam z; = (x1,¥1), 22 = (x2,¥2) € z3 = (x3,¥3), entdo,
7y. (23 + z3) = (x1,y1)- [(x2,¥2) + (x3,¥3)] = (x1,y1)- (x2 + X3, Y2 + ¥3)
= [x1(xz + x3) = ¥1(y2 + ¥3), x1(¥2 + ¥3) + y1(xz + x3)]
Aplicando a propriedade distributiva e reorganizando obtemos
= (%2 + X1X3 — Y12 — Y1V3, X1Y2 + X1Y3 + Y1X5 + Y1X3)

= (X1X2 — Y1Y2, X1Y2 + Y1%2) + (X1X3 — Y1Y3, X1 Y3 + Y1X3)
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= (x1,¥1). (x2,¥2) + (x1,¥1). (x3,¥3) = 21. 25 + 25. Z3.

2.1.3 Forma algébrica dos nimeros complexos
Para introduzir a representacdo na forma algébrica, considere o conjunto R x {0},

juntamente com as operacdes de adicdo e multiplicacdo definidas em R?. A funcdo

fiR >R x{0},f(a) = (a,0)
é bijetiva e ainda (x,0) + (v,0) = (x +y,0) e (x,0).(y,0) = (xy,0).

Observe que quando o segundo elemento é nulo, o resultado depende somente do
primeiro elemento, assim, podemos associar um par ordenado (x,0) a um numero real x.

Portanto pela bijecdo de f, podemos usar a notacdo (x,0) = x.
Definindo i = (0,1), temos:

z=(xy)=(x0)+(0,y) =(x,0)+ (v,0).(0,1) = x + yi

ou

z=(xy)=(®0+0,y) =0+ 00 =x+iy

Portanto a representagdo algébrica de um nimero complexo z = (x,y) sera x + yi.

Podemos entdo escrever C = {x + yi| x,y € Re i? = —1}.

Nesse tipo de representacdo, o numero real x = Re(z) é denominado parte real do
namero complexo z, e 0 nimero real y = Im(z) é denominado parte imaginaria do nimero
complexo z. Quando a Re(z) = 0 e Im(z) # 0, dizemos que o nimero é imaginario puro,
pois z = (0,y) = 0 + yi = yi; Mas se Re(z) € R e Im(z) = 0, dizemos que 0 nimero €

real, poisz = (x,0) =x+ 0i = x .

A igualdade i? = —1 é obtida usando a multiplicacéo e a bijecdo de f onde usamos a

notacdo (x,0) = x.
i?=1i.i=(0,1).(0,1) = (00 —1.1,1.0 + 0.1) = (—-1,0) = —1.

2.1.4 Operagdes com numeros complexos na forma algébrica
Considere 0os numeros complexos z=a+bi e w=c+di. Temos entdo as

operagdes:



24

a) Adicao e subtracéo:

z+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+b)+ (c+d)i,
z—w=(a+bi)— (c+di)=(a—b)+ (c—d)i.

Portanto observamos que a adicdo e a subtracdo entre numeros complexos é feita
somando-se (subtraindo-se) as partes reais e somando-se (subtraindo-se) as partes
imaginarias separadamente.

c¢) Multiplicacéo:
z.w = (a+bi).(c+di)=a.c+a.di+ bi.c+ bi.di = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Lembre que i = —1.

d) Divisao:
w  (a+bi).(c—di)
W (c+di).(c—di)

(c—di)

-1
-~ =zw
%+ d?

(a + bi)

Obtemos a divisdo entre dois numeros complexos multiplicando o numerador e o
denominador pelo conjugado do denominador. A definicdo e propriedades sobre conjugado

de um nimero complexo seré abordada no item 2.1.6.

2.1.5 Poténcias do numero i
Conhecendo as propriedades de potenciacdo em R, podemos calcular as poténcias de

i. Considere i, com n € Z, sabemos que i?> = —1. Separando em dois casos, com n > 0 e
n <O0:

Paran = 0 temos:

4" =1

ian+1 — ;4n

i iti=1i

L-4n+2 — L-4n' l'2 = -1
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Percebemos que as poténcias de i sdo periodicas, cujo periodo é 4, logo, i" €
{—1,1,—i, i} para todos os inteiro n > 0. Para calcular o resultado de uma poténcia n € N
de i, dividimos o expoente n de i por quatro, ou seja, n =4q +r, comr € {0,1,2,3}, e

tomamos o resto r da divisdo como novo expoente.

Paran < 0 temos:

n

, , 1 .
iM=>G"H" = (T) = (—i)™
Observacdo: Repare que %: —i. Isto se deve ao fato de que para efetuar a divisdo entre

nameros complexos multiplicamos numerador e denominador pelo conjugado do
denominador, assunto que sera tratado adiante.
Assim, no caso de expoentes inteiros negativos, o procedimento para o célculo das

poténcias de i é analogo ao caso anterior.

7t = (=)' = i

i?=(-)*=-1

i =(-)3=1i

it=(-D*=1

75 = (=i)° = —i

2.1.6 Conjugado de um nimero complexo
Sendo z = x + yi, 0 nimero complexo z = x — yi € denominado de complexo

conjugado ou conjugado complexo de z.
Propriedades:
Sejam z e w pertencentes a C, entdo

a) Arelacdo z = z é valida se e somente se z € R;

Demonstracao:

Se z=x+yi, entdo a relacdo z =z equivale a x + yi = x —yi. Logo x = x €

y=—-yo2y=0y=0,logoz=x €R.

b) A relagdo z = —z é valida se e somente se z € um ndmero imaginario puro;

Demonstracao:
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Se z = x + yi, entdo a relagdo z = —z equivale a x — yi = —(x + yi) = —x — yi.
Logo x=—x©2x=0=x=0 e —y=—-ySy=y, logo z=1yi é um ndmero

imaginario puro.

c) Para qualquer complexo z a relacdo z = z é valida;

Demonstracao:

Temosquez=x+yi,entdloz=x—yiez=x—(—y)i=x+yi = z.

d) Para qualquer complexo z o nUmero z.Zz € R € um numero real ndo negativo;

Demonstracao:

Considere z = x + yi, entdo z.Z = (x + yi).(x — yi) = x* — xyi + xyi — y*i* =

x> +y*=>0.

e) Para quaisquer complexos z + w =z + w (0 conjugado de uma soma é a soma dos
conjugados);
Demonstragéo:

Considere z=x+yi e w=m+ni. Temos z+w=(x+y)+(m+n) =

x+m+@y+ni=x+m)—-@Y+n)i=&—-yi)+(m—ni) =z+w.

f) z.-w = z.w (0 conjugado de um produto é o produto dos conjugados);

Demonstracao:

Considere z=x+yi e w=m+ni. Temos zw=(x+y).(m+n) =

(xm—yn) + (xn+ ym)t = (xm —yn) — (xn + ym)i = (x — yi).(m — ni) = z.w.

g) Para qualquer complexo ndo nulo z, a relagdo z—1 = (2)~! é valida;

Demonstracao:

Como zé = 1, temos que (z. i) =1 = 1. Usando a propriedade f), temos (zé) =

7 (l) =z.z =1, levandoaz 1 = (2)7!

z

h) (5) = % w # 0 (0 conjugado de um quociente € o quociente dos conjugados);

Demonstracao:
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Usando as propriedades f) e g) temos (%) = (z %) = Z. (—) = Z.
i) As formulas Re(z) = ZTJJ eIm(z) = Zzi sdo validas para todo z € C;

Demonstracao:

Considere z = x + yi. Observeque z + Z = (x + yi) + (x — yi) = 2x e

zZ—

z—7 = (x+yi) - (x —yi) = 2yi, segue que Re(2) = e Im(z) = =2

As propriedades €) e f) podem ser estendidas, usando o Principio de Inducéo Finita,

para:

o
N>
PR
M:
N
=
~
Il
M:
>
=
aQ
i
<
-~
i S
iy
N
=
~_
Il
=
S
=

paratodo z;, € C, k = 1,2,3,...,n.
E como consequéncia de ") e f*) temos: (z™) = (2)™ para inteiro n e qualquer z € C.

2.1.7 Médulo de um nimero complexo
O numero |z| =/x? + y? é chamado de mddulo ou valor absoluto do nimero

complexo z = x + yi.
Propriedades:
Sejam z,w € C, entédo

a) |z| = |—z| = |zl;

Demonstracao:

Se z=x+yi, entdo |-z|=(—x)2+(—y)2=x2+y2=1z] e |z|=

Jx2 + (=) = /x2 + y2 = |z|. Portanto |z| = |—z| = |z].

b) z.Z = |z|?;

Demonstracao:

2
Sez=x+yientdoz.z = (x + yi).(x —yi) = x* + y* = (Vx2 +y2) =|z|%
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1 _
c)lz| =1<:>;=z,-

Demonstracao:

Usando a propriedade b) temos z| = 1 e |z|? =1 zz=1oZ = é

d) |z.w| = |z|. |w| (O mbdulo de um produto é o produto dos modulos);

Demonstracao:

Usando a propriedade b) temos |z.w|? = (z.w). (z.w) = (z.2). (w.w) = |z|%. |w|?

e consequentemente |z.w| = |z|.|w]|, pois |z| = 0 para todo z € C.

e) |zt = |zI™, z # 0;

Demonstracéo:
~ 1 . . 1 1 1 ~ -1 -1
Note que a relacéo z.-= 1 implica |z|. | = lou p Rl Entdo |z71| = |z|™%
f) é = % w # 0 (O mddulo de um quociente é o quociente dos mddulos);
Demonstracéo:

Usando as propriedades d) e e), temos:

z 1 |z]
7] = |z.—| —zwl| = |z]. lw-| = |z [w|~t =
w w w|
0) 1z1] — |z3]| £ |24 + 23| < |24] + |23];

Demonstracao:

Observe que aplicando os itens b (2.1.7) e e (2.1.6) a | z; + z,|? temos:
|21 + 2517 = (21 + 22). (21 + 22) = (21 + 2,). (71 + 1) = |21* + 2125 + 712, + | 2,|?
Como z,.7z, = 7;.Z, = Z;.2, (itens ¢ e f de 2.1.6) temos
712y + 212, = 2Re(2173) < 2|z12;| = 2|z4]. |2, ]
Portanto
21 + 2,17 = |21|* + 2125 + Z12, + | 2,|* < |21 + 2] 2] |25 + |22] = (|12z1] + |22])?

E consequentemente |z; + z,| < |z1| + |z,].



Para a desigualdade do lado esquerdo temos:
|z1| = |21 + 2, — 25| = (21 + 22) + (=2)| < |21 + 23| + |—22] = |21 + 25| + |25]
Assim
|Z1| — 22| < |21 + Z3| + | 22| — |22] = |21 + 2,].

h) 1z1] — |2z2| < |24 — 23| < |24] + |2,];

Demonstracio:

Observe que |z| = |z, — z; + 25| = [(z1 — 22) + (22)| < |71 — 25| + | z,]
Portanto |z, | — |z;| < |21 — 23| + |22] — | 22| = |21 — 23]
Para a outra desigualdade temos:

|z1 — 25| = |21 + (=2)| < |z1] + |—22| = |z1] + |2,

2.2 Representacdo Geométrica dos numeros complexos
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No inicio do século XIX, Gauss e outros matematicos observaram que assim como

cada ponto da reta poderia ser associado a um namero real, cada ponto do plano poderia ser

associado a um nimero complexo.

Temos definido o nimero complexo como z = (x,y) = x + yi como sendo um par

ordenado de numeros reais (x,y) € R X R, portanto convenciona-se associar 0 nimero

complexo z = x + yi a um ponto M(x,y), denominado afixo, imagem geométrica de z ou

lugar geométrico do nimero complexo, no plano R2. Essa correspondéncia é biunivoca.

O plano cartesiano onde sdo representados 0s numeros complexos é denominado

Plano Complexo, Plano de Argand, Plano de Argand-Gauss ou plano Gaussiano. Neste

plano, o eixo das abscissas ¢ denominado eixo real (Re) e o0 eixo das ordenadas é 0 eixo

imaginério (Im).
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y
7777777777777777 - M(x.y) Nome'nclatura:
§ Ox: Eixo real (Re).
: Oy: Eixo imaginario (Im).
M: Afixo, imagem geomeétrica de z
| ou lugar geométrico de z.
0O | X

Figura 7: Representacdo de um nimero complexo no plano de Argand-Gauss.

Também podemos identificar um nimero complexo como um vetor. Assim, 0

ndmero complexo z = x + yi sera representado pelo vetor Z = OM, onde O é a origem do
plano e M(x, y) o lugar geométrico do nimero complexo z.

Im(z)

O Re(z)

Figura 8: Representacdo do nimero complexo como vetor.

Muitos resultados geométricos que serdo visualizados neste e no proximo podem ser
também visualizados através do GeoGebra. Para tanto, inicialmente vamos observar a forma
de introduzir um namero complexo no software:

Para introduzir os nimeros complexos w = —1 + 5i e z = 2 + 4i, basta digitar estas
igualdades, uma a uma, na linha de comando entrada do GeoGebra e pressionar enter:
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[ GeoGebra = &
Arguivo Editar Exibir Disposices Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
. B . _ @
B ]| AL O] O ) N nec] L2 | ) 2
Mover. Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
~| Janela de Visualizagao x
W
MNameros 9= == %9
complexos ||
s digitados ||! z Representagdo de z no
) A=(2,0) : B e @ plano complexo
) B=1{0, 4) \ :
) C={(-1,0) | |
Y D=0, 5) ; 37 ;
a=4 : :
bh=2 i |
c=5 \ 2+ :
a=1 ; l
Digitar "z=2+4i" e : 1 !
pressionar ENTER \ \
; D :
2 A 0 7 2 3 4 5 g B
-14
< Entrada: z=2+4i , @ @
Figura 9: Insercdo de nimeros complexos no GeoGebra.
2.2.1 Interpretacdo geométrica da adicdo e da subtracdo
Considere os numeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di e seus respectivos
vetores i e .
Im(z)
b+d
A soma dos nimeros complexos z + w =
(a+c) + (b + d)i corresponde a soma dos b L
N N U+ 1
vetoresu + v = (a + ¢, b + d). Portanto a soma B
; - u
seré representada pela diagonal do paralelogramo ]
cujos lados adjacentes sdo i e .
U
(0] a C a+c Re(z)

Figura 10:Representacdo geométrica da soma.

A subtracdo é obtida somando-se o numero complexo z com o0 oposto do numero
complexow, ouseja, z + (—w) =z —w = (a — ¢) + (b — d)i, que corresponde a soma do
vetor i com o oposto do vetor v: U+ (—¥) = U — v = (a — ¢, b — d). A subtragdo serd
representada pela diagonal do paralelogramo cujos lados adjacentes sdo 1 e —v.
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No plano Gaussiano dois ST e
nimeros complexos opostos sdo </ ac o @ c Re(2)
simétricos em relacao a origem. y

Figura 11: Representacdo geométrica da subtracao.

2.2.2 Interpretagdo geométrica do médulo de um namero complexo.

Vamos considerar o nimero complexo z = x + yi, seu lugar geométrico no plano de
Argand-Gauss M (x, y) e sua forma vetorial u. A distancia OM, entre a origem O e 0 ponto
M, é dada, na geometria Euclidiana, pela formula:

OM = \/(XM —x0)%+ (ym — yo)*

Logo, OM = \/x2 + y2 = |z| = |u]. Portanto 0 médulo de um niimero complexo é o
comprimento do segmento OM ou 0 médulo (ou norma) do vetor .

A
Im(z)

M(xy)

lz|

[o] -
0 X Re(z)

Figura 12: Representacdo geométrica do médulo de z.

2.2.3 Interpretacdo geométrica do conjugado e do oposto de um nimero complexo.

O lugar geométrico do conjugado z de um nimero complexo z = x + yi € a reflexé@o
M'(x,—y), ao longo do eixo real Re(z), do ponto M (x, y). J& o lugar geométrico do oposto
(ou inverso aditivo) —z do nimero complexo z € a reflexdo M"' (—x, —y), em relacdo a
origem, do ponto M (x, y).
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Im(z)
y M(x,y)
h X - 0 ) % Re(z)r
M"(-x,-y) -y M'(x,-y)

Figura 13: Conjugado e oposto de um namero complexo.

Para visualizar estas representacfes geométricas no GeoGebra, vamos utilizar os
nameros complexos z = 3 +i e w = 2 + 3i (o leitor, caso queira, pode utilizar outros).
Também, para facilitar a visualizacdo, utilizaremos a ferramenta vetor.

Procedimento:

1) Insira os complexos z e w no Geogebra.
2) Utilizando a ferramenta vetor, crie um vetor da origem até cada um dos

complexos representados.
3) Para representar a soma, digite na linha comando z + w. Ligue 0 novo ponto

gue aparece com um vetor a partir da origem.

Observacdo: Para a subtragdo fazemos z — w ou, se for o caso, w — z. Para
determinar o valor do médulo utilizamos a ferramenta Distancia, para 0 oposto de z
digitamos na linha de comando - z e para o conjugado de z escrevemos na linha de comando

conjugate(z).
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oF GeoGebra - F
Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgles Ferramentas Janela Ajuda
s . -
el @_ Ul N\l AB< =22 <3 | »
i W W W W W W W !
Vetor Definido por Dois Pontos: Selecione primeiro a origem e, depois, a outra extremidade
% | ¥l Janela de Visualizacdo ®
5_
N Z,ZEW
w ,.-"'— S
3 - ¢
J
rd
£
24 L,
£
s
£
4 4
z
0
T T T T T T T T T T
2 1 ] 1 2 3 4 5 i 7 8
-1
< Entrada:|z+w > |

Figura 14: Representacdo geométrica da soma no GeoGebra.

2.3 Representagdo Polar ou Trigonométrica dos numeros complexos
Consideremos o0 numero complexo z = x + yi, representado pelo lugar geométrico

M (x,y) no plano de Argand-Gauss. O nimero real p = |z| = \/x2 + y2 é chamado de raio
polar do ponto M.

O angulo, medido no sentido anti-horario, 8 € [0,2m) formado entre o eixo real

(Re(2)) e o vetor OM é denominado Argumento Polar, ou somente Argumento, do nimero
complexo z. E indicado por arg z.

O argumento do nimero complexo z é determinado através das razbes
trigonométricas no triangulo OMX:

Im(z)

M(x.y)

sen@z%ﬁyzp.sen@

x
cosé):;:>y=p.cost9

\ 0 =l

) X Re()

Figura 15: Argumento de z.

Substituindo as relagdes anteriores em z = x + yi obtemos:
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z=x+yi=2z=p.cos 0+ (p.sen )i
z = p(cos 0 + isen 0),
ondep € [0,0)eargz =0 € [0,2m).

Esta expressao é denominada forma trigonomeétrica ou polar de um nimero
complexo.

No GeoGebra, podemos determinar a forma polar de um nimero complexo
utilizando as ferramentas distancia e medida de angulo. Observe o0 caso do numero
z=2+2i.

o GeoGebra = B

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcles Ferramentas Janela Ajuda

A . NIlO) o |fem . ]
%_ o /'_ LA |[|6_/| 1|« ABC||| a2
v v v v v i 7 7 i v
Distancia, Comprimento ou Perimetro: Selecione doisgio é Angulo @y
¥ Janela de Algebra #| | = Janela de \| ®

ﬂf‘ Angulo com Amplitude Fixa
cm -

3

. Distancia, Comprimento 0@

cm -
= Area 2

Inclinacdo
/ 3 1 d=283 @
{1,2} CriarLista o 45"‘:—'
1 1 T

-7 -L - . - - . o 1 2 3

K o

Entrada:

@

Figura 16: Modulo e argumento no GeoGebra.

Assim, 0 modulo de z é 2,83 = 2+/2 e 0 argumento 45°. Portanto a forma
trigonométrica é

z=2x/§(cos%+isen %)

Outra maneira de determinar o argumento do complexo z € digitar na linha de
comando arg (z).
2.3.1 Operagdes com numeros complexos na forma trigonométrica.

As operacdes de multiplicacéo, divisdo e potenciacao tornam-se mais simples quando
utilizamos os numeros complexos na forma trigonometrica.
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2.3.1.1 Multiplicagéo:

Considere dois numeros complexos z, e z,, hdo nulos, representados na forma
trigonomeétrica z; = p;(cos 6; + isen 8,) e z, = p,(cos 6, + isen 8,). Entdo

Zy.25 = pq.pzlcos (6, + 6,) + isen (6, + 6,)].

Demonstracao:

zy.2, = p1(cos 6, + isen 0,).p,(cos 0, + isen 6,)
Zy.25 = py.py(cos 6; + isen 0,).(cos 6, + isen 6,)
Z1.Z5 = py.p,(cos B;.cos B, + i.cos B,.sen O, + i.sen 0;.cos 0, + i*.sen 6,.sen 6,)
Zy.25 = pq.p2[(cos 6;.cos 6, —sen 0;.sen 6,) + i.(cos 6;.sen 8, + sen 6;.cos 6,)]
Aplicando as propriedades trigonométricas da soma e subtracdo de arcos obtemos:
Z4.2Z5 = py.p2lcos (8, + 6,) + isen (8, + 6,)].
Esta igualdade pode ser estendida para n = 2 nimeros complexos. Se
z;, = pi(cos 6, +isen 6;,),k =1,2,...,n,
entéo
Z4.2Z9 wiZp = P1.Pg - Pplcos (0 + O, + -+ 0,) +isen (60, + 0, + -+ 6,)]
A prova é feita por inducdo. Essa relacdo pode ser reescrita como

n n n n
ﬂzk = Pk <cos z 0, +isen Z 9k>
k=1 k=1 K

k=1 =1

Im(z)

Portanto, da férmula da multiplicacdo podemos
extrair que o argumento do produto é igual a soma dos

argumentos dos complexos dos fatores.

arg (z1z,) = arg z, + arg z, + 2kmn, k € Z.

Geometricamente, a multiplicacdo entre nimeros

complexos significa efetuar uma rotagcdo do vetor que Re®)

representa z,, no sentido anti-horério e em torno da

. R . Figura 17: Produto entre nimeros complexos.
origem, por um angulo igual ao argumento de z,,
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seguido de uma contracdo ou expansdo do vetor que representa z,. O raciocinio é analogo

caso rotacione z;.

2.3.1.2 Divisao:

Sejam os nimeros complexos na forma trigonométrica z; = p,(cos 6, + isen 6,) e
z, = p,(cos 6, + isen B,), com z, # 0. Entdo

Z
A _Plicos (8, - 6,) + isen (6; — 6,)].

Z P2

Demonstracao:

z; _ py(cos 0 + isen 0;)

z,  py(cos 6, + isen 6,)

zy _ pi(cos 01 +isen 0;) (cos 0, —isen 6,)

z, py(cos 8, +isenB,) (cos 6, —isen 6,)

z;  py (cosB;.cos B, —i.cos B;.sen B, + i.sen 6;.cos 6, — i%.sen 0,.sen ;)

Z, Py (cos? 6, —i.cos 6,.sen 6, + i.sen 6,.cos 6, — i*sen?0,)

z; _ py (cos B;.cos 0, + sen 0;.sen 0;) + i(sen ;. cos 0, — cos 6,.sen 6,)

Z, Py (cos? 0, + sen?6,)

Aplicando as propriedades trigonométricas da soma e subtracdo de arcos e

lembrando que sen® 8 + cos*0 = 1, obtemos:
Z1 _ P1

—[cos (6; — 0,) + isen (6, — 6,)].
Zz P2

Portanto, da formula acima podemos extrair im(2)

que o argumento do quociente é igual a diferenca dos 2
. . 2 Z2
argumentos dos complexos dividendo e divisor.
0o
Geometricamente, a divisao z—l,zz +#0 AV
2 2
12 |
e g o 0 Re(z)

significa efetuar uma rotacdo do vetor que representa

Z1, NO sentido horario e em torno da origem, por um Figura 18: Quociente entre nimeros complexos.
angulo igual ao argumento de z,, seguido de uma contracdo ou expansao do vetor que

representa z,. O raciocinio é analogo caso divida z, por z;.
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2.3.1.3 Potenciacéo (12 Lei de Moivre):

Seja 0 numero complexo z = p(cos 8 + isen 6). Dado um nimero n natural ndo
nulo temos:

z" = p"[cos (nB) + isen (n6)].

Demonstracao:

A potenciacao € um caso particular da multiplicacdo, pelo item 2.3.1.1 temos que
Z1.Z9 . Zp = P1.P2 - Prlcos (61 + O, + -+ 0,) +isen (60, + 0, + -+ 6,)]
Tomando z = z; = z, = -+ = z,, tem-se

Z"=p.p.p...p[cos <9+9+--~+9>+isen <9+9+--~+9>]

nvezes nvezes nvezes

z" = p™[cos (nB) + isen (n6)].
A férmula de Moivre pode ser estendida para expoentes inteiros negativos:

1 1

-n _ —

z"  p"[cos (nB) + isen (nh)]

VA

o 1 [cos (nB) — isen (n6)]
Zo= p[cos (nB) + isen (nO)] [cos (n) — isen (nh)]

1 [cos (nB) — isen (n6)]
o™ [cos? (nB) + sen? (n)]

-n _

z™" = p~" [cos (—nB) + isen (—n0O)].
Portanto

z" = p"[cos (nO) + isen (nh)],V n € Z.

Da formula acima podemos escrever arg z" = {narg z + 2km, k € Z}.

2.3.1.4 Radiciacgéo (22 Lei de Moivre):
Considere um namero natural n > 2 e um nimero complexo z, # 0. Assim como no

campo dos numeros reais, a equagdo Z" — z, = 0 € usada para definir as raizes enésimas do

1 Abraham de Moivre (1667-1754), Mateméatico Francés pioneiro na teoria das probabilidades e na
trigonometria.
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complexo z,. Portanto, cada solucdo da equacdo Z"™ —z, = 0 é chamada de uma raiz

enésima do numero complexo z,.

(2% Lei de Moivre) Seja 0 numero complexo z, = p(cos 6 +isenB), p >0 e
0 € [0,2m). O complexo z, possui n raizes enésimas distintas, dadas pela formula

0 + 2kn 0 + 2km
J, = Rz =" _— [ _ =01,..,n—1.
e = Nz \/E[cos ( m )+ isen ( m )], k=0,1,..,n

Demonstracaio:

Usando Z = r(cos ¢ + isen @), z, = p(cos 6 + isen 0) e a definicdo Z™ — z, = 0,
temos

I"— 2y =0=Z" =z, = r"*[cos (ng) + isen (np)] = p(cos 6 + isen 6)
Logo, pela igualdade acima obtemos:
r*=peng =6 + 2km, paratodo k € Z.

Manipulando algebricamente,

r="lpep= b+2km naratodo k € Z.

n
Até agora as raizes da equacao Z™ — z, = 0 sdo
zi, = fp(cos g +isengy), k € L.

Observe agoraque 0 < @y < @ < @, < -+ < Qp_q < 27, portanto 0s NUMeEros @y,
k € {0,1,2,...,n — 1} sdo argumentos reduzidos.

Ate agora tinhamos n raizes distintas de z:
Zo, Zy, ey Zyq

Considere um inteiro k e sejaj € {0,1,2,...,n — 1} o resto de k mddulo n. Assim
k =nq+j,paraalgumq € Ze

—9+( +')2n—9+‘2n+2 =@ +2
P =t NG+ J)—==_F ]+ 2qn = @; + 2qT

Vemos que Z, = Z;. Assim{Zy:k € Z} ={Zy,Zy, ..., Zn_1}.

Existem exatamente n raizes enésimas distintas z,, como afirmado.
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Os lugares geométricos das raizes enésimas de um nimero complexo z, # 0 S0 0s
vertices de um n-agono regular inscrito em uma circunferéncia com centro na origem e raio

o

Para demonstrar isso, denote M, My, ..., M,,_; como sendo pontos de coordenadas
complexas Zy, Z4, ..., Z,_1.Como OM,, = |Z;| = ’{/E paratodo k € {0,1,2,...,n — 1},

segue que 0s pontos M, situam-se na circunferéncia C(O; ’{/E) Por outro lado, a media do

arco M, My, , é igual a arg M., , — arg M, = 6+2(k+Dn—(6-2km) _ 2771’ paratodo k €

n

arco

{0,1,2,...,n — 1} e 0 arco remanescente M,,_; M, é 27” =2n—(n—1) 27"

arco arco arco
Como todos os arcos MoM; ,M;M,, ..., M,,_; M, sdo iguais, o poligono
MyMM, ...M,,_, € regular.

Im(z) A

Re(z)
Zn

Figura 19: Representacdo geométrica das raizes n-ésimas.

No GeoGebra, também podemos introduzir um nimero complexo na forma Polar.
Para isso basta digitar na linha de comando a igualdade. Digitamos os &ngulo em radianos.

Como exemplo observe a representacdo geometrica do nimero

W=2(cosg+i5en g)
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Distancia, Comprimento ou Perimetro: Selecione dois pontos, um segmento, um poligono ou um circulo

[* Janela de Algebra

[*| Janela de Visualizagao

=B 3 3]

= Objetos Livres
e ow=1 #1730
=l Objetos Dependentes

ntrada: w=2 {cos(pi/3)+i sin(pi/3))

a4

Figura 20: Namero complexo na forma polar.

Perceba que apds incluir o numero complexo na forma polar, o0 GeoGebra o
apresenta na forma algébrica no item objetos livres na janela de algebra.

Para representar as operacoes de multiplicagéo, diviséo e potenciacdo, basta
introduzir 0s nimeros com 0s quais queremos operar e apos efetuar as operagdes de maneira
analoga a explicada na pagina 31.

Observe o0 caso em que queremos determinar w = z3 onde z = 2 (cos §+ i sen g)

Arquive Editar Exibir Disposicies Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

./

| W

By

|

>

|

©,©

| W

am . \®
- [ ]
V|

ABC

Mover: Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

¥ Janela de Algebra

[¥] Janela de Visualizagio

= Objetos Livres
@ z=1+ 1730
= Objetos Dependentes

d=8

Entrada:

Figura 21: Poténcia de um nimero complexo.

Assim, w = 8(cos ™ + i sen ).

Veja a seguir como representar a radiciacdo de um namero complexo no GeoGebra:
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Vamos fazer, como exemplo, W, = 'Yz onde z = 3 (cos §+ i sen %)

Procedemos da seguinte maneira:

1) No GeoGebra insira um controle deslizante e configure-o de modo que seu
nome seja representado por k, min = 0, max = 9 e incremento = 1.

- o

[ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
A 1] Ol < \ nocflf o2y
[
Q / iy b‘v ®v ¥ : 'I — =i

i i

|

Controle Deslizante: Clique na janela de visualizacdo para especificar a posicae do controle deslizante

£)

o

>

= Janela de Algebra

Objetos Livres

Objetos Dependentas o
(@ Nimero

) Angulo |k J

O Inteiro [[] Aleatdrio (F9)

Intervalo | Controle Deslizante | Ammat;io|

erl [CostleDescane
ED ED Gy
i -

Aplicar Cancalar

Figura 22: Controle deslizante no Geogebra.

2) Insira o numero z na formula e esta no GeoGebra:

T T
—+ 2km =+ 2km

__ 10 6 . 6
W = V3| cos BETE + i sen BETE

Arguivo Editar Exibir Disposicies Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

g
ntrada: w=3*(1/10) (cos{(pi/6+2 k pi}10)+i sin{(pi/6+2 K pi}HDu >

A @ . )
% [ / _J,‘.f b- sl ABC ||| a=2 4$. -
'l 'l a'd 'l 'l 'l i v ad
Controle Deslizante: Clique na janela de visualizacio para especificar a posicio do controle deslizante
¥ Janela de Algebra [+ Janela de Visualizagio
= Objetos Livres k=0
3 k=0 -
=/ Objetos Dependentes 14
e @ w=1.11 + 0.06i
0 W
T T T - T T T
2 1 0 1 2 3 4
14
P e el —h_____
d @

Figura 23: Radiciagdo de um nimero complexo no GeoGebra.
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3) Clique com o botdo direito sobre o ponto w e habilite o rastro. VVocé pode
também, para ajudar na visualizagdo, fazer um segmento de reta OW, habilitando
seu rastro, usar a ferramenta angulo e ainda fazer uma circunferéncia com centro
na origem e raio OW.

Agora movimente o valor de k na barra deslizante e observe o resultado.

] GeoGebra = =&

Arguive Editar Exibir Disposiches Opcles Ferramentas Janela Ajuda

W .Av /v ’:ﬂfv I:hv ®v It:‘_jlv Alv K.Y ABCV _aiiv ‘%v =4
Mover: Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) b
v Janela de Algebra ' |= Janela de Visualizagio e
= Objetos Livres

k=0

= Objetos Dependentes

~oA=(0,0)

~oa=1.12

----- e x*+y*=1.25
~ow=1.11+ 0.06i

Figura 24: Representacdo da radiciacéo de z no GeoGebra.

Assim, para k = 0 temos gque o angulo formado entre o vetor OW e 0 eixo Re(z) é
de 3° e V3 = 1,116, logo W, = 1,116 (cos = + i sen l).
60 60

Ao movimentar o valor de k podemos ver os demais raizes enésimas da unidade.
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CAPITULO 03 - NUMEROS COMPLEXOS E APLICACOES NA
GEOMETRIA

Neste capitulo trataremos da utilizagdo dos nimeros complexos na geometria plana.

Além da parte tedrica serdo propostos exercicios sobre o tema.

3.1 Pontos e Angulos.
Inicialmente enunciaremos alguns axiomas e definicbes da geometria Euclidiana

plana, compilados de [3], que facilitardo o desenvolvimento do presente topico:

Axioma I: A todo par de pontos do plano corresponde um nimero maior ou igual a zero.

Este nUmero é zero se e s se 0s pontos sdo coincidentes.

O numero a que se refere este axioma é chamado de distancia entre os pontos ou é

referido como comprimento do segmento determinado pelos dois pontos.

Axioma Il: Os pontos de uma reta podem ser colocados em correspondéncia biunivoca com
0s numeros reais, de modo que a diferenca entre estes nimeros meca a distancia entre 0s

pontos correspondentes.

Utilizando este axioma juntamente com o Axioma | temos que 0 comprimento de um
segmento AB € sempre maior que zero quando A # B e igual a zero quando A = B. Assim,
se a e b sdo as coordenadas das extremidades deste segmento, seu comprimento sera a
diferenca entre o maior e 0 menor destes nimeros. Isto equivale a tomar-se a diferenca entre
a e b em qualquer ordem e, em seguida, considerar o seu valor absoluto. Indicaremos o

comprimento de AB pelo simbolo d(AB)
d(AB) = |b - al
Axioma I11: Se o ponto C encontra-se entre A e B na reta AB, entdo AC + CB = AB.

Defini¢do I: Chamamos de angulo a figura formada por
duas semirretas com a mesma origem. As semirretas séo
chamadas de lados do angulo e a origem comum, de

vertice do angulo.

Existem varias maneiras distintas de representar um

angulo. Uma delas é usando as letras que representam o Figura 25: Angulo
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angulo (conforme Figura 25: Angulo). Assim temos a representacéo da forma BAC ou CAB,

onde a letra indicativa do vértice deve sempre aparecer entre as outras duas.

Quando nenhum outro angulo tem o mesmo veértice, podemos usar apenas a letra
designativa do vértice para representar o angulo, ficando neste caso representado por A.
Tanto neste caso como no anterior, a letra designativa do vértice sempre recebe um acento

circunflexo.

Também é comum a utilizacdo de letras gregas para representacdo de angulos. Neste
caso é conveniente escrever a letra designativa do angulo proximo ao seu vértice. (Conforme

Figura 25: Angulo).

Axioma IV: Todo angulo tem uma medida maior ou igual a zero. A medida de um angulo é

zero se, e somente se, ele é constituido por duas semirretas coincidentes.
Para facilitar o enunciado do préximo axioma, vamos dar a seguinte definicao:

Definigdo I1: Diremos que uma semirreta divide um semiplano se ela estiver contida no

semiplano e sua origem for um ponto da reta que o determina.

Axioma V: E possivel colocar, em correspondéncia biunivoca, os niimeros reais entre zero e
180 e as semirretas da mesma origem que dividem um dado semiplano, de modo que a
diferenca entre estes numeros seja a medida do éangulo formado pelas semirretas

correspondentes.

Ao fazer tal correspondéncia
chamamos o nimero  que
corresponde a uma dada semirreta
de coordenada da semirreta. Assim,
se a e b forem coordenadas dos

lados do angulo AOB, entdo |a — b|

O
é a medida deste angulo.
Figura 26: Medida de angulo.

Axioma VI: Se uma semirreta Sy

divide uma angulo AOB, entdo

AOB = AOC + COB
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A partir do enunciado destes axiomas e definigbes daremos continuidade ao assunto
de Geometria com aplicacdo de nimeros complexos. A parte tedrica apresentada a seguir foi
baseada em [1], [2], [3], [4], [5], [6], [8], [9], [10], [11], [12], [14], [15], [17], [23] e [25].

3.1.1 Distancia entre dois pontos:
PROBLEMA INICIAL 1: Considere o problema de geometria plana: Determine a
distancia d entre os pontos A(3,2) e B(1,-5).

Antes de resolver este problema usando nimeros complexos vamos estudar a parte

teorica. Esta metodologia se repetira até o fim deste trabalho.
TEORIA:

Suponha que os complexos z; e z, possuam A 1m:)
lugares geométricos M; e M, no plano complexo.
Assim, a distancia entre os pontos M; e M, é dada por
d(M;My) = |M; — M|

-

A funcédo distancia d: C x C — [0, ) é definida por

d(z,,2z,) =|z1,z,] e satisfaz as  seguintes

propriedades:

2

Y

a) Positividade e ndo degeneraQaO: Figura 27: Distancia entre dois pontos.

d(zy,2z,) = 0 paratodo z,, z, € C; d(zy,2,) = 0 Se, e somente se, z; = z,.
Esta propriedade decorre do que foi exposto nos axiomas | e 11.

b) Simetria:

d(zy,z,) = d(z,,z,)paratodo z,,z, € C.

Esta propriedade decorre do que foi exposto no axioma Il.

c¢) Desigualdade triangular:

d(zy,2,) < d(zq,23) + d(z3,2,) paratodo z,, z,, z3 € C.

Para justificar esta desigualdade observe que

|2y — 23| = |2y — 2, + 23 — 23| = |(21 — 23) + (23 — 2,)|
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Usando a propriedade do modulo temos
|(z1 — 23) + (253 — 25)| < |21 — 23| + |25 — 2]
A igualdade ocorre se, e somente se, existe um numero real positivo k tal que
(z3 — zy) = k(z, — z3)
SOLUCAO DO PROBLEMA INICIAL 1:

Consideramos os pontos A e B como lugares geométricos dos complexos z; e z, no
plano complexo, tais que z; = 3 + 2i e z, = 1 — 5i. Assim, a distancia entre estes pontos

sera dada pelo modulo da diferenca entre z; e z,.

d(A,B) =z, — 2| = |3+2))—(1—5)| = [2+7i| =22+ 7%2= /53

Comentéario: O calculo de distancias utilizando numeros complexos é semelhante ao

método utilizado em geometria plana onde é efetuado através da formula de distancia entre

dois pontos d = /(x, — x1)% + (y, — y1)2.
ATIVIDADES:

3) Utilizando o que foi visto anteriormente neste capitulo, determine a distancia entre

0s pontos:
a) A(35) e B(—1,-3)  b)C(—42)ed (3,3)

4) Sendo A(3,1), B(4,—4) e C(3,3) vértices de um triangulo, classifique-o quanto a
seus lados.
5) Calcule a distancia entre os pontos A(a —3,b+9)eB(a+ 1,b + 1).

3.1.2 Colinearidade e Divisdo de um Segmento de reta
PROBLEMA INICIAL 2: Os pontos A(1,2), B(2,3) e C(4,5) séo colineares? Qual o ponto

médio entre Be C?
TEORIA:

Colinearidade de trés pontos.
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Sejam A e B dois pontos distintos representados pelos niumeros complexos z, € zy,.
Dizemos que o ponto M de coordenada complexa z estd entre os pontos A e B se z # z,,

z #+ 7, e a seguinte igualdade ocorre:
|Za_Z| + |Z_Zb| =|zq — 2p|.
Usaremos a notagdo A — M — B.

O conjunto (AB) = {M:A — M — B} é chamado de segmento aberto determinado pelos
pontos A e B. O conjunto [AB] = (AB) U {A, B} representa 0 segmento fechado definido

pelos pontos A e B.

Teorema 1: Suponha que A(z,) e B(z,) sdo dois pontos distintos. As seguintes sentencas

séo equivalentes:
1-M € (AB),
2 - Existe um numero real positivo k tal que z — z, = k(z, — z);

3 - Existe um numero real t € (0,1) tal que z = (1 — t)z, + tz,, onde z é a coordenada

complexa de M.

Demonstracao:

1< 2:Temos que M € (AB) se e somente se |z, — z| + |z — z,| = |z, — 2z, iStO €,
d(zg,z) + d(z, z,) = d(z4 z,), OU equivalentemente, existe um namero real k > 0 tal que

z—2z, = k(zp — 2).

Z@S:Definat=£e(0,l) 0uk=1L_t>O. Assimz—z, =k(z,—2z) ©® z— 2z, =
i(zb—z) e (1-t)z—-2zy)=t(z—2) © A1-t)z—A—-t)z,=tz, —tz &

A-tz+tz=tz, +(1—-t)z, & (I1—-t+t)z=tz, +(1—-t)z, & z=1—-1t)z, +

th.

Utilizando o GeoGebra podemos observar geometricamente este teorema. Para
isso vamos considerar os complexos z, =4+ i e z, =1+ 3i (o leitor pode utilizar

outros pontos se assim desejar).
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1) No GeoGebra insira ambos os pontos (na linha de comando digite

Z_a = 4 + i e pressione enter, repita o processo para o outro ponto).

2) Insira um controle deslizante e configure-o de modo que seu nome seja

representado por t, min = —1, max = 2 e incremento = 0,1.

3) Na linha de comando digite a formula z = (1 — t)z, + tz, (que ficara da forma
z=(1-t) z_a+t z_b).

Para

L]

facilitar

Arquive Editar Exibir Disposicbes Opges Ferramentas Janela Ajuda

%_ .AT ,/'; ;f_

Mover: Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

+ Janela de Algebra
- Objetos Livres

------ 2t=0.5
...... 3 Z =4+|
i sz=1+3i

- Objetos Dependentes

Momerccomplexe
iz para t=0,5

a visualizagdo vocé pode utilizar a ferramenta
reta definida por dois pontos e criar a reta passando por z, € zj,.
4) Movimente o controle deslizante e observe o deslocamento de z.
GeoGebra = =
D@ Ol rec] ]
@ﬁ
= Janela de Visualizacéo X
3 i
t=0.5
2 4
Distancid entre Z e os
pontoszlaez b
T = T T T T T T T
-1 0o 1 2 3 4 5 7
1A
A

kS

Figura 28: Teorema 1 no GeoGebra.

No caso acima, observamos que z é o ponto médio do segmento quando t = 0,5.

Deslocando para t = 0 observamos que z = z, e deslocando para t = 1 observamos que

z=2z,.Set &[0,1],entdo z & (z,zp).

Teorema 2: Suponha que A(z,) e B(z,) sdo dois pontos distintos. As seguintes sentencas

sdo equivalentes:

()M € (4B);

(2) Existe um namero real t € (0,1) tal que z = (1 —t)z, + tz,, onde z é a coordenada

complexa de M;
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() arg(z — z4) = arg(zp — za);

(4) 225 ¢ R*,

Zp—Zq

Demonstracio:

(1) = (2): Pelo teorema 1 temos esta demonstracdo. Resta agora demonstrar que (2) = (3)
= (4) = ().

(2) = (3) Admitindo que z = (1 — t)z, + tz,, temos:
z=A—-t)zg+tzy,>z2=2,—tz,+tzy, =2 — 25 = —tz, + tz, =
z—2q = t(Zp = Zq)

Portanto os segmentos estdo sobre uma mesma reta, ou seja, possuem 0 mesmo

argumento. Assim, temos arg(z — z,) = arg(z, — z,).

3) = (@) Temos arg(z—z,) =arg(z, —z,)= arg(z —z,) —arg(z, — z,) = 0.

Assim, a relacdo arg (%) =arg(z — z,) — arg(zp, — z) + 2km (ser4 demonstrada
b~ 4a

) . . z—2g\ _ 2 Z72a
adiante) para algum k € Z implica arg (Zb_za) = 2km, k€ Z . Ja que arg (Zb_za) €
_ Z=Zq\ _ Z—2Zq +
[0,2m), seque que k = 0 e arg (Zb_za) = 0. Portanto p— e R™.

NOTACAO: (AB ¢ a semirreta que inicia em A e passa por B.
(4) = (1) Seja t = % € R*. Assim z =z, + t(z, — z4) = (1 — t)z, + tzp,t > 0. Se
b~ 4a

t €(0,1),M € (AB) c (AB.

Set=1,entdo z = z,, e M = B € (AB. Finalmente, se t > 1 ento, definindo [ = % € (0,1),

temosb = lz + (1 —1)a.Sequeque A—B—-—MeM € (AB.
Divisdo de um segmento de reta em uma razéo dada

Considere dois pontos distintos A(a) e B(b). Um ponto M(z) sobre a reta AB divide

0 segmento AB narazédo k € R\{1} se a seguinte relacdo vetorial ocorre:
MA = k.MB

Em termos de nimeros complexos esta relagdo pode ser escrita como
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a—z = k(b—z)ou(1—k)z = a— kb.

Assim, obtemos

Observe que k < 0 o ponto situa-se no segmento de reta que liga os pontos A e B. Se
k €(0,1), entdo M € (BA\[AB]. Finalmente se k > 1, entdo M € (AB\[AB]. Como

consequéncia, perceba que para k = —1 obtemos que a coordenada do ponto médio do

segmento [AB] é dada por z,, = aTJ’b .

OBS: (BA\[AB] é a semirreta que inicia em B passando por A mas ndo contem o segmento
AB. (AB\[AB] é analogo.

Observe como fica no GeoGebra para os complexosa =1—ieb = 2 + 3i:

1] GeoGebra = B

Arquivo Editar Exibir Disposicies OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[ ] AL~ Bl OUO &L e ez2l )
Mover: Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) P
+ Janela de Algebra ! |® Janela de Visualizagio =

= Objetos Livres

~0a=1-i 3 b
o k=-3 2 z

= Objetos Dependentes
, c: - 11
distanciaba = 4.1
-0 distanciabz = 1.03
“.distanciaza = 3.0

Entrada: z=(a-k b)/{1-k) )

Figura 29: Divisdo de um segmento em uma razao dada, no GeoGebra.
No exemplo acima, utilizando k = —3 obtemos a posicéo de z situado, em relagéo a
3 e oA s . n
ao complexo a, a " da disténcia total de ab. Deslocando o controle deslizante vocé pode

observar os demais casos quando k € (0,1) ou k > 1.
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SOLUCAO DO PROBLEMA INICIAL 2:

Consideramos A, B e C lugares geométricos dos numeros complexos z; = 1 + 2i,

z, = 2+ 3i e zz = 4 + 5i, nesta ordem, situados no plano complexo. Assim

(1420 — (4 +5)|=|-1—i|+|-2-2i| = |-3 - 3i]

Portanto os pontos (lugares geométricos) séo colineares, pois

VED2+ ()24 /(=22 + (-2)2=/(-3)2+ (-3)2 = V2+V/8=V18 = V2+
VAX2=VI%x2=2V2+2V2=3V2 =3V2=3V/2.

Quanto ao ponto médio, podemos resolver diretamente, pois sabemos que

_a+b  (2+30)+@4+5) 6+8i
m =T T 2 -

=3+4i

A A

finlz) T z)

il zy22) + d zazy) il zp2q)

! I’ . " l‘ r.
ez f |

Figura 30: Colinearidade e ponto médio no plano complexo.

Comentaério: Esta metodologia de determinar o alinhamento pode ser estendida para mais
de trés pontos, para tanto basta aumentar o nidmero de modulos que temos na parcela

esquerda da igualdade (|z; — z,| + |2z, — z3]| + - + |z—1 — 2| = |2, — 2,|, n € N).
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ATIVIDADES:

6) Os pontos A(2,7), B(—3,0) e C(16,5) séo colineares?
7) Determine y para que os pontos A(3,5), B(—3,8) e C(4,y) sejam colineares.

8) Mostre que A(a,—3a), B (a +3,—3a — g) e C(a+5,—3a— 2) sdo colineares

para todo valor real de a.

9) Se A(0,a), B(a,—4) e C(1,2), para que valores de a existe o triangulo ABC?

10) Determine as coordenadas dos pontos que dividem o segmento AB em trés partes
iguais, sabendo que A = (—1,7) e B = (11, -8).

11) Calcule o comprimento da mediana AM do triangulo ABC cujos Vértices sdo 0s
pontos A(0,0), B(3,7) e C(5,—1).

3.1.3 Angulo formado por trés pontos e angulo formado por duas retas.
PROBLEMA INICIAL 3: Determine o angulo AOB formado pelos pontos A(4,7), B(8,7) e

0O(4,3) e classifique este angulo em agudo, reto ou obtuso.
TEORIA:

Medida do angulo formado por trés pontos: Um
angulo é positivamente ou diretamente orientado se e,
medido no sentido anti-horario, caso contrério ele é
negativamente orientado. Considere dois pontos distintos

M;(z;) e M,(z,), diferentes da origem do plano B M,

complexo. O angulo M;0M, é orientado se M, e M, s&o o — ~
xr

ordenados no sentido anti-horario. (Figura 32: Angulo Figura 31: Angulo orientado positivamente

negativamente orientado.)

Proposicédo 1: A medida de um angulo diretamente orientado M, OM, ¢ igual a arg 2—2
1

Demonstracao:

Considere os dois casos a seguir:

a) Se o angulo M;0M, é positivamente orientado (Figura 31: Angulo orientado

positivamente) entéo

~ ~ ~ z
M,0M, = xOM, — xOM, = argz, — argz, = argZ—2
1
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b) Se o angulo M;0M, é negativamente orientado (Figura 32: Angulo negativamente

orientado.) entdo

Y
MloMZ == 2T[ - MzaMl = 27-[ - (X@Ml - x@Mz) == 27-[ - /
(argz, — argz,) = 2m — aryg i—l, ja que o angulo M,0M, é /
) /1

negativamente orientado. Portanto M;0M, = 2m — argi—1 = / }

2 / .,--"'r

— — %) — %

21 (271 arg 21) arg . L g e

OBS: Para demonstrar a igualdade argz, —argz; = _ X
Figura 32: Angulo

argz—2 precisamos do relembrar dos nimeros complexos na ~ Megativamente orientado.
1

forma trigonomeétrica ou polar, vistos no capitulo anterior.

Sejam z; = p;(cosa + isena) e z, = p,(cosf + isenf) numeros complexos na

forma trigonométrica, entdo argz, = a e argz, = (3. Pela divisdo de nimeros na forma

trigonométrica j—l = % [cos(a — B) + isen(a — B)], assim argz—l =a—B. Portanto
2 2 2
Z1
arg—=a - B =argz, —argz,.
2
A proposicdo 1 nos auxilia quando queremos determinar o angulo formado por trés

pontos, sendo que um deles € a origem do sistema. Para generalizar o proximo teorema trara

o resultado para trés pontos quaisquer do plano complexo.

Para verificar esta proposicdo no GeoGebra considere os complexos z = —2 — i,

w=2+iet =1+ 3ievamos determinar o angulo formado por WZT.

Para isso vamos utilizar a ferramenta de medir angulos e comparar seu resultado com

o resultado obtido digitando no campo comando arg((w — z) /(t — z)).
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(] GeoGebra = B

Arquiva Editar Exibir Disposicies Opges Ferramentas Janela Ajuda

.Av /v ”:Hrv 'Ibv ®v '@v@& ABC— _"fi_

Mover: Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
« Janela de Algebra =

= Janela de Visualizagao

= Objetos Livres 3 t
~ot=1+ 3i

~OWws=2+i

Dz =D - 5l

= Objetos Dependentes

0
Medidas Usando _ _I _|1 0 ‘II I2 I3
a ferramenta de
medir &nglilos e
o comandquarg(} z 26.57° -1

ifitrada: y=arg((t-z)/(w-z)) ">

@

Figura 33: Angulo formado entre trés nimeros complexos no GeoGebra.

Observe que ambas as formas de determinar a medida do angulo formado retornam o

mesmo resultado. Os vetores foram construidos para facilitar a visualizagao.

Teorema 3: Considere trés pontos distintos M;(z;) , M,(z,) e M5(z3). A medida do angulo

M,M,M, é arg

Z3—2Zq

Z2=21

Demonstragéo: y

A translacdo do vetor —z; marca os pontos My,

M,, M5 nos pontos O, M; e M, de coordenadas

complexas 0, z, —z, € zz —z;. Além disso, M,

temos que M,M; M, = M;OM}. Da proposicéo 1,

obtemos que M;OM; = arg=—",  como
2741 '

afirmado. _ N
Figura 34: Translacao de pontos
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Teorema 4: Considere quatro pontos distintos M;(z;), i € {1,2,3,4}. A medida do angulo

formado pelos segmentos de retas M; M5 e M,M,, é arg ou arg 222

Z3— Zl

Demonstracao:

A translacdo do vetor —z; marca o0s pontos M;, My A

\F

nos pontos O e M}, de coordenadas complexas O e "
z3 — z, € a translacdo do vetor —z, marca 0s pontos
M,, M, nos pontos O e M,, de coordenadas
complexas O e z,—z,. Do teorema 3 e da

proposicdo 1, obtemos que o angulo formado pelos

segmentos de retas M, M; e MM, é arg——* ou

4—Z2

arg === (dependendo da disposicdo das retas no T T T,
3741

plano) como afirmado. Figura 35: Translagéo de retas.

Portanto, para determinar o angulo formado por duas retas no plano inicialmente
determinamos quatro pontos distintos, dois sobre cada reta, e entdo com base nestes

podemos determinar o angulo desejado.

SOLUCAO DO PROBLEMA INICIAL 3:

0,Z2=Ae

z3 = B. Assim temos:

7, — 7 4470 — (4+30) 0+ 4i 1+
1 (

VA
iz, 9@+ —@+3) Taya Y92 Th

0 =arg

que € a resposta considerando o angulo no sentido anti-horario. Ja no sentido horario
temos, considerando z, = B e z; = A temos
Z, — 73 B8+ 7i)—(4+3i) 4+ 4i 2 7

o = _ _m
a’"g3—z1 TIGr ) —@+30) T90+a TITH

Para facilitar a compreensdo vamos desenvolver os calculos da primeira solugdo proposta

deixando a cargo do leitor a segunda:
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0+4i ( 4i 4—4i)_ 16i — 16i _16i+16
Ty r "I\ rair—a) T \16— 161+ 161 —16i2) ~ 916 + 16
. 16i+16  i+1
=arg 3 =aryg >
. a b
Para determinar o argumento temos cosf = Tz cosf = N
i+1 . 1 V2 2 b iy
N = 2 oents -2 _ 2 _1yvz_vz — — 2 —
Como (a + bi) = 2,entaocos@-\/m—\ﬁ—2 = esen@-m— T =
2 2
%? = g Portanto o angulo 6 cujo senf = cosf = 72 é %.

Comentario: O uso de numeros complexos facilita o calculo do angulo, mas é necessario
que o estudante tenha conhecimento de trigonometria, pois determinamos o angulo com base
no seno e cosseno encontrados. Esta metodologia € a mesma empregada para calcular o

angulo formado por duas retas, como sera demonstrado adiante.
ATIVIDADES:

12) Calcule o angulo formado pelas retas de equacao:
aQ)3x—y+5=0e2x+y+3=0
b)2x +3y—1=0e 6x—4y+5=0
C)5x+2y=0e10x+4y—-7=0

13) Qual é a tangente do angulo formado pelas retas:

3x+2y+2=0e-x+2y+5=07?

14) Em um plano, munido de um sistema cartesiano ortogonal de referéncia, sdo dados
0s pontos A(3,0), B(10,1) e M(6, k). Determine o valor de k para qual o angulo
BAM = 45°,

3.1.4 Retas paralelas, coincidentes e perpendiculares. Pontos conciclicos.
Pontos Conciclicos - Defini¢cdo: Dizemos que um determinado nimero de pontos distintos

séo conciclicos quando estéo situados sobre uma mesma circunferéncia.

No caso de quadrilateros, dizemos que um quadrilatero é conciclico ou inscritivel se

e somente se tem os angulos opostos suplementares.

PROBLEMA INICIAL 4: Determine se as retas a seguir séo paralelas, coincidentes ou

ortogonais:
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a)r(x) = 5x+3y+1 es(x)=10x + 6y — 2
byr(x) 3x+6y=0es(x) 2x+4y=0
c)r(x) 3x+2y—1=0es(x) 4x—6y+3 =0
TEORIA:
Vamos considerar quatro pontos distintos M;(z;), i € {1,2,3,4}.

Proposigdo 2: Os pontos M;(z;), i € {1,2,3} sdo colineares se e somente se

Z3 — Z3
k =

€ R*
Z; — 71

Demonstracao:

A colinearidade dos pontos M;(z;), i € {1,2 3} é equivalente a M; M, M; € {0, m}.

segue que arg e {0, 7} ou, equivalentemente, 2= ¢ R*, como afirmado.

Z2—Z1

m

&)

, de maneira analoga ao anterior temos

Observe: Sejam m,n € R, se arg 6 = 4% temos cos 6 =

0
2=1esen€= L =

0+mi

0, logo 8 =0° ou 6 =180° ; se arg 6 =

6 = 90°0u 8 = 270°.

Proposicao 3: As retas M; M, e M;M, sdo ortogonais se e somente se

Z1 — Zy

k = € iR"

Z3 — Zy

Demonstracao:

Temos que M; M, 1L MM, se e somente se 2(M;M,, MsM,) € {237"} Isto é equivalente a

— 3 N
arg 222 ¢ {E —} ou equwalentea € iR*, como afirmado.

Z3—Z4 2 —Zy

Corolario: Se M; = M,, entdo M;M, L M;M, se

Proposicao 4: Os pontos M;, i € {1,2,3,4} sdo conciclicos ou colineares se e somente se
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Z3 —Zy Z3z — Zy
k= : € R*
Zy —Zy Zy — Zy

Onde os pontos sdo colineares se =2 o € R*e Z_i“ € R* e o0s pontos séo conciclicos se
Demonstracéo:

Suponha que os pontos séo colineares, entdo pela proposi¢ao 2 € R*e % € R,
logo, k = 2—22: Z7% ¢ R* como afirmado.

Z1=Z2 Z17Z4

Suponha agora que os pontos ndo sejam lineares, entdo podemos dispd-los em uma
circunferéncia de (4—1)! = 3! = 6 maneiras diferentes. Considere o caso onde
M;, M,, M5, M, séo dados nesta ordem, 0s outros cinco casos sdo andlogos. Tomando dois

pontos opostos em relacdo a reta M; M5, os pontos M,, M,, M5, M, sdo conciclicos se e

somente se M, MM, + M11\7I;M3 € {n, 3m}. Isto é
- _ Z3—Zz Z1—Zy _ . Z3—Zy - , Z3—Zp .

arg = p— 24 arg Z ez = MY A g 222 iz 7eczs € {m, 3w}, isto &, p—

L% e R*, como afirmado.

Z1—2Zy

Caso sejam utilizados pontos situados no mesmo semiplano em relagéo a reta M1 M,, da

21724

geometria plana temos que M,M,M, = M,M;M,, logo arg = aqrg 2= — o
Z 3744
rg 22 _grg A% = 0 @ arg 222 - B — 0 donde 2722 . 7% ¢ R,
2122 2324 Z1=22 2124 Z1=Z2 Z17Z4

O ndmero k ¢é chamado de razdo anarménica dos quatro  pontos
M1 (z1), M3(23), M3(23), My(24).

SOLUCAO DO PROBLEMA INICIAL 4:

Para determinar se estes pares de retas séo paralelos, coincidentes ou concorrentes,

tomaremos dois pontos distintos sobre cada reta e procederemos calculo:

a) Sejam A(1,—2), B(4,—7) em r(x) e C(—1,2) e D(2,—3) em s(x) lugares geométricos

Z;—2zy _ 4—7i—(1-2i) _ 3-5i
Z4—z3  2-3i—(—-1+2i)  3-5i

dos complexos z4, z,, z3 e z,. entdo = 1, como o resultado é um
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nimero real entdo as retas sdo paralelas ou coincidentes. Agora k = 2—2: =t =

1—Z2 Z1=Z4

—1+42i—(4-7i) —1+2i—(2-3i) 60-2i 8-2i ~
. — : — = : , logo as retas sdo paralelas. Para serem
1-2i—(4—7i) 1-2i—(2-3i) 34 2

coincidentes 0s pontos necessitam ser colineares e % € R eZ™ ¢ R
—42

1 Z1=2Z4

b) Sejam A(0,0), B(2,—1) em r(x) e €(0,0) e D(4,—2) em s(x) lugares geométricos dos

- 2—i—(0+0i 2—i 1 z
Zpmzy 27020400 271 1 hmg o resultado € um
Z4—Z3 4-2i—(04+01) 4-2i 2

complexos zy,z,,z;3 e z,. entdo

nimero real entdo as retas sdo paralelas ou coincidentes. Agora k =z3;22: e

1722 21724

0+0i—(2—-i 0+0i—(4-2i ~ . .
2D, 0HOIZG2) _ 4.9 =1, logo as retas sdo coincidentes.
0+0i—(2—i) 0-0i—(4-2i)

c) Sejam A(1,—1),B(3,—4)emr(x)eC (O, %) eD (12) em s(x) lugares geométricos dos

Zy—Zq 3—4i—-(1-0) 2-3i

- 7. 1.\ — 2,
Z4—2Z Li— = z
4—23 1+6l (0+21) 1+3l

complexos zj, z,, z5 e z,. entdo = 9i, como o resultado é um

nUmero imaginario puro entéo as retas sao perpendiculares.

Comentario: Esta metodologia para determinar se retas sdo paralelas, coincidentes ou entédo
perpendiculares torna-se trabalhosa devido ao fato que inicialmente temos de determinar
dois pontos sobre cada reta, para somente depois conseguir determinar suas posicdes
relativas. O mesmo ocorreu no item anterior para determinar o angulo formado entre elas.
Por outro lado, superada esta parte, o calculo € bastante rapido e facil, desde que o estudante

esteja familiarizado com a divisao entre nimeros complexos.
ATIVIDADES:

15) Qual é a posicédo relativa entre as retas (r) 3x—y—7=0¢ (s) 6x—2y+
14 = 07?
16) Para que valore de k as retas (k+1)x+10y—1=0¢e 8x+y+1=0 sdo
paralelas/coincidentes?
17) Discuta em funcéo de m a posicéo relativa das retas:
(r) 5x+y+5=0 e (s) 2x+my+5m=20

3.1.5 Rotagéo de um ponto.
PROBLEMA INICIAL 5: Determine as coordenada do ponto A' obtido pela rotagdo do
ponto A(2,5), em um angulo de 30° em torno da origem.
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TEORIA:

Seja um angulo 6 e o nimero complexo ,
| M'(2)
dado por w = p(cos B + isenB), onde p = M(z)
1, logo, w = cos 6 + isen 0. Seja também M
0 lugar geométrico do ndmero complexo
z = p,(cos « +isen «). Se M' é o lugar

geométrico do complexo obtido do produto

Z.w = p.p;[cos (0+x) + isen(6+) |,

obtemos que |z.w|=p; € arg (z.w) =

arg(6+«) .

Figura 36: Rota¢do de um ponto.
Segue que M’ é o lugar geométrico de

Z. w obtido pela rotacdo de M em relacéo a origem, de um angulo 6.

Observe que a multiplicacdo de um namero complexo z pela unidade imaginaria i

rotaciona o lugar geométrico deste nimero em um angulo & = 90° em relacdo a origem.

Proposicao 5: Suponha que o ponto C € a rotagdo de B, em relagdo a A, em um angulo 6. Se
a, b, c sdo as coordenadas dos pontos A, B, C, respectivamente, entdo ¢ = a + (b — a). z,

onde z = cos O + isen 8.

Demonstracao:

A translacdo através do vetor
—a marca 0s pontos A,B nos
pontos O,B’, de coordenadas
0,b —a, respectivamente. O
ponto C’, de coordenadas ¢’ —

a, € a imagem do ponto B’

obtido pela rotagdo em relagéo

a origem através de um angulo O X

6. Posteriormente a translagédo +a Figura 37: Translacéo e rotacéo.
leva 0 ponto C’'ao ponto C, de coordenadas c. Portanto c—a=(b—a).z = c=a+
(b—a).z
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Observe que no GeoGebra a rotagdo de um complexo pode ser feita digitando

diretamente a férmula de rotacdo na linha de comando. Veja o caso do complexo z' obtido

~ . A 2 ~
pela rotacdo do complexo z = 2 —i por um angulo de ?" em relacdo ao complexo w =

-1+

(] GeoGebra = B

Arquiva Editar Exibir Disposicies Opces Ferramentas Janela Ajuda

E' .Av /7 ”':fv I::‘v ®v I::'jlv :m ’7 K.Y ABCV _aiv ‘%v (od
Mover: Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) P
= Janela de Algebra * = Janela de Visualizagao u
= Objetos Livres ,
é.....Jw=_1 +i Z
o z=2 -] 3
= Objeto
# distanciawz = 3.61 5
istanciawz’ = 3.61 i

3 2 wz' = 3.61
uE (—2) W " wz =361
Lv= [ 283 ) 0

( 2.24 2 9 o \ 5 4 3
ez =1.83 +3.24i

Entrdda: z'=w+(z-w)(cos(2pi/5)+i sin(2pi/5)) > )

Figura 38: Rotacdo no GeoGebra.

Vocé pode conferir o resultado utilizando as ferramentas para medir distancias e

angulos. Neste exemplo o nimero complexo obtido serd z' = 1,83 + 3,24i.

SOLUCAO DO PROBLEMA INICIAL 5:

Para rotacionar o ponto utilizaremos a proposi¢cao 5. Sejam A(2,5),0(0,0)e A’ os

o . . . 1
lugares geométricos dos complexos a,o e a’. Assim, a = 2 + 5i, o = 0 + 0i, sen30° = >

cos30° = ? ez = cosO + isenf = g + i%, entdo

a =o0+(a—o0).z=(0+0i)+[(2+5i) — (0 +0i)]. (ﬁ;— i) =(@2+50. <\/§2+ i)

_(-5+2V3) + (2 +5V3)i
B 2
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Portanto as coordenadas de A’ s&o (_522‘/5, 2+§\/§)'

ATIVIDADES:

18) Determine as coordenadas do ponto M', obtido através da rotacdo do ponto M (1,8)
em um angulo de 60° em torno do ponto X (-1,-3).

19) Um ponto A (-1,2) foi rotacionado em relagdo ao ponto B (2,2) por um angulo de
45° marcando o ponto A'. A' foi rotacionado em relagdo ao ponto C (-1,-2) por um
angulo de 30°, marcando o ponto A". Determine a distancia entre A e A".

3.2 Retas

3.2.1 Equacao da reta no plano complexo.
PROBLEMA INICIAL 6: Determine a equacdo no plano complexo da reta definida no
plano cartesiano por r(x) 2x + 3y + 1 = 0.

TEORIA:

Proposicdo 6: A equacgéo da reta no plano complexo, definida a partir da equagéo no
plano cartesiano, € az+az+ =0 onde ¢« € C', FER e z=x+yi €C. E 0
ata

coeficiente angular é m = — —i.

a—-a

Demonstragéo
A equacdo da reta no plano cartesiano é Ax + By + C = 0, onde 4,B,C € Re A*> + B? #
Z+Z z+Z _ (x+yD+(x—yi) _ 2x

0. Se definirmos z = x + yi, entdo x = - pois x = 5 > — =X e de

modo analogo temos y = % Portanto substituindo na equagéo Ax + By + C = 0 obtemos

PEALI L S IRt D S
= Lt . =
2 2i 2 20 (=20

zZ+7Z Z—7Z _(A+ Bi A — Bi
s A > — Bi > +C=0<=>Z< )+z< )+C=O

Fazendo a = A_TBi € Cef =CeRtemos az + az + = 0, como afirmado.

Ja o coeficiente angular da reta definidapor Ax + By + C =0ém = — %, logo
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a+a
A 2 a+a.
m=——= — — = — — [
B a—a a—a
21
pois A = “;a = (A+Bi)2(A_Bi) = % = A, e de maneira analoga temos que B = az;la

Proposicdo 7: A reta que passa por z; e z,, pontos distintos do plano complexo,
pode ser obtida pela igualdade

Z—7 Z—17

Zy— 21 Z;—Z;

Demonstracao:

Temos da geometria plana o seguinte axiomas [3, p. 1 e 3]:
- Dados dois pontos distintos, existe uma Unica reta que os contém;

- Dados trés pontos distintos de uma reta, um e apenas um deles localiza-se entre os outros
dois.

Considerando os pontos M(z), M,(z,) e M,(z,), tais que um deles se localiza entre
0s demais, se eles estdo sobre uma reta, entdo pela proposi¢cdo 2 temos que 0S pontos

M(z),M,(z,) e M,(z,) sdo colineares se e somente se

Z_Z1

k = € R*

Zy —Z3

Utilizando o itens 2.1.6 (a), (e) e (f) :

— Z—7 Z— 7 Z— 7 Z—Z
k=k> = e — p

Z; — 721 Zy — 7, Zy) —Zy Z;— 73
Portanto

Z_Zl Z_Zl

Zy—2Z1 Z;— 27

Proposicdo 8: A equacgéo da reta definida por z; e z,, pontos distintos no plano
complexo, é yz—yz+ f = 0, onde y € C*, § é um nimero imaginario puro, y = z, — z,

)/ZZZ—ZLﬁ=Zle—Z221 eZ:x‘l'ylE(C
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Demonstracao:

Da proposicéo 7:

Assim,

Z— 27 Z—Z o 3 :
= S(z,—z)Zz2—-2z)=(2z—2)(2,— Z
Zy— 7 Zy— 7, (2, 1)( 1) = ( 1)(Z; 1)

S Z9Z — Z37Z1 — Z1Z + Z1Z1 = ZZy — ZZ1 — Z1Z5 + 2124
S (zy—21)2— 2921 + 212, = (2, — 21)Z — 212y + 2174
S (z,—21)2— (2, —21)z+ 212y — 2,2, =0
Fazendoy =z, —z,,y =z, —z;€ f = 7,2, — Z,Z;, Obtemos
yZz—yz+ [ =0
Para provar que 8 € um imaginario puro temos
E = 217y — Zp71 = 7175 — Z71 = —fB

Poisp=a—biea—bi=—(a+bi)a—-bi=—-a—-biea=0n
Decorre de imediato que

Sey =y, entdo B = 0 e a reta é vertical.

Se y # y, entéo, pela definigdo de coeficiente angular complexo,

Z; — 721

ATENCAO tan 9 =m = —Z_i-zl e tan 92 — mz — Z—Zq 12.

Z—27q

12 para conhecer um pouco mais sobre funcdes trigonométricas complexas:
http://www.math.ist.utl.pt/~Imagal/ACCap?2.pdf e
http://www.uel.br/projetos/matessencial/superior/vc/vc07.htm#htocd



http://www.math.ist.utl.pt/~lmagal/ACCap2.pdf
http://www.uel.br/projetos/matessencial/superior/vc/vc07.htm#htoc4
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Proposicao 9: Considere as retasr e sde equagdes @,z +a;z+ B, =0 ¢€ a,Z+ a,z+

B, = 0 respectivamente. As retas r e s sdo:

2

a a
(1) Paralelas se e somente se — = —=;
aq az

(2) Perpendiculares se e somente se % + % = 0;
1 2

Demonstracao:

(1) Da geometria plana temos que as retas r e s sdo paralelas se e somente se m; = m,,

|OgO,—%l = _%l = (CZ1 + &1) ((ZZ - (,72) = (al - &1)(“2 + &2) = a1a2 -
1 1 2 2

0(1(,72 + &1“2 - &1&2 = a1, + al&z - (,71a2 - &1&2 = _alaz + alaz = (11672 -

_ _ _ a, @
A, & 20,0, = 20,0, & a—i = a—z

(2) Da geometria pana temos que as retasr e s sdo perpendiculares se e somente se

a, a a+a a+a a1+a; ax+a
mym,-_q, 10go, 1—2=—1=>[ L 1” 2 2]——1<=) 41222 1o
a; az a1—0q1 0y—0ay
_((Xlaz + 0(1672 + &1“2 + 671672) = _(aflaz - al(iz - alaz + 671672) =1 0.’16_{2 + 6710.’2 =
— — — — 2a10+2a1 a a
—a @y — A0y © 20,0, + 2010, =0 22— 2 =0 2+2=0.
2a1a2 aq ar

Proposicao 10: A equacdo paramétrica da reta é
z=(1—-1t)z; +tz,, teR

Demonstracao:

Da proposicao 7 temos:

Z_Zl Z_Zl

Zy =71 Z;— 73

Fazendo
Z - Zl
t=— —
Zy — 7,
obtemos:
zZ—2Zq

— =toz-—z1=tz,—-z))=z=t(z,—2z)+z,oz=010-t)z; + tz,
2741
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Observe que z,z,,z, Sao colineares, entdo pela proposicéo 2

Z-7Z
—— € R.
Z2—Z,

SOLUCAO DO PROBLEMA INICIAL 6:

Pela proposicédo 6 temos que a = A_TBi € Cef =CeR. Sabendoque A =2,B =

2-30 _ 2+3i
3eC=1temos a=—>,a="—ef =1

__ 2+3i\_ (2-3i
az+az+ﬁ=0:o( 3 )z+< > >Z+1=0
=> (2+30)z2+(2-30)z+2=0
ATIVIDADES:

20) Determine a equagéo, no plano complexo, da reta definida no plano cartesiano por
s(x) = 5x—3y=0.

21) Dados A(2,7) e B(—1,5), determine equacdo, no plano complexo, da reta AB.

22) Utilizando os pontos do exercicio anterior, determine a equacao paramétrica da reta

no plano complexo.

3.2.2 Equacao da reta definida por um ponto e uma direcgéo.
PROBLEMA INICIAL 7: No plano complexo, determine a equacao da reta que passa pelo
ponto A(2,—5) e:

a) éparalelaaretas:(1+i)z+ (1 —i)z+2=0.
b) é perpendiculararetat: (3+i)z+ (3 —i)z+3i =0.
TEORIA:

Proposicdo 11: Sejaaretar:az+ az+ = 0 e 0 ponto Py(z,). A reta que passa

por P, e é paralelaar é:
a
zZ—2g=——(Z—12
0=—_(Z—2)

Demonstracao:

Da geometria no plano cartesiano temos que a equacgdo da reta que passa por P(xq, Vo) €

inclinacéo 6 é
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Yy — Yo =0(x—xp)

Zg +ZO
2

Zo—Zp
20

DefInIdO Zy = Xg + yol entéo Xo = Zg — yol = Xg = e _yol =Zyp— Xp = Yo =

, +Z -7 . . ,
e de modo analogo, x = ZZ—Z ey= % Sabendo que o coeficiente angular é § = m =

- Z—fZi (proposicao 6) e substituindo na equacédo anterior obtemos:

2i 20

AN 2

Z—Z Zg—Z, <a+&_)<z+2 ZO+ZO>
B a—a

Z4+Z zy+Z
@(a—&)(z—2—20+z‘0)=(a+c?).2i2.( e 0)

Sl@-—-a)(z-—z2—zy+zy) =—(a+a)(z+2—2zy— z,)
S (a—d)[(z—2) - (Z—-27Z)] =—(a+a)[(z—2) + (Z— Z)]

S@-at+a+a)z—z)=(a—a—a—a)(Z—z,)

a
S 2a(z—2zy)) = 2a(Z—2y)) & z—z, :_E(Z_ZO)

OBS: Conforme a proposicao 9, que para determinar a reta paralelaa r: @z +az+ =0

passando pelo ponto P,(z,) usamos z — z, = —%(Z — Z,) e para determinar a reta
perpendicular a : @z + az + f = 0 passando pelo ponto Py(z,) usamos z — z, = g(z -
Zp).

SOLUCAO DO PROBLEMA INICIAL 7:

Pela proposicdo 11 temos: A reta que passa por Py(z,) e é paralelaar:az+az+ =0
é

Z—Zy = — g (Z — z,) e areta perpendicular é z — z, = g(z — Z). Assim:

a) Sendo A(2,—5) lugar geométrico do numero complexo z, = 2 — 5ie a = (1 — i) entéo

a 1+
Z—ZO=—E(Z_—ZO):Z—(2—SL')=—1_1,

[(Zz—-(2+50)]

=>1-Dz-Q2-=-5)]=-A+)D[EZ-2+5)]=>A+Dz+(1-i)z+6=0

Portanto a retatem equacdo (1 +i)z+ (1 —i)z+ 6 = 0.
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b) Usando z, = 2 —5iea = (3 —i) entéo

Z_Zo:g(z_—fo)=>Z—(2—5i)=%[(2—(2+5i)]

>0CB-Dz-2-5)]=@+)[EZ-2+5)]=>B+i)z—(3—-i)z—34i=0
Portanto a reta tem equagdo (3 + i)z — (3 —i)z — 34i = 0.
ATIVIDADES:

23) Qual é a equacdo da reta, no plano complexo, que passa pelo ponto P(1,1) e é
paralela a reta de equacdo t: (2 + 5i)z + (2 — 5i)z+i = 0.

24) Determine, no plano complexo, a equacdo da reta perpendicular a r: (2 + 2i)z +
(2 —2i)z+ 5 = 0 que passa pelo ponto M(1,2).

25) No plano complexo, qual é a equagdo da reta que passa pelo ponto A(1,1) e é
perpendicular aretay = —2x + 1.

26) No plano complexo, qual é a equagdo da reta que passa pelo ponto A(2,1) e é

perpendicular a reta que passa pelos pontos P(0,0) e Q(2,3).

3.2.3 Angulo formado por duas retas.
PROBLEMA INICIAL 8: Calcular o angulo agudo formado pelas retas cartesianas
r3x—y+5=0es:2x+y+3=0.

TEORIA:

Proposi¢do 12: Sejam as retas r: @z + az+ =0 e reta s: bZ+ bz + f = 0 ndo

perpendiculares. O angulo formado entre elas é

ab —ab

tgo = |22—%2
9= lab+ab’

Demonstracao:

Da geometria plana temos que o coeficiente angular entre duas retas é

m, —m
tg o = r s

1+m,mg
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. a+a . b+b . . o .
Da proposicao 6, m, = _ﬁl emg = _ﬁl’ substituindo na equacao anterior e

manipulando algebricamente

(-2 - (-222)

tg 6 = _ ab—ab ab—ab
gv= 1+(_a+a.)< b+b> “|"ab+ab'| |ab+ab
a—a')\"b—b
SOLUCAO DO PROBLEMA INICIAL 8:
PelaproposigéoG:a=A_TBi,assim,a=A_TBi=3T”eb=A‘TBi=§

Agora, pela proposicéo 12

B+i).2+i)—3B-10).2-1)

9_(15—(,719._ 2 )
99 = azsmbl“ (3+i).(2+i)J2r(3—i).(2—i)‘
g — (3+l)(2+l)—(3—l)(2—1) 101
M= G e D+G-D.c=D" " |10’

Como tg 6 = 1 entdo 6 = 45°.

Comentario: Esta forma de determinar o angulo formado por duas retas no plano complexo

é similar a utilizada no plano cartesiano.
ATIVIDADES:

27) Qual é a tangente do angulo formado pelas retas 3x +2y +2=0¢e —x + 2y +
5=07?
28) Conduza por P(0,0) as retas que formam um angulo 6 = % comr:6x +2y—3=

0.

3.2.4 Projecao ortogonal de um ponto sobre uma reta e distancia entre ponto e reta.
PROBLEMA INICIAL 9: Calcule a distancia do ponto P(2,—3) areta t:3x —4y + 2 =
0.

TEORIA:

Proposicao 13: Sejaaretar:@z+ az + f = 0 e o0 ponto Py(z,). A projecdo ortogonal de

P, sobre a reta r € 0 ponto z de coordenadas:
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CIZO - aZO - ﬁ
2a

Demonstracao:

Pela observagéo da Proposi¢cdo 11 sabemos que a equagéo da reta que passa por P, e
é perpendicular a r é z —z, = Z(z‘ — Z,). Portanto o ponto procurado é a solucdo do

a, - -
_ZOZE(Z_ZO)

sistema {Z )
az+az+ =0

-az-f

Da segunda equacdo temos az+az+f =0=>2z = — Substituindo na primeira

obtemos z — z, =g(_ai_ﬁ—z_o) =7z — 2, =E(M)=>a(z—zo) =—az—f§ —
a a a a
&ZO=oaz=—az—,8—&z_0+azo:2az=—ﬁ—&20+azoﬁz=w, como

afirmado.

Proposicéo 14: Sejaaretar: @z + az+ = 0 e 0 ponto Py(z,). A distancia entre P, € a

reta r é igual a

g |z, + azy + B
2V aa

Demonstracao:

Pela Proposicdo 12 sabemos que a projecdo ortogonal de Py(z,) é z = 2z0-0Z—f

2a

Calculando o modulo entre Py(z,) e z obtemos:

azyg— azy — P azg— azy— P — 2az,
d=|z- Z0| = —Zy| = =
2a 2a
|—azo—&ZO—B| _ |—azo—§20—ﬁ| _ |C(Zo+&20+ﬁ| _ |C(ZO+C_ZZO+B|.
2a - [2a| - 2|a| T 2Vaam

Observe que se a =a + bi, entdo vaa& = +/(a + bi).(a — bi) = Va2 — b2i2 =
va? + b? = |a|.

SOLUCAO DO PROBLEMA INICIAL 9:

Usando a proposicao 6 temos que a = A_ZBi = 3+T4i ef =2




72

Pela proposicéo 14:

@7y + azg + Bl |(3_24i)(2+3i)+(3-;4i)(2—3i)+2| 20
d= Aade = =[5 =4
2aa 5 \/(3+41)(3—41) 5
: 2 2

Comentario: Aqui novamente a maneira de calcular a distancia pouco difere da forma usual

quando consideramos as equacdes e pontos no plano cartesiano.
ATIVIDADES:

29) Calcule a distancia do ponto P(1,—3) aretat:2x + 6y —1 = 0.

30) Determine a distancia entre o ponto (—2,3) e 0 eixo das ordenadas.

31) Calcule a distancia da origem a reta : ax + by + vVa? + b2 = 0.

32) Calcule o comprimento da altura AH, do tridngulo de vértices A(—3,0),B(0,0) e
C(6,8).

3.3 Triangulos

3.3.1 Semelhanca de triangulos e triangulos equilateros.
Na Geometria Elementar, os tridngulos sdo as pecas basicas e 0s conceitos
fundamentais séo a semelhanca de tridngulos e a congruéncia. Vamos abordar a semelhanca

de triangulos. Observe o problema proposto a seguir:

PROBLEMA INICIAL 10: Considere os triangulo ABC tal que A(1,1),B(3,2) e C(2,5).

Os triangulos a seguir séo semelhantes a ABC?
a) ADEF onde D(3,—2),E(1,—1),F(2,-5).

b) AGHI onde G(13,—1),H(11,-2),1(12,-5).
TEORIA:

Dois triangulos sdo semelhantes quando for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de maneira que os angulos correspondentes

sejam iguais e os lados correspondentes sejam proporcionais.

Observe na figura que dois triangulos podem ser semelhantes tendo a mesma

orienta¢éo ou tendo a orientagdo oposta.
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B B2

Figura 39: Triangulos semelhantes.

Os triangulos ABC e A1B1C1 sao semelhantes e possuem a mesma orientacédo, que é
no sentido anti-horério ou positiva; Ja os triangulos ABC e A2B2C2 s&o semelhantes mas
ndo possuem a mesma orienta¢do, pois o triangulo A2B2C?2 estd orientado no sentido

horério ou negativa.

Sejam seis pontos no plano complexo: zj,z,,z5, Wy, w,, ws. Dizemos que 0s
triangulos z;, z,,z3 € wy, w,, wy sdo semelhantes se o angulo A, € igual ao angulo wy,
k € {1,2,3}.

Proposicdo 15: Os triangulos z;, z,, z3 € w;, w,, w3 Sd0 semelhantes com a mesma
orientacdo, (denotamos por Az, z,, z3~Aw;, w,, w3), Se e somente se

Zy =21 W — W,

Z3 — 27 W3 — W,

zz w; 1
Que é equivalentea |z, w,; 1|=0
zz wz 1

Demonstracao:

Dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se, (caso LAL) as razbes entre as
medidas de dois pares de lados correspondentes séo iguais e 0s angulos entre estes lados séo

iguais (incluindo a orientacdo). Portanto temos que Az, z,, z3~Aw,, w,, w3 Se e somente se

d(z,2;) _ d(wyw,)
d(z,23) B d(wyws)

€ 232127 = W3WiW,

d(z,12) d(wiwsy) |z —24] [wy—wq | — Zy—2Z
12— 12 2L =2 L o 73712, =S WiWW, & arg 2—=
d(z1z3)  d(wyiws) lz3—21]  |wz—wq]| Z3—271

Isto &

arg =2, Portanto obtemos 22— = 22~ 1

W3—Wq Z3—2Z1 w3 —W1.
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Quanto a equivaléncia, aplicando as propriedades do determinante:

Z1 Wq 1 Z1 w4
Zz WZ 1 = Z2 - Zl W2 -
zz wy 1 Z3 —Z1 W3z —

=(zz—z) )Wz —wy) —(z3—z )W, —wy) =0

& (2, — z1) Wz —wy) = (23 — 21) (W — wy)

Zy; —Z1; W —WwW;
= =

Z3 — 27 W3 — Wy

Proposicdo 16: Os triangulos z;,z,,z3 € w;,w,, w3 Sd0 semelhantes com orientagédo

inversa, (denotamos por Az, z,, Zz~ e AWy, Wy, W3), S € Somente se

Z =2y Wy — W

Z3—27z1 W3z3—W;

zy wy 1
Que é equivalentea [z, w, 1[=0
zz wz 1

Demonstracao:

Seja P, o lugar geométrico do niimero complexo z. O
conjugado de z  digamos P’y  corresponde,
geometricamente, a reflexdo deste ponto em relacdo ao
eixo x. Portanto, a reflexdo dos pontos w;,w,, ws em
torno do eixo x marca 0s pontos wy,w,, w;. Os
triangulos wy, w,, w3 € w;, w,, w5 sdo semelhantes, mas
possuem orientacéo oposta, logo,
Azy, z,, Z3~AW,, W,, W5 € pOSSUemM a mesma orientacéo.

Segue da proposicao 15 que

Zy =71 Wy —W

Z3—2Z; W3 —W;

Que € equivalente a

Y

.lLl — - |

~
.

w03

Figura 40: Reflexdo de um triangulo.
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zy w; 1
Zy Wz 1| = 0 u
zz wz 1

Dando continuidade a parte tedrica vamos estudar o triangulo equilatero.

Um tridngulo equilétero possui todos os lados congruentes, ou seja, iguais, e também

é equiangulo: todos os seus angulos internos sdo congruentes (medem 60°).

Proposicdo 17: Suponha que z;, z,, z5 Sd0 as coordenadas dos vertices do triangulo A;A,A;.

As seguintes sentengas séo equivalentes:

(1) A;A,A5 é um tridngulo equilatero;

() |21 — 23| = |25 — 23| = |23 — 74|;
Z1 Zp 1

@)|z2 zz 1|=0
zz z7 1

Zp—Z1 _ Z3—Z1
( )23—22 - Z1—2Zy

(5) z2 + z2 + 22 = 212, + 2,75 + 2374
(6) (z; + wzy + w?z3)(z; + W%z, + wz3) = 0 onde w = cos 2?71 + isen 2?”

Demonstracao:

(1) & (2) Temos que um triangulo equilatero possui seus lados com a mesma medida, logo,
d(A147) = d(A43) = d(A34,) © |21 — 25| = |2, — 23| = |75 — 74|

(1) & (3) O tridngulo A;A,A; é equilatero se e somente se A,A4,Azé semelhante, com a

z; Z, 1
mesma orientagdo a A,A;A;. Pela proposicdo 15 decorre que |z, z3 1 =0.
zz z7 1

(3) & (4) Pela proposicao 15 decorre que

z; Z, 1

Zy —Zy Z3— 11
Zz Z3 1 :O<:> =

Za — Z Z1— Z
zs oz 1 3 2 1 2

(4) < (5) Manipulando algebricamente temos


http://pt.wikipedia.org/wiki/Congru%C3%AAncia_(geometria)
http://pt.wikipedia.org/wiki/Equi%C3%A2ngulo

76

Zy; —Z1 23— 71
= =((z,—2z)(2,—2,) = (22— 21)(25 — z
Zs—2, z,—2, (2, 1)(z4 2) = (23 1)(z3 2)

& 2,2, — 25 — 72+ 292y = 2% — 232, — 2,23 + 2,2,
S 7,71 + 212y + 2325 + 2123 — 212y = Z5 + z2 + Z7
S 712y + 2323 + 737, = 25 + 7% + z7
(5) & (6) Manipulando algebricamente
Z1Zy + ZpZ3 + 232 = 25 + 22 + 22 & 712y + 2,23 + 732, — 25 —z2 — 22 =0

S (21 + wzy + w?23) (21 + W22z, + wWz3) =0

& (21 + wzy + w?z3) = 0 ou (21 + W%z, + wz3) =0

zz 1 1 zz 1 1
Sz w1l =00ulz, w? 1]1=0
zz w? 1 zz w1

Para compreender observe o tridngulo equilatero Alww?.

Rotacionando z = 1 + 0i por 2?” obtemos o ponto w, e posteriormente rotacionando w por

Y

2?” obtemos w2. (veja rotagdo de um ponto).

w — ~

. 2T . 2T
Assim, w =cos —~+isen —~ e w? =

41T . 41T
coS ? + isen ?

E pela proposicdo 14 e 15 temos

zz 1 1 zz 1 1

z; w 1l=0o0ufz, w? 1|/=0

zz w? 1 zz w1

OBS: w? +w + 1 = 0. Verifique! Figura 41: Triangulo equilatero 1wwz?

SOLUCAO DO PROBLEMA INICIAL 10:

Para resolver este problema utilizaremos a proposi¢éo 15 ou entdo a proposi¢ao 16:
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a) Sejam A,B,C,D,E,F, lugares geométricos dos nimeros complexos z;, z,, Z3, Wy, W,, W

respectivamente.

22—21_WZ—W1:>(3+2i)—(1+i)_(3—2i)—(1—i):> 240 2-i
Z3—2, Ws—w;  (2+5) -1+ Q-5)-(1—-i) 1+4i 1—4i

Pela proposicao 16, Azy, z3, Z3~ e, AWy, Wo, W3, POIS

Zy— 271 Wy — W

Z3 — 71 B W3 — Wy
b) Sejam A,B,C,D,E, F, lugares geométricos dos nimeros complexos zy, z,, z3, Wy, W,, W

respectivamente.

ZZ—Zl_WZ—Wl:>(3+2i)—(1+i)_(11—2i)—(13—i):> 240 —2-1i
Z3—2, Ws—w;  (2+5)—-(1+i) (12-5)—-(13-i) 1+4i —1-—4i

Pela proposicéo 15, Az,, z,, z3~Aw;, Wy, wg, POIS

Zy =21 Wy — W,

Z3 — 27 W3 — W,

Comentério: No ensino médio geralmente ndo é abordado o assunto de semelhanca de
triangulos através da geometria analitica. A semelhanca geralmente € abordada no ensino
fundamental usando medidas dos lados e dos angulos dos triangulos a serem comparados. O

mesmo ocorre no caso dos triangulos equilateros.
ATIVIDADES:

33) Os triangulos AABC, onde A(1,—-1),B(4,1),C(2,2), e ADEF, com
D(1,—-1),E(10,5), F (4,8), sdo semelhantes?

34) Determine o valor de x para que os tridangulos AABC e e ADEF sejam semelhantes.
A(7,-2),B(10,-2),C(9,—1),D(-7,—2),E(—13,-2),F(x,0).

5 V75

35) O triangulo AABC, onde A(0,0),B(1,0),C (Toﬁ) é equilatero?

3.3.2 Area de um triangulo e area de um poligono convexo.
PROBLEMA INICIAL 11: Determine a area do triangulo cujos vértices sdo
A(4,1),B(-2,3) e €(0,—6).
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Teorema 5: A area do triangulo A, A, A5 cujos vértices possuem coordenadas z, z,z5 € igual

ao valor absoluto do nimero

Demonstracio:

i [#1 Z
=z Z;
4 _

Z3z Z3

Sejam (x1,v1), (x3,¥2) € (x3,¥3) as coordenadas cartesianas do vértice de um triangulo

qualquer, entdo a area deste triangulo sera o valor absoluto dado por

) Xy y1 1
Area==|x, y, 1
x3 ys3 1
.. . ~ . +Z . -z
Definido z; = x; + y,i entdo x; = z; — y1i = x; = lezl e —y =2 —x; >y = %,
) +Zz -z +Z -z
e de modo andlogo x, = 22 ey, =222 y, =B B e, 55
2 21 2 21
Aplicando as propriedades dos determinantes temos:
Z1+2zy 71— 7 1
2_ 21_ Zl+Zl Zl_Zl 1
, 1z,+2z, z,— 2, 1 _ _
Areazz - l==l22+2, z2—2, 1
2 20 LZ3+Z3 Z3—Z3 1
Z3+Z3 Z3— Z3 1
2 20
1 Zl+Zl+Zl_Zl Zl_Z_l 1 1 221 Zl_Zl 1
:§ZZ+ZZ_Z2_ZZ ZZ_Z_Z 1 - - 222 ZZ_ZZ 1
lZ3+Z3_Z3_23 Z3_Z3 1 lZZ3 Z3_Z3 1
1 Zl Zl - Zl + Zl 1 1 Zl Zl - Zl + Zl 1 Zl _Zl 1
=4— Zy Z2_22+Zz 1 —4— Zy Z2_22+Z2 1 —4— Zy _ZZ 1
t Z3 Z3 - Z_3 + Z3 1 L Z3 Z3 - 23 + Z3 1 t Z3 _23 1
1A z; 1 i |71 z; 1
=——l|z, z, 1ll=-lz, Zz, 1| m
|2 % A
Zz Zz 1 zz zz 1

Corolario: A area de um triangulo diretamente orientado A;A,A; cujos Vvértices tem

coordenadas z; z, z3 €
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p 1
Area (A1A2A3) = Elm(ZIZZ + Zng + Z3Z1)

onde Im € a parte imaginaria do nimero complexo obtido.

Caso o triangulo esteja negativamente orientado, entdo consideramos sua area em modulo.

Demonstracao:

Calculando o determinante da matriz do teorema 5 temos

i |71 z; 1
Area (A1A545) = 12 % 1
zz zz 1

i
= — (212 + 223 + 232y — 2125 — Zp23 — Z3Z1)

4

L. _ _ _ _ _ _
= I (212, + 2325 + 237 — (212, + 2,25 + 732,) ]

i

[
- Z [Zl Im(le_z + Z223 + Z3Z_1)] == Z [_Zl Im(ZIZZ + 22Z3 + 2321)]

1
= Elm(z_lzz + Z_ZZ3 + 2_321) |

Teorema 6: A area do poligono convexo diretamente orientado A;4, ...A,, n € N cujos

vértices tem coordenadas z; z, ...z, é

, 1
Area(AlAz An) = Elm(zlzz + 2223 + -+ Zn_lzn + anl)

Caso o poligono esteja negativamente orientado, entdo consideramos sua area em maodulo.

Demonstracaio:

Usando o principio da indugdo finita temos:
i) Paran = 3 é verdadeiro, como provado no corolario anterior.
i) Suponha que a afirmativa é verdadeira para algum n = k.

i) Paran = k + 1 temos:

Area(A,A, ... A Aps1) = Area(A A, ... Ay) + Area(AAArs1)
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1 1
= Elm(21Z2 + ZZZ3 + -+ Zkzl) + Elm(flzk + Zka+1 + Zk+1Z1)

1
= Elm(z_lzz + Z_ZZ3 + -+ Zkzl + Z_lzk + Zka+1 + Z_k+121)

1
= Elm(21Z2 + ZZZ3 + -+ Zka+1 + Zk+1Z1) + Elm(zkzl + lek)

= Elm(Z:LZZ + ZZZ3 + -+ Zkzk+1 + Zk+121) |

Pois Im(zyz, + Z12) = 0.
Observe que podemos usar o teorema 6 para determinar a colinearidade de pontos:
Corolario: Os pontos A4, ... A, de coordenadas z, z, ...z, s&o colineares se

Im(z,zy + Zyz3 + -+ Zp_12p + Zpz,) =0

Demonstracao:

Suponha, por absurdo, que 0 ponto z; ndo esteja alinhado com os demais pontos, mas

Im(lez + 2_223 + -+ Z_n_lzn + anl) = 0
assim,
Area(4,4, ... 4,) =
Area(Al ...Aj_l) + Area(Aj_lAjAj+1) +z4rea(Aj+1 ...An)
Como 4; ...Aj_; e Aj;1 ... Ay sdo alinhados, entdo sua area é zero, logo
, , 1 _ _ _
Area(AlAz An) = Area(Aj_lAjAj+1) = E Im(Zj_1Zj + Zij+1 + Zj+1Zj_1) #0
(=" Im(Z_j_1Zj + Zij+1 + Zj+1Zj—1) 0

O que € um absurdo. Segue que o ponto z; esta alinhado com os demais pontos.
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SOLUC}AO DO PROBLEMA INICIAL 11:
Sejam A, B, C lugares geométricos dos complexos z;, z,, z,, pelo corolario do Teorema 5

temos:

. 1
AT'ea (A1A2A3) = Elm(zlzz + 2223 + 2321)
. 1
Area (A14,45) = Elm[(4 —D)(2+3)+(—2-30D)0—-6i)+ 0+ 6i)(4+1D)]

. 1
Area (A1A,45) = Elm(—29 + 50i) = 25

Portanto a area do triangulo é de 25 unidades quadradas.

Comentaério: Esta férmula pode ser estendida para o célculo da area de poligonos convexos

com n lados.
ATIVIDADES:

36) Calcule a area do triangulo cujos vértices sdo A(2,3),B(1,5) e €(0,0).

37) Determine a area do quadrilatero ABCD, dados A(0,0), B(4,—2),C(6,8) e D(0,4).

38) Calcule a area do pentagono ABCDE, dados A(2,1),B(2,0),€(0,—4),D(—2,1) e
E(0,4).

39) Determine y de modo que o tridngulo de vértices A(1,4),B(4,1) e C(0,y) tenha

area 6.

3.3.3 Baricentro, Ortocentro e Circuncentro .
PROBLEMA INICIAL 12: Determine as coordenadas do baricentro do triangulo cujas
coordenadas dos vertices sdo A(0,0), B(3,5) e €(4,8).

TEORIA:

Proposicao 18: As trés medianas de um triangulo qualquer se encontram em um Unico

ponto. Esse ponto é chamado de baricentro. A coordenada do baricentro é

Z1+ 2z, + 23
=T

onde z,, z,, z3 S40 0S Vértices do tridngulo.
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Demonstracao:

Inicialmente vamos demonstrar que as

trés retas se intersectam em um ponto.
. 21
Da geometria plana temos que duas

Figura 42: Baricentro de um triangulo.

retas concorrentes se intersectam em

um ponto, logo, precisamos mostrar que este ponto pertence a terceira reta:

Considere o triangulo de Vértices z,, z,, z3 . A reta suporte da mediana relativa ao lado z,z5

2tZ3

¢ a reta que passa por z; e pelo ponto médio (zm =2 > ) do segmento z,z5.

Pela proposicao 7 esta reta tem equacéo

P7A PTG 2)7— B — 2)2+ 21— 2mZ = 0
— >\Z,, — 2Z21)Z—\Z,, —Z1)Z Z41 2y — ZapnZq4 =
Zm_Zl Zm_zl m 1 m 1 14m m41

Zo+ Z Zo+ Z Zo+ Z Zo+ Z
@(22 3_ZI)Z__<22 3—21>Z+2 321_2 3ZI=O(I)

2 2

E de modo analogo temos que as outras duas medianas sao

Z1+ Z Z1+ Z Z1+ Z Z1+ Z
(12 3_22)2__<12 3_22>Z+12 322_12 322:0(11)

Z1+ Z Z1+ Z Z1+ Z Z1+ Z
(12 2_Z3>2_<12 Z_Z_3>Z+12 223_12 223:0(111)

Agora fazendo a combinacédo linear de quaisquer duas equacgdes obtemos a terceira. Observe

a combinacdo linear da equacdo | e 1, os outros dois casos sao analogos:

Fazendo I + II obtemos:

Zy + Z3 _ Z, +2z3 _ Zy + z3 Zy; + 23 _ Z1 + z3 3
—z1|z— > —Z1|z+ Zy — zZ, + > —2Z)Zz

2

_(zl+z3 _>Z+Zl+Z3 Zy+ 25 _
2

Zy + Z3 — 2Z1 _ Zy + Z3 — 2Z1 2221 + Z_3Z1 Zzz_l + 2321
- (—> Z- 2+

2 2 2 - 2
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2 2 B B

Zq + Z3 — 2Z2 _ Z1 + Z3 — 2Z2 lez + Z3Z2 lez + 2322
NESE e

_ZZ - Zl + 2Z3 _ _ZZ - Z1 + 2Z3 Zng - Z3Zl + 2322 - 2322
= ( > )z — > z+ =0

Z, + Z Zy+z Z1+z Z,+Zz
3—(22 1_Z3)Z+<22 1_Z3>Z+1 223_ z 12320

Zz+Z1 _ Zz+Z1 _ Zz+21 Zl+Z2_
ﬁ( 2 —Z3)Z_ 2 _Z3 Z+ 2 Z3_ 2 23=0

Portanto o ponto de interseccdo entre | e Ill pertence a Il, logo, as trés retas se
intersectam em um ponto.
Para determinar o ponto de intersecdo entre as retas utilizamos a proposicao 10:

Sejam as retas (I) e (II) escritas na forma paramétrica (para qualquer outra
combinacdo a resolugdo € analoga):

Zy +z
Z(I)=(1—t)Z1+t<22 3)
Zp = 21 + 25\’ teR
Z(II)=(1_t)Z2+t( 2 >

Z, +z z1+z
(1—t)z1+t( 22 3)=(1—t)zz+t< 12 3)
& 271 — 2tzy +tzy +tz3 — 22, + 2tz —tz; —tz3 =0

(=4 2Z1 - 2Z2 - 3tZ§ + 3tZ2 =0

St==
3

Assim

2 2 (7Z)+ Z3 Z1 ZoptzZz3 z1+2Z,+ 73
w=(1-3)a+5(757)- -

3\ 2 /)37 3 T 3

Proposicao 19: trés alturas de um tridngulo qualquer se encontram em um Unico ponto. Esse
ponto é chamado de ortocentro do tridngulo.

Demonstracao:
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Inicialmente vamos demonstrar que as trés retas se
intersectam em um ponto. Da geometria plana temos
que duas retas concorrentes se intersectam em um
ponto, logo, precisamos mostrar que este ponto

pertence a terceira reta:

Seja o triangulo de Vvértices z4, z,, z5 .

Figura 43: Ortocentro do triangulo.

Pela proposicdo 8 a as equac0es das retas z,z,, z,z5 €

7123 S80, respectivamente:
(22 —21)Z — (2, — 21)2 + 212, — 2,7, = 0
(23 — 23)Z — (Z3 — Z3)2 + 2,73 — 232, = 0
(23 —21)Z — (Z3 — Z)z + 7173 — 237, = 0

Pela observacdo da proposicdo 11 as equacdes das reta que passam por z; Zz, ¢ Z3 €

perpendiculares, respectivamente, as retas z,z5 , z;23 € z,Z, Sa0:
(Z3-2)(z—2z) =—(23—2)(Z—-Z) (I)
Z3—71)(z—2y) = —(25—2z1)(Z—Z,) (D)
(Z, —71)(z—23) = —(2,—z1)(Z—Z3) (II])

Agora fazendo a combinacéo linear de quaisquer duas equagdes obtemos a terceira. Observe

a combinacdo linear da equacdo I e 1, os outros dois casos sao analogos:
Fazendo I — II obtemos:
(Z3—2)(z—2z)+ (23— 2)(Z—2) — (23— 2)(2—2) — (23— 2)(Z—Z,) =0

= (23— 2)2— (23— 23)z1 + (23 — 23)Z — (23 — 23)Z1 — (Z3 — Z1)z + (Z3 — Z1) 7,

—(z3—21)2+ (23— 21)Z, =0
= (_ZZ + Zl)Z - (_ZZ + Zl)Z - (_Zl + Z2)Z3 + (_Zl + 22)23 =0

= (2, —71)(z— 2z3) = —(2, — 21)(Z — Z3)
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Portanto o ponto de intersecgcdo entre | e Il pertence a Ill, logo, as trés retas se

intersectam em um ponto.

Proposicao 20: As trés mediatrizes de um triangulo qualquer se encontram em um unico

ponto. Esse ponto é chamado de circuncentro do triangulo.

Demonstracao:

Inicialmente vamos demonstrar que as trés retas se Z3

intersectam em um ponto. Da geometria plana temos ///

que duas retas concorrentes se intersectam em um - \\

ponto, logo, precisamos mostrar que este ponto // 6\ Q

pertence a terceira reta: .4/:/ \\‘
L 1

Seja o triangulo de vértices z;, z,, z5 .
Figura 44: Circuncentro do triangulo.
Pela proposicéo 8 a as equacdes das retas z;z,, z,z5 e

7125 SA0, respectivamente:
(z2 —21)Z2 — (Z; — Z)z + 717, — 2,7, = 0
(23 — 23)Z — (Z3 — Z3)Z + 7,73 — 732, = 0

(23— 21)Z— (23— 21)Z + 2123 — 232, = 0

O ponto médio dos lados z;z,, z,z5 € z;z5 Sd0, respectivamente:

_ Z1+Zy _ Z2+Z3 _ Zl+Z3
Zm1 = 2 1Zm2 = 2 € Zmz = 2

Pela observacdo da proposi¢do 11 a equacdo da reta que passam por z,,,, perpendicular a

reta z,z, €:

(Z, —21)(Z2 — zm1) = (22 — 21)(Z — Zpp1)

z1+ z, z1+ 2z,

= (Z2;—2)z+ (2, —21)Z = (2, — Z1) > + (2, — 71) >

ZzZl + ZzZz - lel - lez + ZzZl + Zzzz - lel - lez
2

= (Z,—7Z)z+ (z,—2z)Z =

27572y — 27174

=22, —21)z+ (2, —z1)Z = >
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= (2, -2z + (2, —2)Z = |z — |z [* (D)
Pois zz = |z|?.
E de modo analogo temos
(Z3 — 22)z + (23 — 22)Z = |z3]* — | 2,|? (D
(Z3 — 2z + (23 — 21)Z = |23]* — |4 |? (1)

Agora fazendo a combinagéo linear de quaisquer duas equacfes obtemos a terceira.

Observe a combinacdo linear da equacdo | e 11, os outros dois casos sdo analogos:
Fazendo I + II obtemos:
(Z; = Z)z+ (23— 2)Z — |2|* + 211 + (Z3 — Z)z + (23 — 22)Z — |z3]* + |2, = 0
= (23— Z1)z + (23 — 2)Z = |z3]* — |z,]?

Portanto o ponto de interseccédo entre | e Il pertence a lIll, logo, as trés retas se

intersectam em um ponto.
SOLUCAO DO PROBLEMA INICIAL 12:

Considerando A4,B,C lugares geométricos dos ndmeros complexos zi,z,,z; € pela

proposicdo 18 temos

Z1+Z2 +Z3
=TT

0+ (3+5)+(4+80)  7+13i
B 3 -3

Zp

Portando as coordenados do baricentro do triangulo ABC séo (g ?)

Comentaério: A formula utilizada para calcular o baricentro no plano complexo é idéntica a
formula utilizada no plano cartesiano. O diferencial esta no fato de desenvolver o conteido

utilizando nameros complexos.
ATIVIDADES:

40) Determine as coordenadas do baricentro de um triangulo, cujos vértices sdo:
a) A(2,4),B(6,3) e C(7,—13)
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b) A(1,—3),B(—4,7) e C(—6,8)
¢) A(3,—10), B(—1,8) e C(7,—4)

3.4 Circunferéncias

3.4.1 Equagcao da circunferéncia.
PROBLEMA INICIAL 13: Determine a equacdo da circunferéncia, no plano complexo,
sabendo que C(3,5)er =7.

TEORIA:

Proposicao 21: A equacdo da circunferéncia no plano complexo é zz + az + az+ f = 0,
ondeax e CepB eR.

Demonstracao:

A equacdo de uma circunferéncia no plano cartesiano é x? +y%2 + mx +ny +p =0,

2 2
mnp €R p <

+Z —7 .. ~ . ~ . .
Tomando x = =Zey = % e substituindo na equaco da circunferéncia no plano cartesiano

22422742 z%-2z7+7% z4Z
m—+
4 —4 2

obtemos (%2)2+(22;f)2+m%2+n%2+p=0=>

n%i+p:0:>4%i +m%z+n%z+p:0:>zz +m%z+n%z+19=0- Que pode

ser reescrito como

B m—ni _—m+ni
zZ +z > +z > +p=0.

m—-ni
2

Fazendo a = € Cef =p € R obtemos

zZ +az+az+=0. m

. O raio da circunferénciaé r = ™ +™ —p = /a5 —F. ool
OBS: O raio da circunferéncia é r = Tt P =4aa B, pois

m-—ni m+ni m?+n?
2 2 4

aax =
Entdo a equacéo é equivalente a (z + a)(z + @) = r2.

_ m+ni ~ . A . .
Tomando Yy =—a=— T da equacao da circunferéncia com centro em Yy eraijor se torna
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Z-Pz-y)=r?
SOLUGAO DO PROBLEMA INICIAL 13:

Considerando € como lugar geométrico do complexo y e utilizando a proposi¢cao
21:

C-7Pz-y)=r?=>[z2—3B-3)][z— B +3i)] =72
=>ZZ—(3+5i)Z—(3—5i)Z+9+15i—15i—25i2—49=0
=2zZ7—(3-5)z—(B3+5)z—15=0

Comentério: Esta forma de determinar a equagdo da circunferéncia pouco difere da forma
ensinada aos alunos do ensino médio. Sua utilizagdo se justifica pelo fato de desenvolver o
conteddo sobre nimeros complexos com uma metodologia mais dinamica do que da forma

que usualmente é feita.
ATIVIDADES:

41) Qual é a equacdo da circunferéncia, no plano complexo, de centro C(2,—1) que
passa por P(3,3)?

42) Represente a equacdo da circunferéncia &6:x* +y*> —2x — 2y —7 = 0 no plano
complexo.

43) Ache as coordenadas do centro e o raio da circunferéncia & cuja equacdo €
2zZ2—(-2—-i)z—(—2+i)z—1=0.

44) Um quadrado tem veértices consecutivos A(3,3) e B(4,2). Determine a equagéo da

circunferéncia circunscrita ao quadrado.

3.4.2 Angulo formado entre duas circunferéncias.
Sejam duas circunferéncias que se interceptam em um ponto P, o angulo 6 entre duas

circunferéncias € o angulo determinado pelas tangentes as circunferéncias passando por P.
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Figura 45: Angulo entre duas circunferéncias. Figura 46: Circunferéncias ortogonais.

Quando as tangentes r e s, respectivas as circunferéncias em um ponto P, formam um

angulo reto entre si, dizemos que as circunferéncias sdo ortogonais.

PROBLEMA INICIAL 14: Qual é o angulo formado entre as circunferéncias € de C(3,2) e
r=2ecdeC(4—-1)er=6.

TEORIA:

Proposicdo 22: Seja 8 o angulo formado entre as circunferéncias de equagdes zz + a,z +
&12 + ﬁl =0 e zz+ a,z + a2Z_+ ﬁz = O, aq,ay eC e ,81”82 € R, de raIOS r,

respectivamente, secantes, entdo é valida a formula:

p1+ B2 — (a0 + ayaz)

cos 0 =

211,

Figura 47: Angulo entre circunferéncias.

Demonstracao:

Seja P o ponto comum entre as cirunferéncias e sejam 0,(—a;) e 0,(—a&,) 0s centros das

circunferéncias. O angulo 6 é igual a 0, PO, ou ™ — 0,P0O,, logo,

i + 75— (0,0,)? _
2,

cosf = |cos 0?\02| =



90

1@y — By + a0y — B — |ay — 672|2
2nr,

10y + A0, — By — B2 — 10y — A0, + a0, + X1,

2111y

f1+ B2 — (1@, + @yaz)
2nr,

ri+1—(0,0,)?

2111y

OBS: A igualdade |cos 0;PO,| =

é obtida pela lei dos cossenos: a? = b% +

c?—2.b.c.cosA,ondea=0,0,,b=7,c=r,e A=06.

Quanto a igualdade 8 = 0,PO0,, observe:

Figura 48: Angulos congruentes na circunferéncia.
Considere os angulos 6 e y, como a tangente forma um angulo reto com o raio da
circunferéncia, entdo 0;PK = 0,PM = 0,PL = 0,PN = 90°, assim, a+6 =8+6 =
B+y=90°=>a=Lel=y.

SOLUCAO DO PROBLEMA INICIAL 14:
Considerando C como lugar geométrico do complexo y e utilizando a proposicao 21:
eZ-P)z-y)=r*=>[z-GB-20)]z— 3+ 2] =22

=272—(3-20)z—-(3+2)z2+9=0

0:E-PNz=1y)=r>=[z— @+ D[z - (4 -] = (V6)°
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=>z27—(4+0)z—(A4—-D7+11=0

Usando a proposicao 22:

B1+ By — (a0, + @1ay) ‘9 +11-[B-20)4—-iD)+B+20)4+1)]
cos O = =
217y 2.2./6
9 ‘20—(12—3i—8i+2i2+12+3i+8i+2i2) ‘20—20
cos 0 = = =
4/6 4/6

Logocos 8 =0 = O == e as circunferéncias ortogonais.
2

Comentario: Este contetdo geralmente ndo é abordado no ensino médio, mas é importante
para desenvolver o raciocinio geométrico do aluno. Sua manipulacdo € simples e demanda

apenas das operacdes com numeros complexos e do conhecimento de trigonometria.
ATIVIDADES:

45) Qual é o angulo formado entre as circunferéncias € de C(2,1) e r =3 e o de
C(7D)er=2.

46) Calcule o angulo formado entre as circunferéncias:
ezz2—2-i)z—2+i)z—4=0e0:2z2—(3+i)z—(3—-i)z+2=0

3.5 Atividades suplementares
47) ABCD é um quadrado. Se A(1,2) e B(2,5), determine as coordenadas de C e D.

48) Sejam ABCD e BNMK dois quadrados que ndo se sobrepdem e seja E 0 ponto
médio de AN. Se o ponto F é o pé da perpendicular partindo de B até a reta CK,

mostre que os pontos E, F, B séo colineares.

49) Sobre os lados AB,BC,CD,DA de um quadrilatero ABCD, exteriormente ao
quadrilatero, construimos quadrados com centros M, N, O, P, respectivamente.
Mostre que MO L NP ed(M,0) = d(N, P).

50) Mostre que se as imagens dos complexos z,w e s sdo 0s vértices de um triangulo

equilatero, entdo z? + w? + s* = zw + ws + sz.
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51) As imagens dos complexos z e w sdo Vértices consecutivos de um hexagono

regular. Determine o afixo do centro do hexagono.

52) Lei dos Cossenos e Lei dos Senos. Demonstre as relacfes a seguir:
a) Lei dos cossenos: Seja ABC um triangulo, entdo é valida a seguinte relagéo:
a?=b*+c*—2.b.c.cos A
b) Lei dos senos: Seja ABC um triangulo, entdo é valida a seguinte relagdo:

a b c

senA senB sen(C

53) PROFMAT - MA13 - Avaliacdo 2 2013/2:
As retas r, s e t sdo paralelas, como mostra a figura abaixo. A distanciaentre r e s é

igual a 3 e a distancia entre s e t é igual a 1. O tridngulo equilatero ABC possuli

vértices A, B e C sobre as retas r, s, e t, respectivamente. Determine o lado do

triangulo ABC.

Figura 49: Retas paralelas - problema 53.

54) PROFMAT - MA13 - Avaliacdo 1 2011:
Dado um paralelogramo ABCD construa no seu exterior os triangulos equilateros

BCE e CDF. Mostre que o triangulo AEF é equilatero.

55) PROFMAT - MA13 - Avaliacdo 1 2012:
Quadrados foram construidos sobre os lados de um paralelogramo como mostra a

figura abaixo. Mostre que 0s centros desses quadrados sdo Vértices de outro

quadrado.
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Figura 50: Exercicio PROFMAT.

56) TEOREMA DE NAPOLEAO"™
Sobre cada lado de um triangulo arbitrario, desenhe um triangulo equilatero (no
exterior). Temos entdo que os baricentros desses trés triangulos equilateros sdo os

veértices de um quarto tridngulo equilatero.

30 resultado acima geralmente é atribuido a Napoledo. E bem conhecido que Napole#o estabeleceu I'Ecole
Polytechnique (1794), que produziu a maioria dos matematicos franceses no inicio do século 19, e gostava de
matematica, especialmente geometria. Contudo, muitas pessoas sdo céticas que Napoledo sabia geometria
suficiente para descobrir esse teorema. Alias, Napoledo Bonaparte € uma das poucas pessoas da histdria
moderna, que sdo conhecidos por seus primeiros nomes. Galileo Galilei (1564-1642) é outro exemplo.



94

CAPITULO 04 - SOLUCOES DAS ATIVIDADES PROPOSTAS

Neste capitulo apresentamos as solucGes detalhadas das atividades propostas ao
longo do Capitulo 3, com o objetivo de auxiliar os professores e alunos que venham a ler

este trabalho.

1. Esta resposta cabe ao leitor decidir, mas é possivel resolver este problema
utilizando a matematica, como veremos na resposta da segunda questao.

2. Resposta extraida de ( [21], P.128).
Qual é a relacdo entre o problema e os numeros complexos? Bem, tudo se baseia
em dois fatos fundamentais:
1) no plano complexo, a diferenca entre dois complexos traduz o vetor com
origem no primeiro ponto e extremidade no segundo; é o que se costuma formular
por: AB=B-A
2) multiplicar um complexo pelo
nimero i (a “unidade imaginaria”) 0
equivale a girad-lo de um angulo reto
positivo.
A figura ilustra a situacdo do problema.

Sendo A a arvore, e P e Q as pedras, 0

tesouro estd no ponto T médio dos P’
pontos P’ e Q’.

Considerando o0s pontos pertencentes ao Figura 51: Esquema da localizaco.
L. Extraido de [1], P.128
plano complexo, ndo importando onde

esteja a origem, tem-se:
_PP+Q P-i(P - A+Q+i(Q-A)
2 2
P+ — P 0
[Pt Q-P
2 2

Observando que PZLQ é 0 ponto meédio de PQ e que

T

Q—-P= Wj, esse resultado ndo s6 demonstra que T

a localizacdo do tesouro independe da posicao Figura 52: Esquema da localizagéio 2.

da &rvore (o pirata era um matematico...), como Extraido de [1], P.128

também permite localiza-lo como o terceiro vértice de um dos triangulos

retangulos isdsceles com hipotenusa PQ.
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a) Sejam os pontos A e B como lugares geometricos dos complexos z; € z,,
temos: d (A,B) = |z; — z,| = |(3+5i) — (-1 -3i)| = |4+ 8i| =V4%2 + 82 =
V80 = V16 X 5 = 4+/5.

b) Sejam os pontos C e D como lugares geométricos dos complexos z; e z,, temos:
d(AB) =z —2,| = |[(=4+2)-@B+3)|= [|-7-il={(=72+(-D?=
V50 = /25 x 2 = 5v/2.

Para determinar o perimetro precisamos primeiramente determinar as distancias
entre AB, AC, e BC. De posse destas mediadas podemos também classificar o
tridangulo quanto aos lados: Sejam os pontos A, B e C lugares geométricos dos

complexos z,, z, e z5. Assim

d(A,B) = |z, — 25| = |3 +1) — (4 — 4i)| = |1 + 5i| = \/(=1)2 + 52 = V26

d(AC) =z, — 25l = |(3+1) — B+3i)| = 10— 2i| =02 + (—-2)2 = V4
=2

d(B,C) = |z, — z3| = |(4 — 4i) — 3+ 3| = [1 - 7i| = /12 + (-=7)2 = V50

d (B, C) = 5V2.

Portanto temos que o tridngulo é escaleno, pois as trés medidas possuem valores

diferentes.

Considerando os pontos A e B como lugares geométricos dos complexos z; € z,,

temos: d (A,B) =1zy —z,| = [[(@—3)+ (b+9)i] —[(a+ 1)+ (b+ Di]| =

|—4 + 8i| = \/(—4)% + 82 = V80 = V16 X 5 = 4/5.

Considerando os pontos B, A e C (para que o ponto A fique no segmento BC)

como lugares geométricos dos complexos z;, z, € zs, temos: |z; —z,| +

|z, — 23| = |21 — 23| = |[(=34+0i) — (2+ 7))+ |(2+7i) — (16 + 51)| =
(=3 + 0i) — (16 + 5i)| = | -5 — 7i| + |-14 + 2i| =
|—18 — 5i|=/(=5)% + (=7)% + /(—=14)% + 22 = \/(—18)2 + (=5)2 =

V74 ++200 =vV349 = V2 x37+V4Xx25%x2=1349> 74+ 10V2 #
v/349. Portanto os pontos n&o s&o colineares.

Sejam os pontos B, A e C (para que o ponto A fique no segmento BC) como
lugares geométricos dos complexos z,, z, € zs, temos: z, —z; = k(zz — z,) =

(=3+80) — (3+5) =k[(4 +yi) — (3+5))] = —6+3i=k[1+ (y—5)i] =
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k=—6ek(y—5) = 3, de onde temos que —6(y —5) =3 => —-6y+30=3=

27 9
Considerando os pontos A, B e C lugares geométricos dos complexos z;, z, € zs,
temos: 7, — 71 = K(z3 —2,) = [(a +3) + (—3a - g) i] —(a—3ai) =
K@ +5) +(—3a—2)i] - [@+3) + (-3a—3)i| = 3-%i=k(2-1i)>
k= g portanto os pontos sdo colineares para todo valor real de a.

Este exercicio é semelhante ao anterior, mas neste caso apenas queremos que 0s
trés pontos ndo sejam colineares. Assim, sejam os pontos A, B e C lugares
geométricos dos complexos z;, z, € zs, temos: z, —z; = k(z3 —z,) = (a—
4)) —(0+ai) =k[(1+2]) —(@a—4i)] = a+ (—4—a)i=k[(1—a) + 6i] =
a=Kk(1—a) e —4—a=6k. Isolando k na segunda equacdo e substituindo na
primeiratemosa=%(1—a):>6a= —4+4a—a—-a*=a’-3a—-4=0
cujas raizes sdo x = 4 e x = —1. Portanto, para que exista o tridngulo devemos ter
x#+4ex#+-—1.

Neste exercicio devemos encontrar dois pontos
no intervalo AB e tal modo que este intervalo

fique dividido em trés partes iguais. Observe

pela figura ao lado que para Z, temos k = —%

e para Z, temos k = —% . Portanto os pontos

procurados séo:

z1-kzp _ (~147D+2(11-80)  2+3i .
Za = 1-k 141 . 3+2i Figura 53: Divisdo de um segmento em
2 2 uma razéo dada.

_zy—kz (=1+7)+2(11-8i)) 21-9i
Tk 1+2 T3
Portanto os pontos procurados tém coordenadas (3,2) e (7, —3).

=7-3i

Inicialmente determinamos z,, € com este resultado determinamos a distancia:

Zm =R 1+1 y At
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Assim, d(AM) = |z, — 74|
=|(4+3)—-0/=V42+32=5

Figura 54: Ponto médio.

a) Inicialmente determinamos dois pontos quaisquer sobre cada reta: sejam A(0,5)
e B(1,8) sobre areta 3x —y+5=0e C(0,—3) e D(1,—5) pontos sobre a reta

2x +y + 3 = 0. Considerando A, B, C e D lugares geométricos dos complexos z,,

_ Z3—Z1 _ 1+8i—(0+5i) 1+3i _
Z3, Z; € Z,, t€MOS que 6 = arg—Z‘L_Zz = arg—l_Si_(0_3i) =arg,—. = arg 1+

. 3 A , . . .
i=0 =T“, neste caso o angulo estd negativamente orientado. Para ficar

.y - 3n T 7 A
positivamente orientado fazemos m — ~ = paueéo angulo procurado.
b) Inicialmente determinamos dois pontos quaisquer sobre cada reta: sejam
A(—1,1) e B(—4,3) sobre a reta 2x+ 3y —1 = 0 e C(0, Z) e D(—1,—%) pontos

sobre a reta 6x — 4y + 5 = 0. Considerando A, B, C e D lugares geométricos dos

Z3—7Zq —4+31—(—1+1)
complexos z;, z3, z, e z,, temos que O =arg—~—=arg————— =
24722 —1—3i—(0+31)

—3+21
6.
—1—11

. 3 A , . .
arg =arg 2i = 7“ neste caso o angulo esta negativamente orientado. Para

ficar positivamente orientado fazemos 2m — 37" = g que é o angulo procurado.
b) Determinamos dois pontos quaisquer sobre cada reta: sejam A(0,0) e B(2,—=5)
sobre a reta 5x + 2y = 0 e C(0, 2) e D(1,— %) pontos sobre a reta 10x + 4y — 7 =

0. Considerando A, B, C e D lugares geometricos dos complexos z,, z3, z, € z,,

=arg8=0, que € O

Z i

temos que 6 =arg—— = - —~ = ar
gZ Zy 1—%1—(0+£1) gl—%

angulo procurado.
Determinamos dois pontos quaisquer sobre cada reta: sejam A(0,—1) e B(2, —4)
sobre a reta 3x+2y+2=0 e C(1,—-2) e D(—1,—3) pontos sobre a reta

—x 4+ 2y + 5 = 0. Considerando A, B, C e D lugares geométricos dos complexos
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- 2—4i—(0—i 2-3i
Z,, Z3, Z, € 1z, temos que e=arg§3 = e ) -
-

- —1-3i-(1-2i) e
-1

+8i . ; ~ ,
. O que interessa neste caso € a tangente, entdo, dos nimeros complexos

arg

8
_ 1 _b_ 5 _
=—— 8 sene———ﬁ—

na forma trigonométrica, cos® =2 = _
g , = V65 p Y5 T V65

w |
&t -

8
sen® s
-1

cos0 —_—

V65

sentido positivamente tan 6 = 8.

Assim tan6 = = —8, no sentido negativamente orientado e no

Considere A, B e C lugares geométricos dos complexos z; = A, z, =B e z; = C.

. _ Zp—Z1 _ (10+1)—(3+0i) _ 7_+i _ (21+k)+(3-7Kk)i
Assim 6 = arg. — = Grk—Grop — 8 g = AT e Usando o
o 21+k V2
—2_ 9+k2 — — o_ V=
fato que cos 6 = = Teacriss — Veoiotaso e sabendo que cos 8 = cos 45 >
9+k2
entio %:%: 2(21 + k) = VZ(V50KZ + 450) = (42 + k)? =

2
(V100k? + 900) = 96k? — 168k — 864 = 0 cujas raizes sio k=4 ou
k=-— % Portanto os valoressdio k = 4 ouk = — %

Sejam A(1,—4), B(0,—7) em r(x) e C(—2,1) e D(1,10) em s(x) lugares

) ~ - —1-3i 1\ 1+3i
geométricos dos complexos zj,z,,zs € z,. entdo 22—t =_""" = (——) - =
Z4—Z3 3+9i1 3/ 1+3i

1 , , ~ ~
—3 Como o resultado € um nOmero real entdo as retas sdo paralelas ou

. . Z3—7Z Z3—Z —-2+8i —3-9i 224141 126—42i
coincidentes. Agora k==-2: =2~ = —: - = :
Z1—Zy Z1—Z4 1+3i 0—-14i 10 196

, logo as

retas sdo paralelas. Para serem coincidentes 0s pontos necessitam ser colineares e
Z3~Z3 Z3~Z4

—= € R'e—=— € R”

Z1—Zy Z1—Z4
Sejam A(1,—%), B(O,%) em r(x) e C(0,—1) e D(—1,7) em s(x) lugares

geométricos dos complexos Z1,Z,73 € Zy. entédo

o
2321 _ 1+ _ (L) ~10+(1+K)i (i) (—=10-8-8K)+(=79+K)i

Z4—73 —1+8i 10 —1+8i  \10 -65

, COMo, para as retas

serem paralelas ou coincidentes o resultado deve ser um ndmero real, entdo
-79+k=0=>k=79.
Sejam A(—1,0), B(1,—10) em r(x) e C(0,—5) e D(—STm,O) em s(x) lugares

Z;-2; _ 2-10i _  4-20i __
= "S5m,_. — L
Z4—Z3 _T+51 —5m+10i

geométricos dos complexos z;,z,,z5 €z,. €entdo



99

(—20m—200)+(—40+100m)i
25m2+100

, como, para as retas serem paralelas ou coincidentes o

. ~ 2
resultado deve ser um numero real, entdo —40 + 100m =0 = m = p Para serem
perpendiculares —20m — 200 = 0 = m = —10. Nos os demais valore de m, as
retas serdo concorrentes e formam um angulo 0 < 8 < g

18. Sejam M(1,8),X(—1,—3)e M’ os lugares geométricos dos complexos m,x e m'.

Assim, m=1+8i, x=—-1-—3i, sen60° = ? cos60° =% e z=cosO+

isend = = + Ei, entao

2 2
, 14+ +V3i
m=X+(m—x).z=(—1—3i)+[(1+81)—(—1—31)].< > )

= (=1-3D + (2 + 11D. (1 +2‘/§i> _ (-11v3) +2(5 + 2V/3)i

-11V3 5+2\/§)

Portanto as coordenadas de M’ sdo ( 5

19. Sejam A(—1,2),B(2,2),C(=1,—2),A’e A" os lugares geométricos dos complexos

a,b,c,aea". Assim, a=—-1+2i,b=2+2ic= —1—2i,sen45° =
g,cos45O = \/Z—E,sen30° = %,cos30° = \/2—— Z = cosO + isenb = £ + £1 ez =
cosO + isenB = £ + £1 entdo

a=b+(a—b).z

= (2420 + [(-=1 + 20) — (2 + 2D)]. (@)
= (2 + 2i) + (=3 + 0i). (@)

3v2 3V2)
:<2—T>+<2—T>1
a=b+(@—-b).z
=(—1—21)+[<2—32£)+<2 3‘2/_>1—( 1-20] (‘/_J”)

oo -2 ()
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_(3V3 3V6 3v2 3 3v2 4/3 36\,
_<2_4_3+2>+<_2+5_4+2_4>1

Portanto a distancia sera:
d(4A) = |a" - a|

2

j<3@ 3v6 3v2 > < 3 3vZ 4V3 3v6 )2
= (222 3 2 g) 4242 AL

2 4 +2 2 4+2 4
= 1,94

20. Sabendo que A=5B=-3e(C =0, temos a =

temos:

L 5-3i\_ (5+3i
az+az+ﬁ=0=>( > )z+( > )Z+0=0

=> 5-30)z+(5B+30)z=0
21. Sejam A e B lugares geométricos dos complexos z; e z,, Pela preposi¢éo 8 temos
Y=2,—2,=(-14+5)—-2+7)=-3-2i, y=%Z, -7 =(—-1-5i)—
(2-7)=-3+2ie B=27Z, — 2,2, = (2+ 7i).(—1 = 5i) — (=1 + 5i). (2 —
7i) = —34i. Assim:
YZ—yz+B=0=(-3-2)z—(-3+20)z—34i=0
22. Usando a proposicdo 10 e considerando A e B lugares geométricos dos complexos
7, € Z, temos:
z=(01—-1t)z; +tz,, teR
z=0-t)(2+7i)+t(—1+50), teR
23. Pela proposigéo 11 temos:

a. ) 2+ 5i
Z—zoz—a(z—zo)ﬁz—(1+l)=—

2—5i

[(Z-(1-1)]
>Q2-5Dz-A+)]=—-Q+5)[(z—->A-1D)]
> 2+5)z+(2-5)z—14=0

24. Pela proposicao 11 temos:

2i
2—2i

[(z - (1 -20]

a
Z—zoza(Z—ZO):z—(l-i-Zi):

=>2-=-2Dz-1Q+2D]=Q+2)[(z—- (1 - 2i)]
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=>(Q2+20)z2-(2-5)z+4i=0

25. Reescrevendo na forma cartesiana a equacdo y = —2x + 1 temos 2x +y —1 =

0. Pela proposicédo 6 a = A_ZBi = %

Pela proposicéo 11 temos:

_ 24
z—ZO=g(2—zo):>z—(1+i)=é[(z-(1—i)]
2

>Q2-Dz-A+)D]=QC+D[E—-A-1)]
>0Q24+0)z2-2-0)z+6=0

26. Pela proposicdo 8 @ = z, — z; = (2 + 3i) — (0 + 0i) = (2 + 3i).

Pela proposicdo 11 temos:

d(_ ) @+0) 2+ 3i
—_ [ J— = —_ =
Z — Zg aZ Zy z +i >3

[(Zz—(2-1)]
>Q2-30[z-C2+)]=Q+3)[EZ-2-0]
> Q2+)7i—(2-0)z—8i=0

.~ A—Bi . A—Bi 3-2i
27. Pela proposicdo 6 a = Tl assim, & = — =""ep= = .

Agora, pela proposicéo 12
(3=20).(=14+2)—(3+2).(-1-20

tg 0= ab+ab| [B=20.(=1+20)+(B+20).(-1-2)
2

o |3=20.(1420 - (B+20).(-1-20) | 160

tg _‘(3—2i).(—1+2i)+(3+2i).(—1—2i)l 2T

28. Sabemos que 6 = % =>tgd=1, ri6x+ 2y —3 =0, logo, pela proposi¢do 6

A-Bi _ 6+2i
2 2

a= =3+

Fazendo b = x + yi e usando a proposi¢éo 12:

ab—ab | |B+Dx—yi)— (- +yi),
———1 Ll =
ab + ab B+ Dx—y)+ B -k +yi)

tg 0 =
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—2xi + 6Yi . 2x + 6y
——Zil=1>| =

6x — 2yl

6x — 2y
Utilizando as propriedades do médulo temos
2x+6y=6x—2y=>x=2y0u2x+6y=—(6x—2y)=>-2x=y
Assim, fazendoy = 1 obtemos b =2 +ioub = —%+ i=1-2i

Agora, pela proposicéo 11 e considerando que z, = 0

b 2—1
Z_ZO:_E(Z__Z_O):>Z_Oz_2+i(Z__O):>(2_i)2+(2+i)220
ou
b~ _ 1420 _ . _
Z_Zo=—E(Z_Zo):'Z—O=—1_2i(Z—0)$(1+21)Z+(1—21)z
=0
29. Usandoaproposigéo6temosquea=A_TBi=2_T6i=1—31eB=—1

Pela proposicéao 14:
= lazy +azo+pl (1 +3D)(1+3))+ (1 -3D)(1-30))—1 17
2Vaa 2,/(1 =3)(1 + 30) 2V10

30. O eixo das ordenadas tem equacdo x = 0, portanto, pela proposicdo 6 temos

== =5ek=0
Pela proposicédo 14:
et +pl_|()2-30+ ()20
d= 2Vaa - 1\ /1 R
2J2)(3)

31. Usando a proposic¢do 6 temos que a = A_TBi = a;bi e =+va?+b?

Pela proposicao 14:

L |§Zo+jzz_0+ﬁ|: (225 0 - 00) + (252) (0 + 00) + Va7 ¥ 27
2aa —— ,
aa 2\/((1 Zbl) (a-;bl)

Q- [Vaz +b2|  |Va? + b?|
_ZJa2+b2_ Va2 + b?

4
32. Neste exercicio precisamos calcular a distancia do ponto A até a reta que passa

pelos ponto B e C. Considerando B, C como lugares geométricos dos complexos
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z4,Z, respectivamente, pela proposicdo 8 temos y =27z, —2z; = (6 —8i) e
B=21Z,—2,Z,=0e yZ—yz+ B =0,assimr: (6 +8i)z— (6 —8i)z=0
Pela proposicéao 14:
= @z, + azy + B _ |(6 +8i)(—3 —0i) + [—(6 —8i)](—3 + 0i) + 0|
2vaa 2./(6 — 8i)[—(6 + 8i)]
q= |—18 — 24i + 18 — 24i]| _ | —48i] _ @ _ E
2v/—36 — 48i + 48 + 642 2100 200 5
Para resolver este problema utilizaremos a proposi¢do 15 ou entdo a proposicao
16:

Sejam A,B,C,D,E,F, lugares geométricos dos numeros complexos

71, Z3, Z3, W1, W5, W5 respectivamente.

Zy—2Z; Wy — W 4+)—-1-i (10+5)—-(1-1)
Za—z, Wa—w, Q420-(-D G+8)—(1-0

3420 9+ 6i 3+2i_3<3+2i> 3+2i_(3+2i>

= = = == = =
1+3i 349 1+3i 3\1+3i 1+ 3i 1+ 3i

Pela proposicéo 15, Az,, z5, Z3~Aw,, w,, ws.

Determine o valor de x para que os triangulos AABC e e ADEF sejam semelhantes.
A(7,-2),B(10,-2),C€(9,—1),D(-7,—-2),E(—13,—-2),F(x,0). Para resolver
este problema utilizaremos a proposicéo 15:

Sejam A,B,C,D,E,F, lugares geométricos dos numeros complexos

71, Z3, Z3, W1, W5, W4 respectivamente.

Zy—zy wy—wy  (10-2))—(7-2i) (=13-2i)—(=7—2i)
ta—z wa—w,  (O—1D—-(7=20) (x+0)—(=7 =20

3+ 0i —6 + 0i
= =
24+ (x+7)+2i

=>3x+21+6i=-12— 60

Observe que trata-se de um caso de Az, z,, z3~Aw,, W,, Ws.
Resolvendo: 3x + 21 = —-12 = 3x = —-33 = x = —11.
Sejam A,B,C, lugares geométricos dos numeros complexos zq,z,,zs,

respectivamente e pela sentenca 02 da proposicdo 17 temos

|zy — 23| = |z, — 23| = |23 — 4]
, _ _ 5 75 5 75, _
|(0+OI,) - (1+01)| = (1+01)—<E+W1> = ‘<E+W1>—(O+01)|
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5 5
=1l = |55 =5 ‘

m—j@i(—% =J<%>Z+<%‘S>Z

25+75 25+75

100 100

1=1=1
Portanto o tridngulo é equilatero.

36. Pelo corolario do Teorema 5 temos:

1
Area (A,4,45) = Im(2122 + 7,73 + Z321)

. 1

Area (ABC) = EIm[(Z —30).(14+5i)+(1—=5i).04+0.(2 + 3i)]
. 1 ) 7
Area (ABC) = Elm(17 +7i) = 5

37. Pelo teorema 6:
Area(4;4, ... A,) = Im(2122 +ZyZ3+ o+ Zy_ 12y + ZpZq)
, 1
Area(ABCD) = Elm(flzz + ZyZ3 + 7374 + Z471)
, 1
Area(ABCD) = Elm[O. (4—-20)+ @ +20)(6+8i)+ (6 —8i)(0+4i) + (0 —4i).0]

, 1
Area(ABCD) = Elm(40 + 68i) = 34
38. Pelo teorema 6:
Area(A,4, ... A,) = Im(zlzz + ZyZ3 + o+ Zp_1Zp + Zp2Z1)

, 1
Area(ABCDE) = Elm(Z]_ZZ + 2223 + Z3Z4_ + Z4_Z5 + ZSZI)

Area(ABCDE) = %Im[(Z — .2+ 2.(—4) + 4i(=2+ D) + (=2 — D). 4i + (4D 2 + D]
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, 1
Area(ABCDE) = Elm(8 — 34i) = —-17

Como a figura estd negativamente orientada, entdo sua &rea sera 17 unidades
quadradas.

39. Pelo corolario do Teorema 5 temos:
. 1 _ _ _
Area (A14,43) = Elm(zlzz + 7,73 + Z321)

Area (ABC) = %Im[(l —4).4+D)+ @A -DO+y)+ (0 —-yi)(A+4i)] =26

Se o triangulo for negativamente orientado, consideramos a area em maodulo.

Assim,
1
EIm[(Sy +8) + (=15 + 3y)i] = +6
—15+ 3y —15+ 3y
——=62y=9 ou ———=-6=>y=1

40. Considerando A, B, C lugares geométricos dos nimeros complexos z,, z,, z; € pela

proposicdo 18 temos

_Z1+Zz+Z3
Zy = 3

a)

242z, +25 (2440 + (6+30)+(7—13i)) 15— 6i
Zy = 3 = 2 = 3 :>(5,—2)
b)

4z, +23 (1—=30)+(=4+7)+(—6+8) —9+12i
7y =2 = : = ——>=> (34
c)

Z1+ 27, + 2z 3—100) +(—1+8i)+ (7—4i 9 — 6i
_mtmtz (10 CLE8)E(O-4)_9-6 .

3 2 3
41. Inicialmente determinamos o raio:

d(C,P)=lz—y|=1B+3) - (2 -l =1+4i| =12+ 42 = V17
Utilizando a proposicéao 21:
Z-Nez-y)=r*=[z-QC+Dllz-2-D]=(V17)?
2z27—-2-0)z-Q2+)z+4-2i+2i—i*—17=0
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=272—-(Q2+)z-(2-1)z—-12=0

m—-ni _m+ni
+z
2 2

42. Pela proposicao 21 temos que zZ + z + p = 0, onde a equacéo de

uma circunferéncia no plano cartesiano é x? + y% + mx + ny + p = 0.
_ m—-ni _m+ni _ —2+2i _—2-2i
zZ +z > +z > +p=0>2z +z > +z > -7=0

>zZ+(-1+i)z+(-1-)z—-7=0

43. Inicialmente dividimos a equacéo por 2.

_ _ _ (2= -2+ _
222—(—2—i)z—(—2+i)z—2=Ozzz—< 3 )Z—( 3 )z—l
=0
Pela proposicdo 21, r=,/aa—f € y=—a é o centro da circunferéncia
zZ +az+az+ [ =0:

=-a= (_z_i)—1+i=>c(11)
y=-a= 2 )T T3 2

T () (1= -3

44. Para determinar a equagéo da circunferéncia inicialmente determinamos o centro

desta e o raio. Para determinar o centro basta lembrar que as diagonais de um

quadrado formam um angulo 6 = ~.

Seja O(x + yi), A(3,3), B(4,2) lugares geométricos dos complexos o, z, w. Pelo
corolério da proposic¢éo 3:

z—o (@B+3)—(x+yi)) @B-x)+@ -y

w—o @A+20)—(x+yi) @G-x)+Q2—-y)i

arg 0 =

Como o angulo, medido no sentido positivamente orientado pode ser % ou 37"
entdo tg 6 = +i. Logo
B-x)+B -y
(4-x)+@2-yi
B-x)+B -y
4-x)+@2-yi
B-x)+B-y)i
4-x)+@2-yi
O raio serd a distancia entre qualquer um dos centros e um dos vértices do

= +i

=+i=>(x+yi) =@ +2i)=>C(32)

—i=>+yi)=0#4+30)=>C43)

triangulo.

d(0,A) =o—a| = |(4+30) - B+3)W12=1
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Pela proposicéao 21:

C-7Nz-y)=r’=>[z-CB-2D][z-B+2)]=1
ou

C-Pz-y)=r*=>[z-0G4-3)]lz-@+3)]=1
Considerando C como lugar geométrico do complexo y e utilizando a proposicao
21:

eZ-Nez-=r’=>ZzZ-2-Dllz-@2+i)] =3

522-Q2—)z—Q2+0)Z—4=0

o:Z-7Pz-y)=r?=>z-T-D]z—(7+i)] =22
2zz2—(7T-)z—(7+i)z+46=0
Usando a proposicao 22:

f1+ B2 — (1@, + @y a3)
211y

cosO =

—4+46-[-DT+D)+QR+i)(7—-1D)]
2.3.2

cost9=‘

42— (14+2i—7i—2+14—2i +7i — i?)
12

_ |42—30| —1
= v =

cosez‘

Logocos8 =1 = 6 =0.
Inicialmente calculamos o raio de € e o. Usando a proposi¢do proposicdo 21,

r = Jaa — B é oraio da circunferénciazz + az+ az+ p = 0:

n=yJaa—-B=2-0).Q+i)+4=V5+4=3

r,=ya@a—f=yJ3+i).3-i)-2=V10-2=+8

Usando a proposicao 22:

f1+ B2 — (1@ + @y a3)
cosf =
211y
‘—4+2—[(2—i)(3—i)+(2+i)(3+i)]‘
cos 8 =
2.3.4/8
0 ‘—2—(6—2i—3i+i2+6+2i+3i+i2) |—2—10 12
cos 6 = = =
6V8 6V8 6v/8
V2
-2
L090c059=§:>9=%.
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Este problema possui duas solu¢Ges. Podemos obter o ponto D rotacionando o
ponto B em +90° ou em —90°. Considere A,B,C,D lugares geométricos dos
complexosa, b, c,d. Pela proposicdo 5 d =a+ (b—a).z, onde z=cos6 +
isen 0.
Se 6 = 90°, entéo

d=(1+2i)+[(2+5i) —(1+ 2i)].(cos90° + isen 90°)

= (1+2i)+ (1+3i).i
=(1+2i)+(-3+1) =(-2+3i) = D(-2,3).

EopontoC:AB=DC=>B—-A=C—-D=>C=B—-A+D=(-16)
Se 8 = —90°, entdo

d=(142i)+[(2+50)— {1+ 2i)].[cos(—90°) + isen(—90°)]

=A+2D)+ (A +3D).(-D=Q0Q+2D)+@B—-i) =“+i)=DH41).
EopontoC:AB=DC=>B—-A=C—-D=>C=B—-A+D=(54)
Para resolver este problema, considere o ponto F como origem do plano
complexo, Re(z) o eixo FC e Im(z) o eixo FB (Figura 55: Alinhamento dos trés
pontos.).
Considere ainda a,bi,c,e,k,n coordenadas Complexas dos pontos
AB,C,E,K,N,coma,i,c,e k,n €R.
Pela proposicdo 5, as coordenadas de A serdo obtidas rotacionando o ponto C

através do ponto B por um angulo 6 = % e as de N serdo obtidas rotacionando o

ponto K através do ponto B por um angulo 6 = — g:
a—b+(c—b)(cos E+isen E)—(1—1’)b+ci
= > >) =

n=b+ (k—b) [cos (—%)+isen(—%)] =((1+4+i)b+ ki

Usando a teoria do item 3.1.2 as coordenadas do ponto E serdo obtidas
determinado o ponto medio do segmento AN
[(1=0Db+ci]+[(A+ )b+ ki] (c—k)i
e= > =b+ >

Portanto o ponto E esta situado na reta FB.
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K F c Re(z)

Figura 55: Alinhamento dos trés pontos.

49. Denote por letra mindscula as coordenada no plano cartesiano de um ponto
denotado por letra maiuscula. Pelo item 3.1.2 e pela proposicéo 5, as coordenadas

de M determinando o ponto médio entre B’ e B e as coordenadas de B’ serdo

obtidas rotacionando o ponto B através do ponto A por um angulo 8 = — %3
7T ] 7T - .
b =a+(b—a)[cos (—E)+lsen (_E)] =a—(b—a)i

b+[a—(b—a)i]_(a+b)+(a—b)i
2 h 2

m=

e de modo analogo, temos

(b+c)+ (-0 (c+d)+ (c—ad)i (a+d)+(d—-a)i
ne 2 0= 2 P 2

Pelo teorema 4,

(c+td)+(c—d)i (atb)+(a—b)i

H_O—m_ 2 2
e B e ES GO I CEB EX GETa

_ct+d—a—-b+(c—d—a+b)i
“a+d-b-c+(d—a—-b+c)i

Portanto MO L NP.
E pela propriedade f o item 2.1.7

lo—m|

lp—n|

0o —

p_

m .
|:|—l|:1
n
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Portanto d(0, M) = d(N, P).

\\.C'
\ o\ \
p— \ P
=
- - A \‘
A M

Figura 56: Esquema para resolucdo do exercicio 49.

50. Temos que se um triangulo é equilétero entdo pelo item (4) da proposicéo 17:

W—Z_S—Z 2

Swz—w?—2z24+wz=5%2—-sz—sw+wz

S—w B zZ—Ww
= wz + sz + sw = w? + z% + 52
51. Considere o hexadgono regular de centro O, sua coordenada complexa sera
representada por o. O triangulo Aozw é equilatero, logo, pela proposicao 17 item
()
Z2+w?+oP=zw+wo+zo=>0*—(z+w)o+ (2> +w? —zw) =0
Utilizando o teorema de Pitagoras:
o (W +2) + (w— 2)V3i
2

Outra maneira de resolver € rotacionar z em relagdo a w por um angulo de g para

de terminar o’ e rotacionar z em relacdo a w por um angulo de —g para de
terminar o'’ (Proposigao 5).

52. Para demonstrar as duas relacbes considere, sem perda de generalidade, o
triangulo ABC tal que A esteja situado na origem, B esteja situado sobre o eixo

Re(z) com afixo x e C seja representado pelo complexo z.

a)
b? 4+ c? —2.b.c.cosA = x? + |z|?> — 2.x.|z|.cos(arg z)
Re(z
=x% +|z|* - 2.|x|.|z|. |Z(| ) (item 2.3)
zZ+Z

=x?+|z|*> - 2.x. (item 2.1.6 i)

2
=x*+zZ—x.(z+2)

=z74+x*>—xz—xZ
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=(z—-x)(Z—-x)
= |z — x|? (item 2.1.7 b)
b)
a lz—x| lzllz—x|  |z| b
send  Im(z)  Im(z) Im(z) senB
|| |z — x|

Rotacionando o tridngulo de modo que C fique situado sobre o eixo Re(z)

obtemos de modo analogo que
a Cc

senA sen(C
Para solucionar a questdo, considere a reta s coincidente com o eixo Re(z) do

plano complexo. Marcamos o ponto B na origem do sistema. Assim B esta sobre
s e possui coordenadas complexas b = 0. Sobre as retas r e t marcamos 0s pontos
A e C respectivamente. As coordenadas complexas de A e C séo, respectivamente,
a=(m+3i)eb=mn-—1).

Como o triangulo ABC ¢é equilatero, utilizando a proposicao 5, podemos obter a
através da rotacdo de b em relagdo a ¢ por um angulo 8 = 60°.

assim,

a=c+ (b—c)(cos 60° +isen 60°)

(L, Y3
a=P\27T
Substituindo a e b temos:
. (1 3
m+ 3i = (n—l)<§+l7>
Manipulando algebricamente:
W3 73
n= > em= >
Para determinar o lado:
7V3 2v/39
d(A,B) = Ia—bI = ‘T—l _T

Considere que o ponto de encontro das diagonais do paralelogramo situa-se na

origem do plano complexo. Considere ainda que as coordenadas de A,B,C,D
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possuem, respectivamente, as coordenadas complexas —z, —w, z,w, pois A e C
sdo simétricos em relacdo a origem, e 0 mesmo ocorre com B e D.

Como o triangulo ABCE ¢é equiléatero, entdo podemos obter a coordenada
complexa de E rotacionando o ponto B por um angulo 8 = 60° em torno de C. O
mesmo pode ser feito em relagdo ao triangulo ACDF, onde obtemos a coordenada
complexa de F rotacionando o ponto D por um angulo 8 = —60° em torno de C.
Sejam e e f as coordenadas complexas dos pontos E e F, assim, pela proposicédo
S,

e=z+(-w-2) <1 +2\/§i> = (1_\/§i)z_2(1+\/§i)w
f=Z+(w—z)<1_2\/§i>=(1+‘/§i)z';(1_\/§i)w

Para mostrar que o triangulo AEF é equilatero, vamos rotacionar o ponto E por
um 6 = 60° em torno de A de modo a obter o ponto E'. Se a coordenada
complexa e’ = f entdo o triangulo € equilatero:

eyt I(1 —/3i)z —2 (1+V3i)w N Zl (1 +2\/§i>

et [62 + 2w + 2V3iz — 2\/§in _(1+V3)z+ (1-V3i)w _ p
4 2

Considere os pontos A e B como lugares geométricos dos nimeros complexos z e
w, respectivamente. Considerando que o ponto de encontro das diagonais do
paralelogramo ABCD esta situado na origem do plano complexo, entdo os pontos
C e D sao lugares geométricos dos complexos —z e —w, respectivamente.

Sejam E,F,G,H lugares geométricos dom complexos e, f,g,h. Como E esta
situado no centro do quadrado, entdo d(E,A) = d(E,B) e EA L EB. Portanto
podemos obter 0 nimero complexo z por uma rotagdo de 90° o complexo w em

torno do complexo e:

] ] ] zZ — Wi
z=e+(w—-e)i=z=e+wi—ei = =T
—1

E de modo analogo temos que

w + zi —Z + wi —w — Zi

) =—’ h= .
1—; 9 ' 1—4

f= 1—1
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Para demonstrar que EFGH é um quadrado basta verificar que medida dos quatro

lados sdo iguais e que um dos angulos é reto.

d(EF) = |f —e| = |(w+2z) — (z = wd)| = V(W — 2)* + (z + w)?
= V2w? + 27
d(FG) =g — f1 = |(—z + wi) — (W + z))| = (=2 — w)? + (w — 2)?
= 2w? + 27
d(GH) = |h— gl = |(~w — zi) = (—z + wD)| =V (—w + 2)* + (—z — w)?
= 2w? + 222
d(HE) = le —h] = |(z = wi) — (~w —zD)| =V (z + W)? + (-w + 2)*

=+ 2w? + 2z°

Como os quatro ados sdo iguais, resta demonstrar que um dos angulos é reto:

w4+zi z—wi

AEF = fief = argh—— =arg L=LT=L_ —qg 2 22 -2
= ef—ar‘gh_e—arg_w_zi_z—wi_arg—w—z—Zi+Wi
1—1 T—1
(Wi —zi—z—w)i ,
= arg =argl =

-w—z— 2zl +wi 2
Portanto EFGH é um quadrado.

56. Seja Az;z,z; 0 tridngulo qualquer e sejam Aw;z;z,, Azzw,z;€ Az,z;w; 0S
triangulos equiléteros construidos sobre o lado do tridngulo Az,z,z;, com a
mesma orientacdo do tridngulo Alww?, com w? + w + 1 = 0. Considere ainda

{1, (5, {3 0s baricentros desses triangulos.

Figura 57: Teorema de Napoledo
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Pela proposicéo 17 item 6:
w; + wzz + w2z, =0 Z3 + 0w, + w?z; =0 7y + 0z, + w*wg =0
Para demonstrar que o triangulo A; ({5 € equilétero calculamos:

w; + 23+ 2, Z3+wy + 24 ,Z2tzy+ws

27 _
G +wl +w ;= 3 w 3 3

1
§{(W1 + wzz + 0?z,) + (23 + wwy + W?z)) + (2, + Wz, + Ww3)} =0

Portanto o tridngulo A{; {,{5 € equilatero.
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CONSIDERACOES FINAIS

Os numeros complexos sdao ensinados dando importancia as operagdes algébricas e
pouca ou nenhuma énfase as suas aplicacdes geométricas. Esta maneira de ensinar induz o
aluno a acreditar que os nuameros complexos estdo desvinculados de outras aplicaces,

servindo somente para manipulacgdes algébricas.

No desenvolvimento deste trabalho pudemos perceber que numeros complexos
podem ser ensinados de maneira diferente da usual, ou seja, através de aplicacdes
geométricas. Deste modo o educando percebe que o assunto é dindmico e interessante,

propiciando uma aprendizagem mais significativa.

Outro ponto importante do uso de aplicacfes geométricas é a possibilidade de utilizar
o0 software GeoGebra durante as aulas, facilitando a visualizacdo dos resultados e tornando
os conteldos mais faceis de serem assimilados. Sendo assim, o professor promove a

interdisciplinaridade.

Este trabalho apresenta algumas ideias para o ensino do conjunto dos ndmeros
complexos por meio de aplicacdes geométricas, mas ndo esgota o assunto, pois a sua

utilizacdo e aplicabilidade na geometria € bastante ampla.
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