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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo estabelecer condi¢oes para que um nimero
primo p possa ser escrito como soma de dois quadrados tanto do ponto de vista aritmético
como do ponto de vista algébrico. Primeiramente, trabalharemos com o conjunto dos niimeros
inteiros onde admitiremos alguns resultados bem conhecidos. Do ponto de vista algébrico
estudaremos algumas estruturas algébricas e em particular o dominio Euclidiano formado
pelos inteiros Gaussianos.

Palavras-chave: Numeros Primos, Inteiros Gaussianos, Soma de dois Quadra-

dos.



Abstract

This work aims to establish conditions for a prime number p can be written as
a sum of two squares from two points of view: the arithmetical point of view and from
the algebraic point of view. First, we will work with the set of integers which admit some
well-known results. From the algebraic point of view we will study some algebraic and in
particular the Euclidean domain structures formed by Gaussian integers.

Keywords: Prime Numbers, Gaussian integers, Sum of two squares.
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Capitulo 1

Introducao

Quando um primo p pode ser escrito como soma de dois quadrados? Isto é, quando existem
inteiros a e b tais que p = a? + b*? Ao longo do trabalho, responderemos esta pergunta
aritmeticamente e algebricamente.

Vejamos alguns exemplos de primos que podem ou nao ser escritos como soma de
dois quadrados:

1) Considere os primos 13 e 17. Observe que 13 = 22 4+ 3% ¢ 17 = 12 4 (—4)?,
portanto 13 e 17 podem ser escritos como soma de dois quadrados.

2) Ja os primos 7 e 11 ndo podem ser escritos como soma de dois quadrados, pois
nao existem inteiros a e b tais que 7 = a® + b ou 11 = a? + b°.

Com excecao do 2, todos os primos deixam resto 1 ou 3 quando divididos por 4.
Observamos no 12 exemplo que os primos 13 e 17 sdo tais que 13 =4.3+1e 17 =4.4+1, ou
seja, ambos deixam resto 1 quando divididos por 4. No capitulo 3, apés admitir conhecidas
algumas propriedades dos niimeros inteiros, provaremos que existem infinitos primos que
deixam resto 1 quando divididos por 4, e que todos os primos deste tipo podem ser escritos
como soma de dois quadrados. Além disso, provaremos que existem infinitos primos que
deixam resto 3 quando divididos por 4 e que nenhum deles pode ser escrito como soma de

dois quadrados. Além disso, veremos um caso particular de naturais como soma de dois



quadrados, os ternos pitagoricos. Um terno pitagorico (a,b,c) é formado por naturais tais
que a® + b* = ¢®. Usaremos o método de Euclides para encontrar ternos pitagoricos (a, b, c)
tais que o méaximo divisor comum entre a e b é 1.

No capitulo 4, estudaremos algumas estruturas algébricas, com exemplos que se-
rao usados posteriormente. No capitulo 5, primeiramente buscaremos condi¢oes para um
primo p ser soma de dois quadrados no conjunto dos inteiros Gaussianos (Z[i]). Posteri-
ormente, caracterizaremos novamente os ternos pitagéricos usando o conjunto dos inteiros
Gaussianos (Z[i]) e generalizaremos o resultado estabelecido para nimeros primos para um

nimero natural qualquer.



Capitulo 2

Resultados Basicos sobre Numeros

Primos

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados sobre nimeros primos. Admitiremos al-
guns fatos conhecidos dos niimeros inteiros, necessarios para o desenvolvimento do trabalho.
O Algoritmo da Divisao de Euclides e o Teorema Fundamental da Aritmética nao serdo

demonstrados.

Teorema 1. (Algoritmo da divisio de Euclides) Dados a e b nimeros inteiros com b # 0,

entao existem unicos q e r, inteiros, tais que:

a=bg+r, 0<r<lbl.

Dados dois inteiros a e b, usaremos a notac¢ao a | b para indicar que a é um divisor
de b, isto &, existe um inteiro ¢ tal que b = ac e a 1 b indicara que a nao é divisor de b.

A notagao mdc(a, b) indicara o maximo divisor comum entre os inteiros a e b, nao
simultaneamente nulos. Lembramos que, se d = mdc(a,b) entdo existem r e s inteiros tais

que d = ra + sb.



Definicao 1. Um nimero natural maior do que 1 que s6 possui como divisores positivos 1 e
ele proprio é chamado de nimero primo.

Segue da defini¢ao os seguintes fatos:

eSe p e ¢ sao primos tais que p | ¢ entdo p = q.

eSe p & primo e p 1 a entdo o mdc(p,a) = 1.

Lema 1. (Lema de Gauss) Sejam a,b e ¢ nimeros inteiros. Se a | bc e mdc(a,b) = 1, entdo

alec.

Demonstra¢ao. Como mdc(a,b) = 1 segue que existem inteiros r e s tais que

ra+ sb=1

Multiplicando a equagao por ¢, obtemos

rac + sbc = c
onde a | rac e a | sbe, portanto a | c. O

Proposicao 1. (Propriedade Fundamental dos Numeros Primos) Sejam a, b, p inteiros com

p primo. Se p | ab entdo p|a oup|b.

Demonstra¢ao. Suponhamos que p | ab e que p { a. Segue que mdc(p,a) = 1 e assim, usando

o lema de Gauss, concluimos que p | b. O

Teorema 2. (Teorema Fundamental da Aritmética) Dado um nimero inteiro n # 0,—1,1,

existem primos p1 < ... < pp, € numeros naturais oy, ..., o, uniwocamente determinados,

tais que n = £pJt - - - phn.

p
>, onde 0 <

Lema 2. Seja p um nidmero primo. Os numeros inteiros combinatorios (
7

1 < p, sao todos divisiveis por p.



p I . p
Demonstracao. Considere o inteiro ( ) =p- W. Para i = 1 temos ( ) =D,
7 1

portanto o resultado vale trivialmente. Para 1 <i < p, vale qued! |[p(p—1)-...-(p—i+1).

Como mde(i!,p) = 1 (pois i < p), segue do Lema de Gauss que, ! | (p—1)-...- (p—i+1),

D
assimp]( ) O
1

Teorema 3. ( Pequeno Teorema de Fermat) Dado um nimero primo p, tem-se que, para

todo inteiro a, p divide o numero a? — a.

Demonstragdo. Para o primo p = 2 temos que 2 | a®> — a , pois a® —a = a(a — 1) é sempre
par.

Suponhamos p primo impar. Nesse caso, como (—a)?—(—a) = —aP+a = —(aP—a),
basta mostrar o resultado para a > 0. Vamos provar o resultado usando inducao sobre a.

O resultado vale para a = 0, pois p é um divisor de 0.

Suponhamos o resultado valido para a, vamos provar que continua valido para

a + 1. Usando a féormula do bindmio de Newton, temos que

(a—f—l)p—(a—l—l):a”—a—l—(p)ap1+...+< P )a
1 p—1

Usando o lema e a hipotese de indugéo, concluimos que p | (a+1)? — (a+1). O

Corolario 1. Se p é um nidmero primo e a e um nimero natural tal que p { a, entao

plat —1.

Demonstragio. Usando o Pequeno Teorema de Fermat temos que p | a(a’~' — 1) e como

p 1 a, pela propriedade fundamental dos niimeros primos concluimos que

plat -1



Teorema 4. FExistem infinitos numeros primos.

Demonstracao. Suponhamos que exista apenas um ntimero finito de ntimeros primos, digamos
D1, P2, - - - Pn- Considere o niimero natural a = pips - ... p, +1 (o produto de todos os primos
mais 1). Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, o niimero a possui um divisor primo p e
portanto p = p;, com 1 < i < n. Consequentemente p | p1ps-...-p,edaip |1 =a—pips-....pn

o que é um absurdo. O

Observagao 1. Essa demonstracao dada por Euclides, considerada uma das pérolas da mate-
matica, é o primeiro exemplo de prova por reducao ao absurdo.

Observamos que todo primo impar p é da forma 4k+1 ou 4k+ 3, ou seja, dividindo
um primo impar por 4 encontraremos resto 1 ou 3.

De fato, considerando a divisao euclidiana de um ntimero inteiro por 4 obteremos
restos 0,1,2 ou 3, assim p = 4k, 4k + 1,4k + 2 ou 4k + 3 e como p é impar concluimos que
p = 4k 4+ 1 ou 4k + 3. Mostraremos a seguir que existe uma infinidade de primos das duas

formas: 4k + 1 e 4k + 3.
Proposicao 2. Fxiste uma infinidade de primos da forma 4k + 3.

Demonstra¢ao. Primeiro, observe que o conjunto A = {4k + 1 | keN} é fechado em relagao a
multiplicacdo. De fato, (4k; + 1)(4dky + 1) = 4(4dk1ks + k1 + ko) + 1 € A.

Usando a mesma ideia de Euclides, suponhamos que exista apenas um nimero
finito de nimeros primos da forma 4k + 3, digamos 3 < py < ... < p,. Considere a =
4(pap3 -+ pn) +3 e um p primo divisor de a. 8Segue que p é diferente dos primos 3, ps, ..., pp.

De fato, se p = 3 segue que 3 | a — 3 = 4(paps3 - - - pn), 0 que é uma contradicao.
Analogamente se p = p;, 2 < i < n, segue que p; | a — 4(pep3 - - - pn) = 3, 0 que é novamente
uma contradicao.

Assim a decomposicao de a em fatores primos s6 pode ter elementos do conjunto

A, fechado em relagao a multiplicagdo. Chegamos a um absurdo pois a é da forma 4k+3. [



Vamos usar o lema seguinte para demonstrar que existe uma infinidade de primos

da forma 4k + 1.

Lema 3. Todo divisor primo impar de x* + 1, com x natural maior do que 1, é da forma

4k + 1.

Demonstragdo. Observamos inicialmente que 4 1 (z2+1). De fato, se z = 2k, entdao 2° +1 =
(2k)2+1=4(k*)+1,e,se v =2k + 1 entdao 2* +1 = (2k + 1)+ 1 = 4(k* + k) + 2, logo nos
dois casos, 4 1 (z? + 1). Segue que 2% + 1 ndo ¢ poténcia de 2 e portanto possui um divisor

primo impar, digamos p. Temos que p%l ¢ N e, para algum ¢ € N,

2 =tp—1

Elevando a poténcia ’%1 ambos os lados da equacao anterior e usando a férmula

do binémio de Newton obtemos:

kp+1 g 2L ¢ par
kp—1 g p=l ¢ impar

Suponhamos P! = kp — 1, logo 27~! — 1 = kp — 2. Como p | 22 + 1, segue
que p ¥ x. Agora pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que p | 2P~! — 1 e portanto
p|kp— (271 — 1) = 2, 0 que ¢ uma contradi¢ao.

Portanto p%l tem que ser par, ou equivalentemente, p = 4k + 1. O
Proposicao 3. Existe uma infinidade de primos da forma 4k + 1.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que exista apenas um numero finito de primos da

forma 4k + 1, digamos py, ps, . .., p,. Considere

a=A(pr-preeopa) + 1



Como p; { a, para todo ¢ = 1,...,n, caso contrario p | 1, concluimos que a possui

um divisor primo da forma 4k + 3, o que contraria o lema. O



Capitulo 3

Ternos Pitagoricos e primos como soma

de dois quadrados

3.1 Ternos pitagobricos

Nesta secao estudamos os triangulos retangulos com lados inteiros. Se indicarmos
por a, b as medidas dos lados dos catetos e ¢ a medida da hipotenusa em um triangulo
retangulo, o Teorema de Pitagoras nos diz que a? + b? = 2. Vale também a reciproca, se a,
b e c sdo as medidas dos lados de um triangulo e a? + b*> = ¢? entao o triangulo é retangulo e

a hipotenusa mede c.

Definigao 2. Um terno pitagorico (a,b,c) é formado por trés niimeros naturais tais que

a?+b? = 2.

Exemplo 1. Os ntimeros 3, 4, e 5 formam um terno pitagorico,
pois 3% + 4% = 52,

Exemplo 2. .Os nameros 6, 8, e 10 formam um terno pitagoérico,

pois 62 4 82 = 102.



. . ) , , ~ n2-1 n?4+1
Observagdo 2. i) Se n € N é um namero impar, entdo a = n, b = 5 ec="5 formam

um terno pitagorico.

NS

i1) Se n € N é um nimero par, entdo a = n, b :( )2—1 ec :(g)z—i-l formam

um terno pitagorico.

De fato,

i) Tomando n é impar, temos que b e ¢ sao inteiros.

2
) (n2+1> _ nton?41
Segue que ¢© = 5 =1

2
2 4 6,2
Além disso, a? = n?, b2 = 2 5 1 = % e a’+b? = n2—|‘nT

4n? 4+ nt—on241 _ nd1an?-—on241 _ nt1on241
4 4 o 4 o 4 :

Portanto a? + b? = 2.

i1) Tomando n é par, temos que b e ¢ sdo inteiros.
2 _((1)2 2_nt
Segue que c¢ —((2) —I—l) =5 +t5+L

2 4
Alémdisso,a2:n2,b2:((2)2—1) Zgl—g—%2+1ea2+b2=n2—|—(?—6—n +

|

2

Portanto a? + b? = 2.

Exemplo 3. Tomandoa=n =17,

92 2
temos que b :%: 24 ec :%: 25, satisfazendo a? + b = 2.

Exemplo 4. Tomando a = n = 6,

612

temos que b 2(5) —-1=8¢c :( )2+1 = 10, satisfazendo a® + b* = ¢*.

NI

Definigao 3. Um terno pitagorico (a,b, ¢) é denominado primitivo quando a e b sdo primos

entre si, isto é, mdc (a,b) = 1.

10



Observagao 3. (i) Se (a,b, ¢) é um terno pitagorico primitivo entao mdc(a, c) = mde(b, c) = 1.
(ii) Se (a,b,c) é um terno pitagorico e k é um inteiro, entao (ka, kb, kc) também
é um terno pitagorico.
(iii) Se (a,b,c) é um terno pitagorico onde a = kay, b = kb e ¢ = ke, k inteiro
nao nulo, entao (ay, by, c;) também ¢é um terno pitagorico.

(i) De fato, suponhamos por contradigio que exista um primo p que divida a e c,

2 — a? e portanto divide b, o que é um absurdo pois mdc (a,b) = 1.

segue que p divide b = ¢
Logo mdec (a,c) = 1. De maneira aniloga provamos que mdc (b, c) = 1.

(i) De fato, (ka)* + (kb)?* = k? (a® + b*) = k*c* = (kc)%.

(iii) De fato, como (ka;)? + (kb)) = (kc;)? temos que k?a? + k*b? = k*c? =
k2 (a2 +03) = k*c? = a2 + b3 = 2.

Observagao 4. Seja (a,b,c) um terno pitagorico. Considerando d = mdc(a,b), segue que
a = day e b= dby, onde (ay,by) = 1.

Como (day)? + (dby)? = ¢, temos que d? divide 2, assim ¢*> = kd®. Segue
que (analisando a decomposicao em fatores primos dos inteiros k, ¢ e d), k é um quadrado
perfeito, digamos k = (¢1)?, assim temos 2 = (¢;d)” e dai ¢ = ¢;d. Concluimos que um terno
qualquer (a, b, ¢) pode ser obtido do terno primitivo (ay, by, c;). Assim, conhecendo os ternos

pitagoéricos primitivos, conhecemos todos os outros.

Método de Euclides para encontrar ternos pitagéricos primitivos

Proposicao 4. Um ponto P = (z,y) pertencente a circunferéncia centrada na origem com

2
raio igual a 1 tem coordenadas racionais, se, e somente se, P = (—1,0) ou P = (L——ttz’ 13_—;)

comt e Q.

Demonstracao. (<) i) Temos que P = (—1,0) pertence a circunferéncia centrada na origem

de raio igual a 1, pois (0 — (—1))*> + (0 — 0)* = 1.
12 2t

i1) Se t € Q, temos que P = (H——t27 e

) tem ambas as coordenadas racionais.

11



2 2
L (142 ot [ 1=2244*
Além disso, segue que (O (—1+t2)) —|—( —1+t2) = ( (1—|—t2)2 +

212
a2\ _ et (147) . o
— | = 5 — 5= 1. Logo P pertence a circunferéncia centrada na
(1+¢2) (1+2) (
origem de raio igual a 1.

(=) Consideremos a circunferéncia C' centrada em (0,0) de raio 1, o ponto P =
(—=1,0) e as retas y = t(x + 1), com t € R. As retas citadas passam por P = (—1,0), tem
inclinagao t e as suas intersecoes com C' sao dadas pelo sistema:

y=t(x+1) (1)
, substituindo (1) em (2) temos:

?+y?P=1 (2
P+ (tr+1)=1
P+ +20+1) =1+
P+ + 2%+ 12— 1 =0+

2 (1+2)+ 222+ (> —-1)=0

Segue que:
S22 [ -a(1241) (2-1) o2a I A1) o2y I
= 2(1+2) - 2(1+¢2) - 2(1+12) -
(
2(1-) ( 1_¢2
2(1+12)  2(1442) a(1442)
) 1
\ 2(1+12) \
Substituindo (3) em (1), temos
( ( 42 2
y:t<};—§§+1) yﬂ(ﬁ#) y =t ()
) = < = =
y=t(=1+1) y=0 y="0
) \
Y= 13&2
y=20

12



Ou seja, o outro ponto de intersecao da reta que tem inclinacao t e passa por
1-t2 2t

152 1—1——752> . Se t ¢ um ndimero racional, entao o

(—1,0), e a circunferéncia C' é o ponto (

_ 42
ponto (L—ig, 13_—;) tem ambas as coordenadas racionais.

Figura 3.1.1: Circunferéncia centrada em (0,0) com raio 1 e retas com inclinagao t passando
por (-1,0).

Considere o ponto (z4,v:) # (—1,0) € C' com ambas as coordenadas racionais.

Tomando a reta que passa por (—1,0) e tem inclinagdo t = xtyjrl e Q, temos que a sua

intersecao com C' é o ponto

2 (1+ap)?—y?
oy Yt ————t 2y
! (xt“) 2<$t+1> _ (z4+1) zp+1 _
29 2 — 2,.29 2, 9 -
Yt Yt (1+x¢)“+y z +
1+<xt+1> 1+(azt+1> ——t (1) 4op i
(z¢+1) (x4+1)
(1—|—:ct)2—y,52 2yt(:1:t+1)2 _ (1+2xt—|—x%—yt2 2y (x4+1) )
(1) +y? 7 ((weg1) 497 ) (e+1) 142z +a7+y? ) 142x+ai+y? )

como y? = 1 — zZ, temos que

13



2 2
1 20+a—y? 2up(a+1) _ 1+2xt+fft—(1—1‘t) 2y (z4+1)
1+2xt—|—x%+yt2’ 1+2xt—|—x%+yt2 1+2xt+xt2+(1—:17%)’ 1+2xt+xt2—|—(1—x%)

2044227y 2(x+1)\ (2 (242a1) y(20442)\
5120 0 2ot2 ) T\ 292x 0 2ee2 ) T @)

Portanto, todo ponto P # (—1,0) com ambas as coordenadas racionais de C' é da
P -
OHA A\ T2 1442 )
b

Observagao 5. Sejam a, b, ¢ € N com ¢ # 0, temos que a? + b = ¢? <= (%)2 + (—)2 =1«

(-0 + (-0 =1 |

Ou seja, a caracterizacao de ternos pitagoricos pode ser obtida através da caracte-
rizagao de pontos da circunferéncia C' centrada em (0, 0) de raio 1, com ambas as coordenadas

racionais.

Proposi¢ao 5. Todos os ternos pitagdricos primitivos (a,b, c) sio dados por a = n* —m?,

b=2mn, c=n?+m?, onde mdc(m,n) =1, m en tem paridades opostas e m < n.

Demonstragdao. Considere a, b, c ¢ N com ¢ # 0 e mdc(a,b) = 1, tais que a® + b* =
) N - a by _ (1-t2 2 _
c”, pela observacao 5 e pela proposicao 4, temos que o) = 142 T2 =
2 n2 2
1_(%) 2(%) = n? QTm — (ni=m® _2mn onde consi
1+(m)27 1+(m)2 n24+m2 0 n24m?2 n2+m27 n2+m2 , Ol nsi-
n n n2 n2

deramos t = 7 com mdc (m,n) = 1.
= m’—n’ el—) — 2mn_ Como
n2+m?2 = c n2+m?2’

=1 e mdc(b,c) =1 (observagao 3).

Da igualdade dos pares ordenados, temos

ol

mdc (a,b) = 1 e a® + b* = %, concluimos que mdc (a, c

~—

Como mdc (m,n) = 1, temos dois casos a considerar:

1) m e n tem paridades opostas.

Neste caso, mdc (m? —n?,n? + m?) =1 e mdc (2mn, m* +n?) = 1.

De fato, suponhamos por contradicao que mde (m? — n?,n? + m?) # 1. Considere
p primo que divide n? —m? e n24+m?. Como m e n tem paridades opostas, temos que n?—m? e

n?+m? sao impares, portanto p # 2. Além disso, p divide a soma (n? — m?)+(n? + m?) = 2n?

14



e a diferenga (n? + m?) — (n®> — m?) = 2m?. Logo, p divide m e n, o que é uma contradi¢ao,
pois m e n sao primos entre si.

Suponhamos agora que mdc (2mn,n? + m?) # 1. Considere p primo que divide
2mn e n? +m?. Como n? +m? é impar, temos que p # 2. Assim, p # 2 e p divide 2mn, logo
p divide m ou p divide n. Sem perda de generalidade, suponhamos que p divide m, segue
que p divide m?, como p divide n? + m?, concluimos que p divide n? e portanto divide n, o

que é novamente uma contradicao, pois m e n sao primos entre si. Assim, podemos concluir

m2-n2 b 2mn

e - —
nZ4m? = ¢ n2+4+m?

que nas igualdades % =

todas as fracoes sao irredutiveis. Portanto
a=m?—n?b=2mnec=n>+m?
2) m e n sao ambos impares:

. m-+n n—m ~ . . . .
Considere p = 5 eq= 5 temos que p e g sao Inteiros primos entre si com

paridades opostas. Se existisse um natural divisor comum diferente de 1 que dividisse p e
g, este natural dividiria a soma (n) e a diferenca (m) entre eles , o que é um absurdo. Se
tivessemn a mesma paridade, 2 dividiria a soma (n) e a diferenga (m) entre eles, o que é
novamente um absurdo.

Usandop:m;n<:> 2p=m+neq=%<:> 2¢ = n—m em (a Q) =

e
n’—m? 2mn ¢ ]
n24m?27 pZ4m? )0 oS
(g Q) _ n’—m? 2mn _ (n—m)(n+m) 2mn _
c’ec n2+m?2? n24+m? n2+m?2 7 n24m?

< (29)(2p) 2(p—q)(p+q) > _ | (24)2p) 2(p—q)(ptq)
(p+0)*+(p—0)*" (p+9)°+(p—1)° 2(0?+¢%)" 2(p*+4?)
_ (_2pq p*=¢°

q .
= , com p e g com paridades opostas e mdc (p,q) = 1, o que
(p2+q2, p2+q2> p e q com p P (p,q) q

nos faz retornar ao caso 1). Portanto, ¢ legitimo tomar a = 2pq, b = p* —¢* e c = p*+¢>. O

Vejamos alguns exemplos que essa maquina de ternos pitagoricos com elementos

primos entre si dois a dois nos fornece:
Exemplo 5. Tomando t = 3, temos que a =2> —12=3,b=212=4ec=22+1? =5,
E assim 52 = 3% + 42, com mdc (3,4) = 1.
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Exemplo 6. Tomando t = %, devemos tomar p = 37 = 5 e ¢ = =2 = 2. Assim, temos

w|

a=252=20,b=52—-22=2l¢c=5+22=29,

obtendo 292 = 20? + 212, com mdc (20,21) = 1.

3.2 Primos como soma de dois quadrados
Proposicao 6. Se p é um nimero primo fmpar e p = a® + b?, entio p = 4k +1 com k € N.

Demonstracao. Temos trés casos a considerar: a e b pares, a e b impares ou a e b com
paridades opostas,

(i) Se a e b fossem ambos pares, teriamos que a® + b*(= p) seria um nimero par,
contrariando a hipotese.

(ii) Se a e b fossem ambos impares, novamente terfamos que a* + b*(= p) seria
um nimero par, contrariando a hipotese.

(7i1) Se a e b tem paridades opostas, suponhamos sem perda de generalidade
a = 2k um ntimero par e b = 2t + 1 um ntimero fmpar, temos que a? = 4k? e b = 4t +4t +1
ea’+b? = 4k* + (4> +4t+1) = 4 (k> +t*+t) + 1. Portanto p = a® + b? ¢ da forma
4k + 1. ]

Para cada natural n, seja r(n) o namero de modos distintos de se escrever n como
soma de dois quadrados, n = 22 4+ y?, com z e y inteiros. Ao calcularmos r(n), pensaremos
nas solugoes inteiras (a,b) de n = 2 + y? como um par ordenado de inteiros. Por exemplo,

8 =22+ (—2)? e 8 = (—2)% + 22, sdo duas maneiras distintas de escrever 8 como
soma, de dois quadrados.

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 7. r(8) = 4, pois

8 =22 4922
8= (2 + (-2
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8 =(—2)* 42
8 =2%+4(-2)

Exemplo 8. r(10) = 8, pois

10=3"4+12=124+32=(—1)2+32 =3+ (-1 =1+ (-3)*=(-3)*+ 1> =

(=12 +(=3)* = (=3)* + (-1)?
Exemplo 9. r(17) = 8, pois

1IT=124+42=42+12=(-12+42 =42+ (12 =12+ (-4 = (-4)*+ 12 =
(—1)? + (—4)2 = (=4)? + (—1)2.

Observamos que o primo 2 pode ser escrito como soma de dois quadrados, pois
2 = 12+12 Além disso, r(2) = 4, ja que as tnicas escritas de 2 como soma de dois quadrados
580 2 = (=1)° + (=1)%, 2 = (1)’ 4+ 1%, 2 =124 (=1)’ e 2 = 12 + 12. O primo 5 também
pode ser escrito como soma de dois quadrados pois 5 = 12422 = (=1)* +22 = 124 (-2)° =
(=124 (=2 =22 412 = (=2)* + 12 = 22 4+ (—=1)* = (=2)* + (—1)?, portanto r (5) = 8. Ja

o primo 3 nao pode ter tal escrita, logo r (3) = 0.

Observacao 6. Observamos que se p é um namero primo impar e p = a® + b, entdo a # b e

ab # 0.

De fato, se a = b, terfamos que p = 2a%, ou seja, teriamos que p é um nimero par.

2

Se a = 0 ou b = 0, teriamos p = a? ou p = b?, que nao sao primos.

Lema 4. Se p é um nimero primo impar e p = a®> + b, entio r (p) = 8.

Demonstracao. Pela observacao 6 nos concluimos que a # b, assim podemos escrever p como
soma de dois quadrados de pelo menos 8 maneiras, usando os pares ordenados do conjunto
X = {(a,b), (=a,), (a,—b) , (—a,—b) , (b,a) , (=b, ) , (b, —a) , (~b, —a)}.

Suponhamos que exista (c,d) ¢ X, tal que p = a®>+b* = ¢ +d?. Como p ¢é fmpar,
a e b tém paridades opostas e c e d também tém paridades opostas, sem perda de generalidade

suponhamos a e ¢ pares, logo b e d impares. Temos que a®+b? = ?+d?, logo a®> —c* = d*> —b?,
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assim (a —c¢)(a+c¢) = (d—0)(d+b) (1). Como a soma ou a diferenca entre nameros de
mesma paridade resulta em um nimero par, concluimos que (a — ¢), (a + ¢), (d —b) e (d +b)
sao todos nimeros pares. Como ¢ # +a e d # +b, considerando D = mdc(a —c,d —b) e
E =mdc(a+c,d+b), segue que D e E sdo ambos nimeros pares, e existem:

i)y, Iy e N, tais que a —c=1;D e d— b= 13D (2), onde mde (l1,15) = 1.

i)k, ko € N, tais que a+c =k E e d+ b= kE (3), onde mdc (ky, ks) = 1.

De (1), (2) e (3) temos, (a —¢)(a+c¢) = (d—b) (d+b) = 4Dk E = b Dk E =
ik = lbky = i—; = % Nesta tdltima igualdade temos duas fracoes equivalentes nas suas
formas irredutiveis, portanto, temos k1 = ly € ko = {1 (4).

Assim, temos que,

a—c=UDed—b=10D (2).

at+c=0LEed+b=04LE (3)e(4).

Segue que, (a —c¢)+ (a+¢)=UD+LE =2a=L4D+LE=a :% e,
(d +b) — (d—b) :llE—12D¢2b:llE—lgD:>b:%.
2 2 2712 2712
_ 13D? 420 DIy E+13E
Dai,p:aubz:(%> +(%> — GD+2DREEE” |
2E?-20) DIy E+13D?
- —
PD24+2E24+13E2 413D 1B(D*+E?)+3(D?+E?)  (B+13)(D*+E%)
- — — —
(D2+E2) 2 2 2 2
— (72 2 D B2 (72 2 D E
(5 +1) [ — | =@+ [F+E] = @+8) (D) + (5]

Como (12 +12) e [(%)2 + (%)2} sao nimeros naturais maiores que 1, terfamos p

composto, o que é um absurdo. Portanto, se p pode ser escrito como soma de dois quadrados,

entao r (p) = 8. O

Demonstramos que se p = a*+b* com p primo, entdo p = 4k +1 com k e N (deixa
resto 1 quando dividido por 4), logo primos da forma 4k + 3 nao podem ser escritos como

soma de dois quadrados. Além disso, provamos que se p = a® + b? entao r (p) = 8.
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O teorema conhecido como grande teorema de Fermat afirma que todo primo p
da forma 4k + 1 pode de fato ser escrito como soma de dois quadrados e portanto r (p) = 8.
Para completar a demonstracao do teorema usaremos um tipo de funcao, chamada involucao,

definida a seguir.

Definicao 4. Seja S um conjunto finito, uma funcao f : S — S é uma involucao se fof = Ig,

onde Ig: S — S é a funcao identidade.

Observamos que a condicao fof = Ig é equivalente a afirmacgao “f ¢ bijetiva e

coincide com sua inversa’.
Defini¢ao 5. Um ponto fixo de uma fungao f : S — S, é um ponto z tal que f (xg) = .

Proposicao 7. Seja S um conjunto finito e f uma tnvolucao. O numero de elementos de S

e 0o numero dos pontos fixos de f tém mesma paridade.

Demonstracao. Provaremos essa proposicao por indugao. Suponha que S tenha n elementos
e que o conjunto dos pontos fixos de f em S seja designado por F,.

Passo 1) Se n =1, temos que S = {a1} e f(a1) =a;. Assim n=1= F,.

Sen =2 (S = {aj,as}), como f é uma involu¢ao temos apenas duas possibili-
dades: f(a1) = a1 e f(az) = az ou f(a;) = az e f(az) = a;. No primeiro caso Fy, tem 2
elementos, no segundo caso Iy, tem 0 elementos, em ambos os casos Fy, tem mesma paridade
que S.

Passo 2) Suponhamos a proposigao valida para quando um conjunto tenha até n
elementos, temos que mostrar que o mesmo é valido para quando f tenha n 4 1 elementos.

Sejam S = {ay, a9, ...,ap41} € f S — S uma involugao. Temos dois casos:

i) f(any1) = apy1. Considere f restrita ao conjunto S = S — {an41}, com esta
restricao f continua sendo uma involucao, pela hipotese de inducao, o niimero de elementos
de 51 e do conjunto dos pontos fixos de f em S; tem igual paridade. Se S; e Fy, tem
quantidade impar de elementos, entao S e F)y, tem uma quantidade par de elementos. Se Sy

e Fy, tem quantidade par de elementos, entao S e Fy, tem quantidade impar de elementos.
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1) f (apy1) = ag, com 1 < k < n. Como f:S — S é&uma involucao, f (ar) = any1-
Considere Sy = S — {ag,a,+1}, com esta restricio f continua sendo uma involucao, pela
hipotese de inducao, temos que S; e Fy,, tem igual paridade. Temos que Sy tem mesma
paridade que S, como a quantidade de pontos fixos nao mudara na passagem do dominio de

Sy para S, podemos concluir que S e Fy, tem igual paridade. O

Teorema 5. (Grande teorema de Fermat) Se p € primo da forma 4k + 1 com k € N, entao

r(p) = 8.

Demonstracao. Seja p um numero primo da forma 4k + 1, com k ¢ N. Consideremos o
conjunto S = {(x,y,2)eN*\ 2% + 4yz = p}. S é um conjunto nao vazio, pois (1,1,k) € S.
Além disso, S é finito, ja que os valores de x, y e 2z estdo entre 1 e p.

Seja f : S —>(S uma funcao dada por

(ZE"‘QZ,Z,y—ZE—Z), se rT<yYy—=z2
f@y,2)=qQu-z,y,2—y+2), g¢ y—2<z<2y

(z =2y, —y+2y), g¢ =>2y

A funcao f es%é bem definida, ja que os planos © = y — 2z e x = 2y nao intersectam
S (se intersectassem, teriamos elementos de S sem correspondente). De fato, substituindo z =
y—zem 22 +4yz = p, terfamos (y — 2)°+4yz = p = Y2 —2yz+22+4yz = p = y*+ 22+ 2% =
p= (y+ 2)2 = p, 0 que é um absurdo, pois p ¢ primo e nao pode ser quadrado de nenhum
natural. Substituindo z = 2y em 2% + 4yz = p, teriamos p = (2y)> + dyz = 4 (y? +yz), o
que é um absurdo, pois p é primo da forma 4k + 1. Além disso, observe que a imagem de
f realmente esta em S, pois (x4 22)° +4(2)(y—x—2) = Qu—2)° +4(y) (x —y +2) =

(z—2y)* +4(z —y+2)(y) = 2° + dyz.

Vamos provar agora que a funcao f é uma involugao. Temos que
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(

(x+22,2,y—2—2) | g (z,9,2) € S

f(a:,y,z)z (23/—51379,93—9"'2) ) se (‘ruywz) € SQ

\

(x—2y,a:—y+z,y) ) se (may72) € S3

onde S = {(z,y,2)eS/x <y — =z}, So = {(z,y,2)eS/y—z <z <2y} e S5 =

{(z,y,2)eS/x > 2y}.

Observamos que f (S1) C Ss, f(S3) C Sy e f(S3) C Sy, logo

f(f(2y,2) =

(

(4+22)—2(2),(x+22)—2)+(y—x—2),2)

2y — 2y —2),y, 2y —2) — (y) + (v —y +2))

(z—=2y)+2W),y,(x —y+2)— (. —2y) — (v)

Afirmagao: (1 1 p;l) € Sy é o tinico ponto fixo de f.

[ ]

Primeiramente, f(1,1,27%) = (2—1,1,1 — 14+ 22) = (1,1, 22).

» 4

Unicidade do ponto fixo:

\

(z,9,2)
(I7 y? z)

(z,y,2)

Como f(S1) C Sz e f(S3) C Sy, a funcdo f ndo possui pontos fixos em S; e S

(Slﬂ53: (Z)) .

Suponhamos entao (z,y, z) € S tal que f (z,y,2) = (x,y, 2), ou seja,

(2y —T,Y,r—y+ Z) = (ZE,y7Z>. ASSiIIl7

(

20—xr==x
y=y
rT—yt+z==z2

\

e daf obtemos = = y.

Assim, o possivel ponto fixo ¢ da forma (z,x,2) € S; C S. Segue que x> + 4xz =

p=p=2x(xr+4z). Como p é primo, concluimos que z = 1, logo p = 4z + 1, isto é, z = &=

Portanto, (z,y,z) = (1, 1, p;l) ¢ 0 tnico ponto fixo.

4
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Pela proposicao 7, podemos concluir que S tem quantidade impar de elementos.
Considere agora a aplicacdo g : S — S, g(x,y,2) =(z,2,y). A fungdo g é uma
involugao, pois gog (z,y,2) = g (9 (z,y,2)) = g(z,2,y) = (z,y,2). Como S tem quantidade
impar de nimero de elementos, novamente pelo Proposi¢ao 7, concluimos que ¢ possui
pelo menos um ponto fixo. Considere entao (z,y, z) em S tal que g (z,y,2) = (z,y, 2), logo
(r,2,y) = (z,y,2) e assim y = z. Como (z,y,y) € S, temos p = 22 + 4y.y = x> + (2@/)2.

Portanto, provamos que um primo p da forma 4k + 1 pode ser escrito como soma de dois

quadrados. O fato de que r (p) = 8 ja foi demonstrado no lema 4. n

Neste capitulo, usando aritmética dos ntimeros inteiros, provamos que somente o
primo 2 e primos da forma 4k + 1 podem ser escritos como soma de dois quadrados.
No capitulo 5 esse fato serd provado usando a estrutura algébrica dos inteiros

(GGaussianos.
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Capitulo 4

Estruturas algébricas e fatoracao

4.1 Definicoes, exemplos e propriedades

Definicao 6. Um conjunto A com pelo menos 2 elementos, munido de duas operacoes de-
notadas por + (chamada adi¢ao) e - (chamada multiplica¢ao) ¢ um Anel Comutativo com

unidade, ou simplesmente Anel se satisfaz as seguintes propriedades:

A1) A adigdo é associativa, isto ¢,V z, y, z € A, (v +y)+2z2=2+ (y + 2).

A2) Existe um elemento neutro com respeito a adigdo, isto ¢, 3 0 € A tal que, V
reA, 0+r=x+0=u.

A3) Todo elemento de A possui um oposto com respeito a adigao, isto é, V x € A,
dzeAtalque, z+2=z2+4+x2=0.

A4) A adigdo é comutativa, isto &,V z,y e A,z +y =1y + .

M1) A multiplicagdo é associativa, isto &,V x,y, z € A, (x-y) -z =x - (y - 2).

M2) Existe um elemento neutro (unidade) com respeito a multiplicagao, isto é, 3
leAtalque, Ve e A 1-z=2-1=rx.

M3) A multiplicagdo é comutativa, isto &,V z, y e A, z-y =1y - x.

M4) A multiplicagao é distributiva relativamente a adicao, isto é, V x, y, z € A,

r-(y+z2)=z-y+zx-z
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Por comodidade, indicaremos a multiplicacao a - b simplesmente por ab.

Exemplo 10. O conjunto dos nimeros inteiros Z munido das operacoes usuais de adicao e

multiplicagao é um Anel.

Definigao 7. Um anel A serd chamado de dominio de integridade ou simplesmente dominio
se for verificada a seguinte propriedade:
Dados aebe A, se a#0eb#0entdao ab # 0 (ou equivalentemente dados a e b

€ A, se ab =0 entao a =0 ou b = 0).

Exemplo 11. O conjunto dos niimeros inteiros Z munido das operacoes usuais de adicao e

multiplicagao é um Dominzo.

Observagao 7. Em todo Dominio D vale a lei do cancelamento, isto é, se a - b = a - ¢ com

a # 0 entdao b = c.

De fato,a-b=a-c=a-b+(—a-¢)=0=a-b+(-1l)a-c=0=a-(b—c) =

0=a=0o0ub—c=0, como a# 0, concluimos que b — ¢ = 0, ou seja, b = c.

Definicao 8. Um elemento a de um Anel A é invertivel, se existe b ¢ A tal que a-b =b-a = 1.

1

. . _ S a T
Indicaremos o inverso de a por a™* ou % Por conveniéncia, indicaremos por 72 multiplicagao

1_ 3.1
a b—ab .

Note que o inverso de um elemento a, se existir, é tnico.

Exemplo 12. O nimero 2 ¢ invertivel no Anel Q (seu inverso é o 1), e ndo ¢ invertivel no

anel Z.

Definicao 9. Um Anel A tal que todo elemento diferente de 0 (ndo nulo) é invertivel é

chamado de corpo.
Observacao 8. O conjunto dos inteiros Z é exemplo de um dominio que nao é um corpo.

Exemplo 13. O conjunto dos nimeros reais R e o conjunto dos nimeros complexos C

munidos das operacoes usuais sao exemplos de corpos.
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Observacao 9. Todo corpo K também é um Dominio.

De fato, sejam a e b pertencentes a K com a-b = 0. Se a # 0, temos que

a-b=0=a"'(a-b)=a'-0=0b=0.

Definigao 10. Sejam a e b, elementos de um anel A. Se existir um elemento ¢ € A tal que
b = ac, dizemos que a divide b. Neste caso, dizemos também que a é um divisor de b, b é um

multiplo de a, b é divisivel por a, ou ainda que a é um fator de b.
Denotaremos a afirmagao a divide b por a | b e a sua negacao por a1 b.

Proposicao 8. (Propriedades da divisibilidade) Sejam a, b, ¢ e d elementos de um anel A.
As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1)a|0eala.

2)Seal|beb|c entioalc.

3) Sea|bec|d, entio ac | bd.

4)Sea|b+cealb, entioa| c.

5) Se u € invertivel, entio u | a.

As demonstragoes seguem diretamente da definicao de divisibilidade e das propri-

edades de anel, de modo inteiramente analogo as propriedades de divisibilidade em Z.

Definicao 11. Dois elementos a e b de um Anel A sao ditos associados se existir um elemento

invertivel u de A tal que a = ub (b =u"'a).

Proposicao 9. Sejam D um dominio e a, b e D\ {0}. Temos que a | b eb| a, se e somente

se, a e b sao associados.

Demonstrac¢ao. (=) Como a | b e b | a, temos que b = ak e a = bt, com k,t ¢ D. Assim,
b = (bt) k, pela lei do cancelamento, 1 = tk. Logo, t e k sdo invertiveis. Portanto, a e b sao
associados.

(<) Como a e b sdo associados, temos que a = bk, com k invertivel. Segue que,

ak™' = b. Assim, concluimos que a | be b | a. O
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Definicao 12. Seja um Anel A e a,b,d elementos de A, d é um maximo divisor comum de

a e b (ndo simultaneamente nulos) se:

1)d|aed]|b.

2)Vd e Atal que d' |a e d | b, tem-se que d' | d.

Proposicao 10. Num dominio D, dois mdzrimos divisores comuns de dois elementos a e b
nao simultaneamente nulos sao associados e todo associado de um mdximo divisor comum

destes elementos € também um mdximo divisor comum deles.

Demonstracao. Sejam d e d’ dois maximos divisores comuns de a e b. Temos que d | a e d | b.
Portanto d | d’. Além disso, d’' | a e d' | b. Portanto d’ | d. Pela proposi¢ao 9, concluimos que
d e d' sao associados.

Considere agora, d um maximo divisor comum de a e b, e t um associado de d.
Segue que d = tu e t = du™*.

Temos que d | a e d | b. Assim, a = dky e b = dks, com ky, ko € D.

Dai, a = tuk; e b = tuks. Logot|aet|b.

Seja ¢, tal que ¢ | a e ¢ | b, temos que ¢ | d. Assim, d = ck, com k € D. Logo

t = du~! = cku!. Portanto, c divide ¢ e ¢ ¢ um maximo divisor comum de a e b. O

Definicao 13. Seja A um Anel, um subconjunto nao vazio I de A é um Ideal se
WO)Vax,yel,x+yel
(i)Veel,VaeA a-ze€l.

Exemplo 14. Seja A um anel e a um elemento de A. O conjunto [ (a) = {a -k \ keA} é um
ideal de A.

Neste caso, dizemos que [ (a) é gerado por a.

De fato,

(i) Va,yel(a),v+y=aks+aks=a(k +ks)el.
({i)Vazel(a),VbeA b-x=0bak; =a(bky)el.
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Observamos que I (0) = {0}, denominado ideal nulo e denotado simplesmente por

Exemplo 15. Sejam A um anel e a,b € A. O conjunto I(a,b) = {na+ mb | m,neA} é um

ideal de A.

Neste caso, dizemos que o ideal I(a,b) é gerado por a e b.

A demonstragao é anéloga a do exemplo 14.
Exemplo 16. Sejam A um anel e aq,...,a; € A.

O conjunto I(aq,...,a;) = {may + ...+ may/nq, ..., neA} é um ideal de A ge-
rado pelos elementos aq, ..., a;.

A demonstracao é andloga a do exemplo 14.

Exemplo 17. Seja (1,,)ny uma familia de ideais de um anel A. Entao

(i) 1, é um ideal de A;

De Eio, sejam a e b € [)1,. Segue que a,b € I, para todo k ¢ N. Assim a+0b € I
para todo k € N, logo a + b pertege(i a ()1

Além disso, sendo a € (1, ZEi € A, temos que a € I}, para todo k € N. Assim, ax
¢ I, para todo k € N. Logo ax pe;z;ince a () In.

ii)SehclLhc---ClI,C --'anentéo U I, € um ideal de A.

De fato, sejam a e b € UNIn . Segue qTJES a pertence a algum I; e b pertence a

algum I com 7,7 € N.
Suponhamos sem perda de generalidade que j < k. Assim a, b € I}, logo a + b €
I}, e portanto a + b pertence a | I,,.

neN

Seja a € |JI, e x € A, temos que a pertence a algum I com k ¢ N. Assim, ax €
neN

I}, com k € N, logo ax pertence a | I,.
neN
Defini¢ao 14. Se um ideal I de um anel A é da forma I(a) para algum a € A, dizemos que

I é um ideal principal.
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Definicao 15. Um Dominio D é dito Dominio Principal se todo Ideal de D é principal.

Exemplo 18. O dominio Z, dos ntmeros inteiros, ¢ um dominio principal.
De fato os subconjuntos que sdo ideais de Z sdo exatamente os conjuntos I(m) =

{mk | keZ}, onde m € Z.

Proposicao 11. Sejam A um anel e a,b elementos de A. Se d € A é tal que 1(a,b) = I(d),

entao d € um mdzimo divisor de a e b.

Demonstra¢ao. Como a,be I(a,b) = I(d), segue que a = kid e b = kod, com ky, ko € A, donde
d|aed]|b. Suponhamos agora que ¢ seja um divisor comum de a e b, logo I(a,b) C I(c).

Consequentemente [(d) C I(c), dai d = kc e portanto ¢ | d. O

Corolario 2. Sejam D um dominio principal e a,b elementos de D. Entdao existe o mdzimo
divisor comum destes elementos e todo mdximo divisor comum é da forma na + mb, com

n,meD.

Demonstragao. Sejam a,b e D. Como D é principal, segue que I(a,b) = I(d), para algum d

e D. Como d e I (d) =1 (a,b) segue que d = ma + nb com m,n € D. O

Definicao 16. Um elemento nao nulo e nao invertivel de um anel é dito irredutivel se os
seus tnicos divisores sao os elementos invertiveis do anel e os seus proprios associados. Por

exemplo, 2 ¢é irredutivel em Z, pois seus divisores sao

+1 e £2.
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Defini¢ao 17. Um dominio D é um Dominio de fatoracao unica (DFU), se todo elemento
nao nulo e nao invertivel de D se fatora como produto de um nimero finito de elementos
irredutiveis. Além disso, tal fatoracao é tnica a menos da ordem dos fatores e de elementos

associados, isto é, se

PrPr=4q1"""4Gs

onde p1,...,Pr, q1,...,(qs sao irredutiveis, entao r = s e ap6s um reordenamento

temos que p; e ¢; sao associados para todoi=1,...,7r.
Chamaremos um Dominio de fatoracao unica simplesmente de Dominio Fatorial.

Definicao 18. Um elemento p ndo nulo e nao invertivel de um anel é dito primo se toda vez
que p divide o produto de dois elementos de A, ele divide um dos fatores.

plab=p|laoup]|b.

Observamos que, se p é primo e p | a; - - - a, entdo existe 1 < i < n tal que p | a;,

além disso todo associado de p também é primo.
Proposicao 12. Num dominio de integridade D, todo elemento primo € irredutivel.

Demonstracao. Seja p um elemento primo de um dominio de integridade D. Suponha a € D
tal que a | p. Vamos provar que a é invertivel ou a é um associado de p. Existe b € D, nao
nulo, tal que p = ab, logo p | ab e como p é primo temos que p | a ou p | b.

Suponhamos inicialmente que p | a. Como por hipotese a | p segue que p e a
sao associados. Agora, suponhamos que p | b, segue que b = pk, com k ¢ D. Temos que
p = ab = p = apk = p = pak, pela lei do cancelamento, logo 1 = ak, portanto a é

invertivel. O

Corolario 3. Sejam p,p1,...,p, elementos primos de um dominio de integridade.

Sep|pi---pn entao p € associado de p; para algumi=1,... n.

29



Demonstra¢ao. Suponhamos que p | p; - - p,. Como p é primo, existe i tal que p | p;. Pela

proposicao, p é irredutivel, logo p e p; sao associados. O
Proposicao 13. Num dominio principal, todo elemento irredutivel é primo.

Demonstracao. Seja p um elemento irredutivel de um dominio principal D. Suponhamos que
p | ab e que p{a. Temos que provar que p | b.
De fato, como D é principal, existe ¢ € D tal que I(a,p) = I(c), logo ¢ |a e c | p.
Como p é irredutivel, temos que ¢ é associado de p ou c¢ é invertivel. Mas ¢ nao é associado
de p, caso contrario terfamos p | ¢, como ¢ | a, terfamos que p | a, o que é uma contradicao.
Temos portanto que c é invertivel e consequentemente

I(a,p)=1(c)=D

Segue dai que existem elementos m,n € D tais que

l=n-a+n-p

Multiplicando a equagao acima por b obtemos

b=n-a-b+n-p-b
Como p | ab, concluimos que p | b. ]

Lema 5. Num dominio principal D, toda cadeia ascendente de ideais

LcLc---CcIl,C---

€ estaciondria, isto €, existe um indice m tal que

Im: m+1l —
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Demonstragao. Como |JI; é um ideal de D e D é dominio principal, existe a € D tal que
j>1

UL =1(a)
Jj>1
Segue dai que a € |JI; e portanto a € I,,, para algum m. Segue que a € I, para
Jj=21
todo n > m e consequentemente

I (a) C I, para todo n > m. Como para todo n, temos que

I, c|JL=1(a)

Jj=1

Concluimos que [,, = I(a), para todo n > m. O

Lema 6. Todo elemento nao nulo e nao invertivel de um dominio principal possui pelos

menos um fator irredutivel.

Demonstracao. Sejam D um dominio principal e a um elemento de D nao nulo e nao inver-
tivel. Se a é irredutivel, ja temos que a é fator irredutivel de a. Suponhamos agora que a é

redutivel, isto é, a tem um fator a; que nao ¢ invertivel e nem associado de a. Segue que

I(a) G I(a1) & D

onde I(a) # I(ay) pois a e a; nao sdo associados e I(ay) # D pois a; ndo é invertivel. Se a,
é irredutivel, o resultado é valido. Caso contrario, a; tem um fator a, que nao é invertivel e

nem associado de ay, logo

I(a) G I(a1) G I(a2) & D

Se nao encontrarmos um fator irredutivel de a, chegaremos numa cadeia infinita

de ideais



0 que nao ¢é possivel, pelo lema demonstrado anteriormente. O
Teorema 6. Se D ¢ um Dominio Principal entdo D é um Dominio Fatorial.

Demonstracao. Sejam D um dominio principal e a um elemento nao nulo e nao invertivel em
D. Pelo lema anterior, o elemento a possui um fator irredutivel p; e assim, existe a; € D tal
que a = p1 - aq.

Se a; nao é invertivel, entao ele também possui um fator irredutivel py € D, logo

existe ay € D tal que

a=p1-ay =p1- P2 a

Assim sucessivamente,

a=p1-a =PpP1-P2-Pily
Este procedimento tem que parar ap6s um numero finito de passos, isto é, para
algum n temos que a, é invertivel. De fato, se nenhum dos a, as, ..., ai, ... fosse invertivel
terfamos uma cadeia infinita de ideais

Ha) G I(a) & ... G T (a). ..

o que é uma contradi¢ao pelo lema demonstrado anteriormente.

Portanto, para algum n obtemos a, invertivel. Denotando a, = u temos que

G=pP1 .. Pn U

com pi, ..., p, irredutiveis.
Provaremos a unicidade por inducao sobre r.
Suponhamos que r = 1 e p; =¢1.q2 - ... - ¢s, COM P1,q1.Q2 - ... - qs irredutiveis e

portanto primos. Segue que p; | ¢1.q2 - - .. - Gs, € pelo corolario 3 p; é associado a ¢;, para
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algum 7. Apo6s uma reordenacao, se necesséirio, podemos supor ¢ = 1 e assim p; = u - ¢; com
u invertivel obtendo p1 =u-p1 - g2 - ... - qs.

Se s > 1, pela lei do cancelamento, obtemos 1 =u - ¢y - ... - qs, 0 que é uma
contradicao.

Suponhamos a unicidade verdadeira para r —1 e consideremos py.ps-. .. P, =q1.q2-
...-qs. Temos que p1/q1.q2- . . .- qs e portanto é associado a algum ¢;. Apds uma reordenagao,
se necessario, podemos supor ¢ = 1 e assim p; = u - ¢; com u invertivel obtendo p;.ps - ... -
Pr=uU-DP1-q2-... qs. Pelalei do cancelamento, temos py - ... p, =(u.q2) - ... gs. Usando
a hipotese de indugao, podemos concluir que r — 1 = s — 1 e que (uqa) - ...+ gs—1 pode
ser ordenado de forma que p; seja associado a ¢; para 2 < i < r. Portanto r = s e apos

reordenacao, p; é associado a ¢; para 1 <1 <. O

Definicao 19. Um Dominio D recebe o nome de Dominio Euclidiano se possui uma funcao
©:D\{0}—{0,1,2,3,...} que satisfaz as seguintes propriedades:

1) Va,b e D, b+#0, Jq,r € D, tais que

a=bg+rcome(r)<e(d) our=0.

2) ¢ (a) < ¢ (a,b), Ya,b e D\{0}.

Denotaremos um dominio Euclidiano por (D, ¢).

O algoritmo da divisao em Z nos diz que dados a e b niimeros inteiros com b # 0,
entao existem Unicos ¢ e r, inteiros, tais que g=bg+r, 0<r < b| - Dominio Euclidi-
ano é uma generalizagdo desta ideia. Para isto ocorrer, além das duas operacoes (adigao e

subtracgao) temos a funcdo ¢, usada para comparar os elementos de D.

Proposicao 14. Um elemento a de um dominio Euclidiano (D, ) € invertivel se, e somente

se a € nao nulo e p(ab) = p(b), onde b e D e b # 0.

Demonstragdo. Seja a € D invertivel, isto é, a # 0, a™' e D e a-a™! = 1. Assim ¢(b) =

p(baa™) = p(ba) > ¢(b), logo p(ab) = ¢(b).
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Reciprocamente, suponhamos a € D nao nulo e ¢(ab) = ¢(b), onde b € D e b # 0.
Como D é dominio Euclidiano e ab # 0 existem ¢, r € D tais que b = (ab)t+r com (1) < p(ab)

ou r = 0. Afirmamos que r = 0. De fato, se r # 0, como r = b — (ab)t obtemos

p(r) = p(b(1 —at)) > p(b)

0 que ¢ uma contradicao. Segue que b = (ab)t, como b # 0 e D é um dominio, temos 1 = at,

logo a é invertivel. O

Corolario 4. Num dominio Fuclidiano (D, @) valem as sequintes afirmagoes:

(1) {a € D : a éinvertivel} = {a € D : p(a) = p(1)}
(11) Dado a € D, {b e D : b € associado a a} C{be D : ¢(b) = p(a)}.

Demonstracao. (i) ¢(a) = ¢(a-1) = ¢(1) equivale a dizer que a é invertivel.
(ii) Se b é associado a a, isto é, b = ua, com u invertivel, entao p(b) = p(ua) =
p(a). N

Teorema 7. Se D ¢ um Dominio FEuclidiano entao D € um Dominio Principal.

Demonstra¢ao. Como D é um Dominio Fuclidiano, existe p:D\{0}—{0,1,2,3,...} que sa-
tisfaz as seguintes propriedades:

1) Ya,b e D, b# 0 3q,r € D, tais que

a=b.q+rcom e (r)<e() our=0.

2) ¢ (a) < ¢ (ab), Ya,b e D\{0}.

Seja I # 0 um Ideal de D. Considere o conjunto A = {p (¢) | tel} € {0,1,2,3,...}.
Como A # &, pelo principio da boa ordenacao, A possui um menor elemento. Seja a € I, tal
que ¢ (a) seja o menor elemento de A. Vamos provar que I = I (a). Como a € I, temos que
I(a) C I

Considere agora b um elemento qualquer de I. Como D é dominio euclidiano,
existem g e 7 € D tais que, b=a-q+r com ¢ (r) < ¢ (a) ou r =0. Observe que a-q e I e

a-q-(—1) = —a-q também pertence a I. Logo, b+(—a-q) =r el com ¢ (r) < ¢(a)our =0.
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Como ¢ (a) é o menor elemento de A concluimos que r = 0 e assim b+ (—a.q) =0=b=a-q

€ I (a). Portanto I = I (a). O
Teorema 8. Todo Dominio Euclidiano é Dominio Fatorial.

Demonstracao. Teoremas 6 e 7. O]

4.2 Os Anéis Z,,

Definicao 20. Seja m > 1 um inteiro. Dizemos que dois inteiros a e b sd@o congruentes
modulo m, se a e b deixam o mesmo resto quando divididos por m. Se a e b sao congruentes

modulo m, escrevemos a = b mod m.
Proposicao 15. Tem-se que a e b sao congruentes modulo m se, e somente se m | a — b.

Demonstracao. De fato, segue da definicao que a = mq; + 7 e b = mqgy + r, assim a — b =
m (q1 — q2). Portanto m | a — b.

Por outro lado, considere a = mq, +1r1 € b =mqgs + 13 com 0 < 1y, 79 < m. Como
a—b=m(q — q2)+(r1 —r2) em | a—0b, temos que m divide | 11 —r5 |< m. Logo r1—ry = 0,

ou seja, 1 = ro. L]

Proposicao 16. (Propriedades da Congruéncia) Para todos a,b,c,d,m en € Z, com n > 0
em > 1, valem as sequintes propriedades:

(1) a = a mod m;

(2) Se a =b mod m, entdo b =a mod m;

(3) Se a =b mod m e b= c modm, entdo a = ¢ mod m;

(4) Se a =b mod m e c=dmodm, entio a + c = b+ d mod m;

(5) Se a =b mod m e c =d mod m, entio ac = bd mod m;

(6) Se a =b mod m, entdo a™ = b™ mod m.

Demonstragao. (1) Temos que m-0=0 = a — a, logo m | a — a. Portanto a = a mod m.
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(2) Como a = b mod m, temos que m | a —b. Assim, existe k tal que mk =
a—b=m-(—k)=b—a. Logo m | b— a. Portanto b = a mod m.

(3) Como a = b mod m e b= c mod m, temos que m | a —be m |b— c. Assim,
existem ki e ko tais que mk; = a — b e mky = b — c. Somando as duas equacgoes, temos
m (ki1 + ko) = a — ¢. Logo, m | a — ¢. Portanto a = ¢ mod m.

(4) Como a = b mod m e ¢ = d mod m, temos que m |a—bem | ¢ —d. Assim,
existem ki e ko tais que mk; = a — b e mky = ¢ — d. Somando as duas equagoes, temos
m (ki + ko) = (a+c¢)— (b+d). Logom | (a+c) — (b+ d). Portanto a + ¢ = b+ d mod m.

(5) Como a = bmod m e ¢c =dmod m, temos que m | a—be m | c—d. Segue que,
existem k e ko tais que mky = a — b e mky = ¢ — d. Multiplicando as duas equacoes, temos
m (mkiks) = ac—ad—bc+bd = ac—bd+bd—ad+bd—bc = ac—bd+d (b — a)+b(d — ¢). Assim,
existem k3 e k4 tais que m (mhkiks) = ac— bd + mks +mky = m (mkiko — ks — ky) = ac—bd.
Logo, m | ac — bd. Portanto, ac = bd mod m.

(6) n = 1, valida trivialmente.

Suponhamos a" = b" vélida, como a = b, por (5) temos a"a = b"b, logo a" =

bt ]

Segue das propriedades (1), (2) e (3) que a congruéncia modulo m define uma

relacao de equivaléncia em Z.

Defini¢ao 21. Dado a € Z, a classe de equivaléncia de a, denotada por @ = {z€Z | z = a},

chama-se classe residual do elemento ¢ moédulo m.

Como a relacao de congruéncia moédulo m é uma relacao de equivaléncia, sao
validas as seguintes propriedades:

l)a#@,Yacl.

2) a=bmod m < a=b.
3)anb# @ =a=>.
4) U
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Proposicao 17. Ezxistem exatamente m classes residuais modulo m distintas, a saber: 0,1, . ..

Demonstra¢ao. Observe que os elementos do conjunto A = {0,1,...,m — 1} nao sdo con-
gruentes entre si modulo m, pois na divisao por m, eles mesmos sao os restos.

Considere n € Z, tal que n > m, pelo algoritmo da divisao, temos que dq,r tais
que n =mq+r, com 0 < r < m. Logo n é congruente a r ¢ A. Portanto existem exatamente

m classes residuais modulo m distintas: 0,1,...,m — 1. O

Definicao 22. O conjunto de todas as classes residuais médulo m chama-se conjunto dos
inteiros modulo m e é denotado por Z,,.

Em 7Z,,, definimos duas operacoes :

Adicao: @y +az = aj + ay

Multiplicagao: aj - @y = ay - ag

Segue das propriedades (4) e (5) de congruéncia que estas operacoes estdo bem

definidas.

Proposicao 18. O conjunto Z,,, munido das operacoes de adicao e multiplicacdo tem uma

estrutura de Anel.

Demonstracao. As propriedades associativa e comutativa da adicdo e multiplicacdo, assim

como a propriedade distributiva sao herdadas das propriedades de Z. Por exemplo,

a1+ ay =a1+ay =as+ay =as+ ay

O elemento neutro da adicdo ¢ o 0. O elemento oposto de cada elemento @ é o

elemento —a. O elemento unidade da multiplicacdo é o elemento 1. O
Proposigao 19. Seja @ € Z,,. Entio a # 0 € invertivel se, e somente se, mde(a,m) = 1.

Demonstragio. (=) 3b € Z,, tal que ab = 1, assim ab= 1 mod m = m | ab—1 = ab—1 = mk

(1) com k inteiro. Seja d, tal que d | a e d | m, de (1) temos que d | 1. Logo mdc(a, m) = 1.
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(<) Como mdc(a,m) = 1, temos que 3r, s € Z, tais que ra+sm = 1 =ra+sm =1

mod m = ra =1 mod m. Logo, 7a = 1, isto ¢, 7 - @ = 1. Portanto a ¢é invertivel. O
Proposicao 20. O anel Z,, ¢ um corpo se, e somente se, m € um numero primo.

Demonstrag¢ao. (=) Como Z,, é corpo, todos os seus elementos nao nulos sao invertiveis,
pela proposicao 19, temos que o maximo divisor comum entre m e qualquer elemento de
A=A{1,...,m—1} &1, ou seja, ndo existe nimero menor que m que o divida, a ndo ser o 1,
logo m é primo.

(<) Como m é primo, para todo a ¢ A = {1,...,m — 1}, temos mdc (a,m) = 1,

pela proposicao 19, concluimos que @ é invertivel. Portanto Z,, é um corpo. O]

4.3 O anel dos Polinémios K|x]

Definicao 23. Seja K um corpo. Chamamos de polinémio sobre K em uma indeterminada

r a uma expressao formal

ap +a1r + -+ apx” + -
onde ay, € A, Vk > 0, e existe m > 0 tal que a; = 0 para j > m.

Dizemos que dois polinomios p(x) = ap + @12 + -+ + @™ + ... e q(x) = ap +
bix + -+ b,x™ + ... sd0 iguais se, e somente se a; = b; para todo ¢ > 0.

O polinémio p(x) =0+ 0z + --- 4+ 0™ + --- onde a; = 0 para todo i > 0, serd
indicado por p(z) = 0 (polinémio nulo) e o polinémio p(x) = a+0x +---+ 0™+ -- -, onde
a; = 0 para todo i > 0, por p(z) = a (polindomio constante).

Vamos denotar por K[z] o conjunto de todos os polinémios sobre K, em uma

indeterminada x.
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Definicao 24. Se p(z) = ap + a1z + - -+ + a,2” + --- é tal que a, # 0 e a; = 0 para todo
j > n, dizemos que a,, é o coeficiente lider de p(x), n é o grau do polindémio p(z), e nesse

Caso, escrevernos

p(x) = ap+ ayx + -+ - + a,a” e o grau de p(x) por dp(x) = n.

Agora vamos definir operagoes soma e produto no conjunto K [z]. Sejam f (x) =
ap+ a4+ -+ ax" 4+ e g(x) =by+bx+ -+ bsx®+ -+ dois elementos de K [x].

Definimos a soma como

f@)+g@)=co+cx+-+cab+--- onde ¢; = (a; + b;) e K

e o produto como

f(x)-gx)=co+cax+-+ca®+ ... onde cg = ag- by, ¢ = ag - by + ay - by,

CQ:ao'b2+a1'b1+a2'b07..., ck:ag-bk+a1-bk_1+---+ak-b0,
Proposigao 21. (i) Sejam f (z) e g (z) polinémios nao nulos de K [x], tais que f (x)+ g (x)

também € nao nulo. Entdo

6 (f (x) +g(x) <max{df (x), 09 (x)}

(11) Sejam f (x) e g (x) polindmios nio nulos de K [x]. Entao f (x)-g(z) também

é nao nulo e

Demonstragao. (i) Suponhamos 6f (z) =r, dg (z) = s e, sem perda de generalidade, r < s.
Dai, com as notagoes dadas acima, f (x)+g(x) = (ap + bo) + (a1 + by) x+-- -+ (as + bs) v°+
0x*T! + 02572 + - - -, portanto

0(f(x)+g(x) <s=max{r,s} =maz{df (x),dg(z)}.
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(ii) Suponhamos 0f (z) =71 e dg (z) = s.
Dai, f (x)-g(z) = agbo + (agbs + a1bg) z+ ...+ a.bx" 5 + 0x" 5+ 4 0 +5+2 4

Como a, # 0 e by # 0, temos que a,.bs # 0. Assim, f (z) g (z) é ndo nulo e

0(f(x)-g(x))=r+s=0f(z)+dg(x).

Proposicao 22. O conjunto K [z] com as operag¢oes soma e produto é um dominio.

Demonstracao. As propriedades associativa e comutativa da adigao e multiplicacao, assim
como a propriedade distributiva sao herdadas das propriedades de K. Por exemplo,

f(x).9(x) = (ao+ - +ax®). (bo+ - +b2") = aghy + (aphs + arby) v + - - - +
(aobstr + - 4 Ggyrbo) 2°77 =

boao+(boar + brag) o+ - A(bo@sty + - - 4 bsyrag) 257" = (b + - - + bp2”) . (ag + -
g(x).f(z).

O elemento neutro da adicao ¢ 0 0 = 04+0z+- - -4+02™+- - -, onde a; = 0 para todo
i > 0. O elemento oposto de cada elemento ag+- - -+asz® é o elemento (—ag) +- - -+ (—a) °.
O elemento unidade da multiplicacao é o elemento 1 =1+0z+---+02"™ +---, onde a; =0
para todo i > 0.

Além disso, dados f (x),g () ambos ndo nulos pertencentes a K [x], temos que
pela parte (ii) da proposi¢ao 21 que f(x)g(x) também é nao nulo. Portanto K [z] é um

dominio. O

Observe que os tnicos elementos invertiveis de K [z] sdo os polindmios constantes
nao nulos. De fato, se f(x)g(xz) =1 entdo 0f(x)+ dg(z) = 0 e assim f(z) = ag e g(x) = by =

-1
a/O .
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Proposicao 23. Se K é um corpo entio K [x] é um Dominio Eucliano.

Demonstragao. Primeiramente, consideremos a fungao ¢:K [2]\{0}—NU {0}, definida por
¢ (p(x)) = grau de p(z).
Sejam dois polinomios f(z) = ag + -+ + a,a™ e g(x) = by + ... + b,x™ com

g(x) #0 e dg(x) =m. Vamos mostrar que existem unicos ¢ (z) e r (z) € K [z], tais que

com dr (z) <dg (x) ou r(x) = 0.

Ezisténcia: Se f (z) = 0 ou se da () < 0b(z), tomamos g (z) =0er(z) = f(x).

Vamos demonstrar a afirmacao por indugao completa (segunda forma) sobre n, o
grau de f(x), onde n > m.

Sen = 0entdo, m = 0, f(x) = a9 # 0, g(x) = by # 0 e temos que f(x) =
aoby *g(x). Assim, basta tomar q(z) = aghy* e r(x) = 0.

Consideremos o polinémio fi(x) definido por f(z) = a,b;lz" ™g(x) + fi(z).
Observamos que d f1(z) < df(z).

Temos que fi(x) = f(z) — a"b 2" ™mg(z) e pela hipotese de indugao, existem

q1(x), r(x) tais que

fi(@) = qu(x)g(x) + ()

onde r1(z) = 0 ou dri(z) < dg(z).

Dai, segue que

f@) = (q(z) +a"b, 2" ")g(x) + ()

onde r1(x) = 0 ou dr(x) < dg(z). Portanto, tomando ¢ (z) = q;(z) + a"b,'a" " e r(x) =

r1(z) temos a afirmagao valida para n.
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Unicidade: Suponhamos f (z) = ¢1 (z)-g (z) +r1 (2)=f (2) = g2 () - g (x) + 72 (2)
nas condigoes exigidas.

Daf, g (z) - (q1 () — g2 (x)) = 72 () — 71 (2).

Mas, se ¢1 (x) — g2 () # 0 0 grau do polindmio da esquerda, da igualdade anterior,
é maior do que ou igual a d¢g(x) enquanto que o grau do polinémio da direita ro(z) — ri(x) é
menor do que dg(x), o que é uma contradigdo. Portanto, ¢;(z) = ¢2(z) e consequentemente
ri(z) = ro(x).

Finalmente, observamos que 0 (f (x) - g (z)) = 0f (z) +dg (x) > 0 f (x), quaisquer
que sejam f (z), g (z) pertencentes a K [z] \ {0}.

Portanto (K [z],d) € um Dominio Euclidiano. O

Corolario 5. Klx| é Dominio Principal.

Corolario 6. K|z| é Dominio fatorial.

Vimos anteriormente que os elementos invertiveis de um dominio Euclidiano (D, ¢)
sao os elementos a € D\ {0} tais que p(a) = (1).

Aplicando em K{z|, que temosf(z) # 0 é invertivel se, e somente se df(x) =
d(1) = 0, obtendo novamente que os invertiveis de K[x] sdo os polinémios constantes nao

nulos.

Definicao 25. Se f(x) = ag+ajz+ ...+ a,x™ é um polindémio ndo nulo em K[z] e a e K &

tal que f (a) = ap + a1+ ...+ a,0" =0 € K, dizemos que o ¢ uma raiz de f(z) em K.

Lema 7. Sejam K um Corpo, f(x) um polinomio de K [x]. Um elemento o de K é uma

raiz do polindomio f(x) se, e somente se, f(x) = (v — a)q(x) com q(x) € K|x].

Demonstracao. (=) Como K [z] é um Dominio Euclidiano, existem ¢ (x), r (z) € K [z] tais

que f(z)=(r —a)-q(x)+r(x), com or(zx) <d(x —a)our(r)=0,assimr(z) =k com k
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constante € K/ {0} ou r () = 0. Temos que f(a) = (o —a)-q(a)+7(a), logo r(a) =0, e
assim 7 (z) = 0. Portanto, f (z) = (z — a) - ¢ (z) com ¢ (z) € K [z].
(«=) Temos que f (2) = (z — a)-q(z) = f (o) = (@ —a)-q(a) =0-¢(a) =0. O

Proposicao 24. Sejam K um Corpo, f(x) wm polindmio nao nulo de K [z| de grau n.

Entao o nimero de raizes de f (x) em K é no mdzimo igual ao §f (x) = n.

Demonstracao. Vamos provar usando inducao sobre n.

Para n = 0, temos que f(x) = ag, com ag # 0, logo f(z) nao possui raizes em K.

Para n = 1, temos que f(z) = ag + a;x, com a; # 0 e neste caso, f(z) tem uma
tinica raiz dada por a = —agpa; "

Portanto, para n = 0, 1 a proposicao ¢ verdadeira.

Considere agora f(z) um polinémio de grau n.

Se f(z) nao possui raizes em K, a proposicao é verdadeira.

Suponhamos entao que « seja raiz de f(z). Segue do lema que f(z) = (x—a)q(x),
com ¢(x) € Klz].

Neste caso temos que dg(x) = n — 1 < §f(x), e por indugao, ¢(x) possui no
méaximo d¢q(z) = n — 1 raizes em K.

Para ¢ K temos que, f(8) = 0 se, e somente se, 5 = a ou ¢q(5) = 0, logo as

raizes de f(x) sdo « e as raizes de ¢(x). Portanto f(x) possui no méximo n raizes. O

4.4 O Anel Z[i]

Definicao 26. Um inteiro Gaussiano é um ntimero complexo da forma a + bi com a e b

inteiros.

O subconjunto do corpo C, dos nimeros complexos, formado pelos inteiros Gaus-

sianos serd denotado por Z[i].

Proposicao 25. O conjunto dos inteiros Gaussianos, Z[i|, com as opera¢oes usuais de ni-

meros complexos é um Dominio.
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Demonstra¢ao. Primeiramente, observamos que Z [i] é fechado em relagao a adigao e a mul-
tiplicacao, pois dados a + bi e ¢ + di pertencentes a Z [i], temos que (a + bi) + (¢ + di) =
(a+c)+ (b+d)ie (a+bi)-(c+di) = (ac—bd)+ (ad + bc) i continuam em Z [i].

As propriedades associativa e comutativa da adicao e multiplicacao, assim como
a propriedade distributiva sao herdadas de C.

O elemento neutro da adicao é 0 = 0 4 0i. O elemento oposto de cada elemento
a + bi é o elemento —a — bi. O elemento unidade da multiplicacao é o elemento 1 =1 + 0z.

Além disso, como Z[i] C C e C é corpo, temos que dados a+bi A0 e c+di #0
em Z [i] entdo (a + bi) (¢ + di) # 0.

Portanto Z [i] € um Dominio. O

Definicao 27. Definimos a funcao norma N :C — R,

N (a + bi) = a® + b?

Proposigao 26. Seja a funcio norma N :C — R, temos que N ((a+bi)- (c+di)) =
N (a+bi)- N (c+ di).

Demonstragio. De fato, N ((a +bi) - (¢ +di)) = N ((ac — bd) + (be + ad) i) = (ac — bd)* +
(be + ad)® = a*c® — 2achd + B*d® + b*c* + 2achd + a*d? =

a*c® 4+ a*d® + 0*c® + b*d® = (a® +b*) - (* +d®) = N (a + bi) - N (¢ + di). O
Corolario 7. Se a | f em Z[i] entdo N (a) | N (B).

Demonstragao. Temos que existe v em Z[i] tal que ay = . Assim N (ay) = N(f) e
portanto N (a) N () = N (8). Logo, N (a) | N (). O

Corolario 8. Seja o € Z[i]. As sequintes afirmacgies sio equivalentes:
(1) « € invertivel em Z i
(i1) N (a) =1

(iii) a e {1,—1,i,—i}

44



Demonstracao. (i)=(ii) Temos que 3 8 € Z[i] tal que af = 1, assim N (o) = N (1), logo
N (a) N (8) =1, e portanto N («) = 1.

(ii)=-(iii) Considerando a = a + bi € Z[i], temos que N (o) = a® + b* = 1, assim
a>=0eb’=1oua’>=1eb®>=0,logoac{l,—1,i,—i}.

(iii)=(i) Imediato. O
Proposigao 27. Seja a € Z[i]. Se a norma de v € primo em 7 entdao « € primo em Z[i].

Demonstragao. Suponhamos por contradi¢ao o composto em Z [i], assim o = (a + bi) (¢ + di)

com N (a+bi) #1e N (c+di) #1, segue que N ((a + bi) (c+di)) = N («), logo

N(a+bi) N (c+di) =N (a).
Portanto N («) é composto em Z, o que ¢ uma contradic¢ao. a

Proposicao 28. O conjunto Z [i| munido das operacoes definidas anteriormente € um Dominio

Fuclidiano.

Demonstragao. Considere a fungdo N :Z[i] \ {0} — N U {0}, restricao da fun¢ao norma aos
inteiros Gaussianos nio nulos, isto €, N (a + bi) = a? + b?, para todo a + bi € Z[i] \ {0}.

Sejam x = a + bi e y = ¢ + di pertencentes a Z [i| com y # 0, vamos mostrar que
existem g e € Z [i], tais que © = y.¢ +r, com N (r) < N (y).

Devemos achar ¢ = g + hi tal que N (z —y - q) < N (y). Temos que

N(w=y-q) < Ny <= N(y-(2-4)) < N(p) <= Ny)-N(:-q) <

N(y)<:>N<§—q> <1

e . N1 . c  _d_ -\ _ actbd
Como ¥ = (a+b1) - (c+ di) —(a+bz)-<02+d2 c2+d2z> = i +

bc—ad ; ac+bd bc—ad
ml. Tomando 2R AT f, temos

N(i—q)<1<:>(e—g)2+(f—h)2<1.
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Assim, basta tomarmos ¢ = g + hi € Z[i], tal que |e — g| < 5 e |f —h| < 3

(observagao no final da demonstragio), pois assim teremos

1

(=9 +(f=n*< +;=5<L

| =
o | =

Além disso, observamos que V x = a+ bi € Z [1] \ {0}, N (z) = a* + b* > 1. Logo
Vye Z[i]\ {0}, temos que N (z)- N (y) > N(y) = N(z-y) > N (y).

Portanto Z [i] ¢ um Dominio Euclidiano. O

Observagao 10. Dado um racional ¢, existe um ntmero inteiro no intervalo (¢, ¢ + 1].
m . C -
De fato, suponhamos ¢ =, comm e Z e n # 0. Considerando a divisao euclidiana
de m por n temos
m=ng+rcomr=0o0ul<r<n.
m

r m_r r
Segue que n—q+n,logoq—n ncom0§n< 1.

Dai0<g+1—-c= 1—%§ 1, portantoc < ¢g+1<1+4c.
Exemplo 19. Considerando z = 2+ 3¢ e y = 1 — i, vamos determinar os possiveis quocientes
de z por y (usando as notagoes da proposigao 27).

Indicando ¢ = g + hi, temos

243 _ (2430)(Q+4) _ —145 _ 1 , 5., 1 .5
y 11— 2 =3 = T3 taile=7%f=9)
1 1

lg—el<g elh—fl<3

1|1 1 ~ 1 -1
‘g—|‘§ ‘_§<:>—§ _g—|—§ ~ §<:>—1 <g<O0

5 1 1 5 1
|h—§ |§§<:>—§ Sh—§ S §<:>2 <h<3
logo g = —1ou 0 e h =2 ou 3. Portanto, temos 4 possibilidades para o quociente

q: —1+2i, —1 4 34, 2¢ ou 3.
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Capitulo 5

Naturais como soma de dois quadrados

Neste capitulo, usando a estrutura algébrica dos inteiros Gaussianos, faremos

novamente a caracterizacao de primos escritos como soma de dois quadrados.

5.1 Primo como soma de dois quadrados: caracterizacao
em 7 |i|

Agora reunimos base suficiente para a demonstracao do teorema seguinte, o qual estabelece
uma caracterizagao de primos como soma de dois quadrados.

Antes de enunciar o teorema lembraremos alguns resultados estudados.

e Se p é primo, entdo Z, = {0,1,...,p — 1} tem uma estrutura de corpo.

e Se p é primo entdo, o dominio dos polinémios com coeficientes em Z,, Z,|x], é
um dominio Euclidiano, portanto também ¢ dominio principal e dominio de fatoracao tnica.

e O dominio Z[i] ¢ dominio euclidiano, portanto também é dominio principal e
dominio de fatoracao tinica.

e Num dominio Euclidiano (D, ¢), os elementos invertiveis sao os elementos que
possuem norma igual & norma do elemento 1 € D.

e Num dominio Principal, um elemento p é primo se, e somente se, p é irredutivel.
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Teorema 9. (Fermat) Seja p um primo. As afirmagoes a sequir sao equivalentes:
(\)p =2 ou p € da forma 4k + 1 com k natural.

(ii) Eziste a € Z tal que a®* = —1 mod p.

(7i1)p nao € irredutivel em 7 [i].

(1v)p € soma de dois quadrados.

Demonstragio. (i) = (it) Se p = 2, temos 12 = —1 mod p.

Seja p = 4k + 1 com k natural. Considere o polinomio 27! — 1 de Z, [z]. Pelo
pequeno teorema de Fermat, se mdc (a,p) = 1, entao a?~! = 1 mod p, ou equivalentemente,
@' = 1. Segue dai que, para todo a € {1,2,3,...,p— 1} temos @' — 1 = 0, ou seja
1,2,...,p — 1 sao raizes do polinomio zP~! — 1.

Como (p — 1) & o grau do polinémio 2P~ —1, nao temos outras raizes e o polinémio

se fatora como

P —T=(z-1) (z-2)-...- (x—p—1)

Por outro lado, como p — 1 = 4k, temos que

Pl T=2"% 1= (x%—T) . (m2k+T)

e assim

(%—T)'($—§>'...'($—]ﬁ) = (a:%—T)-(:czk—l—T)

Como Z, [x] ¢ dominio de fatoragdo tnica, segue que existe a, 1 < a < (p—1),
tal que @** + 1 = 0, portanto existe a, 1 < a < (p—1) tal que a?* = (ak)Q = —1 mod p,
como queriamos demonstrar.

(i1) = (4i1) Temos que existe a € Z tal que a* = —1 mod p, ou equivalentemente

pla*+1=(a+1)-(a—1).
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Observamos que p 1 (a4 ¢) em Z [i], caso contrario teriamos a +1i = p(c+ di) e
dai p.d =1, o que é uma contradicao.

Analogamente p { (a — i) em Z [i], caso contrario teriamos a — i = p (¢ + di) e dai
p.d = —1, o que é uma contradicao.

Assim temos que p (nao nulo e nao invertivel em Z[i]) nao é primo em Z [i],
portanto p nao é irredutivel em Z [i].

(17) = (iv) Temos que p = (a+bi) - (c+di), com a + bi e ¢ + di € Z][i] ndo
invertiveis. Segue que N (a+bi) =a®>+b*#1e N(c+di) =2+ d* # 1.

Além disso, temos que N (p) = p* = N ((a + bi) - (¢ + di)) = N (a + bi)-N (¢ + di) =
(a®> +b%) - (¢ + d?). Como p é primo em Z, concluimos que p = a® + b? = ¢? + d?, portanto
soma, de dois quadrados.

(1v) = (i)Proposicao 6. O

Assim, provamos que um primo p € Z é soma de dois quadrados se, e somente se,
p nao é irredutivel em Z [i] e, usando a estrutura algébrica de Z[i], chegamos ao resultado

desejado.

5.2 Ternos pitagoéricos

Usando a estrutura de Z [i], domiinio Euclidiano formado pelos inteiros Gaussianos, vamos
dar uma outra prova da caracterizacao dos ternos Pitagoricos.

Lembramos que os tinicos elementos invertiveis de Z [i] sdo 1,—1,7 e —i. Assim,
dado um elemento nao nulo z = a + bi € Z [i], seus associados sdo a + bi, —a — bi, —b + ai, e
b — ai.

Note que um e somente um dos quatro associados 2z’ de a + bi é tal que a parte
real é positiva e a parte imaginaria ¢ ndo negativa: Real(z’) > 0e Im(z’) > 0.

Dados «, 8 € Z]i] nao ambos nulos, vamos denotar por mdec(ca, ), 0o maximo

divisor comum, d, de « e (3 tal que Real(d) > 0 e Im(d) > 0.
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Lema 8. Sejam x e y inteiros primos entre si, entdo

1, se z2+y* é impar
mde (z + yi,x — yi) =
1+14, se z2+y*> é par

Demonstragao. Temos que z e y sdo primos entre si em Z, isto é, mdc (z,y) = 1 em Z, e dai

existem inteiros m e n tais que

mx +ny =1

logo mdc (x,y) = 1 também em Z [i].

Como N (z + yi) = N (x — yi) = 2% +y? entdo x+yi e T —yi sdo ambos invertiveis
ou ambos nao invertiveis.

Seja o € Z 1] tal que o | x +yi e o | x — yi. Segue que « divide a soma 2z e a
diferenga 2yi, logo a | 2z e o | 2y.

Como z e y sao primos entre si em Z [i] segue que « | 2 e consequentemente o é
associado de 1, 1 + 17 ou 2.

Descartamos o 2, pois se 2 | x+yi e 2 | x —yi implicaria que 4 | (x + yi) (x — yi) =
22412, 0 que nao é possivel. De fato, sendo x e y primos entre si, eles sao de paridade distinta
ou ambos impares o que acarreta

242 = 2K+ 2t +1)° =4k +t2+1t)+1ou

P4 =2k+ 1)+ 2+ 1) =4+ 2+ k1) +2.

Suponhamos primeiramente que z? + y?> = N (z + yi) = N (z — yi) seja par.

Segue que 2 | (z + yi) (z — yi) = 22 +y? e  +yi, x — yi ndo sao invertiveis. Além
disso, como 2 = (1+14) (1 —1), temos que (1+1d)(1—1) | (x+yi)(z —yi), dai (1+1) |
(x 4+ yi) (xr — yi). Mas 1+ é primo, pois tem norma igual a 2, logo (1 + i) divide um dos
fatores, digamos (x 4 yi). Por conjugacao, (1 — i) | z —yi e como 1 —i = —i (1 + i), obtemos

que (1+1i) | (x — yi). Neste caso, obtemos
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mdc (x +yi, v —yi) =141.

Suponhamos agora que z* + y* seja fmpar.
Se (1+1) | (z +1iy), segue que (1 —1) | (x — i), logo 2 | 2% + y?, o que é uma

contradicao. Portanto

mde (z + yi,x — yi) = 1.
[

Nota: Observe que (¢ + di)|(a + bi) <= (c — di)|(a — bi), de fato: a + bi =
(c+di)(e+ fi) <= a —bi = (c — di)(e — fi).

2 com x ey primos entre si 5Go

Teorema 10. As solugées de (x,y, z) da equagio v>+y? = 2
todas as ternas da forma (& (a* — b%),+2ab, + (a® + b?)) ou (+2ab, % (a® — b?), + (a® + 1?))

com a, b € Z, primos entre si e de paridade distinta.

2 com x e y primos entre

Demonstragdo. Seja (z,y,z) uma solucao inteira de z? + y* = 2
si. Como x e y sao primos entre si, eles sao de paridade distinta, ou sao ambos mpares.
No primeiro caso, 22 + y? = (2k1)* + (2ks + 1)* é da forma 4k + 1 e no segundo, z2 + ¢® =
(2k; 4+ 1)% + (2ky 4 1)? é da forma 4k + 2.

Como todo quadrado 2% & da forma 4k ou 4k + 1, concluimos que x e y sdo de
paridade distinta, logo 22 + 3% ¢é impar.

Segue, pelo lema anterior, que mdc (x + yi, z — yi) = 1.

Seja z = 21" - -+ 2" a decomposi¢ao de z em fatores primos em Z [i], logo

2n1 2N,

(x+yi)(z—yi) =2 +y* =22 =" ... 27

Como z + yt e x — yi sao primos entre si, temos que x + yi ¢ associado de um

quadrado,

o1



x+yi:u(a+bi)2:u(a2—b2+2abi)

com u invertivel em Z [i], isto é, u é igual a 1, —1, 7 ou —1.

Segue dai, conforme os valores de u, que

r==4(a®—-b) e y=42ab

ou
r==22ab e y=+(a*—-0?)
Calculando z, a partir da equacao z2 + y? = 22, obtemos
z== (a2 + b2)
Reciprocamente, substituindo os valores de x,y e z, dados no enunciado, verifica-
mos que todas as ternas sao pitagoricas. ]

Finalizamos, generalizando o teorema 9 na proxima se¢ao, estabelecendo condi¢oes

para um natural n ser soma de dois quadrados.

5.3 Naturais como soma de quadrados

Lema 9. (i) Tem-se que n € Z é soma de dois quadrados se, e somente se, eriste o € Z|i]
tal que n = N («).
(11) Dados inteiros que sao somas de quadrados, o seu produto é soma de quadra-

dos.

Demonstragdo. (i) Temos que n = a® + b* se, e somente se n = N(a + bi).
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(ii) Suponha que ny,...,n, sdo soma de quadrados. Segue que

ni=N(a1),...,n. = N ()

e assim

ny-....np=N(a) ... N(a,) =N(ay-...-a,)
portanto, o produto ny - ... n, é soma de quadrados. O

Teorema 11. Seja n € N com decomposicao em fatores primos dada por

an”‘p?‘l-...~pﬁ‘“q1ﬁ1~...~q55

onde cada p; é um primo da forma 4k +1 e cada q; € um primo da forma 4k +3. A equacao

n = 2% +y? tem solucio em Z se, e somente se, By, -, P, sdo pares.

Demonstragao. Suponhamos primeiramente que todos os f; sao pares. Como 2 é soma de
dois quadrados, cada p; é soma de dois quadrados e todo inteiro elevado a expoente par é um
quadrado, logo soma de quadrados, temos pelo lema anterior que n é soma de quadrados.
Reciprocamente, suponhamos por absurdo n = a? 4 b com pelo menos um dos Bj
impar. Sem perda de generalidade, podemos supor 3, fimpar.
Tomando d = mdc (a,b), temos que a = day, b = db; com mdc(ai,b) = 1, e

assim

n=d (ai+b7).
Como a maior poténcia de ¢; que divide d? tem expoente par, 3; é impar e qfl

divide n = d? (a? + b?) temos que

¢ | (a% —1—6%).
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Como mdc(ay,b1) =1 e q | (a3 +?), temos que mdc (ay,q1) = 1 e mde (by, q1) =
1, logo

Qitaieq b

Considerando o corpo Z,, = {0,1,...,q1 — 1}, temos entdo que @j # 0, by # 0 e

. L _\2
a;’ + b12 = 0. Multiplicando essa tultima equacao por ((bl) 1) obtemos

Tomando ¢ € Z tal que ¢ = a; (b_l)fl, temos que ¢ = —1, logo
2 = —1mod q.
Consequentemente, pelo teorema 9, temos que g1 = 2 ou ¢; = 4k+ 1, o que é uma

contradicao. O
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Capitulo 6

Consideracoes finais

No desenvolvimento deste trabalho concluimos que, uma simples pergunta na ma-
tematica pode implicar em uma investigacao rica para encontrar a sua resposta. Na investi-
gacao sobre quando um nimero primo pode ser escrito como soma de dois quadrados, varios
foram os conceitos abordados, como a relagao entre aritmética e geometria, congruéncia, fun-
cao e até mesmo nimeros complexos. Este trabalho poderia ser reproduzido parcialmente
em sala de aula por professores que tenham interesse, por exemplo, em lancar a pergunta:
“Quando um nimero primo p pode ser escrito como soma de dois quadrados?” e desenvolver
uma investigacao com os alunos observando o resto da divisao do primo p por 4. Varios
outros conceitos aqui presentes poderiam ser aplicados em sala de aula, para observacao de
propriedades matematicas, ou relacao de conceitos que a priori nao pareciam estar relacio-

nados.

35



56

Referéncias Bibliograficas

[1] Carlos Correia de Sa, Jorge Rocha, Treze viagens pelo mundo da matematica, Colegao

professor de mateméatica, SBM, U.Porto editorial, 2012.
[2] Arnaldo Garcia, Yves Lequain, Elementos de Algebra, Projeto Euclides, IMPA, 2010.
[3] W.J. Leveque, Topics in Number Theory, Volume 1, Addison-Wesley, 1956.

[4] T. Niven, H.S. Zuckerman, An Introduction to the Theory of Numbers, Jhon Wiley,

1966.

[5] L.H.J. Monteiro, Elementos de Algebra, Colecio elementos de mateméatica, Ao livro

técnico 1969.

[6] S. Sidki, Introdugéao a Teoria dos Nameros, 10° coloquio de matemaética, Pogos de Caldas,

1975.
[7] Abramo Hefez, Curso de Algebra, IMPA, Volume 1, 2013.
[8] Abramo Hefez, Aritmética, Cole¢do Profmat, SBM, 2013.
[9] Adilson Gongalves, Introdugao a algebra, Projeto Euclides, IMPA, 2007.

[10] Elon Lages lima, Paulo Cesar Pinto Carvalho, Eduardo Wagner e Augusto César Mor-
gado, A matematica no ensino médio. Volume 3, Colecao professor de matematica, SBM,

2006.



a7



	1 Introdução
	2 Resultados Básicos sobre Números Primos
	3 Ternos Pitagóricos e primos como soma de dois quadrados
	3.1 Ternos pitagóricos
	3.2 Primos como soma de dois quadrados

	4 Estruturas algébricas e fatoração
	4.1 Definições, exemplos e propriedades
	4.2 Os Anéis Zm
	4.3 O anel dos Polinômios K[x]
	4.4 O Anel Z[i]

	5 Naturais como soma de dois quadrados
	5.1 Primo como soma de dois quadrados: caracterização em Z[i]
	5.2 Ternos pitagóricos
	5.3 Naturais como soma de quadrados

	6 Considerações finais

