“odg

1]

372

UNIVERSIDADE
FEDERAL RURAL
DE PERNAMBUCO

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

PROFMAT

A SOMA DAS MEDIDAS DOS
ANGULOS INTERNOS DE UM
TRIANGULO HIPERBOLICO E O 5°
POSTULADO DE EUCLIDES

Carlos Alberto de Souza

Dissertacdo de Mestrado

RECIFE
27/08/2014






UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Carlos Alberto de Souza

A SOMA DAS MEDIDAS DOS ANGULOS INTERNOS DE
UM TRIANGULO HIPERBOLICO E O 5° POSTULADO
DE EUCLIDES

Trabalho apresentado ao Programa de PROFMAT do DE-
PARTAMENTO DE MATEMATICA da UNIVERSIDADE
FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO como requisito
parcial para obtengdo do grau de Mestre em Matemadtica.

Orientador:  Prof. Dr. Thiago Dias Oliveira Silva

RECIFE
27/08/2014






A minha mde, D. Iraci, mulher que ndo teve oportunidade
de ir a escola, mas nos deu esta oportunidade, sempre nos
incentivando e apoiando, sendo também forca de
inspiragdo e motivo de minha dedicacado.






Agradecimentos

Primeiramente a Deus, por ter me dado forcas nos momentos dificeis e a perseveranca para
poder atingir este objetivo.

A minha mae, por me educar mostrando com exemplos o modo correto de agir e fazer as
coisas certas. Mulher que sempre esteve e, gragcas a Deus, ainda estd disposta ouvir e dar uma
palavra de carinho e apoio a quem a aprocura.

A Ana Rita, esposa dedicada que nunca deixou de me apoiar e incentivar.

Aos filhos Amanda, Bruna, Karla e Carlos Alberto, pessoas que sentiram minha auséncia va-
rias vezes por conta das atividades docentes, mas sempre foram e serdo motivo de orgulho e
inspiracao.

A Mauricio, Carlos Anténio e José Carlos, irmaos que estdo sempre ao meu lado. Em es-
pecial, José Carlos, também pai e professor. Por admird-lo nesta atividade, que segui a carreira
docente.

Aos amigos e colegas de trabalho, em particular Eniva Valentim, Mércia Elizabete, Saulo Gui-
mardes e Josenide Freitas, pois nos momentos mais dificeis de minha vida, eles foram muito
compreensivos e, se hoje consegui, € porque eles acreditaram em mim.

A Carlos Bino, Anaxagoras Moraes, Ronaldo Bandim e Emerson Dantas, amigos que con-
quistei durante o curso no Profmat e que, nas horas de sufoco estavam 14, ajudando a diminuir
as dificuldades.

Ao Dr. Dailton Braz, médico psiquiatra acima da média, responsavel por resgatar a minha
autoestima.

Agradeco também aos amigos do Jogadores Andnimos, por me ajudarem a entender que as
mudancas devem acontecer de forma lenta e continua e que, mesmo nas recaidas, nunca deve-
mos perder a esperanga.

Aos amigos do Encontro de Casais com Cristo, responsdveis pelo meu crescimento espiri-

tual e, consequentemente, crescimento pessoal e profissional.

vii



viii AGRADECIMENTOS

Nao poderia deixar de agradecer a meu orientador, Prof. Dr. Thiago Dias, jovem de muita inte-
ligéncia, capacidade e de uma paciéncia incrivel. Em alguns momentos de depressao, quando
pensei em desistir, ele me fez acreditar que seria capaz e conseguiria desenvolver esta disserta-
cdo.



"Ndo hd ramo da Matemdtica, por mais abstrato que seja, que ndo possa
um dia vir a ser aplicado aos fenomenos do mundo real."”

—NIKOLAI IVANOVICH LOBACHEVSKY






Resumo

Desde o ensino fundamental o aluno aprende que a soma das medidas dos angulos internos de
um tridngulo € igual a 7 e, para este aluno, isso ¢ uma verdade absoluta. Nem todos terdo a
oportunidade de verificar que este fato s6 € verdadeiro no plano euclidiano e que é uma con-
sequéncia direta do 5° postulado de Euclides, o postulado das paralelas.

Neste trabalho, vamos mostrar que essa soma depende do plano no qual o tridngulo est4 con-
tido. Abordamos apenas a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo na geometria
hiperbolica, para podermos compara-la com a soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo euclidiano.

Iniciamos o trabalho com um rdpido relato sobre esse postulado, o qual levou inimeros ma-
temadticos a cometerem erros na tentativa de demonstra-lo. Mostramos que, mesmo nio tendo
sido valorizados quando Saccheri ainda estava vivo, seus estudos foram muito influentes para
a descoberta das geometrias nio euclidianas.

Para alcancarmos os objetivos do nosso trabalho, construimos uma base axiomatica bem pro-
xima da proposta por Hilbert e, juntamente com as propriedades existentes no quadrildtero de
Saccheri, demonstramos que na geometria hiperbdlica, a soma das medidas dos angulos inter-
nos de um triangulo é menor do que T.

No apéndice, apresentamos os modelos de Beltrami, de Klein e de Poincaré para a geome-
tria hiperbdlica, destacando o modelo de disco de Poincaré, pois o mesmo € parte integrante
de um dos problemas propostos para os alunos do ensino médio, construir no Geogebra um
triangulo hiperbdlico e movimentar um de seus vértices verificando o que ocorre. Apresenta-
mos também outro problema, no qual o aluno deve construir um tridngulo euclidiano e também
movimentar um de seus vértices, verificando que, neste caso, a soma permanece igual a 7.

Palavras-chave: 5° Postulado de Euclides, Geometria Hiperbdlica, Angulo de Paralelismo
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Abstract

Since elementary school the student learns that the sum of the measures of the internal angles
of a triangle is equal to 7 and, for this student, this is an absolute truth. Not everyone will have
the opportunity to verify that this fact is only true in the Euclidean plane and that is a direct
consequence of 5th postulate of Euclides, the parallel postulate.

In this work, we show that this sum depends on the plane in which the triangle is contained.
We approach only the sum of the measures of the internal angles of a triangle in hyperbolic
geometry, in order to compare it with the same sum on a Euclidean triangle.

We started working with a quick report on this postulate, which led many mathematicians
make mistakes trying to prove it. We show that, even if not valued when Saccheri was still
alive, his studies has very influence to the discovery of non-Euclidean geometries.

To achieve the objectives of our work, we built an axiomatic base very close to the propo-
sed by Hilbert and, in association with the existing properties in the Saccheri’s quadrilateral,
we demonstrated that in hyperbolic geometry the sum of the measures of the internal angles of
a triangle is less than T.

In the appendix, we present the models of Beltrami, Klein and Poincaré to the hyperbolic geo-
metry, highlighting the Poincaré disk model, which is part of a proposed problems to the high
school students, to construct in Geogebra a hyperbolic triangle and move one of its vertices by
checking what happens. We also present another problem, which the student must construct
a Euclidean triangle and also move of its vertices, finding that, in this case, the sum remains
equal to 7.

Keywords: 5th postulate of Euclides, Hyperbolic Geometry, Angle of Parallelism
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Introducao

O livro Os Elementos de Euclides tem despertado muito interesse e discussao durante os mais
de 2000 anos de sua existéncia, mas o 5° Postulado de Euclides, o Postulado das Paralelas,
deve ser aquele que, sem sombra de dividas, tenha motivado mais discussdes, levando grandes
matematicos a passar uma boa parte de suas vidas tentando descobrir se 0 mesmo era um pos-
tulado ou se tratava de um teorema que poderia ser demonstrado. Como cosequéncia dessas

discussdes, novos tipos de geometria foram descobertos.

Neste trabalho, apresentamos um dos temas desses estudos: A Soma das Medidas dos Angulos
Internos de um Tridangulo. Nosso objetivo é desenvolver um estudo para, através de postulados
e teoremas, mostrar que essa soma depende do tipo de geometria em que o tridngulo se encon-

tra, mais especificamente, se ela € euclidiana ou ndo euclidiana.

Para que possamos levar esta discussiao aos alunos do ensino médio, montamos dois proble-
mas sobre o tema em questdo, (com o uso de um software de Geometria Dindmica - Geogebra),
onde eles poderdo verificar que essa soma depende do tipo de geometria em que o tridngulo

estd inserido. Os problemas trabalhados encontram-se no apéndice deste trabalho.

No capitulo 1, faremos um breve relato sobre o livro Os Elementos, o que levou Euclides a
escrevé-lo e como ele € dividido. Mais adiante falamos um pouco das discussdes em torno
do 5° Postulado de Euclides, o que motivaram matematicos a se debrucarem durante anos para
estudé-lo, quais suas conclusdes e contribui¢cdes. Destacamos os trabalhos de Girolamo de Sac-
cheri, Janos Bolyai, Carl Friedrich Gauss, Lobachevsky e Riemann, responsaveis pelo surgi-

mento das Geometrias ndo Euclidianas. Destacamos também as contribui¢des de David Hilbert
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ao propor um novo conjunto de axiomas para a Geometria Plana, os quais receberam o nome
de Axiomas de Hilbert. Além desses, colocamos em destaque os trabalhos de Beltrami, Felix
Klien e Henri Poincaré sobre um modelo plano para a Geometria Hiperbdlica, com €nfase no
modelo plano do disco de Poincaré, pois foi com base neste modelo que desenvolvemos um

problema sobre o tridngulo hiperbdlico.

No capitulo 2, cujo titulo é Geometria Neutra, apresentamos um conjunto de postulados se-
melhantes aos propostos por Hilbert e o quadrildtero de Saccheri, com algumas proposicoes,

resultados desses estudos, sendo esses suportes para as nossas demonstragdes.

Falamos sobre a geometria hiperbdlica no capitulo 3, mostramos o Postulado de Lobachevsky,
que € a negacao do Postulado das Paralelas. Dai demonstramos que, nessa geometria, a soma

das medidas dos angulos internos de um triangulo é menor do que 7.

Para finalizar, no apéndice, apresentamos alguns modelos planos para a Geometria Hiperbo-
lica, como o modelo de Beltrami, o modelo de disco de Klein e os modelos de Poincaré, sendo
o modelo de disco de Poincaré apresentado de forma mais detalhada, pois nele podemos repre-

sentar qualquer elemento da Geometria Hiperbdlica, sem perder suas caracteristicas.

Gostariamos de destacar que ndo é objetivo deste trabalho fazer demonstra¢des da consisténcia

desses modelos.

Ainda no apéndice, mostramos dois problemas que desenvolvemos para serem aplicados em
turmas do ensino médio, com o uso de um software de geometria dindmica (Geogebra). Am-
bos versam sobre a constru¢do de um triangulo e o ato de fazer mover um de seus vértices,
sendo um sobre o tridngulo euclidiano e o outro sobre o tridngulo hiperbdlico baseado nas pro-
priedades existentes no modelo do disco de Poincaré. Enquanto o primeiro mostra que a soma
das medidas dos dngulos internos de um tridngulo é igual a m, o segundo mostra que, essa

soma é menor do que T.



CAPITULO 1

Breve Historia do 5° Postulado de Euclides

Este capitulo estd fundamentado em [1], [3], [4], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [13], [17], [18] e
[20].

Ap6s a morte de Alexandre, o Grande, os generais de seu exército passaram a disputar o con-
trole do império grego, porém, no ano de 306 a.C., a parte egipcia do império ja estava sob o
controle de Ptolomeu I. Foi Ptolomeu I o responsédvel de construir, em Alexandria, um instituto
conhecido como Museu, tendo chamado um grupo de sdbios para serem professores nesse ins-

tituto, dentre os quais estava Euclides.

Com a finalidade de organizar e dar uma base axiomadtica a matematica conhecida até o mo-
mento, no ano 300 a.C., Euclides escreveu o livro Os elementos. Sendo este um trabalho, ndo
s0 de geometria, mas também de teoria dos nimeros, é considerado até hoje a maior obra de

matematica de todos os tempos.

Os Elementos € constituido por 13 volumes, assim divididos:

¢ Geometria Plana: Livros de I aIV e livro VI;

Numeros Inteiros: Livros VII, VIII e IX;

Razoes e Grandezas: Livros V e X;

Geometria Espacial: Livros XI, XII e XIII.

Para dar uma base axiomdtica a geometria, Euclides a organiza da seguinte forma:
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Definicoes:

Euclides inicia sua obra apresentando 23 definicoes, tais como, angulo reto, linhas retas per-

pendiculares, circunferéncia, didmetro, semicircunferéncia, tridngulos, retas paralelas, etc.

Dentre as defini¢des dadas por Euclides, destacamos:
1. Um ponto € o que ndo tem partes.
2. Uma linha € um comprimento sem largura.
3. Uma linha reta € uma linha que assenta igualmente os pontos sobre ela.

Além das definicoes, Euclides também apresenta em seu livro uma lista com cinco nog¢éoes
comuns € cinco postulados, sendo este conjunto fundamental para a consisténcia do sistema

axiomadtico proposto em seu livro.

Nocoes Comuns:
1. Coisas iguais a uma mesma coisa, sao iguais.
2. Se coisas iguais sao somadas a coisas iguais, entao os resultados sdo iguais.
3. Se coisas iguais sdo subtraidas de coisas iguais, entao os restos sdo iguais.
4. Coisas que coincidem com outra coisa sao iguais.
5. O todo € maior que qualquer parte.

Postulados:
1. Pode-se tragar uma unica linha reta ligando dois pontos quaisquer.

2. Pode-se continuar, de maneira tnica, qualquer linha reta finita continuamente em uma

linha reta.

3. Pode-se tracar uma circunferéncia com qualquer centro e qualquer raio.
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4. Todos os angulos retos sdo iguais.

5. Se uma linha reta corta duas outras e forma angulos internos, no mesmo lado, cuja soma
¢ menor do que dois angulos retos, entdo as duas linhas retas se encontrardo no lado onde

estdo os angulos cuja soma € menor do que dois angulos retos.

Como o quinto postulado ndo era tdo claro e direto como os outros quatro, sempre ficou

uma divida se realmente era um postulado ou um teorema.

Entre os séculos VIII e IX a obra de Euclides foi traduzida para o arabe, fazendo com que

essa discussdo chegasse ao oriente, assim como a busca por uma demonstragao.

Apenas no século XIX, comecou a surgir uma compreensdo correta desse postulado. Porém
antes, na tentativa de demonstra-lo, muitos matematicos propuseram enunciados de melhor en-
tendimento, equivalentes a ele, sendo o mais famoso o Postulado de Playfair, proposto por John

Playfair (1748 - 1819), o qual popularizou-se no século XVIII e diz:
Por um ponto fora de uma reta, existe exatamente uma reta paralela a reta dada.

No comeco do século XVIII, o padre jesuita e matemético italiano Girolamo Saccheri (1667
- 1733) tentou, através dos seguintes argumentos, uma nova abordagem do quinto postulado,

considerando que:

* Como no mundo real temos modelos do sistema proposto por Euclides, sabemos entao

que o 5° Postulado ndo possui contradicdes;

Acreditamos que, a partir dos outros postulados, podemos provar o Postulado das Para-

lelas, porém ninguém ainda conseguiu;

Suponhamos que o Postulado das Paralelas possa ser demonstrado, logo, ao substitui-lo

por sua negacao, chegaremos a uma contradi¢cao no sistema;

Entdo, se usarmos a negacdo do Postulado das Paralelas como um postulado e encon-

trarmos uma contradicdo, estaremos mostrando que o Postulado das Paralelas pode ser
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demonstrado a partir dos outros postulados, sem que, na realidade, tenha sido feita uma

demonstracao direta.
Deste modo, o Postulado de Playfair, seria dividido em duas partes, ou seja,
1. ndo existem retas paralelas ou
2. por um ponto fora de uma reta passam mais de uma reta paralela a reta dada.

Da primeira premissa, Saccheri concluiu que as linhas retas sdo finitas, contradizendo o se-
gundo postulado de Euclides. Dai a rejeitou. Porém, esse resultado hoje em dia € aceito como

base da Geometria Eliptica, na qual tanto o segundo como o quinto postulados sdo rejeitados.

A segunda premissa nao foi tdo facil de refutar. Saccheri chegou a provar vérios resultados,
mas nao conseguia chegar a tal contradi¢do. Esses resultados foram publicados em 1733, no
livro Euclides Vindicatus (traduzindo literalmente, Euclides Justificado), o qual foi esquecido
por quase um século e, no século XIX, quatro matematicos o redescobriram, sendo que trés
deles comegaram a considerar a existéncia de uma geometria plana, na qual, por um ponto fora

de uma reta, existem mais de uma reta paralela a reta dada.

Por volta de 1810, o matemético alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) explo-

rou essa possibilidade, porém, para evitar polémicas, preferiu nao publicar seus resultados.
Em 1823, Janos Bolyai (1802 - 1860) escreveu para o seu pai, Farkas Bolyai (1775 - 1856),
amigo de Gauss, dizendo:

Eu descobri coisas tdo maravilhosas que me sinto aturdido ... do nada eu criei um estranho

mundo novo.

O jovem Bolyai havia descoberto uma geometria nao euclidiana. Ao ser informado dessa

descoberta, Gauss prontamente correspondeu-se com seu amigo, dizendo:

Eu considero este jovem gedmetra Bolyai um génio de primeira ordem.
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Porém, Janos Bolyai ndo teve o merecido reconhecimento desse grande matemdtico apds publi-
car seus resultados em 1832. Decepcionado pela falta de valoriza¢do de Gauss as suas teorias,
nao voltou a publicar outro trabalho e, assim, seus trabalhos s6 foram reconhecidos apds a sua

morte.

Neste mesmo periodo, o matematico russo Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1792 - 1856) de-
dica grande parte de seu tempo ao estudo de tal geometria e, em 1829, publica esses estudos.

Em sua homenagem, esta nova geometria viria a ser chamada de Geomeria de Lobachevsky.

Os trés chegaram a mesma conclusio:

Se o Postulado das Paralelas for substituido pela segunda parte de sua negacdo, o sistema

que resulta ndo contém contradigoes.

Resolvendo, deste modo, todas as questdes que duravam mais de 2000 anos em relacdo ao
Postulado de Euclides, ou seja, 0 mesmo nao poderia ser demonstrado a partir dos outros qua-

tro postulados da geometria euclidiana.

O quarto matemaético que seguiu os passos de Saccheri foi o alemao Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826 - 1866). Ele examinou a primeira parte da negacao do Postulado das Paralelas,

indagando:

Pode existir um sistema de geometria plana, no qual, por um ponto fora de uma reta, ndo

passe nenhuma reta paralela a reta dada?

Para o seu estudo, Riemann considerou que uma reta poderia ser “estendida continuamente”,

sem que, necessariamente, fosse infinita.

Foi Bernhard Riemann, através de sua tese de doutoramento, o responsdvel em demonstrar
a possibilidade de existirem diversas geometrias, além da euclidiana. Nesse trabaho, quando

desenvolveu a teoria geral das variedades, ele legitimou diferentes tipos de geometria, dentre
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as quais se destacam as chamadas Geometrias Riemannianas.

No entanto, a aceitacio da geometria ndo euclidiana s6 veio se estabelecer apds a sua morte.

Sendo assim, em meados do século XIX, existiam trés diferentes geometrias, aquelas des-
cobertas por Lobachevsky e Riemann foram chamadas de Geometrias ndo Euclidianas, pois,
em certo ponto, iam de encontro a geometria de Euclides. Todas sdo sistemas consistentes na

Geometria Riemanniana, porém se diferem em relagdo ao paralelismo.

Essas novas geometrias sdo bem peculiares. Em regides muito pequenas, elas se aproximam

bastante da euclidiana, mas em grandes regides, as duas sdo bem diferentes da euclidiana.

No nosso trabalho, abordaremos um dos resultados obtidos ao se negar o quinto postulado

de Euclides, a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo.



CAPITULO 2

Geometria Neutra

2.1 Axiomas de Hilbert

Neste capitulo, apresentamos um conjunto de axiomas semelhantes aqueles propostos por Da-
vid Hilbert (1862 - 1943), conjunto este que nos fornece subsidios para termos uma geometria
consistente, intitulada de Geometria Neutra, onde sdo vélidos todos os resultados que ndo de-
pendem do Postulado das Paralelas. Os estudos que apresentamos neste capitulo estdo funda-

mentados em [1], [2], [3], [4], [S], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [14], [13], [17], [18], [20] e [21].

No século XIX a geometria conquistou um avango jamais visto, porém foi Hilbert quem pro-
curou dar-lhe um cardter puramente formal, que j4 existia na Algebra e na Anélise. A obra Os
Elementos possuia uma estrutura dedutiva, no entanto continha hipdteses ocultas, definicdes
sem sentido, como também falhas de 16gica. Hilbert logo notou que nem tudo em Matematica
poderia ser definido, dai estruturou o tratamento dado a Geometria propondo, em 1899 no seu
livro Grundlagen der Geometrie (traducdo: Fundamentos da Geometria), um conjunto com 21
premissas. O objetivo principal era dar a geometria euclidiana uma abordagem rigorosa e, deste
modo, corrigir as falhas encontradas nos Elementos de Euclides. Em seu trabalho ele apresenta
os axiomas em cinco grupos: 1. Axiomas de Incidéncia, 2. Axiomas de Ordem, 3. Axiomas de
Congruéncia, 4. Axiomas de Continuidade, 5. Axioma das Paralelas. Em sua fundamentacao,
Hilbert tomou como base conceitos primitivos, que chamaremos de objetos ndo definidos e as

relagcdes entre estes, que daremos o nome de relacdes nao definidas.

Objetos nao Definidos:

1. Ponto;
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2. Reta;

3. Plano.

Relacdes nao Definidas:

1. Estar sobre;

2. Estar em;

3. Estar entre;

4. Ser congruente;

5. Ser paralelo;

6. Ser continuo.

Objetos Definidos:

D1. Pontos Colineares: Se trés pontos A, B e C pertencem a uma mesma reta r, entdo dizemos

que A, B e C sdo pontos colineares, caso contrario, diremos que sdo ndo colineares.

N

Figura 2.1 Os pontos A, B e C sdo colineares, enquanto que os pontos A, B e D sdo ndo colineares.

D2. Segmento de Reta: O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos 0s pontos
que estdo situados entre A e B chama-se segmento de reta AB ou BA. Os pontos A e B sio

denominados de extremidades ou extremos do segmento.

A B

Figura 2.2 Segmneto AB.
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D3. Distancia entre Dois Pontos: A todo par de pontos do plano, corresponde um nimero
real maior ou igual a zero, denominado distancia entre esses pontos. Esse nimero é zero

se, € sO se, 0s pontos sdo iguais.

D4. Medida de um Segmento de Reta: Dados dois pontos A e B, definimos a medida do

segmento AB e denotamos por AB, como a distincia entre os pontos A e B.

D5. Congruéncia entre Segmentos de Reta: Diremos que dois segmentos AB e A’B’ sdo

congruentes, € escrevemos AB = A'B, quando AB=A'B’.

D6. Pontos Equidistantes: Dados trés pontos A, B e C, tais que AC =2 BC, entiio dizemos que

o ponto C € equidistante dos pontos A e B.

Figura 2.3 C é um ponto equidistante dos pontos A e B.

D7. Ponto Médio: Chamamos de ponto médio do segmento AB um ponto C deste segmento,

tal que AC = BC.

A o] B

Figura 2.4 C é ponto médio do segmento AB.

D8. Semiplano: Dados um plano IT e uma reta r C I1, existem dois subconjuntos disjuntos
Hy,H, C II (chamados de semiplanos determinados por r), taisque HiNr=HyNr =<
e H UrUH, =11, com a condi¢do de que dois pontos A, B € II pertencem ao mesmo

semiplano se, e somente se, ABNr = &.

D9. Estar do mesmo lado ou em lados opostos de uma reta: Sejam A, B € I1 e ndo incidentes

ar CII Se A e B estdo no mesmo semiplano determinado por r, entdo diremos que A e
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B estdo do mesmo lado em relagdo a r, caso contrdrio, diremos que A e B estdo em lados

opostos em relagdo a r.

« B

C

Figura 2.5 Os pontos A e B estdo do mesmo lado em relacdo a reta r, enquanto que os pontos A e C
estdo em lados opostos em relagdo a r.

D10. Estar Entre: Dados trés pontos distintos de uma mesma reta A, B e C, diremos que B
estd entre os pontos A e C se, e sO se, a distancia entre os pontos A e C € igual a soma
da distancia entre os pontos A € B com a distancia entre os pontos B ¢ C. Deste modo,

AB <ACe BC < AC.

D11. Semirreta: Dados A, B € II, tais que A # B, o conjunto constituido pelos pontos do
segmento AB e por todos os pontos C tais que B se encontra entre A e C, é chamado de
semirreta de origem em A contendo o ponto B, e é representado por AB. O ponto A é

denominado origem da semirreta zﬁ

Figura 2.6 Semirreta AB.

D12. Semirretas Opostas: Dada a reta ﬁ e um ponto C da reta 1@ tal que A estd entre B e

C, dizemos que as semirretas E e R sdo0 semirretas opostas.

Figura 2.7 Semirretas opostas AB e AC.
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D13. Angulo: Dadas duas semirretas z@ e R, de mesma origem A, chamamos de dngulo
BAC, e escrevemos /BAC, a figura formada pelas semirretas E e R, onde zﬁ e R sao

os lados do angulo e o ponto A o vértice. Podemos também indicar o angulo ZBAC como

ZA.

A B

Figura 2.8 Angulo ZBAC.

D14. Interior de um Angulo: Dizemos que o interior de um angulo ZBAC, e denotamos por
int ZBAC, ¢é a regido formada pelos pontos do plano que estdo do mesmo lado de zﬁ em

relacdo a ﬁ e, 20 mesmo tempo, estdo do mesmo lado de R em relacdo a zﬁ

A B

Figura 2.9 O ponto D esta no interior do angulo ZBAC, enquanto que o ponto E ndo esta.

D15. Medida de um Angulo: A cada angulo ZBAC associamos uma medida BAC ,com 0 <

BAC < 7, satisfazendo as seguintes condigdes:
1. Se A,B € re H é um dos semiplanos definidos por r, entdo, para todo 0 <x < 7w
existe uma dnica semirreta zﬁ contida em H Ur tal que PAB = x.

2. Se PAB = 0, entdo as semirretas zﬁ e 1@ coincidem; se PAB = 7T, entdo as semir-

retas ﬁ € zﬁ S0 opostas;

3. Se D € int /BAC entio BAC = BAD + DAC.
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D16. Congruéncia entre Angulos: Dois dngulos ZBAC e Z/B'A’C’ sido congruentes, e indica-

mos /BAC = /B'A'C’, quando eles tém medidas iguais.

D17. Angulos Suplementares: Dois angulos ZBAC e ZDAC sao ditos suplementares quando

. - — )
ﬁ ¢ lado comum e os lados ndo comuns, zﬁ e AD sdo semirretas opostas.

D A B

Figura 2.10 Os angulos ZBAC e ZCAD sido suplementares.

D18. Angulo Reto: Um angulo que € congruente ao seu angulo suplementar € dito angulo

reto.

D A B

Figura 2.11 Os angulos ZBAC e ZDAC s@o retos.

D19. Angulos Obtuso e Agudo: Um 4ngulo que é maior do que o seu angulo suplementar
€ chamado de angulo obtuso, enquanto que o angulo que € menor do que o seu angulo
suplementar ¢ denominado angulo agudo. Na figura 2.10, ZBAC ¢ agudo, enquanto que

ZCAD é€ obtuso.

D20. Angulos Consecutivos: Dizemos que dois angulos sdo consecutivos quando possuem o

mesmo vértice e um lado comum.

D21. Angulos Adjacentes: Quando dois angulos consecutivos ndo possuem pontos internos
comuns, dizemos que sdo adjacentes. Na figura 2.12, os angulos consecutivos ZBAD e

ZDAC sio adjacentes.
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A

Figura 2.12 Os angulos ZBAC e ZDAC s@o consecutivos.

D22. Retas Paralelas: Duas retas que estdo no mesmo plano e nao se intersectam sao ditas

retas paralelas.

D23. Triangulo: Dados trés pontos ndo colineares A, B e C, definimos tridngulo como sendo a
regido compreendida entre os segmentos AB, BC e AC, onde os segmentos AB, BC e AC
sao0 os lados do tridngulo e os pontos A, B e C, os vértices.

Cc

A B

Figura 2.13 Tridngulo AABC.

D24. Angulo Externo de um Tridngulo: Dado o tridngulo AABC e um ponto D pertencente
. -2 P . A £ A
a semirreta AB, de modo que B esté entre A e D, dizemos que o dngulo ZDBC ¢ angulo

externo do tridngulo AABC.

A B

Figura 2.14 /DBC ¢ angulo externo do tridngulo AABC.

D25. Congruéncia entre Tridngulos: Dois tridngulos AABC e AA’B'C’ sdo ditos congruen-

tes, neste caso escrevemos AABC = AA’B'C’, quando AB= A'B’, AC = A'C’, BC= B'C/,
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/BAC = /B'A'C', ZABC = /A'B'C' e ZACB = /A'C’'B’. Mais adiante, mostraremos 0s

casos de congruéncia de tridngulos.

A ' B A ' B

Figura 2.15 Os tridngulos AABC e AA’B'C’ sdo congruentes.

D26. Mediana de um Triangulo: Dados o trisngulo ABAC e o ponto médio M do lado BC,

chamamos de mediana relativa ao vértice A o segmento AM.

C

Figura 2.16 No tridngulo AABC, o segmento AM é a mediana relativa ao vértice A.

Axiomas de Incidéncia:
Os axiomas de incidéncia estabelecem relacdes entre os objetos ndo definidos (ponto, reta e

plano).

I1. Dados dois pontos distintos de um plano, existe uma e apenas uma reta passando por ambos

0S pontos.
I2. Toda reta possui ao menos dois pontos.

I3. Existem ao menos trés pontos nao colineares em um mesmo plano.

Axiomas de Ordem:
Os axiomas de ordem definem o conceito "estar entre", estabelecendo uma ordenagdo entre os

pontos de uma mesma reta.
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O1. Se o ponto B estd entre os pontos A e C, entdo A, B e C sdo trés pontos distintos de uma

reta.

02. Dados os pontos B e D, existem pontos A, C e E incidentes a reta %, tais que B estd entre

AeD,Cestaentre Be De Destientre Be E.

03. Se A, B e C sido trés pontos distintos de uma mesma reta, entdo um, e um s6 dos pontos,

esta entre os outros dois.

O4. Para toda reta r e quaisquer trés pontos A, B e C ndo incidentes a r.
Se A e B estdo do mesmo lado de r e B e C estdo do mesmo lado de r, entdo A e C estido
do mesmo lado de r.
Se A e B estdo em lados opostos de r € B e C estdo em lados opostos de r, entdo A e C

estdo do mesmo lado de r.

“Ser congruente” € uma de nossas relagdes nao definidas, sendo esta uma relag@o entre segmen-
tos e entre angulos. Neste trabalho apresentamos estas relacdes, nomeando-as em trés grupos

de axiomas.

Axiomas de Congruéncia de Segmentos:

S1. Se A e B sdo pontos distintos e se A’ é um ponto qualquer, entdo, para cada semirreta r

emanando de A/, existe um tinico ponto B’ em r, tal que B’ # A’ e AB=A'B'.

S2. Se AB=CD e AB=EF, entio CD = EF. Além disso, todo segmento é congruente a si

mesmo.

S3. Se o ponto B esti entre os pontos A e C, B’ estd entre os pontos A’ e C', AB=A'B’ ¢
BC = B'C’, entio AC =2 A'C.

Axiomas de Congruéncia de Angulos:

—
A1l. Dado um angulo qualquer ZBAC e dada uma semirreta qualquer A’B’ emanando de um

—
ponto A’, entdo existe uma dnica semirreta A’C’, em um dos semiplanos definidos pela

—
reta A'B’, tal que /B'A'C' = /BAC.
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A2, Se /A= /Be /A= /C, entdo /B = /C. Além disso, todo angulo é congruente a si

mesmo.
Axioma de Congruéncia de Triangulos:

T1. (1° Caso de Congruéncia de Tridngulos - LAL) Dados dois tridngulos AABC e AA'B'C’,
tais que AB=A'B',BC = B'C' e ABC = A’B'C’, entio os tridngulos AABC e AA'B'C’ sdo

congruentes.

A ' B A ' B

Figura 2.17 1° Caso de Congruéncia de Tridngulos.

Axiomas de Continuidade:
Estes axiomas sdo necessarios para que se possa corrigir algumas falhas 16gicas nos Elementos

de Euclides. Eles definem elemento de separacdo entre partes que sdo adjacentes.

N1. (Axioma da Arquimedes) Se AB e CD sio dois segmentos quaisquer, existe um nimero
natural n tal que, se o segmento CD é produzido n vezes na semirreta E, emanando de

A, entdo atinge-se um ponto E tal que nCD = AE e Bestdentre A e E.

Figura 2.18 No exemplo, AB=m e AE =4CD.

De forma intuitiva, o axioma de Arquimedes nos diz que, ao escolher-se aleatoriamente uma
unidade de comprimento para o segmento CD, entdo qualquer outro segmento terd um compri-

mento finito em relacdo a CD, isto €, o comprimento do segmento dado €, no maximo n vezes
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o comprimento de CD.

N2. (Axioma da Completude da Reta ou Axioma de Cantor) Se A,B,,, n € N, € uma cole-
cdo de segmentos encaixados, entdo existe pelo menos um ponto P pertencente a todos

os segmentos da colegdo.

O axioma da Completude da Reta nos garante a continuidade de uma reta, ou seja, dados um
. . P /
ponto A de uma reta r € um numero real qualquer x, existem dois unicos pontos P e P’ em r,

tais que A estd entre P e P e, além disso, AP = AP’ = x.

A seguir apresentamos algumas defini¢cdes e proposi¢des, resultados das aplicacdes dos axi-
omas apresentados. Tais definicdes e proposi¢cdes sdo muito importantes para a fundamentagdo

do nosso trabalho.

Definicao 2.1. Um conjunto de pontos do plano constitui um lugar geométrico (L.G.) em rela-

¢d0 a uma determinada propriedade P quando satisfaz as seguintes condigoes:

a) Todo ponto que pertence ao lugar geométrico possui a propriedade P;

b) Todo ponto que possui a propriedade P pertence ao lugar geométrico.
Dentre os diversos lugares geométricos, destacamos a mediatriz.

Definicao 2.2. O lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de dois pontos A e B

dados é a mediatriz do segmento AB.

Figura 2.19 Reta m, mediatriz do segmento AB.
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Definicao 2.3. Dadas as retas, jﬁ e %, se estas retas se intersectam no ponto O, de modo que
o ponto O estd entre A e C e, ao mesmo tempo, entre B e D, entao sdo formados quatro 4ngulos:
ZAOB, Z/BOC, ZCOD e £ZDOA, onde ZAOB e ZCOD sdo ditos opostos pelo vértice (OPV),
do mesmo modo /BOC e ZDOA.

Proposiciio 2.1. Angulos opostos pelo vértice tém medidas iguais.

Figura 2.20 Angulos opostos pelo vértice.

Demonstracao. Sejam jﬁ e % duas retas distintas que se interctam no ponto O, entdo, por
D17, ZAOB e ZBOC sio suplementares, do mesmo modo ZBOC e ZCOD, dai, por D15, item
3:

AOB+BOC =1t

BOC+COD =n
Subtraindo a segunda equacdo da primeira, obtemos:
AOB—COD =0

Logo, AOB = COD.
Usamos o mesmo artificio para provar que BOC = DOA. |

De posse destes resultados podemos mostrar o seguinte:

Lema 2.1. (Teorema do Angulo Externo) Em todo tridngulo, a medida do angulo externo é

maior do que a medida de cada dngulo interno ndo adjacente a ele.
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Demonstracao. Nossa demonstracdo serd em duas partes:

1. Provaremos que X CA > BAC.
Sejam AABC um tridngulo qualquer, M o ponto médio do lado AC e X um ponto qualquer
pertencente a semirreta 1@, de modo que C estd entre B e X (figura 2.21). Sobre a
semirreta BM marcamos o ponto B, tal que BM = MB’. Considerando os triAngulos
AABM e ACB'M temos que:
* Por constru¢do AM = CM,;
e Por constru¢io BM = B'M;

« AMB = CMB' (éngulos OPV).
Portanto, por T1 (caso LAL), temos AAMB = ACMB' e, dai, B.CM = BAM. Logo,

XCA > B'CA = BCM = BAM = BAC

B C X

Figura 2.21 /XCA € maior do que ZBAC.

2. Provaremos que X CA > ABC.
Neste caso, consideremos N, ponto médio do lado BC, X um ponto qualquer pertencente
a semirreta If‘, de modo que C estd entre B e X (figura 2.22). Sobre a semirreta ﬁ\’
marcamos o ponto A’, de modo que AN = NA’. Seja D um ponto qualquer pertencente a

—
A'C, tal que C estd entre A’ ¢ D. Comparando os tridngulos AABN e ACA’N, temos:

* Por constru¢do BN = CN;
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e Por constru¢do AN = A'N;
« ANB = CNA' (angulos OPV).

Dai, por T1 (caso LAL), temos AANB = ACNA' e, portanto, A'CN = ABN, mas A'CN =
XCD (sdo OPV), deste modo,

XCA > XCD = A'CN = ABN = ABC

A

Figura 2.22 /XCA ¢ maior do que ZABC.

Proposicao 2.2. (2° caso de congruéncia - ALA) Dados dois tridngulos NABC e NA'B'C’,
tais que AB=A'B’, BAC = B'A'C' e ABC = A’B'C’, entio os tridngulos ANABC e NA'B'C’ sao

congruentes.

A l B A ' B'

Figura 2.23 2° Caso de Congruéncia de Tridngulos.
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Demonstracio. Sejam AABC e AA’B'C’ dois triangulos, tais que AB = A’B’, BAC = B'A/C' e
ABC =A'B'C.

Seja D um ponto do lado AC, tal que AD = A’C’. Consideremos, entdo, o tridngulo AABD
e, comparando com o tridngulo AA’B'C’, temos AD = A'C', AB=A'B' ¢ BAD = B'A'C, deste
modo, por TI (caso LAL), os tridngulos AABD e AA’B'C’ sdo congruentes, logo, como con-
sequéncia, temos ABD = A’B'C’, mas, por hipétese, A’ B'C' = ABC, portanto, ABD = ABC.
Consequentemente, por Al, os lados BD e BC coincidem. Segue que os pontos C e D tam-
bém coincidem e, portanto, os tridngulos AABC e AABD sdo congruentes, dai, temos que

NABC = NA'B'C'. |

Figura 2.24 Para provarmos o 2° caso de congruincia, construimos tridngulo AABD, congruente ao
tridngulo AA'B'C’.

Com esses dois casos de congruéncia (LAL e ALA), podemos demonstrar as proximas proposi-

¢oes, porém, antes, vamos definir tridngulo isdsceles.

Definicao 2.4. Um tridngulo € dito isésceles se tem dois lados congruentes, chamados laterais

e o terceiro é chamado de base do tridngulo.

Proposicao 2.3. Em um tridngulo isdsceles, os dngulos da base sdo congruentes.

Demonstracao. Seja AABC um triangulo isdésceles em que AB = AC. Devemos provar que
ABC = Bé‘\A, deste modo, comparando AABC com ele mesmo, fazendo corresponder os vérti-
ces da seguinte maneira:

A A
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A B

Figura 2.25 O tridngulo AABC é isosceles.

B+ C
C+B

Temos, por hipétese, AB = AC e AC = AB, como BAC = CZB, entdo, por 71 (caso LAL),
segue-se que esta correspondéncia define uma congruéncia e, em consequéncia, ABC = BCA.

Proposicao 2.4. Se, em um tridngulo AABC, tem-se dois 4ngulos congruentes, entio o tridn-

gulo € isosceles.

Demonstracao. Seja AABC um tridngulo em que ABC = ACB, vamos mostrar que AB = AC.
Mais uma vez vamos comparar o tridngulo AABC com ele mesmo. Fazendo corresponder os
vértices do seguinte modo:

A A
B+ C
C+< B

Como, por hipétese, ABC = ACB ¢ ACB = ABC ¢ BC = CB, segue-se, pela proposicdo 2.2
(caso ALA), que esta correspondéncia define uma congruéncia e, em consequéncia AB = BC.
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Proposicio 2.5. (3° caso de congruéncia - LLL) Dados dois triAngulos AABC e NA'B'C/, tais
que AB=A'B', BC = B'C' e AC=A'C/, entio os tridAngulos NABC e NA'B'C’ sdo congruentes.

A ' B A ' B’

Figura 2.26 3° Caso de Congruéncia de Tridngulos.

Demonstracdo. Sejam AABC e AA’B'C’ dois tridngulos, tais que AB = A’B’, BC = B'C' ¢
AC =A'C’. Para provarmos que AABC e AA’B'C’ sdo congruentes, vamos, no tridngulo AABC,
construir um ponto D no semiplano oposto ao ponto C em relacdo ao lado AB, de modo que

B'A'C' = BAD e AD = A'C’. Deste modo, temos:
e Por hipétese, AB = A'B;
« Por construco, AD = A'C' e DAB = C'A'B'

Portanto, AABD = NA'B'C’.

Para provarmos que AABD =2 AABC, devemos tracar o segmento CD, daf, temos que:
« AD=A'C' = AC;
e BD=PB'C' =BC.
Entdo os tridngulos AADC e ABDC sao isésceles, deste modo,
« ADC = ACD;
« CDB = DCB.

Dai, ADB = ACB. Porém, por T1 (caso LAL), NABD = NABC e, como NABD = NA'B'C’,
concluimos que AABC = NA'B'C’. [ |
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>

D

Figura 2.27 O tridngulo AABD é congruente aos tridngulos AA’B'C' e AABC.

Proposicao 2.6. (4° caso de congruéncia - LAA,) Dados dois tridngulos NABC e NA'B'C/,
tais que AB = A'B', ABC = A'B'C’ ¢ ACB = A'C'B/, entdo os tridngulos AABC e NA'B'C' sdo

congruentes.

A ' B A ' B

Figura 2.28 4° Caso de Congruéncia de Tridngulos

Demonstracdo. Sejam os tridngulos AABC, AA’B'C’ de acordo com as hipéteses do teorema.

Seja D um ponto da semirreta BC tal que BD = B'C’. Como,
e Por hipétese, AB=A'B’ e ABC = A'B'C';
e Por construgido, BD = B'C’.

Entdo, por T (caso LAL), concluimos que AABD =~ AA'B'C’ e, consequentemente, ADB =
A'C'B'. Suponhamos que o ponto D estd entre B e C, deste modo, relativamente ao tridngulo
AADC, o angulo ZADB € externo e o angulo ZACD ¢ interno ndo adjacente, logo, pelo Lema
2.1 (Teorema do Angulo Externo), ADB > ACD = ACB. Mas, por hipétese, ACB = A'C'B,

portanto ADB > A'C'B’, uma contradicio, pois mostramos que ADB = A’C'B'. Se supusermos
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que o ponto C estd entre B e D, concluimos que ADB < A'C'B’, chegando novamente a uma
contradi¢do. Deste modo, C = D. Consequentemente, os tridngulos AABC e AA’B'C’ sdo con-

gruentes. |

Figura 2.29 Para provarmos o 4° caso de congruincia, também construimos o tridngulo AABD, con-
gruente ao tridngulo AA'B'C’

Analisando os resultados apresentados, podemos perceber a importancia do 1° caso de con-
gruéncia (LAL) nas demonstragdes dos mesmos. A seguir mostramos o Teorema de Pasch,
onde usamos o conceito de dois pontos estarem do mesmo lado em relagcdo a uma reta dada, ou

seja, pertencerem a um mesmo semiplano.

Proposicao 2.7. (Teorema de Pasch) Se AABC é um tridngulo qualquer e r é uma reta arbitraria
que intersecta o lado AB, num ponto entre A e B, entdo r também intersecta o lado AC ou o lado

BC. Se C ndo é incidente a r, entdo pelo menos um dos lados em {AC e BC} r ndo intersecta.

A Cc

Figura 2.30 Se a reta r intersecta um lado do tridingulo AABC, entdo deverd intersectar um dos outros
dois lados.

Demonstracao.
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(1) Supondo que r ndo passa em C, pois, se C € incidente a r, entdo o teorema estd provado.

(2) Por hipétese, A e B ndo estdo em r € 0 segmento AB encontra r, logo, por D9, A e B estao

em lados opostos de r.

(3) Daetapa (1), podemos concluir que C estd no mesmo lado de » que o ponto A ou no mesmo

lado de B em relagdo a r.

(i) Se C estd no mesmo lado que A com relacdo a r, entdo C estd no lado oposto a B, o

que implica que r encontra o lado BC e nio encontra o lado AC.

(ii) Do mesmo modo, se C estd no mesmo lado que B com relacdo a r, entdo C estd no

lado oposto a A, portanto, r encontra o lado AC, mas nio o lado BC.

Proposicao 2.8. Considere um angulo ZCAB e um ponto D sobre a reta % . Entao D pertence

ao interior de ZCAB se, e so se, D estiver entre B e C.
Demonstracdo. Divideremos a demonstracdo em duas partes:

1. Hipdtese: D pertence ao interior de ZCAB.
Tese: D estd entre Be C.
Se D pertence ao interior de ZCAB, entdo, por D14, D estd no mesmo lado de B em
relacdo a reta jﬁ , logo a semirreta lﬁ ndo intersecta o lado R do angulo ZCAB. De
modo andlogo, D estd no mesmo lado de C em relagdo a reta j@, entdo a semirreta D?‘

. —
ndo intersecta o lado AB do angulo ZCAB. Portanto, D estd entre B e C.

2. Hipétese: D estd entre Be C.
Tese: D pertence ao interior de ZCAB.
Se D estd entre B e C, entdo, por D10, BD < BC, logo, BD nio intersecta o lado R , deste
modo, por D8 e D9, D estd no mesmo lado de B em relagdo a semirreta R . Usando os
mesmos argumentos, concluimos que D estd no mesmo lado de C em relag@o a semirreta

_)
AB, deste modo, por D14, D pertence ao interior de ZCAB.
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Figura 2.31 O ponto D pertence ao segmento AB e estd no interior do 4ngulo Z/CAB.

Proposicao 2.9. Se D estd no interior de Z/CAB, entao:
. . . . -
1. também pertence ao interior de ZCAB qualquer ponto da semirreta AD, exceto A;
2. nenhum ponto da semirreta oposta a ﬁ estd no interior de ZCAB:;
3. se A estd entre os pontos C e E, entdo B pertence ao interior de /DAE
Demonstracao. Consideremos as semirretas zﬁ e R, lados de ZCAB.

1. O ponto A € interseccdo da semirreta ﬁ com os lados E e R de ZCAB, logo nao
pertence ao interior de ZCAB.
Seja P um ponto de @, de modo que P estd entre os pontos A e D (o caso em que D
estd entre os pontos A e P é andlogo). Como P estd entre os pontos A e D, entdo, o
segmento DP ndo intersecta o lado 1@, logo, por D8 e D9, D e P estdo do mesmo lado
em relacdo a semirreta zﬁ Mas, por D14, D e C estao do mesmo lado em relacdo a
1@, dai, concluimos que P e C estdo do mesmo lado em relagdo a A_B> Usando o mesmo
raciocinio, provamos que P e B estdo do mesmo lado em relacdo a R . Portanto, P esta

no interior do angulo ZBAC.

2. Seja F um ponto pertencente a semirreta oposta a ﬁ, logo A estéd entre F' e D, deste
modo, por D8 e D9, o segmento DF intersecta a reta jﬁ no ponto A. Portanto, D e F

~ ~ ~ 3 D .
ndo estdo do mesmo lado em relacdo a reta AB. Com um raciocinio andlogo provamos
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que D e F estdo em lados opostos em relacdo a reta jﬁ Segue que, como D pertence ao

interior do angulo ZCAB, entdao F nao pertence.

= C e,
. Temos que mostrar que B e E estdo do mesmo lado em relacdo a reta AD, pois ja vimos

que D estd do mesmo lado de B em relacdo a reta ;@ que contém E. Consideremos o
tridngulo ABCE. Pela proposigdo 2.7 (Teorema de Pasch), B intersecta BC ou BE. Se
1<4—D> intersecta BC, entio, por D8 e D9, B e C estdo em lados opostos em relacdo a 1<4_D>,
logo, B e E estdo do mesmo lado em relagcdo a jﬁ e a prova estaria concluida.

Supondo por absurdo, que jm intersecta o lado BE no ponto X e, de acordo com o item
1 desta proposi¢do, X estd no interior do angulo ZBAC, entdo E e X estdo em lados
opostos em relacdo a fﬁ, deste modo, o segmento EX intersecta a reta fﬁ em um ponto
Y, absurdo, pois terfamos ﬁ e ;@ coincidentes, ja que tém dois pontos comuns, Be Y.
Portanto, os pontos B e E estdo do mesmo lado em relacdo a reta zﬁ, dai concluimos que

o ponto B estd no interior do angulo ZDAE.

Figura 2.32 Pontos D no interior de ZCAB e F, fora de ZCAB

.~ . — . . — - . )
Definicao 2.5. A semirreta AD estd entre as semirretas R e zﬁ, seABe 1@ nao sao semirretas

opostas e D pertence ao interior de ZCAB.

— — —
Teorema 2.1. (Teorema da barra transversal) Se AD estd entre @ e AB, entio AD intersecta o

segmento BC.

Demonstracao. Se ﬁ estd entre 1@ e R, entdo pela definicdo 2.5, D pertence ao interior

de ZBAC. Consideremos um ponto E pertencente a semirreta oposta de R, de acordo com a



2.2 QUADRILATERO DE SACCHERI 31

proposicdo 2.9, item 3, B esta no interior do angulo ZDAE e, em consequéncia, B e C estdo em
~ s =2 . —. <

lados opostos em relagdo a reta AD, sendo assim, o segmento BC intersecta a reta AD.

Supondo por absurdo que o ponto P, interseccio de BC e jﬁ pertencga a semirreta oposta éﬁ,

deste modo, pela proposicdo 2.9, item 2, P ndo pertence ao interior de ZBAC, absurdo, pois,

pela proposicdo 2.8, se P pertence ao segmento BC, entdo P pertence ao interior do angulo

/BAC. Portanto, a semirreta ﬁ intersecta o segmento BC. [ ]

Figura 2.33 Semirreta AD intersectando o segmento BC.

2.2 Quadrilatero de Saccheri

Durante o século XVIII, a matematica na itdlia pouco avancou. Apenas um padre jesuita, Giro-
lamo Saccheri, conseguiu chegar mais perto de uma grande descoberta. No ano de sua morte,
ele publicou o livro Euclides ab omni naevo vindicatus (Euclides com toda falha retirada), no
qual tentou demonstrar o Posutlado das Paralelas. Decidido a aplicar o método da Redugao
ao Absurdo, construiu um quadrildtero birretangular com dois lados opostos sendo perpendi-
culares a base e tendo medidas iguais, o qual recebeu o nome de Quadrildtero de Saccheri.
Sem usar o Postulado das Paralelas, ele provou que os dngulos superiores do quadrilatero t€ém

medidas iguais, considerando, deste modo, que existem trés possibilidades para eles:
1. A hipétese do angulo agudo;

2. A hipétese do angulo reto;
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3. A hipétese do angulo obtuso.

A ideia de Saccheri era mostrar que as hipéteses 1 e 3 levavam a um absurdo e, deste modo,
chegaria, de forma indireta, a conclusdo que a hipétese 2 seria uma consequéncia necessaria

dos Postulados de Euclides, sem o das Paralelas.

Saccheri ndo teve grandes dificuldades para excluir a hipdtese 3, pois considerava que uma
reta € infinitamente longa. No entanto, da hipédtese 1, ele obteve diversos resultados, porém,
como acreditava que a geometria euclidiana era a unica existente, deixou que estas ideias inter-

ferissem nesses resultados, ficando, deste modo, na obscuridade por quase um século.

Nesse capitulo apresentamos alguns resultados encontrados por Saccheri. Iniciamos definindo
o quadrilatero de Saccheri, em seguida apresentamos algumas proposicoes que sdo de suma im-
portancia para calcularmos a soma das medidas dos angulos internos nas geometrias euclidiana

e nao euclidianas.

Definicao 2.6. Um quadrildtero ABCD é dito ser um quadrilatero de Saccheri se DAB=ADC =
/2 eAB=CD.

Figura 2.34 ABCD ¢é um quadrilatero de Saccheri.

Proposicao 2.10. Se ABCD ¢é um quadrilatero de Saccheri, entdo:
1. AC=BD
2. ABC=BCD

Demonstracao. Considerando o quadrilatero de Saccheri da Figura 2.35, temos que:
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1. Por defini¢io DAB =ADC = /2 ¢ AB = CD, além disso, AD é lado comum, portanto, de
acordo com T (caso LAL), os tridAngulos ABAD e ACDA sdo congruentes, deste modo,

AC =BD.

2. Comparando os tridangulos AABC e ABCD, temos que AB = CD, AC = BD (demons-
tracdo do item 1) e BC é lado comum, portanto, baseado na proposicdo 2.5 (caso LLL),
os tridngulos AABC e ADCB sio congruentes, deste modo, os angulos correspondentes

tém medidas iguais e, em particular, ABC = BCD

Figura 2.35 No quadrildtero de Saccheri, as diagonais sdo iguais.

A proposi¢do anterior nos mostra que em todo quadrilatero de Saccheri as diagonais t€m
medidas iguais, fato que aprendemos na geometria euclidiana quando estudamos as proprieda-
des do retangulo. Mais adiante, mostraremos que o retangulo é um caso particular do quadrila-

tero de Saccheri.

Outra propriedade dos retangulos € que essas diagonais intersectam-se em seus pontos mé-
dios. Isto € decorréncia da préxima proposi¢do, porém ndo provaremos tal consequéncia, pois

nao € objetivo deste trabalho.

Proposicao 2.11. Se ABCD é um quadrildtero de Saccheri, entdo o segmento que une os pontos

médios de AD e de BC é perpendicular a ambos.

Demonstracio. Dado o quadrildtero de Saccheri ABCD, seja E o ponto médio de AD e seja m

a perpendicular a AD em E. Sabendo que m é a mediatriz de AD, entdio os pontos A e B estio
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em um mesmo lado de m, enquanto que os pontos C e D estdo do outro lado em relacdo a m.
Daf m intersecta o segmento BC em um ponto F. De T (caso LAL), temos que os tridngulos

AAEF e ADEF sao congruentes. Assim,
FAE = FDE

AF =FD

Por defini¢@o os angulos ADC e BAD sio retos, logo, por subtragao, temos:
BAF = CDF
Entdo, novamente de T, os tridngulos ABAF e ACDF sao congruentes. Deste modo,
ABF = DCF
BF =CF
e F é o ponto médio de BC. Os dois pares de tridngulos congruentes também implica que
BFE =CFE

Mas BFE e CFE sio suplementares, sendo assim, por D8, ambos sdo angulos retos e, por-

tanto EF é perpendicular a BC. [ ]

A D

Figura 2.36 Num quadrildtero de Saccheri, a mediatriz de AD também € perpendicular a BC.

A proposicao a seguir nos mostra que qualquer outro quadrilatero, cujos lados paralelos sdao

desiguais, também ndo terd angulos superiores com medidas iguais.
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Proposicao 2.12. Seja ABCD um quadrildtero com BAD = CDA =90 e AB # CD. Entao
ABC > BCD & AB < CD

Demonstra¢io. Supondo AB < CD e escolhendo E em CD, tal que AB = DE. Entio ABDE é
um quadrildtero de Saccheri e ABE = DEB, pela proposicdo 2.10. Agora, ABC > ABE e, pelo
lema 2.1 (Teorema do Angulo Externo), BED > BéD, portanto ABC > ABE = BED > BCD.
Por outro lado, se ABC > BCD, entdo devemos considerar um ponto E no lado CD, tal que

ABC = BED, dai temos que mostrar que CD > DE = AB.

* Supondo por absurdo que CD = DE, entdo o ponto E coincide com o ponto C, deste
modo, pela proposigdo 2.10,
BCD = BED = ABC

Absurdo, pois, por hipétese, ABC > BCD.

* Supondo novamente por absurdo que CD < DE, dai terifamos que ZBCD ¢é angulo externo

do tridngulo ABCE e, pelo lema 2.1 (Teorema do Angulo Externo),
BCD > BED = ABC,

um absurdo novamente. Deste modo, AB < CD.

A D

Figura 2.37 Num quadrildtero em que BAD = CDA =90 ¢ AB = CD, os angulos superiores sao desi-
guais.

As préximas proposicdes nos mostram que os angulos superiores do quadrildtero de Saccheri
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podem ser agudos, retos ou obtusos e dependem de um segmento paralelo aos lados paralelos

do quadrildtero de Saccheri.

Proposicao 2.13. Sejam ABCD um quadrildtero de Saccheri, P um ponto sobre o segmento

BC, PQ a perpendicular aAD e o = ABC = BCD, deste modo, temos:

(@) Se PQ < CD, entao a é agudo.

(b) Se PQ =CD, entao « € reto.

(¢) Se PQ > CD, entao a é obtuso.

Demonstracao. Consideremos os dngulos f§ = BﬁQ ey= CPD e analisemos os trés casos:

(@) Se PQ < CD, entdo PQ < AB e, a partir da proposicdo 2.12, obtemos o < 3 e o < ¥, mas

B e v sdo suplementares, dai 20t < B +y=me o < 5. Assim, o € agudo.

(b) Se PQ = CD, entao os quadrilateros ABPQ e QPCD sao quadrilateros de Saccheri, deste
modo, ¢ = B =7, como f3 e ¥ sao angulos suplementares, entdo, por DI8, x = =y =

7 /2. Dai concluimos que « € reto.

(¢) Neste caso procedemos de forma semelhante ao caso (a), invertendo o sentido do sinal de

desigualdade.

Figura 2.38 o ¢ agudo quando o ponto P esté entre os pontos B e C e o segmento PQ é menor do que
o segmento CD.
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Proposicao 2.14. Sejam ABCD um quadrildtero de Saccheri, P um ponto sobre a semirreta ﬁ,
de modo que C estd entre B e P. Sejam também PQ uma perpendicular aAB e o. = ABC = BCD,

deste modo:

(a) Se PQ > CD, entao o € agudo.

(b) Se PO = CD, entdo a € reto.

(c) Se PO < CD, entdo o é obtuso.
Demonstracao. Analisemos os trés casos:

(a) Assumimos que PQ > CD e escolhemos E em PQ tal que CD = QE. Construimos BE e
CE. Sendo assim, temos trés quadrilateros de Saccheri, ABCD, DQEC e AQEB. Sejam
o = BCD, B = DCE e y = ABE angulos dos quadrildteros ABCD, DQEC ¢ AQEB,
respectivamente. Seja 6 = E CP. Vemos que 8 é um angulo externo do tridngulo ABCE,
portanto, pelo lema 2.1 (Teorema do Angulo Externo), § > CBE = a — 7. Por outro lado,
vemos que § = QEC > QEB = 7. Dai,

T=a+p+oé>a+y+a—y=2aca<n/2

Portanto, o € agudo.

Figura 2.39 Quando C estd entre Be P e PQ > CD, entdo « € agudo.

(b) Quando PQ = CD, pela proposicdo 2.13, item (b), o é reto.

(c) Quando PQ < CD, a prova é semelhante. Estendemos PQ até o ponto E, de modo que
CD = QE e construimos BE e CE. Isto nos d4 trés quadrilateros de Saccheri, ABCD,
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DQOEC e AQEB, com o :A§C, B = PEC e y:AEE. Seja 6 = P@E, entiao, novamente
pelo lema 2.1 (Teorema do Angulo Externo), 8§ > CBE = Y — «. Podemos ver que y =
ABE = BEQ > CEQ = B. Por outro lado, podemos ver também que o+ 8 — § = 7.

Assim, com a combinag¢do destes resultados, obtemos

T=a+p-o0<a+y—(y—a)<2a<sa>mn/2

Portanto, o é obtuso. [ ]
B c
E
Y B
P
I 1
A D Q

Figura 2.40 No caso em que C estd entre Be P e PQ < CD, temos & obtuso.

A proposi¢do a seguir nos mostra que todos os quadrilateros de Saccheri que possuem o mesmo

tipo de angulo sdo encontrados em um particular plano de Hilbert.

Proposicao 2.15. Em qualquer plano de Hilbert, se um quadrildtero de Saccheri tem dngulos
agudos, todos os quadrildteros de Saccheri terdo. Se algum quadrildtero de Saccheri tem an-
gulos retos, entdo todos terdo. Se algum quadrilatero de Saccheri tem angulos obtusos, entao

todos terao.

Demonstracido. Vamos dar a prova apenas no caso do angulo agudo, uma vez que as provas

nos outros dois casos sdo semelhantes.

Suponha que ABCD ¢ um quadrildtero de Saccheri com angulos agudos, e que EF € a sua
mediatriz. Seja A’B'C’'D’ um outro quadrildtero de Saccheri com a mediatriz igual a FE. Supo-

nha que AB < A’B’, assim, CD < C'D’, logo pela proposicdo 2.13, o é agudo. Se AB > A'B’,
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usamos 0 mesmo argumento na ordem contréria. Segue-se que todo quadrilatero de Saccheri

com mediatriz igual a EF tem angulos agudos.

Consideremos agora o segmento EG, onde G é um ponto sobre o lado AD, tal que EG < ED.
Tracemos a perpendicular a AD em G, de modo que encontre BC em H. Refletindo G e H em
relacdo a EF, obtemos G; e H;. Refletindo F e H em relacio a AD obtemos F> e H,. Deste
modo, G{GHH; é um quadrildtero de Saccheri com mediatriz EF, portanto, pelo argumento
anterior, o seu angulo 8 é agudo. Mas, F F,H,H é outro quadrildtero de Saccheri com o mesmo
angulo agudo B e mediatriz EG. Deste modo, usando também o argumento anterior, todos o0s
outros quadrildteros de Saccheri com mediatriz igual a EG tém angulos agudos. Mas EG é

arbitréria, logo a proposi¢do estd provada. |

B B C
B H1 E
O
M
A A A G, E G D
B

Figura 2.41 Quadrilateros de Saccheri com angulos agudos.

A proposi¢@o a seguir mostra que existe um quadrildtero de Saccheri em que a soma dos seus

angulos superiores € igual a soma dos angulos internos de um triangulo.

Proposic¢ao 2.16. Dado um tridngulo AABC, existe um quadrilatero de Saccheri, cuja soma

dos seus dois dngulos superiores € igual a soma dos trés dngulos do tridngulo.

Demonstracao. Seja AABC o triangulo dado (figura 2.42). Consideremos D e E, pontos
médios de AB e AC e construimos o segmento DE. Consideremos também os segmentos BF,

AG e CH, perpendiculares a DE.
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Deste modo, por construcio, temos:

« AD=DB
« ADG = BDF
« AGD = BFD

Portanto, pela proposicdo 2.6, (caso LAA,), os tridangulos AADG e ABDF s@o congruentes.

Usando os mesmos argumentos, concluimos que os tridngulos AAEG e ACEH sdo congruen-

tes, dai temos que BFF = AG = CH.

Figura 2.42 Os tridngulos AADG e ABDF sao congruentes.

O quadrilatero BCHF (figura 2.43) tem angulos retos BFH e FHC, portanto é um quadrilatero
de Saccheri (de cabeca para baixo). Neste quadrildtero, temos:
« FBC = DBC + DBF

« BCH = BCE + HCE
Além disso, como AADG = ABDF , temos que DAG = DBF , do mesmo modo, como ANAGE =

ACHE, entio EAG = ECH.

Portanto, sabendo que BAC = GAD + EAG, a soma dos angulos internos do tridngulo AABC

é:
ABC + BAC + BCA = ABC + (GAD + EAG) + BCA
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ABC + BAC + BCA = (ABC + DBF) + (ECH + BCA)
ABC + BAC + BCA = FBC + BCH

Deste modo, a soma dos angulos internos do tridngulo AABC € igual a soma dos angulos

superiores do quadrilatero de Saccheri. |
A
F D G E H
[ ¥ L
B C

Figura 2.43 A soma dos angulos internos do tridngulo AABC ¢ igual a soma dos angulos superiores do
quadrilatero de Saccheri BCHF

Com as proposigdes 2.5 e 2.16, podemos mostrar que, se um tridngulo possui soma dos angulos
internos menor do que 7 ou maior do que 7 ou igual a 7, entdo todos os outros tridngulos terao

a mesma propriedade. E 0 que veremos na proposi¢cdo a seguir.

Proposicao 2.17. Em qualquer plano de Hilbert:

(a) Se existe um tridngulo cuja soma dos dngulos é menor do que 7, entdo todo tridngulo tem

soma dos dngulos menor do que 7.
(b) As condigbes a seguir sdo equivalentes:

(i) Existe um triAngulo com soma dos angulos igual a 7.
(i) Existe um retangulo.
(ii’) Todo quadrildtero de Saccheri é um retangulo.

(iii) Todo tridngulo tem soma dos angulos igual a 7.
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(c) Se existir um tridngulo cuja soma dos dngulos é maior do que 7, entdo cada tridngulo tem

soma dos dngulos maior do que 7.
Demonstracao. Vejamos:

(a) Se existe um triangulo com soma dos angulos menor do que 7, entdo, pela Proposi¢do
2.16, existe um quadrildtero de Saccheri cujos angulos superiores sdao agudos. Deste
modo, pela Proposicdo 2.15, cada quadrilatero de Saccheri tem angulos agudos, e pela

Proposigdo 2.16 novamente, cada triangulo deve ter soma dos angulos menor do que 7.

(b) Provamos de forma semelhante ao caso (a), onde devemos observar que um retangulo é

apenas um quadrilatero de Saccheri com angulos retos.

(c) Esta prova é semelhante a prova de (a).

De acordo com a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo, definimos o plano

de Hilbert.

Definicao 2.7. No caso (a) da proposi¢do 2.17, dizemos que a geometria é semihiperbdlica.

No caso (b), dizemos que € semieuclidiana, e no caso (c), dizemos que é semieliptica.

Deste modo, o tridngulo pode ser classificado de acordo com a soma das medidas dos seus

angulos internos, isto € o que podemos verificar na seguinte defini¢do.

Definicao 2.8. Dizemos que um tridngulo é euclidiano, se a soma dos seus dngulos é igual a 7.

Caso contrario, nos o chamamos de nao euclidiano.

Na defini¢do a seguir mostramos que, como a soma das medidas dos dngulos internos de
um tridngulo euclidiano € igual a 7, entdo o que faltar ou exceder este valor é chamado de

defeito do tridngulo.
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Definicao 2.9. Para medir a divergéncia de um tridngulo a partir do caso euclidiano, definimos
o defeito (0) de qualquer tridngulo a ser t— (soma dos dngulos do tridngulo). Assim,
e Se 6 =0, entdo o tridngulo é euclidiano;
e Se d > 0, entdo o tridngulo esta contido no plano semihiperbdlico;
e Se § <0, entdo o tridngulo esta no plano semieliptico.

Lema 2.2. Se um tridngulo AABC é dividido em dois triAngulos por uma tinica transversal BD,
entdo o defeito do tridngulo grande € igual a soma dos defeitos dos dois triAngulos pequenos,
ou seja:

§(AABC) = 8(AABD) + 8(ABCD)

Demonstracio. Sejam o tridingulo AABC e um segmento AD, de modo que D é um ponto

pertencente ao lado BC (figura 2.44), nessas condi¢des, temos:
« BAC=u

* ABC =B+ Ba

« BCA=y

« ABD =B

« DBC =,

« ADB = ¢,

* BDC = ¢,
Temos:

S(NABD) =1 —a— B — ¢
6(ABCD)=m—Pr— ¢~

Como ¢ + ¢, = 7 e adicionando essas igualdades, obtemos:

§(AABD) + 8(ABCD) =t —a — B — B — y = S(AABC)
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Figura 2.44 Defeito do tridangulo AABC igual a soma dos defeitos dos tridngulos AABD e ABCD.

Esta proposicao nos mostra que, se um tridngulo qualquer € dividido em dois tridngulos a partir
de um segmento que une um de seus vértices ao lado oposto, entdo o seu defeito € igual 4 soma

dos defeitos dois tridngulos que resultaram apds a sua divisao.



CAPITULO 3

Geometria Hiperbolica

A historia nos diz que Gauss, Yanos Bolyai e Lobachevsky desenvolveram a geometria hiper-
bélica a0 mesmo tempo e de forma independente. No entanto, a honra da descoberta desta
geometria coube a Lobachevsky, pois ele foi o primeiro a publicar seus trabalhos, chamando-a
de Geometria Imagindria. As duvidas referentes a consisténcia da geometria hiperboélica, s6
foram dissipadas no final do século XIX, quando matemdticos como Eugenio Beltrami, Henri
Poincaré e Felix Klein criaram, no universo euclidiano, modelos para esta nova geometria. Um
modelo para um determinado sistema axiomdtico € uma interpretacdo dada aos conceitos pri-
mitivos de modo que os axiomas sejam todos propriedades verdadeiras.Neste capitulo, nossos

estudos estdo fundamentados em [1], [6], [7], [9], [13], [14], [15], [17], [19], [20] e [21].

3.1 Postulado de Lobachevsky

Na Geometria Hiperbdlica sdo validos os postulados da Geometria Neutra e o 5° Postulado de

Euclides € substituido pelo seguinte:

Postulado 1. Por um ponto P fora de uma reta r passam, no minimo, duas retas paralelas a reta

L.

Figura 3.1 Retas a e b passando em P e paralelas a reta r
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O plano hiperbdlico € qualitativamente diferente do plano euclidiano em um certo nimero
de maneiras. Entre as quais, destacamos o fato de que a soma dos angulos de um triangulo é
estritamente menor do que 7. A diferenca entre 7 e a soma é chamado de defeito do triangulo
e é proporcional a drea do tridngulo. Todas as propriedades distintivas podem ser baseadas no
Postulado de Lobachevsky. Entdo, vamos comegar com a teoria do paralelismo, apresentada de

maneira similar a forma proposta por Gauss.

3.2 O Angulo de Paralelismo

Pelo Postulado Hiperbodlico das paralelas, dados uma reta m e um ponto A, existem duas retas, r
e s, paralelas a m e passando por A. Considere um segmento AB, perpendicular a reta m. Essas

duas retas paralelas que concorrem em A definem 4 semirretas.

Se uma semirreta #; que faz Angulo ; com o segmento AB e intersecta a reta m, entdo, pelo
Teorema 2.1 (Teorema da Barra Transversal), qualquer semirreta f, que faca angulo 6, < 6,

com AB, também intersecta m.

Figura 3.2 Set, intersecta m e faz dngulo 8; com AB e 1, faz dngulo 8, < 6; com AB, entao 1, intersecta
m
Essas observacdes nos permitem considerar a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1. Dados uma reta m, um ponto B em m e um ponto A ndo pertencente a m, tais que

o segmento AB é perpendicular 4 m, dizemos que o angulo de paralelismo do ponto A e da reta
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m é a menor cota superior @ para o conjunto dos dngulos agudos 68 com a seguinte propriedade:

Existe semirreta que faz dngulo @ com AB e intersecta m

Note que, se um angulo 6 for menor do que «, entdo existe semirreta que faz angulo 6 com
AB e intersecta m. Por outro lado, se 6 for maior do que o, entdo uma semirreta, com origem

em A, que faz Angulo @ com AB ndo intersecta m.

Proposicao 3.1. O dngulo o de paralelismo de um ponto A em relacdo a uma reta m depende

apenas da distinciay = AB do ponto A a reta m.

Demonstracao.

Pela definicdo 3.1, dados uma reta m e um segmento AB, perpendicular a m em B, existe
semirreta que faz Angulo & com AB e interesecta m em um determinado ponto C. Consideremos
um segmento A’B’ congruente a AB, e uma reta m’, que em B’ é perpendicular a A'B’ (figura
3.3). Se C é um ponto qualquer de m e C' um ponto de n/, tal que B'C’ = BC, entio, por T
(caso LAL), AABC = NA'B'C’, dai BAC = B'A'C’. Por conseguinte, uma semirreta de origem
em A e faz um angulo 6 com ﬁ, intersecta m se, e s6 se, a semirreta que tem origem em A’ e
faz o mesmo angulo 6 comﬁ intersecta m’. Portanto, o Angulo de paralelismo para A’ e m’ é

0 mesmo que para A e m. |

Denotamos por I1(y) o dngulo o em fungdo de y, onde y = AB.

A A

C

Figura 3.3 O angulo de paralelismo para A’ e m’ é 0 mesmo que para A e m.

Proposicao 3.2. No plano hiperbdlico existe um tridngulo com defeito positivo, ou seja, com

soma dos dngulos menor do que T.
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Demonstracao. Consideremos o angulo de paralelismo o = I1(y) entre a reta m e o segmento
AB, perpendicular a uma reta [ e de comprimento y, como na figura 3.4. Lembremos que
o < 1/2 para um certo valor de y. Sejam € um angulo, tal que € < min{a, n/2 —a}, C um
ponto em /, de modo que AC faz angulo & — & com AB e D outro ponto em /, suficientemente
longe de AB, de maneira que C estd entre B e D e AC = CD, como mostrado na figura 3.4.

Nessas condigdes, o tridngulo AACD ¢é isésceles, dai CDA = CAD < e.

Sabendo que BAD < q, temos que, a soma dos angulos do tridngulo grande AABD é:

~ ~ ~ T T T
ABD+BAD—|—BDA<5—|—O€—|—8<5—|—OH—5—OC:7I

Dai segue que:

7 — (ABD+BAD+BDA) > 0
Mas, T — (AED 1+ BAD + BI3A) € o defeito do tridngulo AABD, isto é,
SABD = 1t — (ABD +BAD +BDA) > 0

Portanto, o defeito de AABD ¢ positivo. [ |

3 ’ )
Figura 3.4 Tridingulo AABC com soma dos angulos internos menor do que 7
Para finalizar temos que, de acordo com a Proposi¢do 2.17 (item (a)), em qualquer plano de

Hilbert, se existe um tridngulo cuja soma dos angulos € menor do que 7, entdo todo tridngulo

desse plano tem soma dos angulos menor do que 7.

Dai, concluimos que, no plano hiperbdlico, a soma das medidas dos dngulos internos de qual-

quer triangulo é menor do que T.



APENDICE A

Modelos Planos da Geometria Hiperbolica

Nesta secao falaremos dos modelos planos para a Geometria Hiperbdlica, porém, de forma
mais detalhada, o modelo do disco de Poincaré, onde definiremos alguns objetos. Nao apre-
sentaremos demonstragdes, porque ndo atende aos objetivos deste trabalho. Aqueles que se
interessarem num estudo mais aprofundado destes modelos, indicamos [13], [14], [17], [19] e

[20].

A.1 Modelo de Beltrami

O modelo idealizado por Eugenio Beltrami (1835 - 1900) consiste na rotacio da curva tangente
constante, definida como a curva pela qual € constante o segmento tangente compreendido entre

o ponto de contato e uma reta fixa (eixo dos x) do plano.

TRACTRIZ

N

Figura A.1 Tractriz e pseudoesfera de Beltrami.

Em 1901, Hilbert afirmou que, nesse modelo, ndo existe nenhuma superficie regular sobre a
qual se pode aplicar a geometria de Lobachevsky e Bolyai, provando, deste modo, que o modelo

de Beltrami ndo pode ser rigorosamente aceito como o modelo da geometria hiperbdlica.

49



50 APENDICE A MODELOS PLANOS DA GEOMETRIA HIPERBOLICA

Figura A.2 Tridngulo e retas paralelas na pseudoesfera de Beltrami.

A.2 Modelo de Klein

O modelo proposto por Felix Klein (1849-1925) ficou conhecido como Plano de Lobachevsky.
Nesse modelo para a geometria hiperbdlica, consideramos apenas a regido interior de um cir-

culo euclidiano.

Figura A.3 Modelo do disco de Klein.

As retas sdo as cordas deste circulo. Como dois pontos distintos de um circulo determinam
uma Unica corda, temos que dois pontos neste plano determinam uma Unica reta hiperbdlica.
Temos também que duas cordas distintas se intersectam, no maximo, em um ponto interior do

circulo, deste modo, duas retas hiperbdlicas se intersectam no maximo em um ponto.
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Figura A.4 Retas hiperbdcas paralelas a reta hiperbdlica AB passando em P.

A.3 Modelos de Poincaré

Os modelos propostos por Poincaré para a Geometria Hiperbdlica foram desenvolvidos entre
1882 e 1887 e sdo chamados de modelo do disco e modelo do semiplano. Vamos aqui mostrar
com mais detalhes alguns elementos presentes no disco de Poincaré, pois este é o modelo
que escolhemos para propor uma atividade usando um software de geometria dindmica para a

geometria hiperbdlica.

A.3.1 O Modelo do Disco de Poincaré

Foi o matematico francés Henri Poincaré (1854 - 1912) o idealizador do disco que leva o seu
nome. Neste modelo, o plano hiperbdlico € constituido pelos pontos do interior de um cir-
culo euclidiano, no qual, a circunferéncia, borda do disco, é chamada de horizonte do espaco.
Os pontos pertencentes a circunferéncia sao ditos pontos ideais € ndo pertencem ao espago.
Iremos sempre nos referir ao espago como sendo o “Disco”. No ambiente de exploragdo, a cir-
cunferéncia estard pontilhada para enfatizar o fato de que seus pontos ndo pertencem ao espago

hiperbdlico.

Na figura A.5, temos o disco D, onde o ponto A € um ponto ideal e os pontos B e C, no in-

terior de D, pertencem ao plano hiperbdlico.
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Figura A.5 O ponto A ndo pertence ao disco D, enquanto que os pontos B e C pertencem.

Definicao A.1. Duas circuntferéncias sdo ditas ortogonais, quando elas se intersectam e as res-
pectivas retas tangentes em cada um dos dois pontos de interse¢do sdo retas perpendiculares

entre si, conforme ilustrado na figura A.6.

Figura A.6 Circunferéncia c ortogonal ao disco D.

Observacao A.1. Dados dois pontos A e B no disco D, existe uma tinica circunferéncia c que

passa por A e B e é ortogonal a D, conforme ilustra a figura A.6.

Definicdo A.2. Dados dois pontos A e B, do plano hiperbdlico, chamamos de h-reta, ou reta
hiperbdlica, definida por A e B o arco da circunferéncia, no disco D, ortogonal ao disco D que

contém os pontos A e B.
Observacao A.2. Uma h-reta no Disco D é de um dos tipos:

1. Arco da circunferéncia ortogonal.
Na figura A.7 temos a h-reta 1@ no espaco D. Podemos observar que M e N sdo pontos

ideais, portanto, ndo pertencem a h-reta.
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Figura A.7 H-reta AB como arco de c, circunferéncia ortogonal ao disco D.

2. Didmetro do Disco

Lembramos que M e N sdo pontos ideais, logo ndo pertencem a h-reta (figura A.8).

Figura A.8 H-reta como didmetro do disco D.

Definicao A.3. Dados dois pontos A e B, do plano hiperbdlico, chamamos de h-semirreta de
origem em A e passando por B, o arco da circunferéncia ortogonal ao disco D, com origem no

ponto A e que contém o ponto B.

\
Oe }
1

Figura A.9 H-semirreta AB.
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Definicao A.4. Dados dois pontos A e B, chamamos de h-segmento o arco cujos extremos sao

os pontos A e B, contidos na h-reta AB.

oe®
1]

Figura A.10 H-segmento AB.

Definicao A.S5. A unido de duas h-semirretas com origem comum A é chaamda de h-angulo de

vértice A, onde as h-semirretas sdo os lados do h-angulo.

Seja o medida do h-dngulo, tal que 0 < o < 7, onde & é o 4ngulo formado pelas retas (eucli-

dianas) tangentes as h-semirretas no ponto A (figura A.11).

Figura A.11 H-angulo c.

Definicdo A.6. Dados trés pontos ndo colineares A, B e C no Disco, dizemos que um h-

tridngulo é a unido dos h-segmentos AB, BC e AC e sua regido interna, onde os pontos A, B

BC e AC sao os lados do h-tridngulo.

b

e C sdo os vértices e os h-segmentos AB
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Figura A.12 H-tridngulo AABC.

As h-semirretas que passam pelos pontos A e B, Be C, e A e C determinam os trés angulos

internos do h-triangulo.






APENDICE A

Exercicios Desenvolvidos no Geogebra

Na escola bésica, o aluno aprende que a soma das medidas dos angulos internos de um tri-
angulo € igual a 7, porém, muitas vezes, esse mesmo aluno desconhece que tal fato s6 ocorre
no plano euclidiano. Com o objetivo de fazer com que o aluno conheca o que ocorre com a
soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo em outras geometrias e, deste modo,
comparar os dois resultados, desenvolvemos duas atividades utilizando o software de geometria
dindmica Geogebra. Com essas atividades nosso aluno ird construir passo a passo o tridngulo
euclidiano, como também o hiperbdlico para, no final movimentar os vértices dos tridngulos e,

assim comparar esses resultados.

A.1 Exercicio 1 (Soma dos Angulos Internos de um Tridngulo
Euclidiano)

Construa o tridngulo AABC, determine a soma das medidas de seus angulos internos e, em

seguida, faca mover um dos vértices e verifique o que ocorre com essa soma.

Vejamos o passo a passo da construgao:
1. Na caixa de entrada, digite as coordenadas dos pontos A, B e C;

31

Entrada: A=(3,2)

g Captura de tela 20...

Figura A.1 Campo de entrada.
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2. No 5° icone da barra de ferramentas, escolha "Poligonos"e clique nos pontos A, B, Ce A,

para ter o tridngulo AABC;

7 GeoGebra — g - = T —— . —-—m
Arquivo Editar Exibir Opcfies Ferramentas Janela Ajuda
Ll ') . -
DEEY PN EE
» Janela de Algebra Poligono
Selecione todos os vértices e, entdo, clique novamente no vértice inicial

Figura A.2 Ferramenta "Poligono".

3. Para marcar os angulos do tridngulo AABC, selecione a ferramenta "Angulo"”, no icone
8, clique nos vértices B, A e C, nesta ordem. Observe que aparecerd uma marca de angulo
no vértice A. Para marcar os angulos com vértices em B e C, clique, respectivamente, em

C,B,AeemB, A,C.

> GeoGebra - ——

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

LA A POl o] ] =)

» Janela de Algebra ¢ Janela de Visu| Angulo
Selecione trés pontos ou duas retas
T

Figura A.3 Ferramenta "Angulo".

4. Para somar as medidas dos angulos internos do tridngulo AABC, digite no "campo de
entrada"(figura A.1) a formula o + 3 + Y e d& um "enter". Aparecera na janela algébrica

6 = 180°;

5. Com a ferramenta "Mover", movimente um dos vértices do tridngulo e verifique o que

ocorre com o valor de §.

7 GeoGebra — W —

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

Iﬂﬂﬂﬂﬂ@l‘l‘

Mover Visualizagao
Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) ‘{

Figura A.4 Ferramenta "Mover".
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A.2 Exercicio 2 (Soma dos Angulos Internos de um Tridngulo
Hiperbdlico)

Considere o disco de Poincaré, definido pelo circulo com centro em A = (0,0), onde B = (4,0)
€ um de seus pontos. Construa o tridngulo hiperbélico ACDE, determine a soma das medidas
de seus angulos internos e, em seguida, faca mover um dos vértices e verifique o que ocorre

com €Ssa soma.

Vejamos o passo a passo da construgdo:

1. Na caixa de entrada (figura A.1), digite as coordenadas dos pontos A e B;

2. No 6° icone da barra de ferramentas, escolha "Circulo Dados Centro e um de seus Pon-

n

tos’;

7 GeoGebra . [ -
Arquivo Editar Exibir UDI,‘,EEB Ferramentas Janela Ajuda

i o [EFAN

o
» Janela de Algebra [ | » | circulo dados Centro e Um de seus Pontos
Selecione o centro e, depois, um ponto do circula

Figura A.5 Ferramenta "Circulo Dados Centro e um de seus Pontos".

3. Clique sobre o contorno do circulo com o botao direito do mouse e selecione "Proprie-

dades";

€7 GeoGebra - ——
Arquivo Editar Exibir Opcies Feramentas Janela Ajuda

DEEPEOERANEED

I
i
» Janela de Algebra (<] [ » Janela de Visualizagdo
= Cdnica
<2 X ey=16
= Ponte

Circulo c: Circulo por B com centro A
Equagio ax+bxy+cy+dx+ey=f

*. | Exibir Objeto
Exibir Rétulo
Habilitar Rastro

“

Renomear

o

Apagar

Propriedades ..

1%

Figura A.6 Janela para escolher "Propriedades".

4. Na janela que se abrird selecione "Estilo"e modifique a linha da circunferéncia para tra-

cejada;
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9 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferral €3 Preferéncias.

» A W|[= co : i 5

Janela de Algebra -l Génica | Basico | cor| Estilo | Algebra | Avancado | Programaco
= Cénica e

U ey =16 7 Ponto Espessura da Linha
= Ponto eA

@ A=10,0) @B {J

~@ B=(4,0)

i3 s 7 8 m o3
/ Esflo |- — — — = — — — ~
Preende — — = = = = = = ] Inverter Preenchimento

Figura A.7 Janela para escolher "Estilo"e depois "Linha Tracejada".

5. Na barra de ferramentas escolha "Novo Ponto"e clique no interior do circulo em trés

lugares diferentes. Aparecerdo os pontos C, D ¢ E;

7 Geolebra

. e ——

-
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

DY AR =) o) 57 P AN I S

b _Jang Nove Ponto
= céani Clique naJanela de Visualizagio ou sobre um objeto

gl

Figura A.8 Ferramenta "Novo Ponto".

6. No 9° icone da barra de ferramentas, escolha "Reflexao em Rela¢do a um Circulo (Inver-
s80)", clique no ponto C e no circulo, dessa forma sera criado o ponto C’;

£ GeoGebra . e ——

Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

DNEREOEE N SED

] | » Janela de Visualizagdq Reflexdo em Relagdo a um Circulo (Inverséo)

Selecione primeiro o objeto e, depois, o circulo
T

= Cénica

~ovEaao A

Figura A.9 Ferramenta "Reflexdo em Relagcdo a um Circulo (Inversao)".

7. No 4° icone da barra de ferramentas, escolha "Mediatriz", clique nos pontos C e C’,

criando a mediatriz a, em seguida clique nos pontos C e D, criando a mediatriz b;

€7 GeoGebra S — A —

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

2 S c] [ P e

-

— ]

b Janela de Algebra | Mediatriz
= Cébnica Selecione dois pontos ou segmento E:I‘
B ew etz R T

Figura A.10 Ferramenta "Mediatriz".
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8. No 2° icone da barra de ferramentas, escolha "Intersecdo de Dois Objetos", selecione as

mediatrizes a e b, criando o ponto F;

&7 GeoGebra . ——

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

2B Ao folo] 4]

¥ Jang Intersegéo de Dois Objetos
= Cén| Selecione dois objetos ou clique dirstamente na intersecio a:[
LG e e =16 T

Figura A.11 Ferramenta "Intersecdo de Dois Objetos".

9. No 6° icone da barra de ferramentas, escolha "Circulo Dados Centro e um de seus Pon-

tos"(figura A.5) e clique nos pontos F e C', respectivamente;

10. Repita os procedimentos 5, 6, 7 e 8 para criar os circulos com os centros em G e H e

passando pelos pontos D e E, respectivamente;

11. No 6°icone da barra de ferramentas, escolha "Arco circular Dados Centro e Dois Pontos",
clique nos pontos F (centro do circulo), C e D, nessa ordem, e crie o segmento CD do
triangulo hiperbdlico;

£ GeoGebra v ——

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

DE 3 51 [ S [

> Janela de Algebra * | Arco Circular dados Centro e Dois Pontos
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Figura A.12 Ferramenta "Arco circular Dados Centro e Dois Pontos".

12. Com o botio direito do mouse, clique sobre o lado CD, selecione "Propriedades"(figura
A.6) e, na janela que se abrir, selecione a cor vermelha;
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Figura A.13 Janela para selecionar a cor desejada.
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13. Para construir os lados DE e CE, do tridngulo hiperbélico, repita os procedimentos 10 e
11, considerando os respectivos objetos;

14. No 4° icone da barra de ferramentas, escolha "Reta Tangente", clique no ponto C e no
lado CD, em seguida no ponto C e no lado CE;
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Figura A.14 Ferramenta "Reta Tangente".

15. No 2° icone da barra de ferramentas, escolha "Ponto em Objeto"e clique sobre as retas

tangentes criadas no procedimento anterior (os pontos devem ficar do mesmo lado do
triangulo em relacdo ao vértice C);
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Figura A.15 Ferramenta "Ponto em Objeto".

16. No 8° icone da barra de ferramentas, escolha "Angulo"(figura A.2) e crie o 4ngulo ¢;

17. Repita os procedimentos 13, 14 e 15 para criar os angulos f3 e 7;

18. Para somar as medidas dos angulos internos do tridngulo ACDE, digite no "Campo de

Entrada"(figura A.3) a formula o +  + Y e d&€ um "enter". Aparecera na janela algébrica
o angulo 6 com o respectivo resultado;

19. Com a ferramenta "Mover"(figura A.4), movimente um dos vértices do triangulo e veri-
fique o que ocorre com o valor de J.

O que o voce observou de diferente quando moveu os vértices de cada triangulo?
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