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Resumo

Estudamos neste trabalho as equagoes polinomiais em sua abrangéncia:
quadraticas, cubicas e quarticas por diversos métodos classicos, a limitacao
das raizes, resultados sobre equacoes polinomiais com coeficientes reais e
inteiros, entre outros.






Abstract

We studied in this work polynomial equations in a wide reach: quadratic,
cubic and quartic polynomials by several classical methods, the boundness of
roots, results about polynomial equations with real and integer coefficients,
among other results.
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Apresentacao

O tema Equacoes Polinomiais é frequente nos grandes concursos vesti-
bulares do pais em especial questoes envolvendo as relacoes de Girard e a
busca de solucoes inteiras ou solugoes racionais em equacgoes polinomiais com
coeficientes inteiros.

A dissertacao aborda todos os topicos sobre equacoes polinomiais conti-
das no Curriculo Oficial da Secretaria de Educacao do Estado de Sao Paulo
para o Ensino Médio como Relagoes de Girard, Teorema de Raizes Racionais
e o Algoritimo de Briot-Ruffini. A dissertacao vai além, estudando temas
avancados como o Teorema de Rolle para fungoes polinomiais, o Teorema e
Bolzano Weierstrass, a Regra de Sinais de Descartes e o Teorema de Sturm,
para funcoes polinomiais com raizes simples.

Um dos diferenciais da dissertacao é que, na pesquisa de solugoes inteiras
em equagoes polinomiais com coeficientes inteiros recorda-se as regras de

Gauss, as Regras de exclusao de Newton e o algoritimo de Peletarius derivado
e Briot-Ruffini.

Outro diferencial é que na abordagem do algoritmo de Briot-Ruffini en-
fatizado o fato que mudancas lineares da variavel transformam a equacao
polinomial dada em equacgoes incompletas, ora desprovidas do termo de pri-
meiro grau, ora desprovida do termo de segundo grau, ora do termo de ter-
ceiro grau e assim por diante e um dos pontos em destaque é a descricao do
método Tschinhaus aplicado a equagoes cuibicas em que uma mudanca de va-
riavel adequada anula simultaneamente todos os coeficientes intermediarios
de graus um e dois da equagao cubica dada.

Uma aula introdutoria sobre equacoes polinomiais podem utilizar a parte
envolvendo fatoracao contida no capitulo zero e todo o tdltimo capitulo de
equagoes polinomiais com coeficientes inteiros. Aplicacoes geométricas e so-
bre taxa de juros, que motivam o estudo das equagoes polinomiais, sao tam-
bém encontradas no capitulo zero.
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Uma aula interessante seria, além da resolucoes de equagoes do primeiro
e segundo grau as resolugoes de equacoes ctibicas pelo Método de Cardano e
da equacoes quarticas pelo Método de Cartan-Ferrari. Nao existe um método
geral para resolucao das equagoes polinomiais com grau maior ou igual a 5
de acordo com a Teoria de Galois.

O Capitulo |1 contém os métodos de resolucoes das raizes para equagoes
quadréticas (Férmula de Béskara), equagoes Cuibicas(Métodos de Cardano,
de Viete, de Gregory e o método de Tschinhaus e equagoes quarticas (Método
de Cartan-Ferrari e Gregory).

O Capitulo [2| trata das equagoes polinomiais com coeficientes complexos
com destaque para o Teorema das Limitacoes das Raizes Complexas, do
Teorema Fundamental da Algebra, Relacoes de Girard, a Regra de Briot-
Ruffini, o Algoritmo de Peletarius e as Formulas de Newton.

O Capitulo [3] trata das equagbes polinomiais com coeficientes reais, com
destaque para o Teorema da limitacao das Raizes Reais, o Teorema de Bol-
zano, a Regra de Sinais de Descartes, o Teorema de Gua, o Teorema de Rolle
e o Teorema da Separacao das Raizes de Sturm.

O Capitulo M| estuda as equacoes polinomiais com coeficientes inteiros,
com destaque para o Critério de Irredutibilidade de Eiseinstein além das
Regras de Gauss, das Regras de Exclusao de Newton e do Teorema das
Raizes Fracionarias.
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Capitulo 0

Métodos elementares de fatoracao
com completamento de quadrados e
agrupamentos das poténcias pares
e impares

0.1 Equacoes Polinomiais com coeficientes reais

A resolucao de equacoes polinomiais com coeficientes reais e grau superior
ou igual a um ocorre em varias situagoes:

0.1.1 Sistema de numeracgao

Exemplo 0.1. Qual é a base b do sistema de numeracao no qual o niimero
cuja representacao no sistema de numeracao decimal é 538, é representado
por 4123 no sistema de numeragao com base b?

Resolugao. A equacao polinomial cuja raiz inteira positiva é b é dada por
42 + 2° + 22 + 3 = 538

isto é,

4b* + b? + 2b = 535
ou

b(4b* + b+ 2) = 535
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o que mostra que 535 = 5 - 107 é um muiltiplo inteiro do niimero natural b.
Por inspecao, a unica resposta do problema é 5, visto que 107 obviamente
nao ¢ raiz da equacao ctubica

423 + 2 + 2z = 535.

0.1.2 Determinacgao de taxas de juros

FExemplo 0.2. Uma divida de 1000 reais deve ser paga em duas vezes: a
primeira parcela deve ser paga 90 dias apds o empréstimo no valor de 600
reais e a segunda parcela no valor de 700 reais a ser paga doze meses apds a
data da divida. Qual é a taxa mensal de juros I associada a divida?

Resolug¢ao. Temos que

600 700
1000 =
=0 are

ou
101+ D2 =6(1+1)°+7,

isto é, 1 + I é a raiz da equagao polinomial com coeficientes inteiros
P(x) = 102" — 62° — 7 =0,

a qual tem que admitir uma tnica raiz real maior do que um.

A regra de sinal de Descartes a ser estudada na Secao garante a
existéncia de uma unica raiz real positiva devido ao niimero de variagoes de
sinais dos coeficientes da equagao

10; —6; =7

ser igual a um.

O teorema de Bolzano-Weierstrass do mesmo Capitulo [3] garante a exis-
téncia de uma raiz real compreendida entre 1 e 2, pois P(1) - P(2) <0

A resposta exata para a questao da determinacao de taxa mensal de juros
I nao é obtida apesar de se tratar de uma equacgao polinomial com coeficientes
inteiros.
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Adiantando que raizes fraciondrias da equacao 1022 — 62° — 7 = 0 de
forma § com p,q € Z,q # 0, sendo p e ¢ primos entre si, temos:

o(5) () -

10p12 o 6p9q3 — 7q12

ou

isto é, p é um divisor inteiro de 7 e analogamente, ¢ ¢ um divisor de 10.
1717 1 7

Portanto, p s6 pode ser 1,7, —, =, =, =, —, —.
q 2°2°5°5710° 10

. , . p . ,
Analisando os valores, o tinico valor de = compreendido entre 1 e 2 é =

o qual nao ¢ raiz da equacao.
Refinando o resultado, temos que P(1) - P (%) < 0, portanto a raiz esta

entre 1 e 10 e com isso a taxa de juros é menor que 10%. o

0.1.3 Problemas geométricos

Ezxemplo 0.3. Dadas trés retas paralelas no
plano, em que a distancia entre as duas
primeiras é a, sendo a > 0, e a distancia
entre as duas ultimas é b, sendo b > 0.
Qual é o valor do lado do triangulo equila-
tero, cujos vértices A, B e C pertencem a B
uma e apenas a uma das retas paralelas?

Resolugao. Construindo um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas,
cuja origem ¢é o vértice B pertencente a segunda reta paralela e cuja a reta
das abscissas € a reta paralela por B, os demais vértices A e C' do triangulo
equildtero a serem construidos tem coordenadas (x,a) e (y, —b) respectiva-
mente.

Entao a medida ao quadrado do segmento AB é z? + a?, a medida ao
quadrado do segmento BC ¢é y? + b? e a medida ao quadrado do segmento

AC é (z —y)* + (a + b)>.
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Impondo que

x2—|—a2:y2+b2:(x—y)2+(a+b)2

vem
22— 2xy+ P+ a® 4+ 2ab+ b =y +b?
ou
x? — 2xy +a® +2ab =0
ou

42*y® = (2% + a® + 2ab)?
42 (2 + a® — b*) = (2® + a® + 2ab)?
até a obtencao da equacao biquadrada
3zt + (2a* — 4b* — dab)z? — (a* + 4a®b* + 4a”b) = 0
cujo discriminante é
16[(a® + b*)* + ab(ab + 2a* + 2b%)]

o qual é positivo o que mostra que a equacao biquadrada tem uma raiz
positiva, e uma raiz negativa (o produto das raizes é o termo independente
da equagao devido as relagoes de Girard a ser visto no capitulo dois) e um
par de raizes complexas conjugadas.

A tnica raiz positiva x da equacao biquadrada origina a solucao para o
problema geométrico:v/x? + a? é a medida do lado do triangulo equilatero.

A tnica raiz negativa x da equagao biquadrada origina a outra solucao do
triangulo equilatero, cuja medida do lado é a mesma do caso da raiz positiva.

Caso a = b,

Prat =y +0"=(z -y + (a+b)?
é facil determinar a media do lado do triangulo equildtero a saber v/3a. o

FExemplo 0.4. Dado dois triangulos isésceles AABC e ACDE, cujas bases
AC e CF estao sobre a mesma reta, cujas medidas dos lados iguais dos dois
triangulos sao iguais AB = BC = CD = DE e de modo que o vértice D do
segundo triangulo pertence a reta suporte do lado AB do primeiro triangulo,
o objetivo é o célculo da medida = da base AC.
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Resolugao. O objetivo é a determinagao da medida = da base AC' em termos
da medida b da base C'E e em termos da medida [ dos lados congruentes
AB=BC=CD = DE.

Para o calculo de x, considere a circunferéncia com centro C' e raio [ e
sejam H e K os pontos de intersec¢ao da circunferéncia com a reta das bases.
Seja I’ e GG respectivamente os pontos de intersec¢ao das retas perpendiculares
a reta das bases tracadas por B e D.

Portanto

AFzFCz%

Se y = BD pela semelhanca de triangulos entre o AABF e AADG,
temos:

y _ 5

L3
isto é,

y btx

Iz



que € equivalente a
xy =z +0b).

Por outro lado, considerando a poténcia do vértice A em relacao a cir-
cunferéncia tracada

AH - AK =1y +1)
=(x—-Dx+) =21

a eliminacao de y nas duas ultimas equacoes conduz a

x5 — 3%z = bl?
Sendo o dngulo FAB = a, e calculando cos(a) = % e identificando que
cos(3a) = 5 2 equacao polinomial em x
o3 — 3%z = bl?

é equivalente a
cos(3a) = 4 cos®(a) — 3 cos(a)

que ¢é a formula do angulo triplo da trigonometria.
Uma aplicagao da férmula do angulo triplo é que equagoes ctibicas com
coeficientes reais da forma

2 —3r—a=0

6
com |a| < 2 admite como raiz 2 cos (5) desde que cos(f) = g.

0.1.4 Equacoes polinomiais com coeficientes inteiros
FExemplo 0.5. Equagoes sexticas, como por exemplo, a equagao
2% —2.62+91 =0

nao admite raizes reais pois, para x > 0, devido a desigualdade estrita entre
as médias aritmética e geométrica

642641 4+1+1+1
v 6+ T 21111 =2

20



pois
2 +91=24+20+1+1+1+1+23

>l 4+ 2841414141
> 6.2

0 que mostra que para x > 0
2% —2.62+91>0

e ainda se x < 0
(—2)% —2.6(—2) +91 > 91

0 que prova que a equacao
25— 120 4+91=0

admite apenas trés pares de raizes complexas conjugadas duas a duas.
Com raciocinio analogo, é facil construir outras equagoes polinomiais com
coeficientes inteiros, que nao admitem raizes reais, como por exemplo:

I) 2% — 3.6z + 751 = 0
1) 2* — 242 4+43 =0
I0) z* — 3.4z + 119 =0

0.2 Agrupamento dos termos com poténcias pares
e dos termos com poténcias impares

Dada uma equacao polinomial de grau N > 1 com coeficientes inteiros
P(Z)=2ZN + AN 1 ZN P+ L+ A Z + Ag =0

o objetivo ¢ a determinacao das N raizes da equagao contadas as suas mul-
tiplicidades.

A técnica da fatoracao é a primeira tentativa para determinacao das raizes
da equagao P(Z) =0
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FExemplo 0.6.
Z8 4275 +102* - Z° =272 —10 =0
(Z% +102* — 7% —10) + (22° —22) =0

ZNZ? +10) — 1(Z* +10) + 2Z(Z* —1) =0

(Z2 +10)(Z* = 1) +2Z(Z* - 1) =0
(Z'=1)(2*+10+22)=0
(Z2+ )22 = 1D)(Z+1+3)(Z+1-3i))=0
(Z+)Z-)Z-)Z+1)Z+1+30)(Z+1-3i)=0

logo temos que ¢, —i, —1 — 3¢, —1 + 37, 1, e —1 sao as raizes da equagao
75 4+27° 41024 — 7?2 =27 — 10 = 0.

0.2.1 Equacgoes cubicas

Ezxemplo 0.7.
642° — 162> +12Z -3 =0
(642° +12Z) — (162> +3) =0
47(162% +3) — 1(162% +3) = 0
(162%+3)(4Z —1) =0
. . 1
(242 (223 (221 =0
4 4 4
31 3 1
portanto, %, —% ¢ sao raizes da equacao 6473 — 1622 +127Z —3 = 0.
Ezxemplo 0.8.

373 +27*-37-2=0
(37° =3Z)+ (227 —2) =0
32(Z% —1)+2(Z2*-1) =0

(Z2-1)(3Z+2)=0
(Z2-1)(3Z+2)=0

3Z-1)(Z+1)(Z+ ;) =0

2
logo 1, —1 e 3 sdo rafzes da equacdo 373 +272 —3Z —2=0.
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0.2.2 Equagoes quarticas
Fatoracao de equagoes quarticas em equagoes quadraticas
Exemplo 0.9.
Z' —4Z°+62° —4Z +5=0
(Z* 462> +5)—42(Z*+1) =0
(Z'+ 2% + (5Z2%+5) —4Z(Z° +1) =0
(ZPNZ2+1)+5(22+1)—4Z2(Z*+1) =0
(Z2+1) (22 —4Z+5)=0 (1)
(Z-)Z+)Z—-2—))(Z—=2+i)=0

O dltimo fator em ¢é obtido pelo completamento de quadrados:

Z? —4Z+5=0
7% —4Z +4=—1
(Z —2)* =i
Z =241

portanto podemos afirmar que 2 + 7, 2 — 7, —i e +¢ sao as raizes da equagao
Z4 —AZ3 4622 —4Z+5=0
Ezemplo 0.10.
Z* — 673 +37° 4247 —28=0
(Z'+32% —28) + (—62°+24Z) =0
(Z*4+32% - 28) —6Z(Z2* —4) =0
(Z2 —4)(Z? +7)—6Z(Z* —4) =0
(22 —4)(Z* - 6Z+7)=0
(Z-2)(Z+2)(Z-3+V2)(Z—-3-V2)=0 (2)

Os ultimos dois fatores de sao obtidos pelo completamento de qua-
drados:

7 —6Z+9=2
(Z -3)*=2
7 =342
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logo, 342, 3—/2, 2 e —2 sdo raizes da equacao Z*—6734+322+247 —28 =
0.

Exemplo 0.11. Resolucao de uma equacao de quinto grau.
75+ 52 122 -35=0
(Z°+52%) — (72> + 35) = 0
Z3Z?4+5)—17(Z2*+5) =0
(Z2+5)(Z°=7)=0
(Z2 +5)(Z =) 22 +7TZ 4+ V/49) = 0

cujas raizes sao

5i, —5i f—f \F\f \/_ \/_f

As duas ltimas sao obtidas com o completamento de quadrados:
22 +N7Z + V49
287 v/49
ARS \—[ 319 =0

( 2 4 )+ 4
que equivale a
2
/7 3
72V~ Byme
2 4
cujas raizes sao
7- VT V3

2 2

0.2.3 Completamento de quadrados

No caso de equacoes quadraticas, o completamento de quadrados conduz
a obtencao da férmula de Béskara:

AZ* +BZ+C =0, A#0

B B? B2

Al +2—=Z+—|=-C+ —.

HECYERVE 1A
Quando os coeficientes sao complexos, a propriedade da equagao quadra-
tica ter raizes complexas conjugadas nao é valida: 7 e 1 + ¢ sao raizes de
Z? — (14 2i)Z + (—1+1) = 0 e os nimeros complexos i e 1 + 7 nao sao

complexos conjugados.
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Exemplo 0.12. O completamento de quadrados tem aplicagoes em equacoes
de grau superior a dois como na equagao quartica:

7Y~ 623+ 8722 +27 —1=0 (3)
7Y —62° 4 92° =972% —87% —27Z + 1
Z4 6Z3+922 7?27 +1
7* =32) = (Z - 1)?
(2% =382~ (Z-1)*=0
(22 =32)+(Z = 1)).[(2* = 382) = (Z—1)] =0
(722 —4Z +1)(Z2* - 2Z — 1) = 0.

Temos

7> —474+1=0

7> —4AZ+4=3
(Z-2)?%=3
Z=243

72 -27-1=0
727 +1=2
(Z —1)*=2
Z=1+V2.

Logo as raizes da equagao sao 2 + \/§, 2 — \/g, 1—vV2el4++2.

0.2.4 Fatoragao do tipo (AZ2+BZ)>+C(AZ?+BZ)+D
Ezxemplo 0.13.
75 —87° + 252" —367° +202* = 0
Z2Z* —8Z° +257% — 36Z +20] = 0
7P Z* —8Z° +162% +92% — 36Z +20] = 0
Z(Z% —4AZ)? +9(Z* —42) +20] = 0
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nesse caso temos que (Z? — 47) é raiz da equagao
(Z2 —42)* +9(Z* —4Z) +20 =0
portanto,

Z2Z? —AZ +5)(Z* —4Z +4) =0
Z2Z -2—-i)(Z—-2+i)(Z—-2)*=0

logo 0, 2+i, 2—i e 2 sao as raizes da equacao Z%—87° 42574 —3623+2022 =
0.

Ezxemplo 0.14.
2P+ 42 +8Z2+8=0
(Z3+8)+ (42> +82) =0
(Z3+2)+42(Z+2)=0
(Z+2)(Z% =22 +4) +4Z(Z +2) =0
(Z+2)(Z2% —2Z +4+42) =0
(Z+2)(Z2*+2Z+4)=0
(Z+2)(Z+1=V3))(Z+1+V3i)=0.

Nesse caso, temos que —2, —1 — v/3i e —1 4 1/3i sdo as raizes da equacao
Z3+47%+ 87 +8=0.

Exemplo 0.15.
73 —274+4=0
(Z3+8)—2Z—-4=0
(Z3+2%)—2(Z+2)=0
(Z+2) (22 -2Z +4) —2(Z+2)=0
(Z+2)(Z2*-2Z+4-2)=0
(Z42)(Z2>-2Z+2)=0
(Z42)(Z—-1—i)(Z—-141)=0.

Portanto temos que —2, 1+ e 1 —i sdo as raizes da equacao 22 —27+4 =
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Capitulo 1

Resolucao das equacoes polinomiais
quadraticas, cubicas e quarticas

1.1 Raizes das equacoes polinomiais lineares afins

A equagao polinomial com coeficientes complexos e com grau um repre-
sentada por

P(Z)=AZ+B=0
A BeC, A#0

admite uma tnica raiz complexa a saber =2, isto é, =2 é o tinico nimero

A A
complexo com a propriedade P(’ng) =0.

1.2 Raizes das equacoes polinomiais quadraticas
incompletas

A equagao polinomial quadratica incompleta com coeficientes complexos

7% =a+ib
a,beR, a*+b#0

admite duas raizes complexas obtidas da seguinte maneira: se x e y indicarem
as partes real e imaginaria do nimero complexo Z entao

Z=x+1y
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7% = (2 —yH) +i(22y) = a +ib

e, pela igualdade entre as partes real e imaginaria dos dois membros da tltima
equacao,
2 -y =a,
2zy = b.
De (2% + y?)? = (2 — y*)? + 42y = a® + b* vem
2?4+ y? = Va2 + b2

portanto,

2
5  —a++Va?+b?

Yy = 5

s a+Var+b?
x - 5

e os sinais de x e de y devem respeitar a condi¢ao 2xy = b.
Temos assim que as raizes quadradas do numero complexo a + bi sao
definidos por

i\/a+\/a2+b2i.\/—a+\/a2+b2
M L
2 2

em que os sinais das partes real e imaginaria devem ser compativeis com o
sinal de b.

1.3 Raizes das equacoes polinomiais quadraticas
completas: a formula de Baskara

A férmula de Béskara, obtida pela técnica do completamento de qua-
drados, exibe as raizes complexas da equacao polinomial quadratica com
coeficientes complexos

P(Z)=AZ*+BZ+C =0
emque A, B,C e C,A#0

28



De fato,

2 2
A{ZQ+2£Z+B—] —B——C

2A7 T 4A%| 44
B\®> B?-4AC
4+ —) =——
2A 4A?
A 1ltima equagao é uma equacao quadratica incompleta
, B?—4AC
2=
4A2
obtida pela mudanca de variavel
B
— 74+ =
z + 54

Entao,

—-B+VvB?—-4AC

le

2A
—B—/BZ_4AC
22 = 24

sao os dois niimeros complexos nao necessariamente distintos com a proprie-
dade

As relacoes entre as raizes Z; e Z, da equagao quadratica e os coeficientes
A, B e C da equacgao quadratica sao conhecidas como relacgoes de Girard

B
Zl+ZQ:_Z

C
-
17274

Além disso, o discriminante da equacao quadratica definido por

B? —4AC

(2= 22)* = (21 + )" = 42120 = —;

mostra que a equacgao quadratica admite uma tunica raiz complexa, a saber
—B/2A, no caso em que B? —4AC = 0.
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Em consequéncia, vem a fatoragao da equagao polinomial quadratica em
fatores lineares

P(Z)=AZ*+BZ+C

—B +VB? —4AO} [Z _ —B-VvB*-4AC
2A 2A

1.4 Raizes das equacoes polinomiais ctubicas:
o método de Cardano

A equacao polinomial ciibica completa com coeficientes complexos
P(Z)=AZ}*+BZ*+CZ+ D=0
emque A, B,C,DeC,A#0

admite as mesmas raizes da equacao cibica monica, isto é, com coeficiente
de Z3 igual a um, ou seja
B C D
P+ =7+ —Z+—=0.
A TA% T

A equagao cubica incompleta reduzida da equacao dada é obtida pela
mudanca canonica de variavel

Z=r_ =
T34

e é dada por
P 4az+b=0

a_€_1<§)2

A 3\a

b:3<§)3_1<§>(9>+9
\a) “3\a)\a) "4

Os discriminantes da equagao cibica completa e da equagao cibica reduzida
associada sao iguais a

com

(21 — 22)%(21 — 23)% (20 — 23)% = —4a® — 270
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em que 21, 2z € 23 sao as raizes da equagao reduzida
2 +az+b=0.
Tendo em vista as relagoes de Girard
21+ 29+ 23 = 0

2129 + 2123 + 2023 = a

212973 = —b
3

O discriminante de uma equagao ciibica é um polinémio simétrico nas rai-
zes da equacgao e como tal é expresso em termos dos coeficientes da equacao:
o discriminante de

Z3—8122+SQZ—83:0

é igual a
—483 4+ 55 + 18515983 — 455 — 2753

que no caso da equacao reduzida 2% 4+ az + b = 0, é igual a —4a® — 270°.

1.5 Raizes das equacoes cibicas reduzidas
com coeficientes complexos

1.5.1 O método de Cardano

O método de Cardano para a determinacao das raizes complexas da equa-
¢ao reduzida
24az+b=0

consiste em exprimir a incoégnita z como soma de duas parcelas u e v, isto ¢,
Z=u+v

e impondo que
(u+v)*+alu+v)+b=0

vem
(u® +v* +b) + (3uv + a)(u +v) = 0.

Os valores de u e v devem ser tais que
ud 0 =10
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3
3,3 _ _ ¢

u-v —E

o que mostra que u?® e v? sdo raizes da equacao quadrética

&3

7?2 —bZ ——=0
27 7
isto é,

4a3
u3_b+ b2+7

N 2
b— /b2 + 42
o — 27

2

Pela definicao do discriminante de equagoes ctibicas, equagoes cubicas
com coeficientes complexos e discriminante nulo admitem raizes nao todas
distintas entre si, isto €, existem no maximo dois nimeros complexos distintos
que sao raizes da equagao cubica.

No caso de equagoes cubicas com coeficientes reais, equagoes ctibicas com
discriminante positivo admitem trés raizes reais distintas, e equacoes ctibicas
com discriminante negativo admite uma tnica raiz real e um par de raizes
complexas conjugadas.

A férmula de Cardano exibe as raizes da equacao cibica reduzida 2° +
az+b=0:

21 =U+v
zgzquerv

23 = w’u 4+ wo

em que

w = %(—1 +iV/3)

é uma raiz cibica da unidade, isto é, w3 =1, e

_3b+ 62+a3 _3b b2+a3
YTV TV Tr TN TV Ty
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As férmulas de Cardano permitem o calculo do discriminante da equagao
cubica reduzida
2 4az+b=0

pois
(21 — 22) (71 — 23) (22 — 23)
= (1 -w)(u—w?v)(1 —w?)(u—wv)w(l —w)(u—v)
= (u—v)(u —wv)(u— w2v)3\/§i
= (u® — v*)3V/3i

Pela fatoracao

w\3 U U U
B -1 - )
v v v v
o discriminante D da equagao ctibica reduzida (e da equagao cibica com-
pleta), o qual por defini¢ao é

4 3
D = (21 — 2)*(21 — 23)%(20 — 23)% = (b2 + 2_a7) 27i* = —4a® — 27b*

1.5.2 O método de Viete

O método de Viete para a determinacao das raizes complexas da equagao
cubica reduzida com coeficientes complexos

DB haz4+b=0

consiste na mudanca de variavel

e, por substituicao,

(3%—11})3+a<3iw—w>+b—0

w® — bw? — (%)3:()
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que é uma equacao quadratica em w?, isto é,
b 02 +4(%)
w3 = 5 + 3

by
2
A escolha de w? = 2 +

(£)2+ ()2 ou de w = 2 —
ao mesmo valor de z, pois

=~ (3)

a
MW = — 7%

n a n a a a
! 3w w1 2 3w2 311)1 =4
A férmula de Cardano é obtida pelo método de Viete: de z = w,
wy + Wws.

w1

_a_
3w

1.5.3 O método de Gregory

O método de Gregory para a determinagao das raizes complexas da equa-
cao cubica reduzida com coeficientes complexas

P2 4az4+b=0

consiste na expressao de z como soma de duas parcelas u e v, isto é

Z=u+v

a fim de obter duas equacoes quadraticas em u?® e v3, como
(u+v)*+alu+v)+b=0

v® + 3uv? + (3u + a)v + v’ +au+b =0

e como para quaisquer valores de «;, 5 e 7,

[v* 4+ av® + B + Y][v* + 3uv® + (3u® + a)v + u® + au + b = 0
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O método de Gregory obtém a equacao quadratica em u?:

u® —bu — (=) =0

em que o primeiro membro da equacao acima é o coeficiente de v quando
a, e v sao escolhidos de modo a anular os coeficientes de v?, de v* e de v°
na ultima equacao:
o coeficiente de v?:

v(3u) + B(3u* + a) + a(u® + au +b) =0
o coeficiente de v*:
3u* +a+3ou+ =0

o coeficiente de v°:
Ju+a=0

o que implica

B=6u®>—a
a? + 3bu — 15u*
3u

"}/ =
Determinado u, o valor de v é obtido pela equacao quadratica em v3,

00 + [y + 3Bu + a(3u® + a) + v’ + au + bJv* + (v’ + au+b) =0

1.6 Raizes das equacoes polinomiais quarticas:
o método de Ferrari

O método de Ferrari para a determinacao das raizes complexas da equacao
quartica completa com coeficientes complexos

7Y+ AZ3+BZ*+CZ+D =0

utiliza, em primeiro lugar, a mudanca de variavel z = Z + % para a obtencao
da equacao quartica reduzida

A 4a+bz+e=0
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em que

_ p_ a2
A A,
b_C—§B+(§)
A A At
=D - = V2B _3(=
c=D- 0+ (7)PB=3(7)

e, em seguida, sao utilizados dois completamentos de quadrados: o primeiro
Ty2

(22+g)2:—bz—c+(2

2

e o segundo
2 @ 2 g a9 2 2
(2 +2+t) = —bz c+(2) + 2tz +at +t

e o objetivo estd na determinacao do valor de t de modo que o segundo
membro é expresso como um quadrado perfeito, isto é, quando ¢ # 0,

a\ 2 b 2
—bz —c+ <—> + 222 +at+t2 = (\/2252——)
2 24/ 2t

e entao o discriminante da equacao quadratica em z deve ser nulo, e
8t* + 8at® + (2a* — 8c)t — b> =0

que é também denominada equagao cubica resolvente associada a equacao
quartica dada.
Obtido um valor nao nulo de t, raiz da equagao ctibica resolvente,

b
22—1—%—1—75:\/%2——

2V/2t

ou
NN AL
2 2v/2t
as quais sao duas equagoes quadraticas em z.
Quando t = 0, b = 0 e a equacao quartica reduzida é uma equagao
quadrética em 22
A ta+c=0
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cujas raizes sao facilmente determinadas.
A equacao polinomial quértica completa de coeficientes complexos

'+ AZP+ BZ*+CZ+ D=0
e a equacao quartica reduzida
A ra+bz+c=0

obtida pela mudanca de variavel canonica

A
Z—,_2
S

admitem o mesmo discriminante D dado pela férmula
D = —16a"c + 4a’V* + 128a*c® — 144ab’c + 27b" — 256¢°

A primeira equacgao resolvente ctibica associada a equacao quartica redu-
zida é a equacao cubica

73 +2a7% 4+ (a* —4e)Z — b =0

cujas raizes sao (21 + ZQ)(Zg + Z4>, (21 + 2’3)(22 + 24), (21 + 24)(22 + Zg) em que
21, 29,23 € 24 SA0 as raizes da equagao quartica reduzida porque, devido as
relacoes de Girard,

21+t z+23+24=0
2129 + 2123 + 2124 + 2023 + 29 + 24 + 2324 = @
212923 + 212924 + 212324 + 292324 = —b

21292324 = C
a soma
(21 4 22)(23 + 21) + (21 + 23) (22 + 21) + (21 + 24) (22 + 23) = —2a
a soma de todos os produtos tomados dois a dois é igual a a? —4c e o produto
(21 + 20) (21 + 23) (21 + 24) (22 + 23) (22 + 24) (23 + 24) = b?
Determinadas as raizes da equagao cubica resolvente

(214 22)* = —(21 + 22) (23 + 24)
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(21 + 2’3)2 = —(21 + 23)(22 + 24)
(21 + 24)2 = —(21 -+ Z4)<22 —+ 23)

o= 2llon+2) + (a4 2) + (21 + 20)]
2= ollen+2) — (a1 + 2) — (21 + 20)]
2= o[-+ ) + (2 2) — (2 + )]
2= (1 + ) — (o1 2) + (1 + )]

A segunda equacao cibica resolvente associada a equacao quartica redu-
zida
u+a?+bz+c=0

é definida por
73 —aZ? —4cZ +4dac —b* =0

cujas raizes sao
Z129 + 2324, 2123 + 2224, 2124 + 2223

em que 21, 29, 23 € 24 Sa0 as raizes da equacao quartica reduzida porque devido
as relagoes de Girard,

(2129 + 2324) + (2123 + 2024) + (2124 + 2223) = a

(2129 + 2324) (2123 + 2024) (2124 + 2223) = b® — dac

e a soma de todos os produtos tomados dois a dois é igual a —4c e, neste
caso, o fato de que as raizes de uma equacgao quartica sao distintas entre si
implica que as raizes da equagao cubica resolvente também sao distintas

2122 + 2324 — (2123 + 2224) = (21 — 24)(22 — 24)

o que implica, além disso, que os discriminantes da equacao quadratica e da
equacao cubica resolvente sao iguais.
Determinadas as raizes wy, ws e ws da equagao cubica resolvente

W1 = 2129 + 2324
Wy = 2123 + 2224

W3 = 2124 + 2223
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entao
(21 + 23) (22 + 21) = wiw;
(21 + 2'2) + (25 + 24) =0
0 que mostra que

21+ 23 =+ —w; — ws
2o+ 24 =W — W3

e que
21+ 23 =+VWwy —a
2o+ 24 =Wy —a
analogamente,

214+ 2 =Vws —a
4z =Vw —a
21+ 2= Vw —a
2342 =—Vw —a

para finalmente chegar as formulas de Ferrari

221 = Vwy —a+ Vwy —a+Vws —a
220 = Vw; — a — Vwy —a—Jws —a
223 = —V/w1 — a4+ Vw, —a—Vws —a
224 = —Vwi —a — Vwy —a+Vwz —a

1.7 Raizes das equacoes quarticas reduzidas
com coeficientes complexos

1.7.1 O método de Cartan-Ferrari

O Método de Cartan-Ferrari para a determinacao das raizes da equagao
quartica reduzida com coeficientes complexos

A 4a+bz+e=0
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consiste na expressao de z? como diferenca de duas parcelas u e v, isto é,

2

2=u—v
logo,
u? = (2240)? = 20?2022 = —az?—br—c+v?+202° = (20—a) 2 —bz+ (v —c)
e a tultima expressao iguala

u® = (az + B)?

desde que v é raiz do discriminante da equacao quadratica

b> —4(2v —a)(v* —¢c) =0

ou 8v* — 4av? — 8cv — (b* — 4ac) =0

a qual é uma equacao cibica resolvente associada a equacao quartica.
Determinados « e 3 pelas equacoes

a’=2—a

52 — U2 —c
cujos sinais sao compativeis com

200 = —b
obtem-se (2* +v)*> = (az + ) =0
ou (22 +v+az+8)(2*+v—az—pf3)=0.

As raizes da equacao quartica sao as raizes de duas equagoes quadraticas e o
caso em que v = 5 € o caso da equagao biquadrada

SERIOR

1.7.2 O método de Gregory

O Método de Gregory para a determinacao das raizes da equagao quértica
reduzida com coeficientes complexos

A a4+ bz+ce=0.
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consiste na expressao de z como soma de duas parcelas u e v a fim de obter

duas equacoes ctibicas em u?® e v3; como

e (ut+v)'+alu+v)?+bu+v)+c=0
vt + duv® + (6u? + a)v? + (4u® + 2au + b)v +ut +au +but+c=0
para quaisquer valores de av e (3
[0 + av+ B][v* + duv® + (6u* + a)v® + (4u® +2au + b)v +u + au® +bu+c] = 0
o método de Gregory obtém a equacao ciibica em u?.

64u® + 32au* + (4a* — 16c)u* — b* =0

quando « e 3 sao escolhidos de modo a obter o anulamento do coeficiente de
v3 e de v° na tltima equacao:
coeficiente de v3

4u® + 2au + b+ a(6u® + a) + 4Bu = 0

coeficiente de v°
du+a=0

o que implica

a = —4u
4Bu = —4u® — 2au — b+ 4u(6u® + a)

que, substituidos na equacao do coeficiente de v
a(u® + au® + bu + ¢) + B(4u® + 2au + b) = 0

conduz a equacao cibica em u?.

1.7.3 O método de Tschinhaus

Dada a equacao ctibica completa monica com coeficientes complexos
P(Z)=2°4+AZ>+BZ+C =0
e definindo os polinémios derivados de P por

P(Z)=372*+2AZ + B
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P'(Z) =6Z + 24
P"(Z)=6

a férmula de Taylor
P(Z) = P(Z) + P(Z)(Z ~ Z) + P"(Zo)(Z — Zo)? + P"(Z0)(Z — Zo)’
mostra que

1. quando Z, € C é tal que P"(Zy) = 6Zy+2A = 0 a mudanca de variavel

2z = Z — Zj transforma a equacao cibica dada em uma equacgao cibica
reduzida em que nao ocorre o termo em 2>

2. quando Zy € C e P'(Zy) = 3Z2 +2AZy + B = 0 a equagao ctibica em
uma equacao reduzida em que nao ocorre o termo em z.

O método de TSCHINHAUS aplicado a equacoes cubicas transforma a
equacao cubica com coeficientes complexos

P(z)=2*+az+b=0
na equacao ctibica incompleta
w? = 4?

com uma mudanca de varidvel da forma w = 2% + az + 3.
Para a determinacao dos valores de «, 5 e v resolvendo

Zraz+B-w=0

para obter

—a++/a? +4(w — B)

Z1 = 5
—a— /o + 4w — B)
Z9 —
2

e calculando
(22 +az +b)(z5 +azxn+b) =0

obtém-se

—w+(38—2a)w?+(4aB—aa”—35°—a*—3ab)w+(3°—2a3* —aba+a® B+b*—ba*4-3baff = 0
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Definindo

e escolhido

9
2a
=3
a equacao para w fica
5 {6D r
w” = | —y
a
em que
b
3 — S
7= 2

O resto R(z) da divisao euclidiana de 2® + az + b por 2% + az + (8 — w)
¢ igual a
R(z)=(a—B+b +w)z+b+af—aw

e a menos de uma constante real nao nula é da forma

a
z—7+5

que, igualado a zero, recai na formula de Cardano

a
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Capitulo 2

Equacoes Polinomiais com
coeficientes complexos

2.1 Teorema da Limitacao das Raizes complexas

Teorema 2.1 (Teorema da Limitacao das Raizes complexas). Seja z uma raiz
complexa da equacdo polinomial com coeficientes complexos de grau N > 1,

P(Z)=Z"+an_1ZN " 4 4ay Z4ay = 0, ag,ai,...,any_1 € C. (2.1)
Entao
(A) [z] < 1+|aol+|ar|+- - +l|an-1| ou |z| < max{1, |ao|+|as[+ - -+|an—1[}.

(B) |z <

1/K
! max x| K =12 N
Va1 <%) K=1,2,...,

(C) |z] < 2max {|ay_g|"* : K =1,2,...,N}.

T
(D) |2 < \aN1|+max{<|“N‘K|> K = 1,2,...,N}.

|an-1]
(E) |z| < R, onde R € a tunica raiz real positiva da equagdo polinomial
N —by Nt — e —by =0
com coeficientes reais de grau N > 1 em que

bo = laol, b1 =la1|,..., by_1=|an—1]|.
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No caso em que
P(Z)=2ZN +an_,ZN 7"+ a1 Z +ag # 0, (2.2)
(F) |z] <1+ {/max{|ax|: K =0,1,2,...,N —r}.

AN-K

AN —r

:K:r,...,N}.

(G) |z| < /|an—r| —i—max{ e

Demonstracao de (@ — H. Zassenhaus. Seja M um nimero real positivo tal
que

1/k
|an—k]|
M>[ - . K=1,2,....N, (2.3)
(x)
isto é,
N
lan_k| < (K>MK para K =1,2,...N.

Quando P(Z) =0,
|Z|N = |aN_1ZN_1 —|— .. —|— alZ + CL()|
<lanallZ]¥ 4+ || Z] + Jaol

N N
< M|ZINt 4. MNYZ|+ MY
(V)mzr e (VX))o iz

=(12]+ )" —|Z|".

Entao
201N < (|1Z) + M) = (V2-1)|Z| <M
e portanto v
21< g5 24
De para o caso particular
1/K
M = max [|aNA7K|] K=1,2,...,N »,
(x)
segue que
1/K
|Z|<ﬁmax [|a&_);(]] K =1,2...,N,. ]
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Demonstragao de (@ Seja

M:max{]aN_KP/K:K:1,2,...,N}.

Entao
lay_x| < M¥, K=1,2,...N. (2.5)
Quando P(Z) = 0 e levando em conta (12.5)), temos
1Z)Y < ay- ||Z|N_1 + -+ |a||Z] + aol (2.6)
SMIZPNT o MY Z) - MY .

1z Z|
— 1 2.8
\M ( () 28)

M

e %’ > 2, entao o denominador em ({2.9)) satisfaz ’%’ —1 2> 1 e tiramos de

(2.9) que

_17

<=
\M

isto é, 0 < —1, uma contradicao.
Conclusao: Se P(Z) = 0 entao |Z| < 2M, ou seja,

2| < 2max {|ay_k]| VK . K =1,2,. .,N}. O
Exemplo 2.2. Dado

P(Z)=Z° +172* — 52% — 2772* + 144,
os médulos das raizes complexas de P(Z) = 0 nao ultrapassam

1417+ 5+ 277 + 144 = 444,

1 17 1
Wma{g)f fﬂ}

2 max{17,v/5, V277, \/6, V144} = 34,
5  [217 .~ /144
17+maX{1,ﬁ, 1—7,\/6, 1—7}<22
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Exemplo 2.3. Dado
P(Z)=2°+272*—82° +22° + 37 +7,
os médulos das raizes complexas de P(Z) = 0 nao ultrapassam:

1+2+4842+3+7=23,

1 2 /4 4/1 1
Wmax{g, \/;, i/g, {1/%7\5/?} < 10,

2max{17,V8,V2,V3,V7} = 4V/2 < 6.

2.2 Teorema Fundamental da Algebra

O teorema fundamental da &lgebra estabelece que o conjunto C de todos
os numeros complexos, com as operagoes usuais de adicao e de multiplicacao,
constitui um corpo algebricamente fechado.

O significado deste enunciado é que toda equacao polinomial de grau N
com coeficientes complexos da forma

P(Z) = ANZN + Ay aZN T o+ Ay Z 4+ Ag =0 (2.10)
com Ag, Ay,...,Ay_1 e Ay # 0 admite N raizes complexas 71, Zs,..., Iy
nao necessariamente distintas, isto é, paracada j = 1,2,..., N, temos P(Z;) =
0.

O que é equivalente a afirmar que toda funcao polinomial P de grau
N com coeficientes complexos admite fatoragao como produto de N fatores
lineares nao necessariamente distintos:

P(Z)=ANZ = Z2))(Z — Z5) ... (Z — Zn). (2.11)
A igualdade entre os coeficientes das expressoes de P(Z) em (2.10]) e (2.11))
acarreta as relacoes de GIRARD envolvendo as raizes 77, Zs, ..., Zy das duas
expressoes acima de P(Z) e os coeficientes Ag, Ay, ..., An.

2.3 Relacoes de Girard

An—1

Zl_|_Z2_|_...+ZN:_ 1
N
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An—2
AN

2170+ Tn g+t ZiZN 4t Doy + -+ Zoly =

A
I T Ty = (—1)NA—0
N

Definigao 2.4 (Funcao polinomial derivada P’ da fungao polinomial P). Se
P(Z) = ANZN 4+ A ZN 7V 4 A7+ A

entao

P(Z) = NANZN '+ (N - DAy ZV 2 - 4 AL

Podemos tomar derivadas sucessivas do polinomio P, obtendo P’, P"”, P",
PW  etc.

Definicao 2.5 (Multiplicidade de raizes). Uma raiz Z; da equagao polinomial
P(Z) =0 ¢é uma

1. raiz simples de P(Z) = 0 quando
P(Z) = (2 = 2;)Q(Z) com  Q(Z;) # 0
ou equivalentemente,
P(Z)=0, P(Z)#0.
2. raiz dupla de P(Z) = 0 quando
P(2) = (2= Z;)*Q(Z) com Q(Z;) #0,
ou equivalentemente,
P(Z;)=0, P(Z;)=0, P"(Z;)+#0.
3. raiz de multiplicidade m; de P(Z) = 0 quando
P(Z) = (Z = Z)™Q(Z) com Q(Z;) #0,
ou equivalentemente,

P(Z;))=P(Z;)=---=P™I(Z) =0,
pPmi(Z;) # 0.
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Sejam Zy, Zy, ..., Zs raizes distintas da equagdo polinomial P(Z) = 0
com multiplicidades mq, ms, ..., m, respectivamente. Entao:

mi+mg+---+mg=N

P(Z) = AN(Z = Z))™ (2 — Za)™ .. (Z — Zo)™

O teorema de TAYLOR para funcoes polinomiais afirma que, quando

ZeCeHeC,

H? H3 HYN
P(Z+H)= P(Z)+P’(Z)H+P”(Z)?+P”’(Z)?+- cote -+PN(Z)W
mas para Z # 2y, Z # Loy ..., L # Zn,
P(Z+ H)
=ANZ+H-2)(Z+H—-2y)...(Z+H— Zn)

=An(Z - Zi)(Z — Z2) ... (Z — ZN) [1+Z£{Zl}"'[1+zf{21v}

—P) |14 | |

Igualando os coeficientes em H nas duas expressoes de P(Z + H) temos,
portanto, para Z # Zy,Z # Za, ..., Z # In

P’(Z)_1+1++1
P(Z) Z—-2, Z-—2, 7 —Zn

e, no caso de Zy, Zs, ..., Zs serem raizes distintas da equacao P(Z) = 0 com
multiplicidades my, ma, ..., ms, para Z # 2y, Z # Zs,..., Z # Z, temos
P(Z) my mo M

PZ) Z-Z Zz-n " T7=2Z

Assim, quando 7y, Zs, ..., Z, sao as raizes distintas da equacao P(Z) # 0,

P(Z2) =(Z - Z)™Pi(Z)
P(Z) =(Z — Z2)"™ P,(Z)
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0 que mostra que

P/(Z) Mo Mg
= +ot
P(Z) (2= Zy)m (Z = Z)m
e que
P'(Z) m P(Z)
= +
pP(z)  (Z-z)™  PR(Z)
Analogamente,
P(Z) mo n Py(Z)

PZ m | P)

P(Z) ~ (Z-2Zy™ " PAZ)

que sao formulas necessarias para a compreensao do Teorema de Rolle para
fungoes polinomiais com coeficientes reais.

2.4 Regra de Briot-Ruffini

O dispositivo pratico ou regra de Briot-Ruffini aplicado a uma equagao
polinomial com coeficientes complexos de grau N > 1

P(Z) = ANZN + AN 1 ZN 7P+ - AL Z 4 Ay

em que Ag, Aq,...,An_1, Ay € C, e Ay # 0 calcula os coeficientes do po-
linémio quociente Q(Z) e o resto R resultantes da divisao euclidiana de P(Z2)
por (Z — Zy), isto é,

P(Z)=(Z - Zy) Q(Z)+ R
em que Q(Z) é um polinémio com coeficientes complexos de grau N — 1
Q(Z) = By 1 Z" '+ By 22N+ -+ BiZ + By

e os coeficientes By _1, By_a, ..., B1, By e R sao obtidos impondo a igualdade
entre os coeficientes dos dois membros de

P(Z) = ANZN + Ay 1 ZN 7P 4 4 AL Z + A
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=(Z—-2)-QZ)+R
=(Z—Zy) - (By 1 ZN ' 4+ By 22N 2+ 4+ BiZ + By) + R

temos
AO = —B()Z() + R
Al = —Blzo —|— BO
Ay = =By Zy + By
An_9 = —Bn_2Zy + By_3
An_1 = —Bn_1Zy+ Bn_2
An = By
ou
By_1 = Ay

By_o = AN_1+ By_12
By_3=ANn_2+ Bn_22

Bl == A2 + BQZO
BQ = Al —|— B1Z0
R — A() + B()ZO

e estas igualdades sao mais rapidamente descritas com o dispositivo de Briot-
Ruffini.

| Ay | An-a || 4 | Ay | Ag
Zo| AN |AN-1+Bno1-Zy| ... |As+DBy-Zy | A1+ Br-Zy | Ao+ Bo - Zo .
— By, — By_s - B — By - R

Uma das aplicagoes do dispositivo pratico de Briot-Ruffini é o calculo
rapido dos coeficientes

P"(H) PWN(H)
20 7777 NI

P(H), P'(H),
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da féormula de Taylor

P"(H)Z? PN (H)ZN
P(Z + H) :P(H)+P’(H)Z+%+---+%
em vista de que a divisao de P(Z + H) por Z resulta no resto constante
P(H) e no quociente
P"(H)Z PWN(H)ZN-1
- 7 + [N + RN S A —
2! N!
e a divisdo deste quociente por Z resulta no resto constante P'(H) e no
quociente

P'(H) +

P"(H) PN (H)ZN=2
2! N!

FExemplo 2.6. Para transformar a equacao quartica com coeficientes inteiros
P(Z)=2"—47° —182* =32 +2=0

em uma equacao quartica desprovida do termo de segundo grau através de
uma mudanca de variavel de forma Z = W + H considere a formula de Taylor

P”(H)W2 N P”/(H)W?’ N P////<H)W4

P(W+H)=P(H)+ P'(H)W +

2! 3! 4]
em que
P'(H)=4H?* —12H* — 36H — 3
P'(H)=12(H* —2H — 3) = 12(H + 1)(H — 3)
P"(H) =24H — 24
P"(H) =24
e escolha H = 3 raiz de P"(H) = 0. O dispositivo de Briot-Ruffini, calcula
P// (3) P/// (3) P/l// (3)
/ p—
P(3)7 P (3>7 T - 0> 31 Al
1 —4 —18 -3 2
311 -1 —21 —66 —196 = P(3)
311 2 —15 —111 = P'(3)
Pl/
311 5 0= 2('3)
P"(3 '
311 8= 3$ )
. P////(3) ’
- A4l
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Escolhido H = —1, o dispositivo de Briot-Ruffini calcula

P//(—l) P///(_l) P"”(—l)
/ —
P(_l)a P <_1)7 91 - 07 31 ’ 41
1 —4 —18 -3 2
—1[1 -5 —13 10 —8=P(-1)
11 —6 —7 17 = P'(-1)
P’(—1
—1]1 -7 0= (2‘ )
P///(_l) :

—1[1 —8 = '

P””(—l) 3!
1l —27

4!
Portanto,

P(Z)=(Z - 3)*+8(Z —3)> —111(Z — 3) — 196
P(Z)=(Z+1)"+8(Z+ 1) +17(Z +1) — 8

e a mudanca de variavel W = Z — 3 transforma a equagao quartica dada
Z'—4AZ° — 182> -3Z+2=0

na equacao quartica desprovida do termo de segundo grau
W'+ 8W?* — 111W — 196 = 0

e a mudanca de varidvel W = Z + 1 também transforma a equacao quartica
dada em uma equacao quartica desprovida do termo de segundo grau

W4 —8W3 +17TW — 8 = 0.

A escolha da mudanca de variavel W = Z — 1 transforma a equagao
quartica dada em uma equagao quartica desprovida do termo de terceiro
grau

W4 —24W?2 —47TW — 22 =0
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pelo dispositivo de Briot-Ruffini

P”(l) P”’(l) P””(l)
JR— / JR— — R JR—
P(1)=-22, P'(1) = —47, T T TR
1 —4 —18 -3 2
1]1 -3 —21 —24 —22 = P(1)
1|1 —2 —23 —47 = P'(1)
P(1
1)1 —1 —24 = 2(' )
Pm(l) :
1)1 0= 3l
Ll P//H(l) :
Al

2.5 Algoritmo de Peletarius

O Algoritmo de Peletarius utiliza as formulas derivadas para os coeficien-
tes do quociente B(Z) e do resto constante R resultantes da divisao euclidiana
de P(Z) por Z — Zy, isto é

P(Z) = ANZN + A 2NV 4 AL Z + A

=(Z—2Zy) - (By 1 ZN ' 4+ By 22N+ ...+ BiZ + By) + R
ou equivalente
Ay =—BoZy+ R
Ay =—B1Zy+ By
Ay = —ByZy+ By

An_9 = —DBy_2Zy+ Bn_3
Ay_1=—Bn_1Zy+ By_»

An = Bn_1
An | An—1 | [ A | Ay | Ao |
Ax — By An_1—Bn_2 Ay —By | Ay —By | Ap— R Z
N Zo Zo Zo Z0
=—Bn_1 =—DB> =—B =—DBo

95



Impondo que Z; é raiz da equacao polinomial

P(Z)=0
que é equivalente a impor que
R=0
ou
AO = —B[)ZO
e entao

A1 — BO = —31Z0
A2 — Bl = —BQZO

An_9 — Bn_3 = —Bn_2%
An_1 — Bn_y = —By_1Zy = —AnZy

O algoritmo de Peletarius é mais utilizado na pesquisa de solugoes inteiras
positivas em equagoes polinomiais com coeficientes inteiros: a condigao R = 0
ou Ag = —ByZy mostra que

Zy é um divisor inteiro de Ay
Zy ¢ um divisor inteiro de A; — By

Zy ¢ um divisor inteiro de Ay — By

Zy ¢ um divisor inteiro de Ay_9 — By_3
Zy ¢ um divisor inteiro de Ay_; — By_»
FExemplo 2.7. A equacao polinomial com coeficientes inteiros
744273 —192* - 8Z 4+ 60 =0
admite 2 e 3 como raizes porque pelo algoritmo de Peletarius

1 2 —19 -8 60 |

—4+2: 11—19:_4 30—8:11 20 | 2
2 2 2

0
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1 2 -19 -8 60 |
—5+2 _ 4-19 _

——=-5 —=4 20|3
3 3 3

0

Exemplo 2.8. A equagao polinomial ctibica com coeficientes inteiros
Z% =297 +126Z — 144 = 0

admite 2, 3 e 24 como raizes porque pelo algoritmo de Peletarius

1 —29 126 —144
0 27-20_  -T2H126 . o, |,
2 2
1 —29 126 —144
26 — 2 —48 4 12
o -2y TBFI0 o6 45 |3
3 3
1 —29 126 —144 |
5—29 —6+126
LY 24 ° 0

Exemplo 2.9. A equacao polinomial ciibica com coeficientes inteiros
27° —82°+15Z —18 =0
nao admite 3 como raizes porque pelo algoritmo de Peletarius

2 -8 15 —18 |

3-8 5 —6+15
S22 2123 6 |3
3 3 3

D -
obtém se 3 o qual nao é um nuimero inteiro.

Exemplo 2.10. A equagao polinomial quértica com coeficientes inteiros
Zy—22° —192° +8Z + 60 = 0

57



nao admite 3 como raizes porque pelo algoritmo de Peletarius

1 -2 —19 8 60 |
204+8 28
—=— 2013
3 3
, 28 -, , L
obtém se — o qual nao é um numero inteiro.
2.6 Formulas de Newton
Lembrando as defini¢oes de
80<Z, Zl, ZQ, ey ZN) =1
Sl(Z,Zl,ZQ,...,ZN) = Zl —|—ZQ—|— +ZN
$9(Zv, Zsy ... ZN) = Z Z;Z;
1<i<N-1
i<j<N

=ZZo+ -+ 214N+ ZaZs +
e assim por diante
SN(Zl, ZQ, e

tem-se que sgp, Sq, . .
variaveis Zl, Zg, Zg, ..
isto é, para cada k = 0,1, ..

VAN AVARER

7ZN) - 232(217 te

o+ Lo+ o+ N1 dN

ZN

., SN, além de funcgoes polinomiais elementares em N
., Zn, também sao funcgoes polinomiais homogéneas,
., N s € homogénea de grau k, isto é

7ZN)

Zn

7ZN)

sk(tZy, .. tZ,) = t'sp(Zy, ...
Definindo
(21, ZN)=51(Z1,.. ., ZN) =21+ Do+ -+
pg(Zl,,ZN):Z12+ZQ2++Z]2V
:Sl(Zla--';ZN)pl(Zl,---
= [51(Z1,..., ZN))? — 252(Z4, ..., ZN)

Sl(Zla R
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= [51(Z1, .., ZN))? — s1(Zh, ..., ZN)so( 20, .. Zn) + 353( 2, .. ZN)
pa( 21, Zn) = 51( 21, ZN)p3s(Zhy oo ZN) — So(Zay oo ZN)D2(Z1, - ., ZN)
+53(Z1y .o ZN)DI( 20, o ZN) — Asa(Zh, .., ZN)
= [51(Z1,..., ZN]* + 4[s1(Zy, ..., ZN)s9(Z1, ..., Zn)
—4s1(Z1y .. ZN)s3s(Zhy - ZN)
+2[59(Z1, 29, oo, ZN)]2 — 454(Z1, ..., ZN)

Em geral, para 1 <k <N —1,

k-1
o Zi, . Zn) =Y (=0 s (Zy, o 2Nk i(Zay o ZN) (1) ks (2, Zy)
j=1
e para k > N,
N
pk(Zh cey ZN) = Z(—l)]—HSj(Zl, ey ZN)pk:—j(Zb ey ZN)
j=1

Demonstracao. O operador derivacao D aplicado a fungoes polinomiais ho-
mogeéneas

D(1)=0
D1+ Z))=D()+D(Z;)=2Z;,j=1,2,...,N
D(1+ Zy + Z2) = D(1) + D(Z,) + D(Zs)? = Zy + 27

alem de satisfazer a regra da soma e do produto satisfaz também
D[Sk(Zl, Zg, ey ZN] = kzsk(Zl, ZQ, N ZN>

pelo fato de sg(Z1, Za, ..., Zn) ser homogénea de grau k.
Como

L+ 201+ 2)...(1+ 2Zx) =Y _sc(Z1, Za, ... D)
k=0

N N
> ksw(Zy, 2, ..., Zn) = DY si(Z1, Za, ... Z)]
1

k=0
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=D[(1+Z)(1 + Za)...(1+ Zy)]

=(1+2)1+Z2)...(1+ Zn)(

Z
1+ 2,

Za
1+ 2,

ZN
14+ Zy

) ) ( )

o0 [e.9] o0

= ksp(Z1, Za, .. ZN>[Z(—1)J'Z{'“][Z(—wzg'“] . [Z(—l)ﬂ‘zg‘vﬂ]

Z[ (=" 7s5(Z1, Za, o ZN) ki (Z1, 2o, -, ZN))]

tendo em vista que so(Z1, Zs, ..., Zy) = 1.
Pela multiplicacao das componentes homogéneas de mesmo grau vem,

para k=1,2, ...

N -1

Y

(—1)k+1pk<Zl, c ey ZN)

ou

pk(Zl, C.

7ZN)

e

-1

(—1>j718j(Z1, ey ZN)pkfj<Zly ey ZN)

1

J
+ (=) ksi (21, ..., Zn)

tendo em vista que (—1)¥1 = (=1)* eparak =N +1,N +2,...

0= (-1)"*'Pu(Z1, Zo, ..., Zn)

k—1
+ Z(_l)k_j_lsj(zh Zay ooy ZN)Pk—j(Z1, Z2y -« -, ZN)
=1
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ou

N

-1
pk(Zla ZQ, ceey ZN) = (—1)j+18j(Zl, ZQ, ceey ZN)pkfj(Zla ZQ, ceay ZN) D
1

<.
Il

Observagao. Da igualdade dada pelas relacoes de Girard

N
(Z =22 = 2)...(Z = Zxn) =) (~V)fsw(Z1, Za, ..., Zn)ZNF
k=0

colocando Z = 7,

N

ZN = (1) sy (21, Zo, . ZN) 2T
k=1
e sucessivamente z = z,,
N
ZN = (-1 (Zy . Zn)ZN K
k=1

somando ambos os membros vem

N

pn(Z1, Zas .. ZN) = Z<_1)k+15k(zh Zay s ZN)PN-1(Z15 22, - ZN)

k=1
de

N

202 = (1) (21, Zo, . Zn) ZN T

k=1

e sucessivamente de
k+1
INZN =) su(Zy, Do, ... ZNn)ZN T
k=1

e somando ambos os membros,

N
pN+1(Zl, Zg, ce ZN) = Z(—l)K+1Sk<Zl, 227 e ZN)pNJrl,k(Zl, ZQ, ceey ZN)

k=1
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Capitulo 3

Equacoes polinomiais com
coeficientes reais

3.1 Teorema da limitacao das raizes reais

As raizes reais da equacao polinomial com coeficientes reais e grau N > 1

P(z) = ayaz™ +ay_12V "+ Fax +ag=0

o, A1, --.,AN-1, AN ERaaN#O

Sa0 menores ou iguais a

o 1+ "f/max{|;E[},k=0,1,....N:a, <0
em que N —R ¢é o indice do primeiro coeficiente real negativo da equagao
polinomial e R > 0 é um numero real arbitrario

° 2max{,’“/\§—;|,k:(),1,...,N:ak<0}

em que k é o indice do primeiro coeficiente negativo.

k—N+R A

kN—R 7k:071,7Nak<0}

o N°E ‘aN,Rl 4+ max

em que N — R é o indice do primeiro coeficiente negativo e o indice k
¢ tomado sobre os indices dos coeficientes negativos.
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Limitantes das raizes positivas
Definicao 3.1. Seja uma equacao algébrica de coeficientes reais,

N-1

P(z) = ayz™ +ay_1z +--+ax+ay=0

com

ap,ai,...,an—1,ay € R, ay #0.

Denomina-se cota superior das raizes positivas da equacao
N N-1
P(z) = anz™ + ay_1x +--+ax+ay=0

a um numero L tal que todas as raizes positivas da mesma, sejam inferiores
a este nimero.

Denomina-se cota inferior das raizes positivas da equagao
N N-1
P(z) =anz™ +ay_1x +-rdax+a=0

a um numero [, tal que todas as raizes positivas sejam superiores a este
numero.

Cota de Mac-Laurin 1 + M

O Método de Mac-Laurin é de grande facilidade de aplicacao, conduzindo,
entretanto, a uma cota, em geral, bastante elevada.
Considere a equagao

P(z) = ayz™ +ay_12" 4 Faw +ag=0

com

ag, ay, ..., an—1,ay € Ryay # 0.

Chamamos M o seu coeficiente negativo de maior valor absoluto con-
cluimos que para obter uma cota superior das raizes positivas da equacao
P(z) = 0, basta acrescentar uma unidade ao valor absoluto do coeficiente
negativo que o tem maior.
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Cota de Lagrange 1 + v M

Considere a equacao
P(z) =an2™ +ay_12¥ 4 Faw+ag =0

e seja a,, o coeficiente negativo de maior valor absoluto e m o grau do primeiro
termo negativo, que supomos nao ser o segundo. Obtém-se uma cota superior
das raizes positivas de uma equacao somando uma unidade a raiz enésima
do valor absoluto com coeficiente negativo da equacao que tem maior valor
absoluto M, sendo n a diferenca entre do grau da equacao e do seu primeiro
termo negativo.

Cota de Newton

Seja a equagao P(x) = 0, em virtude da Férmula de Newton determi-
nando, agora, h positivo de tal forma que todos os coeficientes

P(h) > 0,P'(h) >0,P"(h) >0...P™ >0

um valor h com essa propriedade, é uma cota superior das raizes positivas
da equagao considerada pois se todos os coeficientes da equacao em y sao
positivos, ela nao admite nenhuma raiz positiva.

Cota de Laguerre

O processo de Laguerre é notavel pela simplicidade de aplicacao e por
conduzir a uma cota bastante pequena.
Seja
P(z) = anzy +an_12V M+ gz +ap =0

dividindo o polinomio por z — L, sendo L > 0.
Vem,

P(z) = (x — L) (by_1z™ "+ by_o2¥ 24 4 b)) + R
onde pela regra de Ruffini,

bny_1 =any > 0;
by_2 =an—1 +anL;

by_3 =an_2 + by_oL;
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Se o nimero L tornar positivo todos os coeficientes by_1,by_2,...,bg € 0
préprio resto P(L), serd uma cota superior das raizes positivas da equagao
dada. Serda comodo empregar o dispositivo pratico para determinacao do
nimero L.

Existéncia de raizes complexas

A equacao polinomial com coeficientes reais e grau N > 2

N-1

P(x) = ana™ +ay 12V P+t az+ap =0

ap, a1, ...,ay € R
admite pelo menos um par de raizes complexas conjugadas quando
1. a%_; <2an_2
2. a?\,_l =2an_o >0
3. any—1=0,an_2 >0
4. ay_1=any_o =0

Demonstracao. A prova é consequéncia imediata da igualdade e das relagoes

de Girard

Aty =(tznt 4 an)? =2z o+ avoizN

em que 21, 29, .. ., 2y S0 as IV raizes complexas da equagoes P(x) = 0.
Quando a%_; > 2ay_s nao implica que a sequéncia polinomial admite
apenas raizes reais. O

Exemplo 3.2. 2% + 62 + 11 = 0 apresenta um par de raizes complexas conju-
gadas e 62 = 36 > 2(11).

Em consequéncia ao fato acima, temos que

1 Y 1\ ! 1
X a X X
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com
ag,ay,...,ay € R

que é equivalente a escrever
1 _
VP (— :aoa:N+a1:c—|—~--+aN,1a:N Lyay=0.
x

De maneira andloga a equagao acima admite um par de raizes complexas
conjugadas quando

1. a? < 2ay

2. a} =2ay >0
3. CL1:O,CL2>0
4. 0,1:&2:0.

O corpo R dos numeros reais nao ¢ um corpo algebricamente fechado.
Uma equagao polinomial de grau N com coeficientes reais

P(z) = ayaz™ +ay_12V "+ Fax +ag=0

ag,ay,...,any € Riay # 0

Pode admitir raizes reais e raizes complexas com parte imaginaria dife-
rente de zero. Além disso, se a+bi com b # 0 é uma raiz da equagao P(z) =0
com coeficientes reais com multiplicidade m entao a —bi, complexo conjugado
de a + bi, também é raiz da equacao P(z) = 0 com a mesma multiplicidade
m e fato de

[z —(a+bi)][z— (a—bi)] = 22— [(a+bi)+ (a—bi)]z+a*+b* = 2* —2az+a® +b*

mostra que toda funcao polinomial de grau N com coeficientes reais ¢ fato-
rada como um produto de fatores lineares e de fatores quadraticos em que
ocorrem coeficientes reais em todos os fatores.

P(x) =ayn(z —x1)...(x — 2,) (2 = 2a12 4+ a? + %) ... (2% — 242 + a? + b?)

em que os fatores lineares (z — x1), (r — x2), ..., (x — xs) ndo sao necessaria-
mente distintos assim como os fatores quadraticos quando ocorrerem também
nao sao necessariamente distintos.
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No caso de z1, xa, . . ., x5 sSerem as raizes reais distintas da equagao P(x) =
0 com multiplicidades mq, mo, ..., mg e a; +iby,as £ by, ..., a; £1b; serem as
raizes complexas distintas com parte imaginaria nao nula com multiplicidades
ni,Na, ..., N entao

P(z) =an(x —xz1)™ (x — x9)™ ... (x — x5)" X
(2% — 2010 + a2 + b3)™ (2% — 2a0w + a3 + b3)™ ... (2° — 2a,w + a? + b})™

my+my+ -+ mg+2(ng g+ +ny) =N

3.2 Teorema de Bolzano-Weierstrass

Teorema 3.3. Seja
P(z) = ayz™ +ay_12" "+ - Farr + ag

uma fungao polinomial de grau N > 1 com coeficientes reais e sejam a e
b nimeros reais com a < b de modo que P(a).P(b) < 0. Entdo a equagdo
polinomial

P(x)=0

admite pelo menos uma raiz real ¢ compreendida entre a e b.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, admitindo que P(a) < 0e P(b) >
0 (a prova para P(a) > 0 e P(b) < 0 é andloga), a mudanca canonica de va-
ridvel

r=a+tb—a)

transforma a equagao polinomial P(z) = 0 dada na equagao
Q(t)=Pla+tlb—a)=0

em que



ComoQ( O> = Q(1) > 0, o conjunto {j = 1,2,..., 10:Q(i) >0}

de nimeros naturais é nao vazio € adrmte um valor mlmmo existe um valor

jlentreleIOdemodoqueQ( 10 ) OeQ( >>0.

- 1 1
JllO e d; cl—i-l—o—i—[ljvemquedl—cl Ee

Q(c1)) <0eQ(dy) >0

Caso Q(¢1) = 0, a equagao Q(t) = 0 admite uma raiz fraciondria compre-
endida entre 0 e 1.

Caso Q(c1) < 0ecomo Q(dy) > 0o conjunto {j =1,2,...,10: Q (Cl + 1{32) =

Definindo ¢; =

0} é nao vazio e admite um valor minimo: existe um valor j, entre 1 e 10 de

modoque@(clJrj2 ) OeQ(cl+]—2)>O.

102 102

-1
Deﬁmndocz—cz—i-]lo edQ—cl—i-lj—(pvemque
1
dy — g = —
2727

Qc2) <0 e Q(da) >0
Caso Q(c2) = 0, a equagao polinomial Q(t) = 0 admite uma raiz fracio-

naria compreendida entre 0 e 1.

Caso Q(cz) < 0ecomo Q(ds) > 0o conjunto{j =1,2,...,10: Q (02 + 1%)3) >

0} é nao vazio e admite um valor minimo: existe um valor j3 entre 1 e 10 de

modoqueQ(62+j3 ) OeQ(02+j—3)>O.

103 103
Definindo ¢3 = ¢y + % eds =co+ 1]—03 vem que
1
dz —c3 = —
3 — C3 103

Qe3) <0eQ(ds) >0

Caso Q(c3) = 0, a equagao polinomial Q(t) = 0 admite uma raiz fracio-
naria compreendida entre 0 e 1.
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Caso Q(c3) < 0 e como Q(d3) > 0 o processo é repetido.

Assim por diante, ou a equacdo polinomial Q(¢) = 0 admite uma raiz
fracionaria ¢, compreendida entre 0 e 1 ou o processo € repetido indefinida-
mente até a obtencao de um unico valor real ¢ compreendido entre as duas
sequéncias numéricas pelo principio dos intervalos encaixantes: Assim

e, < c<d,
1

dn_ n — T
= 1o

Qcn) <0Q(dy) >0

paran=1,2,....
A férmula de Taylor aplicada a funcao polinomial Q mostra que

Qlen) = QUe) + (e0 Qe -+ (e~ ) LD <
Q) = Q)+ (= Q)+ + (e~ N LD 50
ou equivalentemente
Q) < - (6= AQ + -+ e L]
Qo) > - [(dn — Q)+ + (A~ C)NQ(]NV)!(C)] |

Dado um ntimero real € > 0 arbitrario, seja M o valor maximo dos modulos

Q"(c) Q™(c)
2 .

de Q'(c), L N Entao

(cn —=)Q'(c) + -+ (cn — )

como a mesma desigualdade é véalida para d, no lugar de ¢,, escolhendo

n natural de modo que
1 €

100 <~ MN

cOomo

1
0<d,—c<—
T
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1
O<c,—c< —
107
temos
—e<Qc) <e
em que € > 0 é um numero real arbitrério.
Logo,
Q(c) =0
isto é, ¢ é uma raiz irracional da equacao Q(t) = 0 compreendida entre 0 e
1. ]

O lema seguinte também poderia ser utilizado para a conclusao do Teo-
rema de Bolzano-Weierstrass.

Lema 3.4. Seja P a fungao polinomial de grau N > 1 com coeficientes reais
dada por

P(z) = ag + a1z + agx® + - - - + aya

para cada € > 0,
—e< P(x) — P(0) <e¢

sempre que |z| < % élx| <1 em que
M = max {|ao|, |a1], .., |an|}
Demonstracao.

|P(z) — P(0)| = |17 + aga® + - - + anz™|
< aalle] + lag||2?] + - + |an] |27

< Mlz| [1+ 2|+ + 2]V

1 — N
<M|x‘i|
1 — [z]
M|z|
T 1l
desde que |z| < 1 e para cada € > 0
M|z € €
<ese Mz| <e(l-— < |z < < —.
S < o Mial < 1~ Jol)  Jal < 757 < 17
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Logo |z| < 1le |z| < % implica que

[P(z) = PO)] <€

ou equivalentemente a
—e< P(z) — P(0) <e

3.2.1 Corolario do Teorema de Bolzano-Weierstrass

Teorema 3.5. Seja P uma funcdao polinomial de grau N > 1 com coeficientes
reais e sejam a e b numeros reais com a < b.

Se P(a).P(b) = 0 entdo a equagdo polinomial P(x) = 0 admite zero ou
um par de raizes reais compreendidas entre a e b.

Se P(a).P(b) < 0 entao a equagio polinomial P(x) = 0 admite um nai-
mero impar de raizes reais compreendidas entre a e b.

Demonstracao. Sejam x; < x9 < x--- < x, as raizes da equacao polinomial
P(x) = 0 com multiplicidades my,ma, ..., m, respectivamente, compreendi-
das entre a e b.
Entao
P(z)=(r—x)™(x —x3)™ ... (x — x,)" S (2)

em que S(x) é uma fungao polinomial cujo sinal é constante no intervalo
fechado [a, b].

Logo o sinal de

o= Gen) o) () s

¢é o sinal de

(_1)m1+m2+~~~+mp'

P(a)
P(b)
equacao P(x) = 0 compreendidas entre a e b é um nimero par, possivelmente

Portanto, se

> 0 é equivalente a dizer que o nimero de raizes da

Z€ero ou se

a / . . , , -
PO < 0 é equivalente a dizer que o niimero de raizes da equacao
P(z) = 0 compreendidas entre a e b ¢ um nimero impar.

[]
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3.3 Regra de sinais de Descartes

Teorema 3.6. O numero R das raizes reais positivas da equagao polinomial
de grau N com coeficientes reais

P(z) = ayaz™ +ay_12" "+ - +ayx +ag =0,

ag,ay,...,ay € R

(em que cada raiz real positiva € contada de acordo com a sua multiplicidade)
€ menor ou igual ao numero V de variagoes de sinal da sequéncia finita dos
coeficientes da equagao polinomial

ag, A1,...,AN_1,AN

No caso do nimero R das raizes reais positivas de P(z) = 0 ser estri-
tamente menor do que V, a diferenca V' — R é um nimero natural par, ou
equivalentemente, a férmula V' = R+2d para algum d € {0,1,2,...} é vdlida
nos dois casos a saber de igualdade entre R e V e da desigualdade estrita
entre Re V.

O ndmero de raizes reais negativas de P(x) = 0 ¢é igual ao nimero de
raizes reais positivas da equacao P(—xz) = 0.

Prova por indugao sobre o nimero V' de variacoes de sinal da sequéncia
finita dos coeficientes reais da equagao P(z) = 0.

O caso V' = 0 é trivial pelo que, nao havendo variacao de sinal na sequén-
cia dos coeficientes, o nimero R das raizes reais positivas é também nulo.

A hipétese de indugao é que V= R + 2d para algum d € 0,1,2,...
sempre que houver V variagoes de sinal na sequéncia finita dos coeficientes
da equacao polinomial.

Assumindo uma equacao polinomial de grau N com coeficientes reais
P(z) = 0 em que ocorreu (V + 1) variagoes de sinal na sequéncia finita dos
coeficientes da equacao, ou sejam os coeficientes a; e a; com 7 < j com sinais
contrarios (coeficientes entre a; e a; sao nulos)

O numero de variacoes de sinal V' + 1 é constituido por trés parcelas a
saber

1. o nuimero de variacoes de sinal na sequéncia ag, ay, . . ., ;.

2. o numero de variagoes de sinal na sequéncia a;, . .., a;
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3. o numero de variagoes de sinal na sequéncia a;, ..., an.

Para cada t € R compreendido entre ¢ e j, isto é, + < t < 7, a equacao
auxiliar de GUA associada a P(z) =0 ¢

Py(x) = xP'(z) — tP(x)

cujos coeficientes sao

(N—t)an,(N—t—1)an_1,...,(j—t)aj,...,(j—t)a;,...,(i—t)a;,...,
e como os fatores —t, (1 —t),..., (i — t) s@o todos negativos enquanto
que os fatores (j — t),...,(IN —t) sdo todos positivos, o nimero de
variacoes de sinal da equacao de GUA

Fy(x) =0

¢ entao igual a V' pois na sequéncia

nao ha variacdo de sinal em vista de (t —i)a; e de (¢ — j)a; terem o
mesmo sinal (os termos intermedidrios sdo nulos)

Pelo teorema de GUA dado a seguir, a equagao auxiliar de GUA admite
pelo menos uma raiz real em cada um dos intervalos abertos

(@1, m2); (x2,23); .. .3 (Xp_1,Tp) em que 7 < T2 < : < xp é a sequéncia
crescente das raizes positivas de P(z) = 0.

Pela hipdtese de indugao, o nimero de raizes reais positivas da equagao
de GUA contadas as suas multiplicidades é menor ou igual a V.

Logo, o niumero de raizes reais positivas de P(x) = 0 contadas as suas
multiplicidades é no médximo uma unidade a mais que o nimero de raizes reais
positivas da equagao associada de GUA contadas as suas multiplicidades (que
é menor ou igual a V pela hip6tese de inducao) e, portanto, menor ou igual
alV + 1.

3.4 Teorema de Gua

Teorema 3.7. Seja v1 < x9 < --- < @, a Sequéncia das raizes estritamente
positivas e distintas da equacgdo polinomial de grau N com coeficientes reais
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P(z) = 0 com multiplicidades my, ms, ..., m, respectivamente. Entao, para
cada t € Rt # 0, a equagao associada de Gua

Py(z) = xP'(z) +tP(z) =0
admite pelo menos uma raiz real em cada um dos intervalos abertos
(1, 22); (w2, 23)5 - -+ (Tp—1, Tp)

Demonstrag¢ao. Sejam x1 < x5 < --- < x, as r raizes reais distintas e positi-
vas da equacao polinomial de grau N com coeficientes reais P(xz) = 0. Se as

multiplicidades de x1,xs,...,x, sao respectivamente mq,ms, ..., m,, entao
my + msa + -+ -+ m, é o numero de raizes reais positivas de P(z) =0 .
Como demonstrado ao final do Capitulo anterior; paracada j =1,2,...,r

x; € raiz real positiva da equagao auxiliar de GUA
Py(z) = xP'(z) + tP'(x), t#0

com multiplicidade m; — 1.

O ntmero de raizes reais positivas de Py(z) =0é (m; — 1) + (me — 1) +
.-+ 4 (m, — 1) independentemente do valor nao nulo de t.

Para cada j =1,2,...,r,

. P(z)
Jm P(x)
. Pl(z)
ATy T T
Isto implica que, como
P) _ P,
P(z)  P(x)
Py(x; +107") 0

para cada j = 1,2,...,(r — 1) e para cada n € N suficientemente grande.

Logo, Py(z;4+107")P,(xj41—107") < 0 paran € N suficientemente grande
0 que prova a existéncia de pelo menos uma raiz real da equagao P;(x) =0
compreendida entre z; e ;4.
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Em particular, o nimero de raizes reais positivas da equacao auxiliar
de GUA é no minimo uma unidade a menos que o nimero de raizes reais
positivas da equagao P(z) = 0.

Além disso, pode ser provada de uma maneira andloga que a equagao
auxiliar de GUA é no minimo uma unidade a menos que o numero de raizes
reais negativas da equacao P(x) = 0.

Finalizando: se todas as raizes reais de P(z) = 0 sdo reais entao a equagao
associada de Gua P, = xP’'(z) +tP(x) com t € R, t # 0 admitird no maximo
duas raizes reais nao complexas conjugadas desde que o grau da equacao
auxiliar de Gua P;(z) = 0 nao é superior ao grau de P(x) = 0. O

Lema 3.8. Seja a uma raiz real com multiplicidade m da equagdao polinomial
de grau N com coeficientes reais P(x) = 0. Entdo:

a) Sea >0 entdo

b) Sea <0 entao

c) Sea=0, entao

P
31612(1) P(z

/

:m7

~—

g

im (z
:]iﬁo (:p)

Demonstragcao. Seja a uma raiz real com multiplicidade m da equacao poli-
nomial de grau N com coeficientes reais P(z) = 0. Por definicao,

Pr) = (r—a)"Qx),  Qa)#0
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ou

P'(z) =m(z —a)" " + (2 — a)"Q'(x)

P'(z) = (z—a)" '[m+ (v — a)Q'(v)]
Entao,

Pa+107")  m Q'(a—10"")

P(a—10-") —10— * Q )

Pa+107")  m N Q' (a+10"")

Pla+10—") =10 = Q(a+10—")

Para n € N suficientemente grande,

P'(a—10"")
Pla+10-7)

¢ um numero real negativo, cujo moédulo é da ordem de m10™, enquanto que

P'(a+107")
Pla+10)

¢ um numero real positivo da ordem de m10™. [

3.5 Teorema de Rolle

Teorema 3.9. Sejam a e b, com a < b duas raizes reais consecutivas da
equagdo polinomial de grau N com coeficientes reais P(x) =0
Entao existe pelo menos uma raiz real da equacao

P'(z)=0
no intervalo aberto (a,b).

Demonstragao. Para n € N suficientemente grande, os sinais de P(a+ 107")
e de P(b—107") sdo iguais porque a e b sdo raizes consecutivas.



Consequentemente, P'(a + 10~")P'(b — 107") < 0 para € N suficiente-
mente grande o que prova a existéncia de uma raiz real da equacao P'(z) =0
no intervalo (a,b) pelo teorema de Bolzano. O

O teorema de Rolle é a base de um método de separacao das raizes da
equagdo P(x) = 0 conhecidas as raizes reais da equacao derivada P'(z) = 0.
O exemplo seguinte ilustra o método.

Exemplo 3.10. Seja
P(z) = 22° — 52* + 1022 — 10z + 1 =0

Entao
P'(z) =10(x* — 22 + 20 — 1) = 10(z — 1)*(z + 1)

admite duas raizes reais distintas —1 e 1.
temos os sinais

exibem trés variacoes de sinal que indicam treés raizes reais simples da equacao
quadratica P(z) = 0 uma em cada um dos intervalos abertos

(—o0,—1); (—1,1); (1,400).

3.6 Corolarios do Teorema de Rolle
Corolario 3.11. Seja a equacdo polinomial de grau N com coeficientes reais

P(z) =ayz™ + -+ az+ a9 =0

agp,at,...,an # 0
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Se a equagao P(x) = 0 tiver r raizes reais entao o nimero de raizes reais da
equagdo P'(x) = 0 serd no minimo r—1 ou o nimero de raizes complexas com
parte imagindria nao nula da equagao P'(x) = 0 € menor ou igual ao nimero
de raizes complexas com parte imagindria nao nula da equagao P(x) = 0.

Demonstragao. Seja r o nimero de raizes reais da equacao P(z) = 0 e seja
2¢(2¢’) o nimero de raizes complexas com parte imaginaria nao nula de
P(z) =0 (P'(z) =0). Entao:

N =r+2q

N—-1=r"+2¢
Comor" >r—1, N—1=r"4+2¢ >r—1+4+2¢

N=r+2¢g>r+2¢

o que implica
2¢' < 2q

Em particular, se todas as raizes de P(x) = 0 forem reais, entao todas as
raizes de P'(x) = 0 serdo reais. O

Corolario 3.12. Se todas as raizes da equacdo polinomial de grau N com
coeficientes reais P(x) = 0 forem reais entao todas as raizes de P'(x) = 0
serdo reais. Entdo todas as raizes de todas as derivadas P (z) serdo reais,
para K =1,...,N — 1.

Se a equagcio P(x) = 0 admitir pelo menos duas raizes reais distintas
entao a maior raiz real de P(x) = 0 serd limitante superior das raizes reais de
P'(z) =0, de P"(xz) =0, de P"(x) =0, e a menor raiz real de P(z) = 0 serd
limitante inferior das raizes reais de P'(x) =0, de P"(x) =0 de P"(z) =0

e assim por diante.

Corolario 3.13. Sejam x1 < 2o < ... < 1, as raizes reais positivas da equacao
polinomial de grau N com coeficientes reais P(x) = 0. Entdo todas as raizes
da equacao associada de GUA

Py(z) = zP'(z) + tP(x)

com t > 0 serao reais.
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Demonstracao. Para n € N suficientemente grande e t > 0

B0 P07

) )y
P(10-7) paom 7Y

quando P(0) # 0 e quando P(0) =0

P/(107™)
o) Y

€ COIMo
Py(z; — 107"
Pz — 1077)
P10 P(z; —107") > 0

<0

segue que P(107")P,(z1—10"") < 0, o que mostra a existéncia de pelo menos
uma raiz real de P;(z) compreendida entre 0 e x;.

Analogamente, prova-se a existéncia de pelo menos uma raiz real de P;(z)
entre a menor raiz real negativa de P(x) = 0 e zero.

Logo, P;(xz) = 0 admite pelo menos N — 1 raizes reais o que implica que
todas as raizes da equagao P(z) = 0 sao reais. O

3.7 Teorema de Sturm para equacgoes polinomiais
cujas raizes sao simples

Definigao 3.14 (Sequéncia de Sturm de funges polinomiais associada a uma
equagao polinomial P(z) = 0 cujas raizes sao simples). Dada uma equagao
polinomial com coeficientes reais

P(z) = ayz™ +---+a1x +ag =0,

ag,ai,...,ay #0
e grau N > 1 cujas raizes sao simples uma sequéncia de fungoes polinomiais
P07P17‘-'7P5—17Ps

¢ uma sequéncia de Sturm associada a equacgao P(z) = 0 relativa ao intervalo
aberto (a,b) com a < b quando
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2. se xg € (a,b) e P(x) =0, entdo

(a) Py(x)Pi(z) <0 quandoa <z <z9<b
(b) Py(x)Pi(z) >0 quando a < g <z < b

3. fungoes polinomiais consecutivas nao se anulam simultaneamente para
valor algum entre a e b

4. se para algum j € 1,2,...,s — 1 e para algum = € (a,b)
Pya) = 0
entao

Py () Pyaa(a) < 0

5. a fungao polinomial P; nao se anula no intervalo aberto (a,b) e de fato
assume um sinal constante no intervalo aberto (a,b).

Construcao de uma sequéncia de Sturm associada a uma equa-
¢ao polinomial P(x) = O relativa a (—oo, +00) (e consequen-
temente relativa a qualquer intervalo aberto (a, b) com a < b)

o Py(z) = P(x)
e P(z)=P'(x)

(Py(z) também pode ser escolhida como produto da fungao polinomial
derivada P'(z) por uma constante real positiva)

e —Py(z) é o resto da divisdo euclidiana de P(x) por Pi(x), isto é,
Py(X) = Pi(2)Q1(x) — P2(x) em que Q1(x) é a fun¢do polinomial
quociente e o grau de Py(x) é estritamente menor do que o grau de
P1 (IE)

e —Py(x) é o resto da divisao euclidiana de Pj(x) por Py(x) e o grau
de P3(x) é estritamente menor do que o grau de Py(x) e, a menos da
obtencao de uma func¢ao polinomial cujo sinal é mantido no intervalo
aberto em consideracao, o processo é continuado em um nimero finito
de passos até em ultimo caso, a obtencao de uma funcao polinomial
constante de grau zero.
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A escolha de Pi(x) = P'(z) ou P(x) = cP'(x) para algum ¢ > 0 assegura
que a propriedade 1 da definicao é verificada.
Quanto a propriedade 2, suponha que

Pi(x) = Pj(2)Q;(x) = Piya(2)

e que P(Z) = Pj11(Z) = 0 para algum € R. Logo P;_1(Z) = 0 e assim
retrosseguindo vem que Py(z) = P(Z) = 0 o que indica que T é uma raiz
miultipla de P(z) = 0 mas, por hipdtese a equacdo P(x) = 0 nao admite
raizes multiplas.

Quanto a propriedade 3, de

P (x) = Py(7)Q;(x) — Pja(z)

suponha que P;(Z) = 0 para algum Z € R entao
Pj1(z) = =Py (7)
como Pj_1 # 0 e Pj+1(Z) # 0 pela propriedade 2,
Pj_1(2) Py (7) < 0.

Quanto a propriedade 4, P; pode ser sempre escolhido como uma fungao
polinomial nao nula de grau zero: se Ps(x) = 0, de

Py s(x) = P1(2)Qs-1 () — Py(w)

vem P;_; = mdc(P, Py) e novamente a equacdo P(x) = 0 admite raizes
multiplas, o que contraria a hipdtese.

Teorema 3.15. Seja a sequéncia de fungoes polinomiais de Sturm com coefi-
cientes reais
Po(a) = P(a); Pi(x); Po(a);. .. Pu();

associadas a equagao polinomial P(x) = 0, a qual nao admite raizes mailti-
plas.

Se a e b sao niumeros reais com a < b e se P(a)P(b) # 0 entao o nimero
de raizes reais da equagao P(x) = 0 compreendidas entre a e b coincide com a
diferenca entre o nimero V(a) de variagoes de sinal da sequéncia de nimeros
reqis

Py(a), Pi(a), Pya), ..., Psa)
e o numero V(b) de variagoes de sinal da sequéncia de nimeros reais
Py(b), Pi(b), Pyb), ..., Psb)
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Demonstragcao. Na hipdtese
P(a)Pi(a)Py(a) ... Ps_1(a)P(b)Py(b)Py(b) ... Ps_1(b) # 0.
O conjunto

{z € (a,b): P(x) =0} U{x € (a,b) : Pi(z) =0}U...
U{z € (a,b) : P,_1(z) =0}

ou é um conjunto vazio ou é um conjunto finito cujos elementos ¢y, ¢, ..., cp
formam uma sequéncia finita estritamente crescente contida no intervalo
aberto (a, b)

a<cp<cg <<y <b

Escolhida uma sequeéncia finita estritamente crescente dy = a, dq,ds, ..., dy—1,d,, =
b de modo que

do=a<ci<di<ca<dy<cz3<- - <Cme1 <dmo1<cm<d,=>

- Z[V(djfl) — V(dy)]

Calculo de V(d;j_1) — V(d;) para o caso em que P(c;) =
Po(cj) # 0

Existe um subconjunto nao vazio de indices
{2, ey {12, — 1}
de modo que
Ji<Ja2 <o <jrePple) =0,Py(c) =0,..., P(c) = 0;
pela propriedade 3 da sequéncia de Sturm
J2>n+Lis>g+ 1 gk > gk 1
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Exprimindo a sequéncia de Sturm sob a forma

P(@)P(x) Py(a) ... Py -1(2) Py, (2) Py (0)
B1+1(I)Pj1+2(‘r) s Pj2—1<x)Pj (x>f)jz+1(x)

Py 1(2) Pjyya() - Pooy () Po()
o numero de variagoes de sinal na sequéncia numérica
P(dj-1), Pr(dj-1), - .-, Pj—1(dj-1)
e na sequéncia numérica
P(d;), Pi(dy), . .., Pj(d;)
sao coincidentes tendo em vista que

P(dj-1)P(d;) >0
Pi(dj-1)Pr(ds) >0

Py 1(dj—1) P;, (d;) > 0
pois para cada x compreendida entre d;_; e d; o produto
P(x)Pi(x)...Pj,_1(z) #0
enquanto que nos termos de niimeros abaixo

Py _1(dj_1), Py (dj—1), Pj41(dj—1)
Pj,_1(dy), Py, (d;), Py, 41(d;)

ocorre apenas uma variacao de sinal porque os sinais dos niimeros
Pj—1(dj-1), Pji-1(c;) e Pj-1(d;)
sao iguais devido a inexisténcia de raizes da equacao
Pj_1(x =0)
no intervalo aberto d;_;,d;) e os sinais dos trés nimeros
Pji(dj-1), Pjy1a(cj) e Pjya(dy)
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também sao iguais pelo mesmo motivo, mas pela propriedade 3 da sequéncia
de Sturm
F)J'1*1<Cj)'F)j1+1(Cj) <0
tendo em vista que P}, (¢;) = 0.
Caso ,le (Cj) < 0 entao le—l(dj—l) <0e le—l(dj> < 0.
Caso .Pj'1+1<6j) > 0 entao Pj1+1(dj_1> >0e Pj1+1(dj) > 0.
Caso Pj,_1(¢j) > 0 e Pj1+1(cj) > 0 as possibilidades para os sinais de

Py, 1(dj—1), Py (dj—1), Pjyya(dj—1)

sdo respectivamente +, +, — ou +, —, — (uma tnica varia¢do de sinal) e os
sinais dos nimeros

Pj1—1(dj)’ Pj1 (dj)a Pj1+1(dj)

sao respectivamente +,+, — ou +, —, — (uma tnica variagao de sinal).
Os demais casos sao semelhantes.
Um raciocinio analogo para os demais indices js, j3, ..., js corresponden-

tes respectivamente aos demais trechos da sequéncia de Sturm permite a
conclusao de que com a condigao P(c;) # 0

> WV(dj1) = V(d;)] =0

em virtude de que para j =1,2,3,...,m

V(dj—1) = V(d;) =0
Célculode ) 7" [V (d;-1)—V (d;)] para o caso em que P(c;) =
0 para algum j € {1,2,...,m}

Tendo em vista que Pi(c;) # 0 em virtude de P(c;) = 0 o caso anterior
garante que o numero de variagoes de sinal da sequéncia numérica

Pi(dj1), Pa(dj-1), ... Poo1(dj1), Ps(dj-1)

e da sequéncia numérica



sao idénticos enquanto que o nimero de variagoes de sinal do par numérico
Po(dj-1) e Pi(dj-1)
é igual a um e é igual a zero para o par numérico
Fo(d;) e Pi(d;)

isto é, o produto
Po(djfl).Pl(djfl) <0

e o produto
Py(dj).Pi(d;) >0

o que mostra que no caso de P(c;) =0
V(dj-1) —V(d;) =1
Resumindo, a conclusao final é que
V(a) = V() = ) [V(dj-1) = V(dy)]
j=1

consiste de tantas parcelas iguais a um quantas forem as raizes reais da
equagdo P(x) = 0 compreendidas entre a e b desde que o produto P(a).P(b)
¢ diferente de zero. O]
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Capitulo 4

Equacoes Polinomiais com
coeficientes inteiros

Equacgoes polinomiais com coeficientes racionais originam equagoes poli-
nomiais com coeficientes inteiros apdés multiplicacao da equagao pelo minimo
multiplo comum dos denominadores dos coeficientes.

4.1 Critério de irredutibilidade de Eiseinstein para
polinomios com coeficientes inteiros e grau N

Teorema 4.1. (Teorema de Eiseinstein (1832-1852)) Um polinémio com co-
eficientes inteiros e grau N > 1

N
P(z) = ceyx™ + ey + ...+ az + ¢
em que o, C1,...,CN_1,CN € Z e cy # 0 € um polinomio irredutivel no anel Z
dos nimeros inteiros (isto €, nao existem polinomios Q(x) e R(x) com coefi-
cientes inteiros e grau maior ou igual a um de modo que P(x) = Q(z)R(z))
desde que exista um numero natural primo p € N com as propriedades
1. p divide cada um dos coeficientes cqy,cy, ...,CN—1

2. p nao divide cy

3. p? nao divide c
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Demonstrag¢ao. Caso existam polinémios nao constantes Q(z) e R(z) com
coeficientes inteiros tal que

Q(x) = amz™ + am—lxm_l + ...+ a1x+ ag

em que ag, i, ..., 0y, € Z, com a, #0em > 1

R(x) = bpa™ + by 12" 4 ..+ byw + by

em que by, by,...,b, € Z, comb, #0en>1
de modo que m+n =N e

entao
co = aoby

e, como p divide ¢y mas p? nao divide ¢y, entdao p divide ou ag ou divide by
mas nao divide ambos; sem perda de generalidade, admitindo que p divide
ag € p nao divide by e por outro lado, como p nao divide

CN = ambn

p nao divide nem a,, nem b, logo existe um menor indice natural j com
1 <m < N com a propriedade de que

p nao divide a;
p divide ag, a1, ..., a1
da hipotese de que
p divide ¢; = agb; + a1bj—1 + ... + aj_1b1 + a;by
(na féormula de ¢;, by = 0 quando k > n) vem que
p divide o produto a;bg

sem que p divida by nem a;, o que é uma contradigao ao fato de p ser um
nimero natural primo.
A contradicao nasceu da hipdtese de que

P(r) = Q(z)R(z)

em que Q(x) e R(x) s@o polindmios ndo constantes com coeficientes inteiros.

[]
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A conclusao final é que a existéncia de um nimero natural primo p com
as propriedades acima enumeradas implica na irredutibilidade do polinomio
P(z) em relagao ao anel Z dos nimeros inteiros.

Polinémios nao constantes e irredutiveis no anel Z dos nimeros inteiros
nao admitem raizes inteiras.

Os polinomios ciclotomicos, em que p é um numero natural primo, defi-
nidos por

Oy(r) =P P+ L+ 1

sao polinomios irredutiveis em Z porque

— p p p p—Q p—l
(1) + (2):13+...+ (p— 1)x +x

¢ um polinomio irredutivel em Z com coeficientes inteiros devido ao critério
de irredutibilidade de Eiseinstein e portanto a equagao

(x+1)P—1

e +1) = r+1-1

PP P24 42 +1=0

em que p é um nimero natural primo, nao admite raizes inteiras: as raizes
dessa equacao ou sao irracionais ou sao complexas duas a duas conjugadas.

O critério de irredutibilidade para polinomios nao constantes com coefi-
cientes racionais no corpo Q dos niimeros racionais é reduzido ao critério de
irredutibilidade para polinomios nao constantes com coeficientes inteiros em
Z, devido ao seguinte resultado:

Teorema 4.2. Uma condi¢cao necessdria e suficiente para que um polinomio
nao constante com coeficientes inteiros e de grau N > 1

N N-1
P(z) = eyx™ + enqx + ...+ 1o + ¢ com (cn #0)
ser irredutivel como polinomio de coeficientes inteiros € que
1. P(x) € um polinomio irredutivel no corpo Q dos nimeros racionais.

2. P(z) é um polinémio primitivo, isto é, os coeficientes ¢y, C1,...,CN—1,CN
sao relativamente primos.
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Teorema 4.3 (Teorema de existéncia de raizes racionais para polindmios com

coeficientes inteiros). Seja § coma € Z = {..., -2, -1, 0, 1, 2, ...} e

b e N = 1,23, ... uma fra¢io irredutivel (isto é, a e b nao apresentam
fatores primos em comum) que é raiz da equagdo polinomial com coeficientes
inteiros e grau N > 1.

P(z) = ene™ +eno1zN TN+ L+ e + e, em que

Co,C1,y-yCN-1, CN €L, cn #0.
Entao a é um divisor inteiro de ¢ e b € um divisor inteiro de cy .

Demonstrac¢ao. A prova sera feita para uma equagao polinomial com coefici-
entes inteiros e grau tres

P(x) = c32° + co2® + 17 + ¢

SORNORHORRORER

a (c3a® + caab + ¢1b*) = —cob®

Se

entao

e, como a e b sao primos entre si, a ¢ um divisor de c¢y; de
—Cga3 =b (CQCLQ + clab + Cobz)

vem pela mesma razao que b é um divisor de c;. O

4.2 Regras de exclusao de Newton

Um método direto para o cédlculo das raizes racionais de uma equagao
polinomial com coeficientes inteiros e grau N > 1 é que se

P(%)z@,coma#o

o resto da divisao euclidiana de P(z) por bx — a é nulo, isto é,

P(z) = (br — a)Q(x)

e, consequentemente, de



e de
P(=1) = =(b+a)Q(-1)
vem que b — a é um divisor inteiro de P(1) e que b + a é um divisor inteiro
de P(—1).
Um método direto para o cdlculo das raizes inteiras de uma equagao
polinomial com coeficientes inteiros e grau N > 1 é que se

P(m) =0

em que m € um nimero inteiro nao nulo entao o resto da divisao euclidiana
de P(z) por z — m é nulo, isto é,

P(z) = (z —m)Q(z) = —(m — 2)Q(z)
e, em consequéncia, de

P(1) = =(m-1)Q(1)

vem que m — 1 é um divisor inteiro de P(1) e de
P(=1) = =(m+1)Q(-1)

vem que m + 1 é um divisor inteiro de P(—1).

Estas condicoes necessarias para a existéncia de raizes inteiras para equa-
¢oes polinomiais com coeficientes inteiros sao conhecidas como regras de ex-
clusao de Newton:

Toda raiz inteira m nao nula de uma equacao polinomial com coeficientes
inteiros

-1
)

P(z) =0
deve ser tal que

m — 1 é um divisor inteiro de P(1)

m + 1 é um divisor inteiro de P(—1)

4.3 Critérios de (Gauss para a existéncia de raizes
inteiras

O critério de Gauss para a existéncia de raizes inteiras nao nulas em
equagoes polinomiais com coeficientes inteiros

P(z)=0
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decorre do fato de que se m é um nimero inteiro nao nulo e se

P(z) = —(m — z)Q(x)
entao de
P(1) =—-(m-1)Q(1)

P(0) = =mQ(0)
P(=1) = =(m+1)Q(-1)

~—

vem que o produto dos nimeros inteiros
P(1)P(0)P(-1)

¢ um maultiplo inteiro de trés.

O critério de Gauss ¢ mais utilizado como uma regra para nao existéncia
de raizes inteiras em equacoes polinomiais com coeficientes inteiros

P(x) =0.

Se o produto
P(=1)P(0)P(1)

nao for um multiplo inteiro de trés entao a equagao polinomial P(x) = 0 nao

admitira raizes inteiras.

Mudancas de variavel da forma y = kz transformam a pesquisa de raizes
racionais em equacoes polinomiais com coeficientes na pesquisa de raizes

inteiras em equagoes polinomiais com coeficientes inteiros.

Exemplo 4.4. A mudanca de variavel y = kz, em que k é um nimero natural,

transforma a equacao quartica com coeficientes inteiros
3z — 42 —192° + 82+ 12 =0

na equacao

ST, ko, 19,, 8, 12,
2o B g Ky + 2kt =0
iz 3V TNy TRyt

e a escolha de k£ = 3 acarreta na equagao
yt — 4y — 5Ty + 72y 4+ 324 =0
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cujas possiveis raizes inteiras sao os divisores inteiros de 324 e cujas possiveis
raizes naturais sao

1,2,3,4,6,9,12,18, 27,36, 54, 81, 108, 162, 324

mas como a cota superior das raizes positivas desta equacgao calculada pelo
método de Laguerre é 10, portanto as possiveis raizes naturais sao apenas

1,2,3,4,6€9
e tendo em vista as regras de exclusao de Newton,
P(1) =336 e P(—1) =200
reduzem as candidatas das raizes nos nimeros
3, 4e9.
Por inspecao, conclui-se que 3 e 9 sao raizes da equacao

vt — 4y — 5Ty + 72y 4+ 324 =0
o que é equivalente a dizer que 1 e 3 sao raizes da equacao

3z — 42® — 192° + 8z + 12 = 0.

Como

Yt — 4y — 5T+ T2y +324 = (y — 3)(y — 9)(y? + 8y + 12)
=y —=3)y—9(y+2)(y+6)

2
32t —42® — 1927 + 82+ 12 = 3(z — 1)(z — 3)(x + 2)(z + 5)

=(x—1(z—3)(z+2)(3z+2)
o que mostra que P(x) é um polinémio redutivel no anel Z dos nimeros
inteiros e no corpo Q dos ntimeros racionais.

O exemplo seguinte nao utiliza a mudanca de variavel e aplica o método
direto para a pesquisa das raizes racionais em equagoes polinomiais com
coeficientes inteiros.
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Fxemplo 4.5. As possiveis raizes racionais da equagao ctibica com coeficientes
inteiros

P(z) = 62> — 312° + 300 — 8 =0
sao da forma % em que a ¢ um divisor inteiro de 8 e b é um divisor inteiro

de 6, isto é, as possiveis raizes fraciondrias positivas da equacao dada sao

1111222244448888

1727376’172’3°6°172"3'6'1'2"3"6

Como a cota superior de Newton para as raizes positivas da equacao é
igual a 5, as regras de exclusao de Newton serao aplicadas as fragoes

1222444888

17172°6’172°6’1°2°6

De P(1) = =3 ¢ P(—1) = —75 vem que se P <%> =0

a — b é divisor inteiro de — 3
a + b é divisor inteiro de — 75
o que reduz as candidatas a raiz as fragoes

2
e .
3

DN | —

1 2
Por inspegao, 3¢€3 sao rafzes de P(x) =0 e

1

P(z) = 62 — 312° + 30z — 8 = (x— 5) (:c — g) (62 — 24)

=2z —-1)3z —2)(z —4)

o que mostra que P(z) é um polinémio redutivel no corpo dos nimeros
racionais e que P(z) é um polindémio redutivel no anel Z dos nimeros inteiros
assim como no corpo R dos niimeros reais.

Para comparar os métodos apresentados, o exemplo seguinte utiliza mu-
danca de variavel para a pesquisa de raizes racionais em equagoes polinomiais
com coeficientes inteiros.
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FExemplo 4.6. A mudanga e varidvel y=6x transforma a equagao ctibica com
coeficientes inteiros

P(x) = 62" — 292 + 212 —4 =0

na equacao cubica
y® — 29y + 126y — 144 =0

cujas possiveis raizes naturais positivas sao os 15 divisores de 144, que sao

eles:
1,2,3,4,6,8,9,12,16, 18,24, 36,48, 72 e 144

mas a cota superior das raizes positivas calculadas pelo método de Laguerre
¢ 29 o que reduz as candidatas a raiz aos nimeros

1,2,3,4,6,8,9,12,16,18 e 24

e as regras de exclusao de Newton, observando que P(—1) = —300 e P(1) =
—46, mostram que as possiveis raizes naturais sao

2,3 e 24.
Por inspecao, 2, 3 e 24 sao as raizes de

y® —29y° + 126y — 144 = (y — 2)(y — 3)(y — 24) =0

2 3 24
e que 66 e 5 sao as raizes da equagao cubica dada
3 9 1 1
P(z) =62" —292° +21lx —4 =6 z-3 )23 (x —4)

=Bz —1)2z —1)(z —4)

Portanto P(x) é um polinomio redutivel no anel Z dos ntimeros inteiros e
no corpo Q dos ntimeros racionais assim como no corpo R dos niimeros reais.
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