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Resumo

Neste trabalho consideramos o uso de algoritmo de Euclides com o intuito de aplicd-lo de
uma forma interdisciplinar. Para atingir este objetivo construimos o conjunto dos ndimeros
naturais, com base nos quatro axiomas de Peano e o conjunto dos inteiros por uma relagao de
equivaléncia especifica. Além disto, fizemos um estudo de algumas propriedades aritméticas
dos nimeros inteiros, bem como do magnifico algoritmo de Euclides. Em seguida utiliza-
mos este algoritmo como uma ferramenta para calcular o maximo divisor comum (MDC) de
numeros inteiros e a partir do MDC estudamos a resolu¢do de equagdes lineares diofantinas,

as quais foram empregadas para fazer o balanceamento de Reagdes Quimicas.

Palavras-Chave: Algoritmo de Euclides. MDC. Reacdes Quimicas.
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Abstract

In this work we consider the use of the Euclid’s algorithm in order to apply it in an inter-
disciplinary way. To achieve this we constructed the set of the natural numbers based on
the four Peano axioms and the set of integers by a specific equivalence relation. Moreover,
we have studied some arithmetic properties of integers, as well as the magnificent Euclidean
algorithm. We then use this algorithm as a tool to calculate the Greatest Common Divisor
(GCD) of integers and from this study the resolution of Diophantine linear equations, which

were employed to do the balance of Chemical Reactions.

Keywords: Euclidean Algorithm. GCD. Chemical Reaction.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo principal deste Trabalho de Conclusdo de Curso € contribuir para uma me-
lhor compreensao do processo de ensino-aprendizagem de algumas aplicagdes do Algoritmo
de Euclides. Nesse sentido fizemos uma aplicag¢do para encontrar Maximo Divisor Comum,
usando o resultado estudado como uma ferramenta para resolver Equacdes Diofantinas Li-
neares e tais equagdes como mecanismo para balancear equacdes quimicas.

Sendo assim, buscamos atingir os objetivos de apresentar uma proposta de estudo,
mediante uma constru¢do desde o conjunto dos nimeros naturais, conjunto dos nimeros
inteiros até uma aplicacdo do conteudo na disciplina de Quimica, buscando encontrar uma
contextualizacdo na disciplina de Quimica, pois assim como pode ser visto nas Orientagdes
Curriculares para o Ensino Médio [2], pagina 37, “Um primeiro passo, que pode ser produ-
tivo e conduzir posteriormente a interdisciplinaridade sistémica, é a abordagem simultanea
de um mesmo assunto por diferentes disciplinas”. Desta maneira, articulando os contetdos
de forma que os alunos possam perceber a utilidade do Algoritmo de Euclides, bem como
facilitar o processo de balanceamento de equagdes quimicas.

Justifica-se esta proposta de trabalho lembrando de uma pergunta, muito frequente,

durante a aula de matematica. Quando um aluno diz:
“Professor, para que serve o contetido da aula de hoje?”

E indiscutivel que tal pergunta nio pode deixar de ser respondida de maneira convin-
cente, pois, caso contrdrio, para que se ensina o conteido em discussdo? Com certeza, uma
aplicacdo de um conteido em uma situacio cotidiana ou em outra drea do conhecimento
serve para motivar o aluno no que se refere a perceber o sentido do que se estda aprendendo,
todavia ndo esquecendo que o ensino de matemadtica tem como base a formagdo do pensa-
mento. Desta maneira, os procedimentos metodolégicos que nortearam este trabalho t€ém
como caminho a pesquisa bibliografica, tendo como base virias obras sobre Aritmética e Al-

gebra [6, 5, 10, 9], como também o uso de algumas obras sobre o ensino de quimica, (4, 12],
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direcionadas ao ensino médio ou superior.

Em vista deste caminho, sugerimos uma proposta para o ensino-aprendizagem de um
estudo sobre nimeros inteiros, partindo da ideia de que o aprendizado se d4 de maneira mais
eficaz, quando o aluno consegue perceber o sentido e a importincia dos conceitos matemati-

cos envolvidos em situagdes concretas.

1.1 Objetivos

Este Trabalho tem por objetivo geral contribuir com o processo de ensino aprendiza-
gem de aplicac¢des do Algortitmo da Divisao de Euclides, dentre as quais calculo do MDC e
resolugdes de Equacdes Diofantinas Lineares, aplicando estas equagdes como ferramenta no
processo de balanceamento de equagdes quimicas.

E como objetivos especificos:

e Construir de maneira formal o conjunto dos ndmeros naturais;

e Construir de maneira formal o conjunto dos ndmeros inteiros;

e Estudar propriedades aritméticas relativas aos ndmeros inteiros;

e Calcular o M.D.C de niimeros inteiros usando o Algoritmo de Euclides;

e Propor maneiras de encontrar solu¢des de Equacdes Diofantinas Lineares;

e Mostrar uma aplicacio do contetido no processo de balanceamento de equagdes qui-

micas.

1.2 Metodologia

Na elaboracao deste trabalho, realizamos uma pesquisa de caréter bibliografico, bus-
cando elementos para sua fundamentacdo. Atentamos para que fosse feita uma aplicagcao do

conteddo contextualizando em outra drea do conhecimento para denotar sua relevancia.

1.3 Publico Alvo

Partindo do pressuposto de que o contetido de conjuntos numéricos € tratado no En-
sino Médio, 1° ano, este Trabalho é direcionado a Professores de Matematica e Quimica
da educacdo basica e alunos do ensino médio, para que possam consultar durante suas pes-

quisas didrias, ja que nele sugerimos uma abordagem conveniente para o balanceamento de
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equacgdes quimicas, usando Equacdes Diofantinas Lineares como aplicagdo do Algoritmo

Euclidiano da Divisao.



Capitulo 2

Um Pouco de Historia da Matematica

2.1 Egito e Mesopotimia

Ao falarmos da matematica ensinada na escola basica, nos remetemos, fundamental-
mente, a quatro areas sobre as quais sempre se ouve falar: a aritmética, a dlgebra, a geometria
e a trigonometria. Neste trabalho faremos um estudo sobre o Algoritmo de Euclides, usando-
o como ferramenta no calculo do Maximo Divisor Comumm e nas solu¢des Equacdes Di-
ofantinas Lineares. A fim de melhor compreendermos a temética, exploraremos momentos
histéricos que descrevem o desenvolvimento da notagdo algébrica, bem como alguns mo-
mentos da histéria de Euclides e Diofanto. Mais detalhes podem ser consultados em Boyer
[1], Eves [3] e Pitombeira [13].

Sabemos que os textos matemdticos mais antigos, dentre os que conhecemos atual-
mente, tais como, o Papiro de Rhind ver Fig. 2.1 e o Osso de Ishango, ver Fig. 2.2, entre

outros, remetem ao povo Mesopotamico.
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Figura 2.1: Papiro de Rhind. Foto: Egyptian/Getty Images [15].



Tais textos geralmente eram gravados em tabletes de argila e papiros ou em tdbuas. Os
seus conteuidos nos trazem uma grande variedade de problemas algébricos escritos e resolvi-
dos em linguagem coloquial. Tais resolucdes eram apenas uma sequéncia de procedimentos,
verificando casos particulares destes problemas, onde eram usados exemplos e o que impor-

tava era o procedimento aplicado.

Figura 2.2: Osso de Ishango exposto no Real Instituto Belga de Ciéncias Naturais [16].

Existiam vdrios problemas semelhantes, isto é, um problema de cada tipo era resolvido
para varios conjuntos de dados, os quais eram resolvidos aplicando-se 0 mesmo processo até
que se pudesse compreender o algoritmo. Mas, em momento algum era feita uma verifi-
cacdo de que os resultados alcancados valiam para problemas semelhantes. Percebia-se a
generalidade pelo nimero de exemplos feitos.

Nessa época, portanto, os componentes de um problema eram expostos de maneira
retdrica, ou seja, todo problema e o procedimento ou algoritmo para sua resolugdo era feito
por textos em prosa. Assim, dizemos que a notacdo algébrica esteve no periodo da notacdo
retérica. A transi¢ao do periodo retérico para um novo periodo de notacdo algébrica ocorreu
apos as contribuigdes feitas por varios matemadticos, dentre eles Euclides e Diofanto.

Nos problemas mesopotamicos e egipcios, eram realizados cédlculos com medidas de
comprimentos, areas e volumes. Logo, estas priticas exerceram certa influéncia sobre a
geometria grega. Na qual os problemas geométricos eram transformados em problemas nu-
méricos. Era esccolhida uma unidade de medida para converter um comprimento, uma area
ou um volume em um ndmero e realizar o cdlculo. Certamente, os primeiros matematicos
gregos, tratavam a geometria de forma semelhante aos antigos egipicios e mesopotamicos
baseados em cdlculos de medidas, porém, ndo existem fontes confiavéis sobre a relagdo en-

tre a Matematica mesopotamica e egipcia com a Matematica grega.



2.2 Euclides e os Elementos

Euclides foi um matematico que teve sua carreira na cidade grega de Alexandria, em-
bora ndo possamos afirmar com precisio a cidade de seu nascimento, muito menos a época
em que viveu. Segundo alguns historiadores, Euclides foi um dos grandes professores da
famosa escola de matemaética de Alexandria, conhecida segundo Boyer [1], pagina 74, como
“Museu”. Ele € autor de algumas publicagcdes sobre matematica, mudsica astronomia e tantas
outras dreas do conhecimento, dentre as quais, a geometria com destaque para Os Elementos,
uma cole¢do formada por treze livros, que datam aproximadamente do ano 300a.C., trazem
resultados, organizados sistematicamente, muitos atribuidos a outros matematicos, alguns
anteriores a Euclides.

Ao contrario do que muitos pensam, Os Elementos ndo tratam apenas de geometria.
Em suas 465 proposicdes figuram textos sobre teoria dos nimeros e dlgebra elementar. Os

treze volumes desta publicacao estdo divididos da seguinte maneira:
e Livros I-VI Geometria plana;
e Livros VII-IX Aritmética;
e Livros XI-XIII Geometria espacial.

A grande inovacao feita por Euclides, nos Elementos, é a adocdao do método axiomético-
dedutivo, no qual, partindo de alguns conceitos primitivos, aceitos como triviais ou intuitivos,
demonstram-se consequéncias chamadas de teoremas ou proposicoes.

No inicio do livro VII, Euclides expde o processo conhecido hoje, como Algoritmo Eu-
clidiano da divisdo, bem como o processo para encontrar o Mdximo Divisor Comum de dois
ou mais nimeros inteiros. Tais procedimentos servem de base para outros procedimentos

como o procedimento usado para resolver uma Equagdo Diofantina Linear.

2.3 Diofanto e a Arithmética

Sobre o matematico Diofanto também ndo podemos afirmar com precisdo a cidade de
seu nascimento. Sabemos apenas que a sua atuacdo se deu na cidade grega de Alexandria e
por tal fato, ficou conhecido como Diofanto de Alexandria. Também nao podemos afirmar
nada sobre a época em que viveu, todavia alguns historiadores o situam nos meados do século
III, o que parece ser bastante razodvel, ja que por um lado Diofanto cita em sua obra Hipsicles
(240 - 170 a.C.) um gedmetra e astronomo da cidade de Alexandria, certamente tendo vivido
ap6s 150 a.C. Por outro lado, Diofanto € citado pelo também gedmetra e astronomo Teon,

que viveu na cidade de Alexandria. Logo, Diofanto deve ter vivido antes de 365 d.C.



Diofanto de Alexandria por muitos € considerado pai da édlgebra, tal designacdo se
da pela grande contribuicdo dada por ele no periodo de transi¢ao da dlgebra retdrica para
algebra sincopada explicitada em sua obra. Transi¢do que levou a notacao algébrica para um
novo estagio cujas representagcoes sdo usadas atualmente pela dlgebra moderna.

Sua obra é composta por trés publicagdes:

1-Arithmética;
3-Uma obra sobre nimeros poligonais;
2-Porismas.

Dentre estas obras a Arithmética é a principal. Este tratado é uma colecdo de treze
livros dos quais 0s seis primeiros se preservaram, sobrevivendo ao tumulto da idade das
trevas (400-1000 d.C.), periodo histdrico caracterizado pela estagnacdo cultural européia
apos a queda do império romano.

A colec@o com os treze volumes de sua obra esteve durante quase toda era cldssica
( VI -1V a. C.), desde sua publicacdo, na biblioteca de Alexandria, cidade que durante
muitos séculos foi considerada a capital intelectual do mundo civilizado. Porém, esteve
sob ameaca de ataques estrangeiros, como o primeiro deles que ocorreu em 47 a.C.. quando
Jalio César, Imperador Romano, tentou derrubar a rainha do Egito, nesse periodo, Cledpatra,
e acabou incendiando a biblioteca de Alexandria, queimando centenas de milhares de obras,
dentre elas algumas da colecao dos treze livros da Arithmética.

O segundo ataque ocorreu em dois momentos: um no ano de 389, quando o imperador
Teoddsio ordenou que Tedfilo destruisse todos os simbolos pagdos. Infelizmente, apds o
ataque anterior feito por Julio Cesar, Cledpatra reconstruiu a biblioteca, no templo de Sera-
pis, divindade egipcia paga, sendo entdo a biblioteca jogada no meio da destrui¢cdo. O outro
momento foi no ano de 642 quando o califa Omar invadiu com os muculmanos e dominou
Alexandria, ordenando que todos os livros que fossem contra o Alcordo, livro sagrado para
os mucgulmanos, fossem destruidos. Restando apds estes brutos ataques apenas seis volumes
da Arithmética de Diofanto.

A obra Arithmética ndo € uma exposi¢do sobre as operacdes algébricas ou sobre as
fungdes algébricas. E, na verdade, uma colegio de aproximadamente cento e cinquenta pro-
blemas, dos quais alguns sdo problemas ja conhecidos na época e outros sao problemas no-
vos criados por Diofanto. Todos eles foram expostos, como forma de exemplos e estudados
em termos numéricos especificos, sdo problemas envolvendo varios nimeros, expressando,
sempre que possivel, todos em termos de apenas um.

Muitos dos problemas tratados na Arithmética conduzem a equagdes do 1° e 2° graus,



a uma ou mais de uma incégnita, determinadas ou nio; outros referem-se a equagdes ctbicas,
mas para estas equagdes, Diofanto escolhe adequadamente os dados para que seja facil obter
a solucdo. Mas hd também problemas algébricos que ele resolve com recurso da geometria.

Na obra Arithmética também ndo € feita uma distin¢@o entre problemas determinados
e indeterminados e, nestes indeterminados, mesmo quando as equagdes possuiam infinitas
solucdes, aparecia apenas uma solucdo particular. O cardter desta obra de Diofanto é mais
para teoria dos numeros do que para propria algebra, pois Arithmética é, na verdade, uma
abordagem analitica a teoria algébrica dos nimeros. Mesmo assim, sua producao representa
um momento de evolucdo da dlgebra no que se refere a notacdo, um momento de transicdao
entre a dlgebra retdrica dos babilonicos e a notacdo moderna essencialmente simbdlica das
funcgdes, equagdes, etc. usadas atualmente.

O unico detalhe sobre a vida de Diofanto que restou foi uma inscri¢do em prosa que
pode ser encontrada em Boyer [1], padgina 130, que dizem ter sido gravado na ldpide de seu
timulo. Nessa referénciia, tal inscri¢ao foi traduzida em:

“Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte de sua vida, e somando uma
duodécima parte a isso cobriu-les a face de penugem. Ele acendeu a lampada nupcial apos
uma sétima parte, e cinco anos apos seu casamento, concedeu-lhe um filho. Ai! Infeliz
crianca tardia; depois de chegar a metade da vida de seu pai, o destino frio o levou. Depois
de se consolar de sua dor durante quatro anos com a ciéncia dos niimeros ele terminou sua
vida”.

O desafio € calcular a idade de Diofanto. Em Boyer [1], pdgina 130, encontramos
a seguinte afirmacdo: “Este enigma € historicamente exato, pois Diofanto viveu oitenta e
quatro anos”. Tal problema pode ser resolvido com simplicidade usando a notacao algébrica

moderna:

X X X X
S+ 4 S 44= — 84,
ARTRERERERE LS EL

Mas este tipo de problema ndo interessava a Diofanto, ja que este deu pouca atengao
as equagoes do primeiro grau. Este matemdtico € mais conhecido por uma classe especial de

equagdes que leva seu nome Equacoes Diofantinas.

2.4 O Ultimo Teorema de Fermat

Diofanto estudou apenas alguns casos particulares de algumas das Equacdes Diofan-
tinas, usando como universo os nimeros racionais positivos. A mais famosa de todas estas
equacgdes € a conhecida como O Ultimo Teorema de Fermat, por conta de notas feitas em

uma das edi¢des da Arithmética, que fora traduzida para o latim por Bachet, em 1621, um
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brilhante linguistico, poeta estudioso dos cldssicos e que também era fascinado por proble-
mas matematicos, assim como podemos ver em Singh [14]. Alguns historiadores apontam
que esta obra foi impressa e republicada de maneira descuidada em 1670, por um dos filhos
de Fermat, apds sua morte. Mas, mesmo assim, seu valor histérico € bastante alto, pois esta
foi uma contribui¢do significativa para a segunda era de ouro da matemaética.

Estas anotagdes, feitas nas margens das paginas do livro Arithmética, foram feitas por
Pierre de Fermat, Fig. 2.3, um jurista Francés, servidor publico nomeado conselheiro do
parlamento de Toulouse. Nascido em 1601 filho de um rico mercador de peles, tinha por
hobby formular problemas matematicos, dos quais quase nunca apresentava as solugdes,

para desafiar matematicos profissionais de sua época os resolvessem.

e

Figura 2.3: Pierre de Fermat. [14]

Mesmo Fermat ndao sendo matemaético de oficio, publicou varios trabalhos sobre mate-
matica, além de alguns ndo publicados, como em 1629, quando descreveu as suas ideias num
trabalho nao publicado intitulado Introducdo aos lugares geométricos planos e sélidos, que
circulou na sociedade francesa apenas na forma de manuscrito e € considerado por alguns
historiadores como a invengdo da geometria analitica. A traduc¢do da obra Arithmética feita
por Bachet, tinha largas margens e uma anotacdo feita em uma destas margens carregou o
nome por bastante tempo de O Ultimo Teorema de Fermat. Podemos encontrar esta inscri¢io
em Singh [14], pagina 80, onde 1&-se:

E impossivel para um cubo ser escrito como a soma de dois cubos ou uma quarta
poténcia ser escrita como a soma de dois niimeros elevados a quatro, ou em geral, para
qualquer niimero que seja elevado a uma poténcia maior que dois ser escrito como a soma
de duas poténcias semelhantes.

Esta anotacdo foi feita no livro dois da Arithmética, em uma se¢ao onde Diofanto havia
feito varias observagdes sobre o Teorema de Pitdgoras e os trios pitagoricos, trios de nimeros
que satisfazem ao Teorema de Pitdgoras. Fermat fez esta anotacdo na margem desta pagina.

O problema pode ser reformulado como “nao existem solu¢des com ndmeros inteiros

ndo nulos para equacdo x" +y" = 7, na qual n seja qualquer nimero inteiro maior que
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dois”. Note que excluindo o valor zero como possibilidade para x,y ou z estamos excluindo
solugdes triviais comox =y =z=0,x=0,comy =zey =0 com x = z, ja que tal problema
sem estas restricOes se tornaria bastante simples. Sendo assim, com o passar dos anos esta
equacdo diofantina se tornou um problema que, com certeza, ¢ um dos maiores problemas de
matematica de todos os tempos, tornando-se pesadelo para muitos matematicos que tentaram
resolvé-lo.

Para um olhar mais rigoroso, o Ultimo Teorema de Fermat era, na verdade, somente
uma conjectura, ja que Fermat apenas sugere em uma nota feita ainda na margem da pagina
do livro, onde fizera a anotacdo anterior dizendo que possui uma demonstragdo, mas nao
explicita se quer como abordar tal problema.

Alguns historiadores, assim como Boyer [1] ou Eves [3], duvidam se Fermat realmente
tinha uma demonstracao para tal conjectura e, além disso, discute-se também se, caso Fermat
tivesse realmente uma demonstragdo estaria esta correta ja que este problema foi solucionado
anos depois.

A tarefa de resolver esta equagdo diofantina seduzia os matemaéticos profissionais e
também matemdticos amadores. Talvez por sua simplicidade no enunciado pudesse ser en-
tendida de maneira simples. Mesmo assim, apenas cem anos depois, alguém conseguiria
dar um primeiro passo na tentativa de resolvé-lo. Foi o Matemadtico Suico Leonard Euler,
Fig. 2.4, nascido na cidade da Basiléia e filho de um pastor protestante, que apds passar um
tempo trabalhando para os Czares na antiga Prussia, tormou-se professor na Academia de
Berlin convidado pelo rei da Prussia, conhecido como Frederico, o Grande, titulo devido ao

sucesso militar que transformara a Prissia em uma poténcia europeia.

Figura 2.4: Leonard Euler. [14]

As publicacdes de trabalhos de Euler se deram em todas as dreas da matematica.
Mesmo sendo cego de um olho e depois de algum tempo perdendo visdo do outro olho o
que nao se tornou um obsticulo para ele. Alguns historiadores afirmam que a maior pro-
ducdo dos trabalhos de Euler se deu apés ele ter perdido a visdao dos dois olhos o que era
justificado pela memoria fenomenal que possuia.

Euler estudando anotagdes feitas na edi¢do da Arithmética resolveu atacar o problema
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usando uma ideia onde Fermat mostrava que ndo existem solu¢des para equacdes do tipo
xX"4+y" = 7", no caso n = 4, entdo ele usou tal demonstracdo como ponto de partida podendo
provar que a o raciocinio de Fermat vale também para o caso n = 3, precisando para conseguir
tal prova incorporar o conceito bizarro para época, de nimero imagindrio sugerido pelo
matematico italiano Rafaello Bombeli criador da unidade imagindria i = v/—1.

Os casos da resolucao provados por Euler fizeram com que a solucdo para o problema
parecesse ndo estar tdo distante, pois os casos em que n = §8,12,16,20,... sdo casos que
podem ser escritos sem problema algum como uma poténcia de expoente 4, bem como 0s
casos em que n = 6,9,12, 15, ... também podem ser escritos como poténcias de expoente 3.
Resumindo o problema em provar de que vale para qualquer nimero primo maior que 3. O
problema se tornava a cada dia mais famoso e sua solu¢do parecia estar muito proéxima e, a0
mesmo tempo, muito distante. Foram oferecidos vérios prémios para quem conseguisse 0O
demonstrar. Sendo assim, muitos matematicos, como o americano Ken Ribet, que mostrou
que o teorema de Fermat era um resultado da Conjectura de Taniyama-Shimura, provando
que cada curva eliptica se relacionava com uma forma modular, tentaram resolvé-lo, como
podemos ver em Singh [14].

Mas somente na década de 90, como pode ser visto em Singh [14], o Matemaético
britanico e professor da Universidade de Princeton, Andrew Wiles, Fig. 2.5, depois de varios
anos de estudos e uma tentativa frustrada em 1993, na qual havia cometido um erro na sua

demonstracao, conseguiu resolver este problema.

Figura 2.5: Professor Andrew Wiles. [14]

A demonstracdo para tal teorema que passou a ser chamado de Teorema de Fermat-
Wiles, foi feita em dois trabalhos produzidos por Wiles e Richard Taylor, nos quais utilizaram
argumento semelhante ao usado por Wiles na sua palestra em 1993, mas esta nova abordagem
foi feita de maneira mais simples, e foi desta forma que foi resolvida a mais famosa Equacdo

Diofantina de todos os tempos.
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Capitulo 3
O Conjunto N dos Numeros Naturais

Neste capitulo faremos a constru¢do do conjunto dos nimeros naturais baseados nos
quatro axiomas de Peano. Sabemos que alguns autores consideram que o ndmero zero nao
pertence a N, porém por uma questdo de conveniéncia outros preferem considerar que o
nimero zero pertence a esse conjunto. Neste trabalho faremos a constru¢do de tal con-
junto aceitando que o zero estd incluido nele, assim como pode ser visto em Ferreira [5].
Definiremos também, as operagdes de adicdo, multiplicagdo, a relagdo de ordem e algumas
propriedades de N. Contudo o leitor interessado pode consultar uma constru¢do dos naturais,

na qual o nimero zero nao esté incluido, em Lima [9].

3.1 Numero Natural

Numero natural € o resultado da operacdo de comparacdo entre uma grandeza e a uni-
dade de medida. E fato que quando esta grandeza é discreta dizemos que a comparagio é
uma contagem e que o resultado desta € um ndmero natural. Assim, portanto, fica claro
que a principal fun¢cdo dos nimeros naturais estd relacionada com o modelo de contagem.
Sabemos que junto ao desenvolvimento da civilizagdo houve também o desenvolvimento da
necessidade de contar objetos. Porém estas contagens sofreram grandes mudancas na forma
que eram executadas. Segundo Lima [9], na pdgina 34, “As tribos, mais rudimentares contam
apenas um, dois, muitos”. Contudo a necessidade criada pelos avancos sociais levaram o ho-
mem a desenvolver um instrumento extraordindrio para contar, conhecido como o conjunto
dos nimeros naturais.

A partir de agora representaremos por N o conjunto cujos elementos sdo nlimeros na-
turais. Em N temos que a principal ideia € a de sucessor, entenderemos que sucessor €
aquele que aparece logo apds. Lima [9], pagina 35, e Ferreira [5], pdgina 15, citam que o

matematico Italiano Giuseppe Peano sintetizou de forma concisa e precisa uma maneira de
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descrever tal conjunto baseado basicamente em quatro axiomas, os quais ficaram conheci-
dos como Axiomas de Peano. Estes axiomas sdo as regras bdsicas para constru¢io de N.

Usaremos a notagdo Aj,As,As, A4 para identificd-los, e os elencaremos em seguida:

A1 — Todo nimero natural tem um vnico sucessor;

Ay — Numeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes;

Az — Existe um tinico niimero natural, chamado de “zero” e representado pelo simbolo 0,
que ndo é sucessor de nenhum outro;

A4 — Seja X um conjunto de niimeros naturais (isto é, X C N). Se 0 € Xe se além disso, o

sucessor de todo elemento de X ainda pertencer a X, entdo temos que X = N.

Até os dias atuais afirmamos que tudo que se sabe sobre os nimeros naturais pode ser
demonstrado como conseqiiéncia destes quatro axiomas. Baseando-nos, no sistema de nu-
meracao decimal com auxilio dos dez simbolos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, podemos representar
qualquer nimero natural. Assim como qualquer outro objeto os nimeros naturais possuem
nomes: Como vimos aquele que ndo é sucessor de nenhum outro chama-se “zero”, seu su-
cessor chama-se “um” e é representado pelo simbolo 1, o sucessor de um chama-se “dois”
e é representado pelo simbolo 2, o sucessor do dois chama-se “trés” e é representado pelo
simbolo 3 e assim sucessivamente, até que os nomes dos nlimeros se tornam bastante com-
plicados.

Assim, segue que o conjunto dos nimeros naturais €:
N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10...}.

Precisamos ainda ter clareza de que tal conjunto a principio € vazio de significado, pois cada
um dos nimeros € elemento abstrato dessa sequéncia.
Usaremos a notagdo s(n), para reprensentar o sucessor do nimero natural n. Este “s”

foi escolhido apenas por ser a primeira letra da palavra sucessor.

3.2 O Quarto Axioma de Peano (Axioma da Inducao)

Dos quatro axiomas citados um deles precisa de atencdo especial. O quarto axioma €
também conhecido como axioma A4 da indugdo. E este é a base para um dos métodos mais
eficientes de demonstracdes matemdticas que envolvem o conjunto dos nimeros naturais. A
prova por indu¢do € uma forma poderosa de demonstracao para uma propriedade matemética
que vale no conjunto dos nimeros naturais, porque esta técnica permite provar que uma
declaracdo € valida para um nimero infinito de casos, demonstrando apenas um tnico caso.

De forma grosseira o Axioma da Induc¢do baseia-se em provar que a declaracdo vale para o
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nimero 0, depois para o nimero 1, depois para o ndmero 2 e assim por diante para todos
os numeros naturais. Resumidamente € necessario provar que se n € N e a declaracdo vale
para n, entdo a declaragdo vale também para o sucessor de n. Podemos enunciar o Axioma
da Indugdo em forma de propriedade da seguinte maneira:

Consideremos n,s(n) € N e P(n) uma propriedade méatemética valida para n.
Suponhamos que:

P(0) é vilida;
Para todo n € N, a validez de P(n) implica a validez de P(s(n)).

Entéo podemos afirmar que P(n) é vdlida para qualquer nimero natural. Percebemos
que se chamarmos de X o conjunto cujos elementos sdo os ndmeros naturais » para os quais
P(n) é vélida, temos que:

(i) Afirma que 0 € X e (ii) afirma que, se n € X, entdo s(n) € X. Logo pelo axioma da
induc¢do, podemos concluir que X = N.

O axioma da indugdo basicamente € uma forma de dizer que qualquer nimero natural
n pode ser alcangado a partir do nimero 0 apenas tomando vdrias vezes os sucessores até
chegar a n.

Singh [14], pagina 219, faz uma analogia para o principio da indu¢do matematica que
diz que outra maneira de pensar na prova por inducio € imaginar o ndmero infinito de casos
como uma fila infinita de dominds. E que para provar cada um dos casos € preciso derrubar
todos os dominés desta fila. E claro que derrubar um por vez levaria uma quantidade infinita
de tempo e esfor¢o, mas a prova por inducdo permite que os mateméticos derrubem todos os
dominés derrubando apenas o primeiro, ja que cada dominé derrubard seu sucessor na fila.

Dai verificamos que o axioma da inducdo estd presente sempre que dizemos “tal pro-

posi¢do” vale paran =0,n =1, n =2, n = 3 e assim por diante.

3.3 Adicao e Multiplicacao de Nimeros Naturais

Podemos definir a adicdo e a multiplicagdo de nimeros naturais usando recorréncia,

assim como Lima [9].

Definicao 3.1 Dados m,n € N, a adi¢do entre m e n, pode ser denotada por m+n e se define
por recorréncia, a partir dos seguintes dados:
(i) m+0=m;
(ii) m+s(n) = s(m+n).
O item (ii) da definicdo 3.1, nos permite conhecer m + n para quaisquer m,n € N.

Assim, temos ainda que sendo m € N um niimero arbitrario, entdo:

m+s(s(n)) =s(m+s(n)) =s(s(m+n)) e assim por diante.
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Podemos validar este processo usando o axioma A4, da seguinte forma:

Consideremos o conjunto
S = {n € N, tal que,m + n,estd bem definida}.

Segue que 0 € S, pois tomando um natural arbitrdrio m, temos pela defini¢do, m = m + 0.
Temos ainda que 1 € S, pois como m € um niimero natural arbitrario, pelo primeiro axioma
de Peano, o sucessor de m também serd um ndmero natural, isto é, o nimero m+ 1 € N,
logo a soma m + 1 estd bem definida em N. Desta forma temos, ainda pelo primeiro axioma
de Peano, que 5(0) € S e se k € S temos que s(k) € S, e m+ s(k) = s(m+k), logo por Ay
temos que S = N. Ou seja, para m arbitrario a soma m -+ n estd bem definida para quaisquer
m,n € N,

Podemos definir a multiplicacdo de dois nlimeros naturais de maneira andloga a defi-
nicdo dada para adi¢do. Fixando arbitrariamente um nimero natural k, a multiplicagcdo por k

associa a todo nimero natural n o produto denotado por 7 - k.

Definicao 3.2 Dados k,n € N. A multiplicagdo entre k e n pode ser denotada por k - n, e se

define por recorréncia, a partir dos seguintes dados:
(i) 1-k=k;
(i) (n+1) -k=k-n+k

O produto n - k pode ser também escrito como nk e 1&-se “n vezes k. A definicao acima
diz, portanto, que uma vez k é igual a k e que (n+ 1) vezes k € igual a n vezes k mais (uma
vez) k. Assim, por definicdo, 2-k=k+k,3-k=k+k+k,4-k=k+k+k—+k, etc.

Para provar as propriedades basicas da adi¢do e da multiplicagdo de nimeros natu-
rais podemos usar a indugdo. Entre elas, destacam-se as seguintes, validas para quaisquer

ndmeros k,n, p € N:
e Associatividade: k+ (n+p)=(k+n)+p e k-(n-p)=(k-n)-p;
o Comutatividade: k+n=n+k e k-n=n-k;
e Lei do Cancelamento: k+n=k+p=n=p e k-n=k-p=n=p;

e Distributividade: k(n+ p) =k-n+k-p.

3.4 A Ordem dos Numeros Naturais

Definida a adi¢cdo de nimeros naturais podemos introduzir uma relagdo de ordem neste

conjunto.
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Definicao 3.3 Dados os niimeros naturais m,n diremos que m é menor do que n, e escreve-

remos m < n, para representar que existe p € N, com p # 0, tal que n = m+ p.

Neste caso, diz-se também que n é maior do que m e escreve-se n > m. A notagdom < n
significa que m < n ou m = n. Por defini¢do, tem-se portanto m < m + p para quaisquer
m,p € N. Em particular, m < m+ 1. Segue-se também da defini¢do que 0 < n para todo
ndmero natural n # 0.

Com efeito, pelo Axioma A3, o niimero zero nao € sucessor de nenhum ndmero natural,
o fato de n ser diferente de 0, implica que o numero n € sucessor de algum nimero natural
m,ouseja,n =m+1,logon > 1> 0. Assim, 0 O € o menor dos nimeros naturais.

Apresentaremos a seguir, as propriedades basicas da relacdo de ordem.

Proposicao 3.1 Se m,n e p sdo niimeros naturais, entdo sdo verdadeiras as seguintes sen-

tengas:

i) (Transitividade) Sem <n e n< p,entdom < p;

ii) (Tricotomia) Quaisquer das afirmagdes m <n,m=n e n <m,exclui as outras duas;
iii) (Monotonicidade) Se m < n,entiom—+p <n+p e mp<np;

iv) Nao existem nimeros naturaisentre n e n+ 1.

Demonstracdo. i) Se m < n, n < p entdo pela Defini¢do 3.3, existem k,r € N tais que,

n=m+k,p=n+r,logop=(m+k)+r=m+ (k+r), portanto m < p.

ii) Se tivéssemos m < n e m = n, entdo seria m = m+ p, cancelando m em ambos os lados da
igualdade, concluiriamos que 0 = p, um absurdo, pois, pela Definicdo 3.3 p # 0. Portanto
m < n (e analogamente, n < m) é incompativel com m = n. Do mesmo modo, se tivéssemos
m < nen<m,entdo teriamos n =m+ p e m = n+ k, do que resultaria n = n+k + p, logo
n+1=n+k+p+1 e, cancelando n em ambos os lados da igualdade, concluiriamos que
1 =k+ p—+1, um absurdo.

iii) Usando a Defini¢do 3.3, m<n=n=m+k=n+p=(m+k)+p=m+p<n+p.
Analogamente: m <n=n=m-+k=np=mp-+kp = np > mp.

iv) Se fosse possivel ter n < p < n+ 1, terfamos entdo p =n+ken+1= p+r, logo
n+1=n+k-+r. Cancelado n, obteriamos 1 = k4 r. Por definicao, isto significaria k <1,

mas, dessa forma, obtemos k = 0 e assim, p = n contrarindo o fato de n < p. O
Proposicao 3.2 Dados a,b,c € N, valem as seguintes propriedades:

i) Na adic@o vale a lei do cancelamento, com respeito a relacdo “menor que”. Isto &,

a<bsa+cec<b+c

18



ii) Na adicdo vale a lei do cancelamento, em relacdo a igualdade, a = b é equivalente a
atc=b+c;
iii) Na multiplica¢do vale a lei do cancelamento, com respeito a igualdade, assim temos que,
a=b= ac=bc;
iv) Na multiplicacdo vale a lei do cancelamento, com respeito a relagdo menor do que,
a<b<&ac<bc.
Demonstracdo. i) Suponhamos que a < b. Logo, existe d € N, tal que b = a+ d. Somando
¢ a ambos os lados da igualdade b = a+d, obtemos b+ ¢ = (a+d) + ¢; Pela propriedade
comutativa da adi¢@o, b+ ¢ = ¢+ (a+d) e pela propriedade associativa da adi¢éo, temos,
b+c=(a+c)+d,donde segue que a+c < b+c.
Reciprocamente, suponhamos que a + ¢ < b+ c. A tricotomia, nos d4 trés possibilida-
des:
(a) a=b. Isto acarretaria a + ¢ = b+ ¢, portanto, falso;
(b) b < a. Isto acarretaria, pela primeira parte da demonstracao, que b+ ¢ < a+ ¢; também
é falso;

(¢) a < b. Esta é aunica possibilidade que resta.

ii) A implicacdo, a = b = a+c = b+c, é consequéncia da defini¢do da adi¢do. Suponhamos
agora que a + ¢ = b+ c. Assim restam trés possibilidades:

(a) a < b. A Proposicao 3.1, nos diz que a + ¢ < b+ ¢, o que é um absurdo;

(b) b < a. Pelo mesmo argumento acima, b + ¢ < a+ ¢, o que € também um absurdo;

(c) a = b. Esta é a unica alternativa valida.

iii) A implicacdo, a = b = ac = bc, decorre imediatamente da defini¢do de multiplicagdo.
Suponhamos agora que ac = bc. Temos trés possibilidades:

(a) b < a.Pelo mesmo argumento acima, bc < ac, o que € um absurdo;

(b) a < b. Pela Proposic¢ao anterior, segue que ac < bc, o que é um absurdo;

(c) a=b. Esta ¢ atnica alternativa valida.

iv) Suponhamos que a < b. Logo, existe d € N tal que b = a+d. Multiplicando por ¢ ambos
os lados dessa dltima igualdade, pelas propriedades comutativa e distributiva da multiplica-
¢do, decorre que, bc = cb = c¢(a+d) = ca+ cd = ac + cd. O que mostra que ac < bc, pois,
cd € N.

Reciprocamente, suponhamos que ac < bc. Devemos mostrar que a < b, para isso,
usaremos a tricotomia, gerando trés possibilidades:
a = b o que acarreta ac = bc, mas pela hip6tese isto € falso. Uma outra possibilidade € b < a,
novamente isto ndo é possivel, pois b < a implica que bc < ac, contrariando a hipétese. Por

ultimo a < b, e esta € a tnica possibilidade vélida. O
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3.5 Boa Ordenacao

Tomando um subconjunto A C N, diz-se que o nimero natural a é o menor (ou pri-
meiro) elemento do conjunto A quando a € A e, além disso, a < x, para todos os elementos

x € A. Por exemplo, 0 é o menor elemento de N. Dado n € N, definimos
n={peN: p<n}

Desse modo,

e Iy ={0}.
o I; ={0,1}.
o ,=1{0,1,2}.

Considerando as propriedades da relacdo de ordem m < n, para os nimeros naturais,
diremos que existe uma propriedade de suma importancia que € védlida para a ordem entre os
nimeros naturais, mas sem equivalente para outros conjuntos numéricos. Assim como Lima
[9] e Hefez [6], chamaremos esta propriedade de Principio da Boa Ordenacdo ou Principio
da Boa Ordem.

Teorema 3.3 (Principio da Boa Ordenacdo) Todo subconjunto ndo-vazio A C N possui um

menor elemento.

Demonstracao. Admitindo que 0 € A, pois caso 0 € A certamente seria 0 o menor elemento
de A, assim I,, # &, jaque 0 &€ A, logo 0 € I,. Temos que o menor elemento de A deve ser um
nimero da forma n+ 1 para algum n € N, desta forma, I, CN—A = {x € N, tal que, x ¢ A}.

Consideremos o conjunto:
X={neN: [,CN-A}

Podemos observar que I, = {0,1,...,n} C N —A significa que nenhum elemento de 1, per-
tence a A. Consequentemente, todos os elementos de A sdo maiores que n. Como A # I,
entdo X # N, de modo que, ndo podemos aplicar o quarto axioma de Peano ao conjunto X,
ou seja, existe algum n € X tal que n+ 1 ¢ X. Assim todos os elementos de A sdo maiores

que n, mas nem todos maiores que n+ 1. Dai n+ 1 é o menor elemento de A. O
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Capitulo 4
O conjunto Z dos numeros inteiros

Ao falarmos do conjunto dos nimeros naturais, incluimos o nimero zero como o pri-
meiro deles, mesmo levando em consideracdo que a descoberta do zero se deu algum tempo
depois do surgimento dos outros nimeros naturais, ocorrendo pela necessidade de notar a nao
existéncia de unidades em uma ordem posicional. Neste capitulo construiremos 0 conjunto
Z: dos numeros inteiros, tomando como ponto de partida o conjunto N dos nimeros naturais,
segundo Ferreira [5], Monteiro [10], para isto usaremos uma rela¢do de equivaléncia. Mais

detalhes consultar as referéncias supra citadas.

4.1 Relacao de equivaléncia

Relacdo de equivaléncia é um importante tipo de relacdo sobre um conjunto, ndo va-
z10, que permite particionar o conjunto em classes de equivaléncia, surgindo dai um novo

conjunto chamado de conjunto quociente.

Obs. 4.1 Usaremos a notacdo aRb para informar que o elemento a estd relacionado com o

elemento b pela relacdo R.

Definicao 4.1 Dizemos que uma relacdo R sobre um conjunto A, ndo vazio, é uma relacdo
de equivaléncia quando ocorrem as seguintes condi¢oes:

i) A relac@o R é reflexiva, isto €, se a € A, entdo aRa;

ii) A relagdo R € simétrica, isto €, dados a,b € A, se aRb entdo bRa;

iii) A relagcdo R € transitiva, isto €, dados a,b,c € A, se aRb e bRc, entdo aRc.

Definicao 4.2 Considere uma relagcdo de equivaléncia R num conjunto A, ndo vazio, e a € A,
fixado arbitrariamente. Chamaremos o conjunto
[a]| = {x € A: xRa}

de classe de equivaléncia de a pela relacdo R.
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Definicao 4.3 Seja X um conjunto ndo vazio. Uma particdo de X é qualquer familia de

subconjuntos X;, com i € N, ndo vazios de X, com as seguintes propriedades:

DX,NX;# 2 ouX;=X;,comi#j
i) X, UXo UX3U...UX, = X.

Temos como consequéncia da definicao de relacdo R de equivaléncia sobre um con-
junto A, que suas classes de equivaléncias formam uma particdo de A como mostraremos em

seguida.

Proposicao 4.1 Sejam R uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto A e a,b elementos
quaisquer de A, entdo:

i) [a] # 2;

ii) Dados a,b € A, entdo [a] = [b] ou [a]N[b] = @.

Demonstracao. i) Como a € A segue pela reflexividade que aRa; Dai pela Defini¢do 4.2,

temos que a € [al.

ii) Suponhamos que exista x € [a] N [b]. Desta forma, por defini¢do xRa e xRb. Dai temos
pela simetria que aRx, e pela transitividade aRb. Vamos mostrar que [a] = [b], seja y € [a],
entdo, segue que yRa. Por outro lado como aRb pela transitividade, yRb, implicando em
y € [b], isto &, [a] C [b]. Dado z € [b], temos zRb e como bRa segue, pela transitividade que

zRa, assim z € [a], entdo [b] C [a]. Portanto, concluimos que [a] = [b]. O

Definicao 4.4 Seja R uma relacdo de equivaléncia num conjunto A. O conjunto das classes
de equivaléncias de A pela relacdo R é chamado de conjunto quociente, o qual denotaremos
por A/R.

Exemplo 1 Z, = {[0], [1]}, onde [0] € a classe que representa os niimeros pares e [1] é a

classe que representa os niimeros impares.

4.2 A construcao de Z

Sejam N o conjunto dos nimeros naturais € P = N x N o produto cartesiano de N com
ele mesmo. Desta forma, P € o conjunto de todos os pares ordenados (a,b) tais que a,b € N,
ouseja, P={(a,b): a,beN}.

Considere R a seguinte relagdo no conjunto P:
(a,b)R(c,d) < a+d=b+c, YV (a,b),(c,d)€P.
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Mostraremos que a relagdo R é uma relagdo de equivaléncia sobre P:
i) R é reflexiva, pois dado (a,b) € P, temos que (a,b)R(a,b), jaque a+b=b+a.

ii) R é simétrica, pois se (a,b)R(c,d), entdo a+d = b+ ¢, como a adi¢do de nimeros natu-
rais goza da propriedade comutativa, temos que d +a = ¢+ b implicando em ¢+ b = a+d,
ou seja, (c,d)R(a,b).

iii) A relagdo R é transitiva, pois se (a,b)R(c,d) entdo a+d = b+ c e que (c,d)R(e, f), ou

seja, ¢+ f = d = e. Desta forma segue que:
a+d+f=c+b+f=b+c+f=b+d+e.

Logo,a+ f+d=b+e+d.Dai,a+ f = e+be assim(a,b)R(e, f).

Concluimos com isso que a relacdo R do conjunto P € uma relacdo de equivaléncia.

Obs. 4.2 Um elemento do conjunto N x N é denotado por (a,b), e este elemento como uma

classe de equivaléncia serd denotado por |a,b|. Portanto,

la,b] ={(p,q) € P: (p,q)R(a,b)}.

Ao conjunto quociente P/R daremos o nome de conjunto dos nimeros inteiros e usa-
remos o simbolo Z como notagéo para este conjunto. Ou seja, Z = P/R.

Os elementos [0,0],[1,0] € P/R, sdo classes de quivaléncias especiais. Chamaremos
[0,0] de “zero” e o representaremos por “0” e [1,0] de “um ou unidade” e o representaremos
por “1”. O ndmero 0 é o menor dos nimeros naturais segundo o terceiro axioma de Peano.

Observemos que com esta relacdo de equivaléncia existem infinitos pares ordenados
que representam a mesma classe de equivaléncia. Podemos esbocar um diagrama Fig. 4.1,
que mostra essa situacdo, em que partindo dos nimeros inteiros obtemos os pares que repre-

sentam as respectivas classes.
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Figura 4.1: Classes de equivaléncia de Z.
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Temos, por exemplo, em Z que os pares ordenados (1,2), (3,4), (11, 12) estdo relaci-
onados, ja que (1,2)R(3,4), pois 1 +4=2+3 e (3,4)R(11,12). Logo representam a mesma
classe de equivaléncia.

Percebemos que os pares (0,0), (1,1), (2,2),...,(a,a) com a € N, representam a classe
[0,0]. Os pares do tipo (a,b) em que a,b € N, com a > b, representam classes de niimeros
positivos, bem como os pares (a,b) em que a,b € N, com a < b, representam classes de
nimeros negativos. Desta forma, temos por exemplo, 1 = [1,0], —1 = [0,1], 0 = [0,0],
2=1[2,0], —=2=10,2],...

Os simbolos Z*, Z., Z_, Z7 e Z* , significam, respectivamente, conjunto dos niime-
ros inteiros ndo nulos, conjunto dos nimeros inteiros nao negativos, conjunto dos ndmeros
inteiros ndo positivos, conjunto dos ndmeros inteiros positivos € conjunto dos ndmeros in-

teiros negativos.

4.3 Adicao em Z

Definicao 4.5 Definiremos a adi¢do em 7 da seguinte forma:
XL — 7
([a,b],[c,d]) — [a,b] + [c,d] = [a+c,b+d].
Proposicao 4.2 A adicdo estd bem definida em 7.

Demonstracao. Devemos mostrar que esta operacao estd bem definida em Z, para tal mos-
traremos que a soma ndo depende do representante escolhido, ou seja, se [a,b] = [d',D'] e
[c,d] = [c/,d'], entdo [a,b] + [c,d] = [d', ']+ [, d].

Como [a,b] = [d,b] e [c,d] = [¢,d'], entdo (a,b)R(d',b') e (c,d)R(c,d).
Dai a+b =d +bec+d = +d somando membro a membro as duas igualdades te-
remos a+b' +c+d =b+d +d+ . Pelas propriedades comutativa e associativa da
adi¢do no conjunto dos ndmeros naturais, temos (a+c¢) + (b'+d') = (b+d) + (d' + ),
e dessa forma, [a+ ¢,b+d|R[d + ¢,b' +d'] e portanto, pela Proposicdo 4.1, segue que
(a+c,b+d)=(d 4+, +d'), consequentemente,

(a,b)+ (c,d) = (d',b") + (c',d").
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4.4 Propriedades da adi¢ao em Z

Proposicao 4.3 Dados x = [a,b],y = [c,d] e z = |e, f] elementos de 7, entdo temos que:
i) A adigdo é associativa em Z, isto é, (x+y) +z=x+ (y+2z);

ii) A adicdo é comutativa em 7, isto é, x+y =y +Xx;

iii) Existéncia de um elemento neutro, x+0=04+x = x;

iv) Existéncia de um elemento simétrico x+ (—x) = (—x) +x =0.
Demonstracio. i) (x+y)+z= ([a,b] + [c,d]) + [e, f], pela defini¢do da adi¢do em Z temos,
la+c,b+d|+ e, fl=[(a+c)+e, (b+d)+ f],
usando a associatividade da adi¢cdo em N temos:
la+(c+e),b+(d+ f)] =[a,b]+[c+e,d+ f] = |a,b]|+ ([c,d] + [e, f]) =x+ (y+2).

ii) x+y=[a,b]+[c,d| = [a+c,b+d] = [c+a,d + D], usamos a comutatividade de N.
iii) x+0 = [a,b] +1[0,0] = [a+ 0, b+ 0] = [a,b].

iv) Como x+y =0, segue que, [a,b]+ [c,d] = [0,0], ou seja, [a+c,b+d] = [0,0], implicando
ema+c=>b+d,istoé,d=a,c=D>b. Logoy= [b,al. O

Obs. 4.3 Chamamos atencdo, que é fdcil ver que o elemento neutro é tinico, assim como o

simétrico de cada elemento.

4.5 Subtraciao em Z

Por conta da existéncia e da unicidade do elemento simétrico de um nimero inteiro,
podemos definir a operagdo de subtracdo em Z, denotada pelo simbolo (-) e definida da

seguinte maneira.

Definicao 4.6 Dados os niimeros inteiros x e y, a subtracdo x —y ¢é definida da seguinte

forma:

(x=y) =x+(=y).
Assim a subtragcdo x — y nada mais € que a soma de x com o oposto de y.

Temos as seguintes ropriedades basicas:

Proposicao 4.4 Se x,y,z, sdo niimeros inteiros, entdo valem as seguintes propiedades:
i) (—x=—x;
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i)x—y=z&y+z=x
iii) x(y —z) = xy — xz;

v) —(—x) =x.

Demonstracdo. i) Notemos que 0 = 0x = (1 + (—1))x = x+ (—1)x, logo pela unicidade do

elemento simétrico (—1x) = —x.

ii) Inicialmente mostraremos que x —y = z = y+z = z. Somando y em ambos os lados da
igualdade x —y = z temos, x =y +z.
Reciprocamente, y+z = x = x —y = z. Somando —y em ambos os lados da igualdade

y+z=xtemos,x—y=z.
iii) x(y —z) = x[y+ (—2)] = xy + x(—2) = xy+ (—xz) =xy — x2.

iv) Como (—x) = (—1) - (x), temos entdo que: —(—x) = —(—1)-(x) =(=1)-(—x)=x. O

4.6 Multiplicacao em 7Z

Definicao 4.7 Definiremos a multiplicacdo em 7 da seguinte forma:

X1 — T
([a,b],[c,d]) — [ac+bd,ad + bc].
Proposicao 4.5 A multiplicacdo estd bem definida em 7.

Demonstracao. Devemos mostrar que o produto estd bem definido em Z. Para tal su-
ponhamos que, [a,b] = [d',b'] e [c,d] = [¢/,d'], desta forma segue que, (a,b)R(d’,D') e
(¢,d)R(c',d"), logo, a+b' =b+d e c+d =d+ . Dai, pela distributividade da mul-

tiplicacdo em N:

ac+bc=bc+dc e ad+bd=bd+cd.

Somamndo as duas igualdades membro a membro, temos:
ac+bc+bd+dd=bc+dc+ad+bd.

Pela comutatividade em N:

ac+bd+dd+b'c=ad+bc+dc=bd, ouseja, (ac+bd,ad~+bc)R(dc+b'd,dd+b'c).

Dai, [a,b] - [c,d] = [d',V] - [c,d].

A prova de que [¢,d] - [a,b] = [¢,d'] - [a, D] se faz de maneira anéloga. O
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4.7 Propriedades da multiplicacao em 7Z

Proposicao 4.6 Dados x = [a,b],y = [c,d] e z = |e, f] elementos de 7, entdo temos que:
i) (x-y)-z=x-(y-2);

i) x-y=y-x

ii) 1-x=x-1;

w)x-(y+z)=x-y+x-z

v)Sex-y=0, entdox=0ouy=0.

Demonstracdo. i) (x-y)-z = ([a,b]-[c,d]) - e, f], pela definicdo da multiplicagdo em Z,
temos ([ac +bd,ad + bc]) - [e, f] = [(ac + bd)e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + bd)e], pela

distributividade dos naturais segue que

= [(ace+bde+adf +bcf,acf +bdf +ade+ bce)]
= [a(ce+df)+b(de+cf),a(de+cf)+b(ce+df)]
= [a,b]-[ce+df,de+cf]
= la,b]-([c,d]-le, f]) =x-(y-2).
ii) x-y =la,b] - [c,d] = [ad + bc,ac + bd] = [bc +da,ac+ bd] = [c,d] - [a,b] = y-x.
iii) x-1=1a,b]-[1,0] = [a-14b-0,a-0+b-1] = [a,b] = x.
iv) x(y+2) = [a,b] - ([c,d] + [e, f]) = [a,D] - [c + e,d + f]. Pela definigdo de multiplicagdo
segue que, [(ac+ae) + (bc+be), (ad + bc) + (af + be)]. Dat, concluimos que:
[ac+bd,ad + bc]+ [ae+ bf,af + be] = [a,b] - [c,d] + [a,b] - [e, f] =x-y+x-z

v) Suponhamos que [a,b] # 0, isto é, a # b. Logo a > b ou b > a. Sem perda de generalidade,
podemos supor que a > b, entdo existe n € N, n # 0 tal que a = b+ n. Por outro lado, como
x-y =0, entdo [a,b]-[c,d]| =0. Dai ac+bd = ad + bc. Agora substituindo a = b+ n obtemos

(b+n)c+bd = (b+n)d+bc

pela lei do cancelamento em N temos que nc = nd, como n # 0 segue que ¢ = d, ou seja,
y=[c,d] =[0,0] =0. 0

4.8 Ordem em 7Z

Assim como no conjunto dos ndmeros naturais, a ordem se preserva no conjunto dos
ndmeros inteiros. Dizemos que x € positivo se 0 < x, e que x é negativo se x < 0. Valendo

assim as relacoes:
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Proposicao 4.7 Dados os niimeros inteiros x,y e z, entdo valem as seguintes propriedades:
) x<x;
ii)Sey<xex<y, entdox=y;
iii) Sey<xex<zentdoy<z
v) Sey <x entdoy+z<x+z
v) Se 0 <

vi) x+2z < x+y se, e somente se,x <y;

xeO <Ly entdo)<x+ye0 < xy,
vii)y < x & —x < —y;

viii) Se x <y e 0 < z, entdo zx < zy;
ix) Se x <yez<0, entdo zy < zx.

Por considerarmos que foge ao objetivo desse trabalho, ndo iremos demonstrar essas

propriedades, o leitor interessado pode consultar Hefez [6].
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Capitulo 5

Divisibilidade em 7Z

Neste capitulo definiremos algumas propriedades aritméticas do conjunto dos nimeros
inteiros, afim de termos ferramentas suficientes para abordar o Algoritmo de Euclides e o

aplicarmos para calcular o Mdximo Divisor Comum de nimeros inteiros.

5.1 Multiplicidade e Divisibilidade em 7Z

Iniciaremos esta se¢do definindo multiplos, divisores e mostraremos o algoritmo de

Euclides além de definirmos maximo divisor comum, segundo Hefez [6].

Definicao 5.1 Dado um niimero inteiro m, os miiltiplos de m sdo os niimeros inteiros:
0,£tm,+2m,+3m,...

Definidos assim podemos perceber facilmente que vale a seguinte propriedade:

Proposicao 5.1 Se a,b sdo niimeros inteiros tais que ambos sdo miiltiplos de m € 7, entdo

a—+b e a-b sdo miltiplos de m.

Demonstracao. De fato, suponhamos que a = gm e b = km, com ¢,k € 7Z, dai segue que:
a+b=gm+km= (q+kymea-b=qgm-km= (gkm)m. O

Definicao 5.2 Dados a,b € Z, dizemos que a divide b e escrevemos a

b, quando existir c € 7,

tal que b = ac. Ao niimero ¢ daremos o nome de quociente de a e b.

Proposicao 5.2 Dados a,b,c € 7. As seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:
i)llaea
0;

iii) Se a|b e b|c entdo alc;
iv)Sealbeb

a,

ii)a

a, coma-b>0entdoa=>b;
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v) Suponhamos que a # 0 e ¢ # 0 e que alb e c|d, entdo ac|bd;

vi) Dados a,b,c € 7, com a # 0, se a|(b+ c¢), entdo alb implicando em a|c;

vii) Se a,b,c,x,y € Z, com a # 0, tais que a|b e alc, entdo a|(xb+ yc).

Demonstracdo. i) a = a- 1. O que justifica os dois casos.

ii)0=a-0.

iit) Como a|b e b|c, existem m,n € Z tais que a-m = b e b-n = c. Substituindo o valor de b

em b-n=ctemos, c = (a-m)-n=a(mn) = alc.

iv) Sabemos que se a|b, entdo existe ¢ € Z, tal que a- ¢ = b e que b|a entdo existe d € Z,tal
que b-d = a. Se a =0 entdo b = 0, pois por hipétese a|b e b|a. Caso a # 0, temos que ¢ > 0
e d > 0. Como ac = b e bd = a, podemos substituir o valor de b da primeira igualdade na

segunda e teremos (ac)d = a, ou seja, a(cd) = a. Assimc=d = 1. Logo a = b.

v) Como alb e c|d é fato que existem e, f € 7Z, tais que ae = b e c¢f = d. Multiplicando as

duas igualdades temos que (ae)(cf) = bd, logo (ac)(ef) = bd. Portanto ac|bd.

vi) Como a|(b+c), é fato que existe d tal que ad = b+ c. Como al|b, é fato que existe
e tal que ae = b. Substituindo o valor de b da segunda igualdade na primeira temos que
ae + ¢ = ad. Portanto ¢ = ad —ae = ¢ = a(d — e). Isto é, a|c. De maneira andloga temos
que a|(b+c), isto é, existe d tal que ad = b+ c. Como alc, € fato que existe f tal que af = c.
Substituindo o valor de ¢ da segunda igualdade na primeira temos que af + b = ad. Portanto
b=ad—af =b=a(d—f). Isto é alb.

vii) Como alb e alc é fato que existem e e f € Z, tais que ae = b e af = c. Assim, segue que

xb+yc=x(ae)ty(af) =a(exLyf). O que conclui a prova. O

5.2 Algoritmo da Divisao

A divisao de dois niimeros inteiros pode ser realizada, mesmo quando um destes nu-
meros ndo é multiplo do outro, para isso apresentaremos e demonstraremos o conhecido
Algoritmo de Euclides fazendo algumas aplica¢des deste importante resultado. Restringi-
remos o Algoritmo de Euclides para o caso em que m € 7, pois sem perda de generalidade
podemos supor que se n € Z e m € Z* o resultado da divisdo de n por m equivale ao

resultado da divisao de —n por —m.

Teorema 5.3 (Algoritmo de Euclides restrito ao caso m inteiro e positivo) Dados m € Z*, e

n € Z. Existem dois uinicos inteiros q e r tais que n =mq+r, com 0 < r < m.

Demonstracao. Inicialmente mostraremos a existéncia de ¢ e r. Em seguida mostraremos

suas unicidades. Temos que n é um multiplo de m ou n esté situado entre dois multiplos gm
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e (¢ + 1)m de m, para algum g € Z. Se n é multiplo de m, digamos, n = mk, trivialmente
temos ¢ = k e r = 0. Caso n ndo seja miltiplo de m, é fato que teremos, gm < n < (g+ 1)m.
Nesta desigualdade podemos subtrair gm de todos os membros, tendo assim, 0 < n—gm < m.
Tomemos n — gm = r implicando em n = mg +r, dai 0 < r < m. Segue que, quando r = 0,
n € multiplo de m.

Para provar a unicidade de ¢ e r, suponhamos que existam outros inteiros »’ e ¢’ tais
que n =mq' +r', com 0 < ¥ < n. Desta forma temos que n = mg+r = mq' + 1, ou seja,
(r—7r") = (q—q')m, percebemos assim que (r—r’) € miltiplo de m e como —m < r—r <m,

o unico valor possivel é r — ' = 0, mas assim temos r = . Desta forma, ¢ = ¢'. O

Obs. 5.1 Chamamos n de dividendo, m de divisor, q de quociente e r de resto.

Exemplo 2 O quociente e o resto da divisdo de 17 por 5, usando o Algortmo de Euclildes é
obtido fazendo.
17-5=12,17-2-5=7,17-3-5=2<5

Portanto o quociente desta divisdo é 3 e o resto é 2.

Exemplo 3 O quociente e o resto da divisdo de -54 por 8, usando o Algortmo de Euclildes

é obtido fazendo.
—54+8=—-46,—54+2-8=-38,—-54+3-8=-30,...,—54+6-8=—-6,—-54+4+7-8=2

Portanto o quociente desta divisdo é -7 e o resto é 2.

5.3 Maximo Divisor Comum

Aplicaremos o Algoritmo da divisdo para determinar o Mdximo Divisor Comum de

nameros inteiros.

Defini¢do 5.3 Dados a,b € Z, ndo ambos nulos, dizemos que d € 7", é divisor comum de a
ebsed|aed|b.

Defini¢ao 5.4 Dados a,b € Z, ndo ambos nulos, dizemos que d € 7%, é Mdximo Divisor

Comum de a e b, quando d cumpre duas condicoes.
(i) d|a e d|b;

b, entdo e

(ii) Se e € Z, tal que ela e e d, ou seja, d é o maior divisor comum de a e b.

Obs. 5.2 Esta definicdo vale também, para uma quantidade finita de niimeros inteiros.
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Obs. 5.3 Denotaremos, o Mdximo Divisor Comum de dois niimeros a e b, simplesmente por
mdc(a,b).

Proposicdo 5.4 Dados a,b € 7 e d = mdc(a,b). As seguintes afirmagdes sdo verdadeiras:
(i)Sea=b=0, entdod =0;

(ii) Sea=0e b #0, entdo d = |b|, jd que d € Z%.;

(iii) Se d = mdc(a,b), entdo d = mdc(—a,b) = mdc(a,—b) = mdc(—a,—b).

Demonstracao. i) e ii) s@o triviais; iii) Dados a,b € Z, ndo ambos nulos. Temos que
o maior divisor de a € |a|. Dai temos que o maior divisor de —a é |a|. Dessa forma,

mdc(a,b) = mdc(—a,b) e analogamente mdc(a, —b) = mdc(—a,—b) = mdc(a,b). O

Lema 5.5 (Lema de Euclides) Dados a,b,q,r € 7 tais que, a = bq+r, entdo d = mdc(a,b)

se, e somente se, d = mdc(b,r).

Demonstracao.Suponhamos que d = mdc(a, b) desta forma, temos, por defini¢do que d > 0,
dlaed|b. Daid|(a—bgq),isto é,d|r. Agorasejad’ € Z talqued'|bed'|r. Assimd'|(bg+r),
ou seja, d'|a, logo d'|d, pois d = mdc(a,b).

Reciprocamente, suponhamos que d = mdc(b,r). Dai d|b e d|r, entdo d|(bg + r),

ou seja, d|a. Seja f € Z tal que fla e f|b, entdo f|(a — bq), isto é, f|r. Logo f|d’, pois
d’ = mdc(b,r). Donde concluimos que mdc(a,b) = mdc(b,r) 0

Teorema 5.6 Dados a,b € 7, Existe um inteiro positivo d, que é mdximo divisor comum de

aeb.

Demonstracdo. Considere a,b € Z. Notemos que caso, a|b ou a = 1, temos mdc(a,b) = |al,
assim podemos supor que 1 < a < b e que a nao divide b, logo pelo Algoritmo de Euclides
existem g1, r, tais que:

b=aq;+r;, com 0<r <a.

Daf surgem duas possibilidades:

rila.

Assim:

ri =mdc(a,ry) = mdc(a,b—qya) = mdc(a,b).

Ou entao:

r1  naodivide a.
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Aplicando o Algoritmo de Euclides em a e ry, desta maneira existem inteiros ¢, € rp, tais
que:

a=riqgy+r, com 0<nrn<r <a.

O que também nos dd duas possibilidades:

r2]r1.
Assim:
ry =mdc(ry,rp) =mdc(ry,a—qary) = mdce(r,a) = mde(b— q1a,a) = mdc(a,b).
Ou entdo:
ro ndo divide ry.

Aplicando novamente o Algortimo de Euclides. Portanto existem inteiros g3 € r3, tais que:
rn=ng+r, 0<nn<rn<r<a.

Mas, este procedimento nao € infinito, ja que pelo Principio da Boa Ordenacgao a sequéncia
a > ry > rp > r3... possui um menor elemento. Portanto, para algum n teremos que 7y |r;,—1,

pois em algum momento teremos que o resto € igual a zero, implicando em
mdc(a,b) = ry.

Ou seja, mostramos a existéncia do mdc(a,b).
Vamos mostrar a unicidade. Para tal, suponhamos que mdc(a,b) =d e mdc(a,b) =d'.
Notemos que tanto d, quanto d’ sdo divisores comuns de a € b, assim d|d’ e d'|d, e como d e

d’ sdo ambos positivos segue que d = d’. Provando assim a unicidade de mdc(a,b). O

Proposicao 5.7 (Identidade de Bezout). O mdximo divisor comum de dois inteiros a e b,
ndo nulos simultaneamente, se escreve como combinagdo linear de a e b, ou seja, existem

inteiros x e y tais que mdc(a,b) = ax+ by.

Demonstracao. Aplicando Proposicdo 5.4 (iii), sem perda de generalidade, podemos supor

que a > 0 e b > 0. Tomemos o conjunto
A ={ax+by, x,yeZ},

notamos facilmente que existem elementos estritamente positivos em A, ja que a € A, basta
tomarx=1ey=0eb € Atomemos x=0ey=1. Sejad o menor dos elementos positivos

de A. Mostraremos que d é 0 mdximo divisor comum entre a e b. E fato que d > 0. Como
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d € A, entdo existem xg,yo € Z, de maneira que d = axg + byg. Aplicando o algoritmo da

divisdo aos ndmeros a e d segue que:
a=dk+r 0<r<a.

Das duas dltimas igualdades tiramos a = (axg + by )k + r. Ou ainda podemos concluir que
r =a(l —kxo) +b(—yo)k. Portanto r € A. Sendo r positivo e levando em conta a escolha do
d a conclusdo é que r = 0. Dai ficamos com a = dk, o que mostra que d|a. A prova que d|b

é andloga. Para finalizar temos que se d’|a e d'|b, entdo, pelo fato de d = axg + by, d'|d. O

Para outra demonstracao da Identidade de Bezout usando o Principio da Casa dos

Pombos (PCP), o leitor pode consultar Lima [9] ou o Apéndice C.

Proposicio 5.8 Sejam os niimeros inteiros a,b,c,d,d' comd e d’ positivos. Se d =mdc(a,b)
ed =mdc(a,b,c), entdo d' = mdc(mdc(a,b),c) = mdc(d,c).

Demonstracio.Seja d’ = mdc(a,b,c) e d” =mdc(d,c), com d = mdc(a,b). Queremos mos-
trar que d'|d” e d"|d’. Dai, como d’ e d” sdo positivos por defini¢do, entdo d’ = d”

De d' = mdc(a,b,c) segue por definigdo, que d’|a e d'|b, e como d = mdc(a,b) entdo
d'|d, pelo fato de d’|c segue que d’'|d”, pois d” = mdc(d,c).

Por outro lado, d” = mdc(d, c) por defini¢do, d”|d e d”"|c. Agora como d = mdc(a,b),

por defini¢do d|a e d|b, dai segue que d” |a e d"|b, mas d”|c logo d” |d’, pois d' = mdc(a,b,¢).

Donde concluimos que d” = d’. O
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Capitulo 6
Equacoes Diofantinas

Neste capitulo definiremos as equagdes diofantinas lineares, mostraremos a condi¢do
para que existam solu¢des de uma equacdo diofantina linear e mostraremos como resolver
equacdes deste tipo fazendo uma aplicagdo do mdc, que por sua vez € uma aplica¢dao do

Algoritmo de Euclides, assim como pode ser visto em Hefez [6] e Hygino [7].

6.1 Equacoes Diofantinas Lineares

Uma equagdo diofantina linear ¢ uma equagao polinomial de primeiro grau em um
dado numero de varidveis cujos coeficientes sao nlimeros inteiros e suas solucdes sdo nime-

ros inteiros.

Exemplo 4 3x+7y=4, com x,y € 7Z: Uma Equacdo Diofantina Linear em duas varidveis.

6.2 Equacoes Diofantinas Lineares com Uma Incégnita

Uma Equagado Diofantina Linear com Uma Incégnita € uma equagdo polinomial do
primeiro grau com uma indeterminda. Se existe solugdo inteira para este tipo de Equacdo
Diofantina Linear, tal solu¢do € tnica. Assim, para ax = b, segue que, caso exista um valor

inteiro de x tal que esta sentenca seja verdadeira, ele € tinico.
Proposico 6.1 A equacdo ax = b, possui solugdo inteira se, e somente se, alb.

Demonstracao. Suponhamos que a|b. Logo existe k € Z, tal que ak = b. Consequentemente,
k € solucao inteira da equagdo ax = b.
Suponhamos que equagdo ax = b possui solugdo inteira, digamos m € Z, dai, am = b,

logo a|b.

35



Mostraremos que se a equagao ax = b possui solugdo ela € unica. De fato, suponhamos
que x e X’ sejam as solugdes da equacio. Logo ax = b = ax’, dai ax = ax’, podemos notar que
a # 0, pois ax € um polindmio do primeiro grau, logo pela lei do cancelamento em Z temos

que x = x'. O

6.3 Equacoes Diofantinas Lineares com Duas Variaveis

Uma Equagdo Diofantina Linear com duas variaveis € uma equacgdo do tipo:
ax+by =c,

na qual a,b,c € Z, ndo sendo a e b nulos simultaneamente. Diremos que uma das solugdes

de uma equacao deste tipo € um par (xg,yo) € Z X Z, tais que axg + byg = c.

Definicao 6.1 Chamaremos de xqo e yy uma solucdo particular da equacdo ax + by = c,
esta solucdo particular é um par de niimeros inteiros que torna a sentenca axo+ byy = ¢

verdadeira.

Proposicao 6.2 Dada uma equagdo diofantina linear ax + by = c, tal equacdo possui solu-

cdo se, e somente se, d|c, com d = mdc(a,b).

Demonstracdo. Suponhamos que a equagido ax + by = ¢ possua solugdo do tipo (xg,yo).
Vamos mostrar que d|c. Seja d = mdc(a,b), desta forma sabemos que, d|a e d|b. Logo
pela Proposicdo 5.2, d|(axp + byo), ou seja, d|c. Reciprocamente, suponhamos que d|c.
Logo existe k € Z, tal que ¢ = dk e como d = mdc(a,b) entdo, pela Identidade de Bezout,
existem os inteiros xo, o, tais que axg + byo = d. Logo, k(axy+ byg) = kd = ¢ implicando em
akxqy + bkyo = ¢, implicando, desta forma, que (kxg,kyo) € solu¢do da equagdo ax+ by = c.
O

Podemos perceber que se em uma Equacdo Diofantina Linear, mdc(a,b) divide c, a
equagdo ax + by = c¢ € equivalente a a;x + b;y = ¢;, com a; = §,b; = g,ci = 4, em que
mdc(a;,b;) = 1. Desta forma, encontrar solug¢@o para a equagdo ax + by = c € equivalente a

encontrar solugdo para a;x + b;y = c;.

Teorema 6.3 Se a Equagdo Diofantina Linear ax + by = ¢, possui uma solu¢do do tipo
(x0,Y0) € Z X Z, entdo possui infinitas solugées do tipo (x = xo + gt,y =yo—Gt) ELxZLe

t € Z, para cada valor arbitrdrio do pardmetro t, com d = mdc(a,b).

Demonstracdo. Sejam (xg,yp) uma solugdo particular e (xz,y;) uma solu¢do qualquer da

equacao ax + by = c. Segue que axy + byg = ¢ = ax; + byy. Assim, axg+ byy = axy + byy.
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Subtraindo axy de ambos os lados temos, byy = axy + by, — axy. Subtraindo by, de ambos

os lados da igualdade temos que

a(x = xo) = b(yo — y)-

Como dla e d|b, existem p,q € Z, tais que a = pd e b = qd, com mdc(p,q) = 1. Isto nos
diz que, p(x; —x9) = g(yo — yx). Percebemos entdo que p|q(yo — yx), como mdc(p,q) = 1
segue que p|(yo — yx), pois p e g sdo primos entre si, logo existe 7 € 7Z, tal que (yp — yx) = pt.
Notemos que (yo —yx) = pt = yr = yo — pt, mas p = 3, logo,

a

=yo——t.
Yk =Y0 d

Agora observemos que (yp —yx) = pt implica em, g(yo —yx) = gpt = p(xx — Xp), cance-
lando o fator p nos dois dltimos membros da igualdade temos, gt = (x; —xo) = x; = x0 + ¢t,
mas g = g, logo,

b
Xx :xo+3t.

Exemplo 5 Estudar a equagdo diofantina 2x+4y ="17.

Solugdo: Como mdc(2,4) =2 e 2 ndo divide 7. Assim a equagdo 2x + 4y = 7 ndo admite

solucdo inteira.
Exemplo 6 Analisar se existem solucoes inteiras da equacdo 12x+ 5y =17.

Solugdo: Notemos que mdc(12,5) = 1 e 1 divide 7. Para escrevermos 1 como combinagdo
linear de 12 e 5 podemos proceder da seguinte forma:
1=5-2-2=5-2(12-5-2)=5-2-12+4-5=(—-2)-12+5-5. Multiplicando a igualdade
(=2)-12+5-5=1 por 7 teremos:
7M(=2)-12+5-5]=7-(—14)-12435-5=17.

Concluimos entdo que (—14,35) é uma solugdo particular da equagdo 12x+ 5y = 7.
Desta forma as solucdes destas equacdes sao dadas por: x = —14 4 5¢, y = 35 — 12¢, com

teZ.

6.4 Equacoes Diofantinas Lineares com Trés Variaveis

Nesta se¢do trataremos de Equacdes Diofantinas Lineares com trés varidveis, ou seja,
trataremos das equagdes do tipo ax + by + cz = n onde a,b,c € Z, tais que a,b,c ndo sdo
ambos nulos. Inicialmente mostraremos que ax + by + cz = n, possui solugao inteira quando

mdc(a,b,c)|n.
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Proposicao 6.4 A equacdo diofantina linear ax + by + cz = n, possui solugdo se, e somente

se, d|n, com d = mdc(a,b,c).

Demonstracdo. Suponhamos que (xo, yo,z0) seja solucdo, isto é, axg+ by + czo = n. Sendo

d = mdc(a,b,c) entdo por defini¢io d|a, d|b e d|c. Logo d|axy+ byy+ czp = n.
Reciprocamente, se d|n com d = mdc(a,b,c). Pela identidade de Bezout, existem

inteiros r, s, tais que ar + bs+ ct = d. Agora como d|n, existe inteiro g tal que n = dq. Dali,

arq+ bsq + czq = n. Logo (rq,sq,tq) é uma solugdo da equagdo axo + byo + czo = n. a

Teorema 6.5 Se a Equagdo Diofantina Linear ax+ by + cz = n, possui solugdo, entdo ela
possui infinitas solugoes inteiras do tipo x = xo + gs, y=Y0— 38 z2=20—1t, coms,t €Z,
d =mdc(a,b), g = ax+ by, (xo,y0) solucdo da equagdo ax+ by = qo+ cty, (qo,z0) solugcdo

da equagdo q+ cz = n.

Demonstraciio. Chamaremos ax + by de g. Assim ax+by+cz =n equivale ag+cz=n. E
fato que ¢+ cz = n possui solugdo (go, z0) pois, mdc(1,c) = 1. A solugdo geral desta equagio
sera,

(go+ct, zo—1), com tE€EZ.
Logo temos,
g=qo+ct e q=ax+by.

Entdo ax+ by = qo + ct. Escolhendo ¢ € Z, digamos fy tal que d|qo + cto. Daf a equagio
ax—+ by = qo + cto possui solugdo, digamos (xg,yp). E portanto possui solu¢ao geral do tipo
(x0+ gs, yo — §5), com s € Z. Concluimos entdo que a solugdo geral da Equagao Diofantina

Linear ax 4 by 4 cz = n sera:

a
X = X +_S, = it 7 =7 —t,
0 d y=>XYo d 0

com s,t, € Z; g = ax+ by; (qo,z0) solugdes particulares da equagdo ¢ + cz = n; t( escolhido

de modo que d|qo + cty e (xp,y0) solugdo particular de ax + by = g, + cto. O

Exemplo 7 Resolver a equacdo diofantina linear x+ 10y + 25z = 99.

Solugéo: Chamaremos 10y + 5z, de Sp, com p € Z, assim x+ 5p = 99 como mdc(1,5) =1
temos que 1-6+5(—1) = 1. Multiplicando ambos os lados da igualdade por 99 teremos,
1-594 +5(—99) = 99. Portanto a solugéo geral da equacdo x+ 5p = 99 serd,

x=59445t;,p=—-99—t; com ¢t €Z.
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Temos a seguinte igualdade 10y 4 5z = Sp, dividindo ambos os lados desta igualdade
por 5, 2y+z = p. Pela Identidade de Bezout, temos que 2(1)+ 1(—1) = 1, multiplicando por
p ambos os lados da igualdade, 2(p) + 1(—p) = p, dai vemos que y=p+tez=—p—2t),
com t € Z. Substituindo o valor de p = —99 — | nestas igualdades, y = —99 —#; +1 e
z=—(-99—11) —2t =99 +1 —2¢t. Concluimos entdo que a solu¢do geral da equacdo
x+ 10y +25z =99 ser4,

x=594+45t;,y=—99—t1+t,2=994+t, —2t com ¢t,tj €Z.
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Capitulo 7
Congruéncias

Neste capitulo faremos um estudo sobre uma aritmética com restos da divisao Eucli-
diana por um nimero fixado. Definiremos equacdes de congruéncias € mostraremos como

resolver Equagdes Diofantinas Lineares usando congruéncias segundo a notacdo de Hefez

[6].

7.1 Congruéncia Modulo m

Definicao 7.1 Dados m,a,b € 7. Diremos que a e b sdo congruentes modulo m. Quando o

resto das divisoes Euclidianas de a e b por m forem os mesmos.

Denotaremos que a € congruente a b médulo m da seguinte forma:
a = b(modm).
A verificagdo de que dois nimeros sao ou ndo congruentes médulo m pode ser feita

usando a seguinte proposicao.
Proposicao 7.1 Considere a,b € 7. Temos a = b (mod m) se, e somente se, m|b — a.

Demonstracao. Suponhamos que a = b (mod m). Por deinicdo a = gm+re b =gy +r, com
0<r<megq,q €Z.Dai,b—a=(q; — q)m, ou seja, m|(b—a).

Reciprocamente, suponhamos que m|(b — a). Logo existe ¢ € Z tal que b —a = mgq.
Dai b = a+mgq(*). Sejam r e g o resto e o quociente da divisdo euclidiana de b por m,
isto €, b =mgq; + r(**) com 0 < r < m. De (x) e (x*) temos que a +mq = mq; + r entdo
a=m(q; —q)+r, com 0 < r < m. Portanto r também € o resto da divisdo euclidiana de a

por m. O
Proposicao 7.2 a = b (mod 1), para quaisquer a,b € 7.
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Demonstracao. x = 1-x-+0 para todo x € Z, ou seja, todo nimero inteiro quando dividido

por 1 deixa resto zero. O

Daqui em diante a congruéncia médulo m admitird apenas valores de m maiores que
1, pois pela Proposi¢do 7.2, o caso m = 1 € trivial. A proxima proposi¢do afirma que a
relac@o de congruéncia médulo m € reflexiva, simétrica e transitiva, portanto uma relacio de

equivaléncia em Z.

Proposicao 7.3 Dados m,a,b € N tais que m > 1. Sdo verdadeiras as sentengas:
i)a=a(modm);

ii) Se a = b (mod m), entdo b = a (mod m);

iii) Se a=b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m).

Demonstracdo. i) E trivial j& que m|a — a.

ii) Notemos que se m|a — b, entdo m| — (—b +a), ou seja, m|b — a, assim b = a (mod m).

iiit) Como m|b —a e m|c — b, é fato que, m|(c —b) + (b —a), isto é, m|c —a e desta forma,
a = c¢ (mod m). O
7.2 Compatibilidade com a Adi¢ao e a Multiplicacao

A relacd@o de congruéncia € compativel com a adigdo.

Proposicao 7.4 Dados os niimeros inteiros a,b,c,d,m, comm > 1. Sea=b (modm)ec=d

(mod m), entdo a+c = b+d (mod m).

Demonstracdo. Como a = b (mod m) e ¢ = d (mod m). Segue que, m|a—b e m|c —d. Basta
observar que m|(a—b) + (¢ —d), isto é, m|(a+c¢) — (b+d), logo a+c =b+d (mod m). O
A relacdo de congruéncia médulo m também € compativel com a operacao de multiplicac@o.
Proposicao 7.5 Dados os niimeros inteiros a,b,c,d,m, com m > 1.

Se a=b (modm) e c =d (mod m), entdo ac = bd (mod m).

Demonstracdo. Mostraremos que m|(bd — ac). Notemos que bd = d(b —a) + a(d — ¢).
Como por hipétese m|(b—a) e m|(d — ¢), temos que m|d(b—a) 4+ a(d — c), portanto podemos

concluir que d|(bd — ac). O
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7.3 Classes de Congruéncias

Definicao 7.2 Dados os niimeros inteiros a,b,m, com m > 1. seja a relacdo ~ definida em
Z, como:

a~b<a=b(modm).

A Proposicdo 7.3, nos garante que ~ € uma relacao de equivaléncia em Z.

Definicao 7.3 Dados os inteiros a e m, comm > 1. A classe de congruéncia de a modulo m,

serd denotada |a).
[a] = {x€Z; x=a(modm)};
[a] = {x€Z;x=a+mq,comqel},
[a] = {..,—2m+a,—m+a,a,m+a,2m+a,..}.
Assim, fixando um inteiro a, pelo Algoritmo da Divisdo Euclidana, existe um tnico inteiro

r, tal que 0 < r < m. Logo temos a = r (mod m). O conjunto quociente Z/,,, serd denotado

daqui em diante simplesmente por Z,,,.

7.4 Sistema Completo de Residuos

Podemos perceber que se x € Z, x serd congruente médulo m ao seu resto na divisdo
euclidiana de x por m, isto €, x serd congruente médulo m a um dos ndmeros da sequéncia
{0,1,2,3,...,m—1}. Além disso nenhum par destes niimeros sdo congruentes médulo .

O conjunto quociente Z,,, com m > 1, terd os seguintes elementos ou classes de con-

gruéncia médulo m:

1] ={x€Z;x=1(modm)}
2] ={x € Z;x=2(modm)}
[3] ={x € Z;x=3(modm)}
)

[4] ={x € Z;x=4(modm)}

m—1]={x€Z;x=m—1(modm)}

Desta forma diremos que um Sistema Completo de Residuos moédulo m serd o conjunto

[y] = {x € Z;x = y(modm)}
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Definicao 7.4 Dado um conjunto de inteiros {ao, ai, az, as, ..., am—1 }, diremos que tal con-

Junto é um Sistema Completo de Residuos (SCR), se, e somente se, a, = r(mod m).

Exemplo 8 O conjunto F = {0,1,2,3,4} é um Sistema Completo de Residuos méodulo 5,

pois, os restos possiveis na divisdo por cinco sdo 0, 1, 2, 3 e 4.

Definiremos as operacdes de adi¢ao e multiplicagdo em Z,, da seguinte forma:
Definicdo 7.5 Dados [a], D] € Zy, temos, [a] + [b] = [a+ b]

Para que a adicdo esteja bem definida precisamos mostrar que nao importa quais sejam
os representantes a e b das classes [a] e [b] escolhidas, o resultado de [a] + [b] serd a classe
de equivaléncia [a + b]. Isto ocorre pela Proposi¢do 7.4, se a = d’ (mod m) e b = b’ (mod m),

entdo (a+b) = (d’ +b') (mod m).

7.5 Propriedades da Adicao em Z,,

Usaremos as notagdes x,y,z para representar as classes [x],[y],[z] € Z, respectiva-
mente. Para as quais valem as seguintes propriedades:
i) Associatividade (x+y) +z=x+ (y+2);
i1) Comutatividade x +y =y + x;
iii) Existéncia de um elemento neutro x +0 =0+ x = x;

iv) Existéncia de um elemento simétrico x+ (—x) = (—x) +x=0.
Definicdo 7.6 Dados [a], D] € Zy, temos, [a] - [b] = [a- b]

De modo anédlogo do comentério da adi¢ao , usando o que a Proposi¢@o 7.5, mostra-se

que a multiplicacdo estd bem definida.

7.6 Propriedades da Multiplicao em Z,,

Para quaisquer x,y,z € Z,, valem as seguintes propriedades:
i) Associatividade (x-y)-z=x-(y-2);
ii) Comutatividade x-y =y -x ;
iii) Existéncia de um elemento neutro x- 1 =1-x = x;

iv) Distributividade x- (y+2z) =x-y+x-z

Um conjunto que possui as operacdes de adi¢do e multiplicagdo definidas como acima
e gozando destas propriedades pode ser chamado de anel, assim Z,, € um anel das classes

residuais médulo m.
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7.7 Tabelas de Adicao e Multiplicacao em Z,,

Considerandoo conjunto Z,, do conjunto Z, para facilitar o calculo de operagdes, po-
demos construir tabelas de adicdo e multiplicagcdo. Como podem ser visto na Fig. 7.1 e Fig.
7.2.

Exemplo 9 Tabelas de adi¢do e multiplicagdo em Zg.

+ | [01| 11| [2]] [31 | [41] [5] x [ [0] | ]| 21 B3] | [#] | [5]
(o] [o] [ (11| [2]|[3]| [41| [51] |[o]|[O] [0} [o]|[0]| [0]][O]
(10T 21) 31 41| (ST [01) | 0| [OT | (A1 [21 | [3] | [#1] 5]
21|21 |[3]) (41| [5T| [OT| [11] |[21|[OT|[2]|[4]|[0o]| [2]][4]
BB 511 (1| [21] |31 [0T|[3]| [0 [3]| [0]] [3]
[41 [ [41|[51) [o] | ]| [21| [31] |[41|[OT|[41|[21|[0]| [41][2]
(51| [5T|[01) 11| [2] | [31| [41] | (51| [OT (51| [41| 3] [2]][1]

Figura 7.1: Tabelas de adi¢dao e multiplicagdo médulos 6.

Exemplo 10 Tabelas de adicdo e multiplicacdo Zs.

+ | [o] | a1 | [21 | [3] | [41 || x | Dol | [21 | [2] | [3] | [4]
(o] | Co] | [1] | [2] | [3] | [41 || [0l | [o] | [0] | [O] | [01 | [O]
(1) [l | [21 | [31 | [a] | [o] || [21 | [o1 | [a1 | [2] | [3] | [4]
[21 | [2] | [3] | [a1 | [0] | [2] || [21 | [01 | [2] | [4] | [2] | [3]
31| [31 | [41 | [o] | [] | [2] || [31 | [o1 | [3] | [21 | [4] | [2]
(4] | [4] | [o] | [21 | [2] | [3] || [41 | [o1 | [4] | [3] | [2] | 1]

Figura 7.2: Tabelas de adi¢do e multiplicagdo mddulos 5.

Na tabela de multiplicacdo médulo 6, Fig. 7.1, notemos que os Unicos elementos que
possuem inverso multiplicativo sdo, [1]-[1] = [1] e [5] - [5] = [1], ou seja, existem apenas dois
inversos multiplicativos. Mas na tabela de multiplicacdo mddulo 5, Fig. 7.2, temos que cada

elemento possui um inverso multiplicativo

7.8 Congruéncias Lineares

Nesta se¢do faremos um estudo sobre congruéncias do tipo ax = ¢ (mod b), com o
objetivo de resolver uma Equagdo Diofantina Linear do tipo ax + by = ¢, usando este tipo de

congruéncia.
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Teorema 7.6 Dados a,c € Z, e b,m € N, com m > 1 tais que b ndo divide a. A congruéncia
linear ax = ¢ (mod b), possui solucdo inteira se, e somente se d|c, com d = mdc(a,b), além
disso a solugdo geral desta congruéncia é x = xo+ %t, comt € 7 e xy uma solugdo particular
de ax = ¢ (mod b).

Demonstracdo. Pela definicao de congruéncia temos que ax = ¢ mod b, se b|ax — ¢, ou seja,

existe y € Z , tal que ax — c = by. Desta forma, teremos ax — by = ¢ e pela Proposicao 6.2,

segue que existem solugdes para tal equagio se, e somente se d|c, com d = mdc(a,b) sendo

tais solugdes: {x = xo + gt ,y=ty—4Gt},comt € Z. O

Proposicao 7.7 Dados a,m € Z, com m > 1. Entdo existe b € 7. com ab =1 (mod m) se, e

somente se, mdc(a,m) = 1.

Demonstracao. ab =1 (mod m), admite solucdo na varivdel b se, e somente se, existem
b,k € Z, tais que ab — 1 = mk, assim ab —mk = 1 que admite solu¢do se, e somente se,
d = mdc(a,m)|1. desse modo temos d = 1. Reciprocamente mdc(a,m) = 1 implica que
existem b,k € 7Z, tais que ab —mk = 1, dai ab — 1 = mk, ou seja, m|(ab— 1), isto é, ab = 1
(mod m). O

7.9 Resolvendo Equacoes Diofantinas Lineares Utilizando

Congruéncias Lineares

Para resolvermos uma Equacao Diofantina Linear do tipo ax-+ by = ¢ podemos escrevé-
la como uma congruéncia do tipo ax = ¢ (mod b). Portanto, resolver a equacdo ax+ by = ¢
equivale a resolver a congruéncia ax = ¢ (mod b), ou seja, encontrar a classe de equivaléncia

[x] tal que a - x = ¢ (mod b).
Exemplo 11 Vamos resolver a Equagdo Diofantina Linear 5x + Ty = 50.

Solu¢do: Usando o médulo 5, teremos 7 -y = 50 (mod 5), como 7 =2 (mod 5) e 50 =0
(mod 5) segue que, 2-y =0 (mod 5). Percebemos desta forma que, 5/(2y — 0), portanto,
5|y, ou seja, existe t € Z, tal que y = 5¢. Substituindo na equagdo 5x + 7y = 50, temos
5x+7(5t) =50, isto é, 5x+35¢ = 50. Isolando o x chegamos na seguinte solu¢do x = 10— 7¢.
Logo a solugdo geral dessa equacao serda x = 10 —7¢,y = 5¢, comt € Z.

Caso seja mais conveniente, podemos, sem perda de generalidade, usar o médulo 7,
desta forma, 5-x = 50 (mod 7), como 5 =5 (mod 7) ¢ 50 =1 (mod 7) temos,

5-x=1 (mod 7). Percebemos que a classe [x] € elemento inverso da classe [5]. Desta forma,
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x =3 (mod 7). Concluimos entdo que 7|x — 3, ou seja, existe ¢ inteiro, tal que x — 3 = 7¢ impli-
cando em x = 7r+ 3. Substituindo em 5x+ 7y = 50, temos 5(7¢ +3) + 7y = 50, logo isolando
0y chegamos em y = 5 — 5¢. Logo a solucdo geral dessa equagdo serd x =7t + 3,y =5 — 5¢,

com? € Z.
Exemplo 12 Resolver a Equacdo Diofantina Linear 12x + 5y = 1.

Solugdo: Usando o médulo 5, temos que 12-x =7 (mod 5). Isto é, 2-x =2 (mod 5).
Percebemos usando a tabela de multiplicagdo médulo 5 Fig. 7.2, que a classe que devemos
multiplicar pela classe [2] para obter a classe [2] € a classe [1], assim, x = 1 (mod 5). Desta
maneira, teremos que, 5|(x — 1) o que nos diz que existe 7 € Z, tal que 5t = x — 1, implicando
em x = 5t + 1. Substituindo o valor de x em 12x+ 5y =7 segue 12(5¢ + 1) + 5y = 7, portanto
y = —1+12t. Logo a solucdo geral dessa equacdo sera x =5+ 1,y = —1412¢t,comt € Z.
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Capitulo 8

Aplicacao

8.1 Usando Equacoes Diofantinas Lineares Como Ferra-

menta no Balanceamento de Equac¢oes Quimicas

Uma equacdo quimica € uma forma simbolica de representar abreviadamente uma rea-
¢do ou um fendmeno quimico, por exemplo, na reacao de decomposi¢do da amonia, na qual

ocorre a formacgado de dioxido de nitrogénio e a liberacdo de dgua.
NH4sNO3; — N,O+ H,0

Nesta representacdo, as substancias que aparecem no primeiro membro (antes da seta)
sdo chamadas de reagentes e as substincias que aparecem no segundo membro (depois da
seta) sao chamadas de produtos, Feltre [4].

A estequiometria € o ramo da quimica que estuda as quantidades envolvidas de cada
substancia em uma equagdo quimica. Em cdlculos estequiométricos calculamos as quan-
tidades mensuréveis de reagentes e de produtos envolvidos em uma reacdo quimica. Tais
calculos estequiométricos baseiam-se em trés leis que definem as reagdes quimicas, como
pode ser visto em Peruzzo [12].

A primeira delas, € a lei de conservacdo das massas, proposta pelo Francés Antoine
Laurent Lavoisier,! a qual afirma que a soma das massas de todos os reagentes de uma
equacgdo quimica € igual a soma das massas de todos os produtos.

A segunda, € a lei das proporc¢des definidas, que diz que as massas dos produtos de
uma reacao quimica se relacionam de forma proporcional com as massas dos reagentes desta

mesma reagdo. Assim caso tenhamos 10 gramas de uma substincia A reagindo com 12

'Um quimico que fora eleito, aos 25 anos, membro da Academia Real de Ciéncias da Franga e que viveu
até os 51 anos de idade quando fora guilhotinado em praca publica. Acusado por peculato durante a Revolucdo

Francesa
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gramas de uma substancia B para formar 22 gramas de uma substancia C, entdo 5 gramas da
substancia A reagem com 6 gramas da substancia B para formar 11 gramas da substancia C.
A terceira, € a lei da proporc¢do atdmica, que afirma que os coeficientes estequiométri-
cos sdo proporcionais a quantidade de 4tomos em cada molécula tanto nos reagentes quanto
nos produtos de uma reagdo quimica. Assim, por exemplo, sdo necessdrias trés moléculas de
uma substancia que possui dois &tomos de um elemento quimico, para formar duas molécu-
las de uma substancia que possui dois d&tomos do mesmo elemento, como por exemplo, trés
moléculas do gés oxigénio (O;) reagindo para formar duas moléculas do gés ozonio (03).
As quantidades de moléculas de cada substancia envolvida em uma equacdo quimica
sdo representadas por um nimero chamado de coeficiente estequiométrico ou simplesmente
coeficiente. Dizemos que uma equacio quimica estd balanceada quando a quantidade total de
atomos de cada elemento em seus primeiro e segundo membros € igual, contudo precisamos
que os coeficientes estequiométricos sejam os menores nimeros inteiros positivos possiveis.
Para balancear uma equagdo quimica podemos utilizar o método chamado de método
algébrico, que consiste em representar as equacdes quimicas por um conjunto de equacgdes,

onde as varidveis sdo os coeficientes estequiométricos.
Exemplo 13 Balancear a seguinte equacdo quimica:
NH;NO3 — N>O + H»O.
Solugdo: Podemos chamar os coeficientes estequiométricos de x,y, € z. Assim teremos:
xNH4NO3z — yN,O + zH,O.

Usando o método algébrico e baseando-nos na lei da propor¢ao atdmica, devemos igualar a
quantidade de atomos de cada elemento. Assim, 2x = 2y, balanceando os 4tomos de nitro-
génio, 4x = 2z, balanceando os dtomos de hidrogénio e 3x = y + z, balanceando os dtomos
de oxigénio. Resolvendo este sistema de equagdes, que é possivel e indeterminado, temos
2x —z =0, ou seja, balancear esta equagcao quimica equivale a encontrar as menores solu-
coes inteiras positivas da equacao diofantina 2x — z = 0. E tal equacdo possui solucdo ji que
mdc(2,—1) =mdc(2,1) =1 e 1|0, portanto, uma solugdo é x =1 e z =2, de modo que y = 1.

E a equacdo balanceada é:

NH;NO3; — N,O+2H,0.

Exemplo 14 Balancear a equacdo que representa a rea¢do de combustdo que estd relacio-

nada a queima do dlcool.
C HgO+ 0y, — COy2 + HyO.

48



Solugdo: Inicialmente chamemos os coeficientes de x,y, z, w respectivamente. Assim:

xCrHgO +y0y — zCO> +wH5 0.

Usando o método algébrico, temos,
e 2x = z (balanceando o carbono);
e 6x = 2w (balanceando o hidrogénio);
e x+ 2y =2z-+w (balanceando o oxigénio).

Encontramos um sistema de equagdes possivel e indeterminado, resolvendo este sis-
tema temos como solucdo a equacdo diofantina linear 6x — 2y = 0, o que € equivalente a
equacdo 3x —y = 0. Esta equacdo possui solucdo, pois mdc(3,—1) =mdc(3,1) =1 e, além
disso, 1]0. Portanto balancear a equagdo quimica equivale a encontrar os menores nimeros
inteiros positivos que sao as solu¢des da equacdo diofantina 3x —y = 0. Tais niimeros inteiros

siox =1ey=3,dai z=2e w = 3. Logo a equacdo balanceada é:

C,HgO +30, — 2C0O,+3H,0.
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Capitulo 9
Consideracoes Finais

Atualmente o ensino de matemética em escolas da educacio béscia tem sido caracte-
rizado como “bicho papao” pelos alunos, pois muitas vezes ndo € estabelecida uma relagcdo
entre o conhecimento trabalhado em sala de aula e a realidade vivida por eles, tornando o
conhecimento matematico meramente abstrato e, portanto, dificilmente alcangével.

Pensando nesse tipo de situagdo, foi buscado neste trabalho uma proposta de estudo
que teve como foco aplicar o Algoritmo de Euclides como ferramenta no calculo do Mé-
ximo Divisor Comum, e aplicamos o MDC na resolu¢dao de Equacdes Diofantinas Linea-
res. Mostramos uma aplica¢do destas equagdes no balanceamento de equacdes quimicas.
Para que o conteudo trabalhado pudesse ser visto pelos alunos como uma ferramenta util
na resolucdo de problemas, em outra drea do conhecimento, como sugerem as Orientacdes
Curriculares para o Ensino Médio [2], pagina 7, quando propde que a organizagdo curricular
deve ocorrer com “integracdo e articulacdo dos conhecimentos em processo permanente de
interdisciplinaridade e contextualizacdo”. Sendo assim buscamos fazer com que o conheci-
mento matemdtico pudesse ser encarado pelos alunos como algo que tem sentido, pois eles
conseguem, com essa relacdo contextualiza¢do perceber seu significado.

Para fundamentar nosso trabalho fizemos uma abordagem histérica. Logo depois tra-
balhamos a construcdo do conjunto dos nimeros naturais baseados nos quatro axiomas de
Peano. Em seguida, usando uma relagdo de equivaléncia construimos o conjunto dos nime-
ros inteiros. Fizemos, também, a abordagem de algumas propriedades aritméticas relativas a
nimeros inteiros, dentre as quais o conhecido Algoritmo de Euclides, calculamos Maximo
Divisor Comum como uma aplicacido do Algoritmo Euclidiano, chegando a um importante
resultado usado como base nas resolu¢des de Equacdes Diofantinas Lineares. Dai sugerimos
caminhos para resolucio de Equacdes Diofantinas Lineares com duas varidveis. Por fim, foi
feita uma aplicacao do contetido na disciplina de Quimica visando, simplificar o processo de

balanceamento de uma equacao quimica.
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Desta maneira, chegamos a conclusao de que o Algoritmo de Euclides tanto pode servir
como ferramenta para o cdlculo do Médximo Divisor Comum de ndmeros inteiros, como
também tem consequéncias tedricas muito importantes que podem ser exploradas de muitas
formas, tais como, buscando alcangcar uma contextualiza¢do em outra drea do conhecimento
que ajude a dar sentido no porqué estudar este conteido, e assim motive os alunos.

Finalizamos dizendo que este trabalho pode ser utilizado por professores de Matema-
tica e Quimica do Ensino bésico, com a inten¢do de atingir seus objetivos, mesmo sabendo
que as relagdes interdisciplinares e contextuais entre o conteido estudado e outras adreas
do conhecimento, ainda podem ser abordadas de outras maneiras, usando outros procedi-
mentos. Desejamos, também, que surjam novas propostas de abordagens para tal tema, e
que trabalhos posteriores nos completem e nos superem. Buscamos com este Trabalho de
Conclusdo de Curso dar uma pequena contribui¢cdo para melhorar a qualidade da educagao
basica, no que se refere a dire¢do de interdisciplinaridade, tornando o ensino de matemética

um processo significativo.
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Apéndice A

Solucao para o Problema do Epitafio de

Diofanto

No Capitulo 2 falamos sobre o problema escrito na ldpide do timulo de Diofanto, que
diz que:

“Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte de sua vida, e somando uma duo-
décima parte a isso cobriu-les a face de penugem. Ele acendeu a lampada nupcial apés uma
sétima parte, e cinco anos apds seu casamento, concedeu-lhe um filho. Ai! Infeliz crianca
tardia; depois de chegar a metade da vida de seu pai, o destino frio o levou. Depois de se
consolar de sua dor durante quatro anos com a ciéncia dos niimeros ele terminou sua vida”.

Solucao: Seja x a quantidade de anos que Diofanto viveu, temos pelo enunciado do
problema temos:

445+l 44=x
6 12 7 2
Tirando o minimo multiplo comum dos denominadores:

l4x 7x 12x 420 42x 336
Q—FQ‘FQ‘FQ—FQ#—Q—L
Escrevendo como uma fracao de denominador comum:
14x+7x+ 12x+420 +42x+ 336
84 B
Multiplicando ambos os lados da igualdade por 84:

X.

14x+T7x+ 12x+420+42x + 336 = 84x.

Somando:
T5x+ 756 = 84x.

Subtraindo 75x de ambos os lados da igualdade:
84x —75x =756 = 9x = 756.

Dai segue que x = 84, Ou seja, Diofanto viveu por 84 anos.
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Apéndice B
O numero Zero

Ao falarmos de ndmeros naturais incluimos o zero como o primeiro deles, mesmo
tendo levado em consideracdo que a descoberta do nimero zero aconteceu algum tempo
depois da invencao dos outros ndmeros naturais e se deu por conta da necessidade de notar
a ndo existéncia de algarismos em uma ordem posicional. Alguns historiadores remetem a
inven¢do do zero aos hindus, porém em alguns documentos babildonicos podemos encontrar
evidéncias de que os babilonicos tinham o cuidado de deixar uma das ordens de seu sistema
de numeracdo em branco para representar que naquela ordem ndo havia uma quantidade
numero a ser representado, Ifrah [8].

E natural que se associemos a histéria dos nimeros 2 necessidade de contagem, mas
este tipo de relagdo ndo passa seguranca alguma pela imprecisdo nas fontes das civilizagdes
muito antigas. Os primeiros registros escritos foram encontrados na regido da Baixa Meso-
potamia sobre uma forma de escrita chamada cuneiforme, que se baseava em prensar uma
cunha sobre tabletes de argila e depois cozinhé-los, tal escrita deve ter sido motivada para
ajudar a organizar socialmente o povo Babil6nio.

Os registros eram usados quase sempre para representar operacdes administrativas e
neles existia um complexo sistema de controle. Em tal sistema os nimeros ndo represen-
tavam relacdes diretas com quantidades eles, na verdade, dependiam do que estava sendo
contado. Acredita-se que o povo Babilonio agrupava os objetos contados em grupos de 10,
60, 600 ou 3600.

O sistema de numeracdo Mesopotamico era um sistema posicional. Por exemplo, o
simbolo em forma de cunha servia para 1, 60 e 3600 seu valor dependia da posi¢do na
qual o simbolo aparecia. Temos em nosso sistema de numeracdo, um exemplo bastante
semelhante, no qual o simbolo 1 também serve para representar os nimeros 10 e 100. O
sistema sexagesimal posicional, usado no periodo babildnio, surgiu da padronizacdo deste

sistema numérico, antes do final do terceiro milénio.
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Neste sistema eram usados 60 simbolos que podiam ser combinados para representar
qualquer ndmero. Ainda que o conceito de zero ndo estivesse plenamente desenvolvido,
era representado em muitas das tdbuas babilOnicas apenas como um espaco entre grupos de

simbolos quando uma poténcia particular de 60 nio era necessaria.

n L7 | 2 LT |3 <&V |o &7 |50 L7

2 €T | 22 &IV |52 €TV |22 LIV |52 &KV
5 <IN |32 TP | VT |, omy
149 LG | 20 | 39 LT | aa _&'v = _&?
1S -{W 25 -CE(W- 35 -@(W 45 .&W -;.5&:?‘
o PR | 20 <CFY | 2o <K | = KT o CFFF
7 CFF | 2 |7 < (FF | X - L
18 -(W 28 -«W 38 "'('«W qﬂ.é’-#
19 {ﬁ 29 -ﬁ(ﬁ 39 -c(:ﬁ(ﬁ .;g_é'w - “&W
20 < 10 ] 40 _.é’ 50 _é: 59&%

-]

Aﬂﬁﬁéﬂqqqﬂ

=]

Figura B.1: Simbolos do sistema de numeracio sexagesimal Babil6nico. [8].

Nas tdbuas babilonicas produzidas nos dltimos trés séculos a.C. usava-se um simbolo
para indicar a auséncia de uma poténcia, mas isto sé ocorria no interior de um grupo numé-
rico nunca no final. Os gregos usaram o sistema sexagesimal babilonico para desenvolver
suas tabelas astronOmicas. As tabelas de Ptolomeu no Almagesto ! incluem o simbolo 0
para indicar a auséncia de uma ordem posicional.

Acredita-se que o primeiro a usar um simbolo para representar o zero em um sistema
de valor relativo foi o povo maia. Dentre os povos pré-colombianos foi a cultura que mais
influenciou as outras, influéncia essa, que pode ser comparada com a influéncia da cultura
grega sobre outros povos europeus. Alguns historiadores creditam ao povo maia muitas
invengdes, como por exemplo, a de um calenddrio bem mais preciso até que o nosso propio
calendério gregoriano. Na matemadtica, os maias sdo apontados como criadores do sistema
posicional e inventores do nimero zero.

No manuscrito conhecido como Codex de Dresden eles revelam a existéncia de um
sistema de numeragdo de base vinte, no qual figurava um simbolo equivalente ao nosso zero
e a posi¢ao de cada simbolo determina seu valor.

Os maias usavam um conjunto de dezenove simbolos para representar os primeiros

dezenove nimeros e os combinavam como na Fig. B.2, para representar nimeros maiores.

'Um tratado de astronomia escrito no século II pelo astronomo Claudio Ptolomeu astrdnomo e matematico

que viveu na cidade de Alexandria (150 d.C.)
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Figura B.2: Simbolos do sistema de numeracdo maia. [8].

Escreviam uma nova coluna vertical sobre a ordem das unidades, tal coluna represen-

tava as vitenas do niimero, assim 42 = (2-20+ 2) era representado como segue na Fig.B.3:

Figura B.3: Numero 42 no sistema de numera¢do maia. [8].

Curiosamente, a proxima ordem ndo representava uma ordem vinte vezes maior que
a ordem anterior, para os sdbios maias a préxima ordem equivalia aos multiplos de 360,
criando uma irregularidade no sistema de numerag¢ao maia, mas as ordens seguintes voltavam
a ser vinte vezes maiores que as ordens anteriores.

A ideia de sistema posicional surge, pelo fato de que cada simbolo precisa estar em
sua posicao para representar de forma tnica o ndmero desejado. Para garantir essa fixa¢ao
na posicdo os maias iventaram o zero. Que era representado por simbolos que pareciam

conchas, como pode ser visto na Fig.B.4.
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Figura B.4: Diferentess formas de representar o zero pelos maias. [8].

O simbolo maia do zero era usado para indicar a auséncia de quaisquer unidades das
varias ordens. Tal sistema foi muito mais usado na produgao de calendarios ou para registrar
o tempo do que com o objetivo de realizar algum tipo de operacao matematica. Infelizmente
tais invencdes ndo chegaram ao ocidente, que teve que esperar até a idade média para que os

arabes trouxessem esse conceito aprendidos com os sdbios da India.
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Apéndice C

Outra Demonstracao para a Identidade

de Bezout

Comecemos esta se¢do falando sobre o principio da casa dos pombos (PCP), como
pode ser visto em Oliveira [11]. Tal principio serd uma ferramenta de grande utilidade na
demonstracdo da Identidade de Bezout. O (PCP), nos diz que se tivermos um nimero de

pombos maior que o nimero de casas alguma dessas casas receberd mais de um pombo.

Proposicao C.1 Se tivermos N casas e N + 1 pombos, pelo menos uma casa receberd mais

de um pombo.

Demonstracao. O nimero médio de pombos em cada casa neste caso serd, NT“ Como
1% > 1 segue que alguma casa receberd um nimero de pombos maior que 1. a

Proposicao C.2 O mdximo divisor comum de inteiros a e b, ndo nulos simultaneamente, se
escreve como combinagdo linear de a e b,ou seja, mdc(a,b) = ax + by para alguns inteiros

xey.

Demonstracdo. Caso mdc(a,b) = 1, temos ax + by = 1, caso contrdrio podemos tomar
a=%eB= %, tais que ax+ By = 1, ou seja, Gx + gy =1.

Dai podemos supor sem perda de generalidade que ax+ by = 1. Considerando entdo a
sequéncia {a,2a,3a,...,ba} podemos concluir que algum dos termos desta sequéncia deixa
resto 1, quando dividido por b, ou seja, b|lax — 1. Suponhamos por absurdo que nenhum
desses termos deixasse resto 1 ao ser dividido por b, teriamos b nimeros deixando b — 1
restos diferentes quando divididos por b, nesta sequéncia.

Assim, digamos que ma e na com b > m > n > 1, devem segundo o (PCP) deixar o

mesmo resto quando divididos por b. Como mdc(a,b) = 1, segue que b|lm —n, mas b > m
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implica que b > m —n o que € um absurdo. Portanto realmente existe um termo da sequéncia
{a,2a,3a,...,ba}, que deixa resto 1, quando dividido por . Chamando este termo de ax

temos blax — 1, isto é, ax — 1 = by. O
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