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Resumo

Neste Ensaio Teorico iremos abordar alguns teoremas e problemas ligados a proprieda-
des de pontos notaveis do triangulo sempre com o objetivo de apresentar resultados que
possam vir a ser utilizados por alunos de Ensino Médio como ferramentas para solugao
de problemas em Olimpiadas de Matemaética . Para isto iremos citar alguns postulados
de Euclides, iremos definir os “classicos” pontos notaveis do triangulo, acompanhados
de algumas de suas propriedades, para finalmente demonstrar e aplicar Teoremas como
o de Erdos Mordell , Ceva, Menelaus, e finalmente os Teoremas de Morley e de Miquel.
Iremos também neste trabalho citar e resolver dois problemas de solucao nao trivial
como o problema de Fagnano e o Problema de Fermat, por apresentarem em sua solu-
cao belissimas conclusoes que também podem ser utilizadas em solucoes de problemas

olimpicos.

Palavras-chave: Pontos notaveis, Olimpiadas de Matematica, Teoremas, Problemas.



Abstract

In this Theoretical essay we will consider some theorems and problems related to
properties notables points in triangle always aiming to deliver results that may be
used by high school students as tools for problem solving in Mathematics Olympiads.
For this we will cite some postulates of Euclid, we define the “classic” notable points of
the triangle, accompanied by some of its properties, to finally demonstrate and apply
theorems such as Erdos Mordell, Ceva, Menelaus, and finally the Morley and Miquel
theorems. We will also cite this work and solve two problems of non-trivial solution to
the problem of Fagnano and Fermat Problem, by presenting its solution in stunning

conclusions that can also be used in solutions for Olympic problems.

Keywords: Notable Points, Math Olympics, Theorems, Problems.
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Introducao

O Homem que ao longo da sua evolucao sentiu necessidade na sua vida pratica de tornar
rigidas e seguras algumas das suas construcoes. Por exemplo, nos tempos primitivos
da civilizacao Grega, foi usado pelos gregos o triangulo de descarga. O triangulo de
descarga era uma construcao que permitia descarregar as pressoes exercidas por grandes
pesos que se encontravam por cima das portas dos timulos e dos portais das cidadelas.
Devido ao peso, as portas podiam abater, mas com o triangulo, esse peso era suportado

por postes laterais que eram macicos.

No principio da Idade Média, apareceu no Mediterraneo, uma vela triangular, alinhada
com o eixo longitudinal do casco da embarcagao, contrariando a até entao utilizada,
que era perpendicular ao mesmo eixo e de configuracio quadrada. Arabes, Indianos e
Indonésios, sao apontados como os precursores de tal sistema, que permite a embar-
cacao navegar contra o vento a uns 50 ou 60 graus. Ja os Portugueses introduziram

grandes melhoramentos e nasceu a Caravela Portuguesa.

Na atualidade, sao muitas as situacoes em que se recorre a robustez do tridngulo.
Os engenheiros usam frequentemente formas triangulares nas suas construgoes, para

torna-las mais seguras.

Podemos visualizar alguns exemplos:

Na cobertura de estadios Nas pontes de ferro

M
TR 8
e b

A AT
"'515.5'@

Ponte D. Luis, no Porto.

Estadio do Dragao, no Porto.

Neste trabalho, vamos analisar nos capitulos iniciais alguns conceitos primitivos e a

proposicao intitulada de Pons Asinorum. Iremos também, no primeiro capitulo, nos



referir as proposicoes de Euclides devido ao niimero de vezes que elas foram e tém sido
utilizadas em todo o mundo por mais de dois mil anos. Em seguida dedicaremos um
capitulo ao Teorema de Erdés-Mordel com uma aplicacao num problema de Olimpiada
de Matematica, os capitulos seguintes irao abordar propriedades importantes sobre os
pontos notaveis de um triangulo, seguido de um capitulo que apresenta e soluciona
os problemas de Fagnano e Fermat , finalmente os capitulos finais irao abordar os
teoremas de Morley, Ceva, Menelaus e Miquel, suas demonstracoes e aplicacoes em

problemas classicos presentes em Olimpiadas de Matematica do Ensino Médio.



1 EUCLIDES

Euclides (330 a.C. — 260 a.C.) foi um dos primeiros gedmetras e é reconhecido como
um dos matematicos mais importantes da Grécia Classica e de todos os tempos. Muito
pouco se sabe da sua vida. Sabe-se que foi chamado para ensinar Matemética na escola
criada por Ptolomeu Soter (306 a.C. — 283 a.C.), em Alexandria, mais conhecida por
"Museu". Af alcangou grande prestigio pela forma brilhante como ensinava Geometria e
Algebra, conseguindo atrair para as suas licdes um grande nimero de discipulos. Diz-se
que tinha grande capacidade e habilidade de exposicao e algumas lendas caracterizam-

no como um bondoso velho.

Conta-se que, um dia, o rei lhe perguntou se nao existia um método mais simples para
aprender geometria e que Euclides respondeu: "Nao existem estradas reais para se

chegar a geometria”.

Euclides é exemplo do "Puro Homem da Ciéncia", que se dedica a especulacao pelo

gosto do saber, independentemente das suas aplicagoes materiais.

Cerca de 300 a.C. Euclides de Alexandria escreveu um tratado, em treze livros cha-
mados de Elementos. Do autor (por vezes, lamentavelmente confundido com o filosofo
anterior, Euclides de Megara), sabemos muito pouco. Proclus (410 d.C. — 485 d.C.)
afirmou que ele reuniu os Elementos, coletando muitos dos teoremas de Eudoxo, o aper-
feicoamento de muitos dos de Teeteto, e trazendo também a demonstracao irrefutavel,

as coisas que foram somente fracamente provadas por seus predecessores.

Dos treze livros, os seis primeiros podem ser brevemente descritos sobre o que tratam,
respectivamente, triangulos, retangulos, circulos, poligonos, proporcao e semelhanca.
Os proximos quatro tratam, sobre a teoria dos ntmeros, incluindo duas conquistas
notaveis: IX.2 e X.9, onde é demonstrado que existem infinitos niimeros primos, e que
V2 ¢ irracional [Hardy 2, p. 32-36]. O livro XI é uma introducio a geometria solida, o

XII trata sobre piramides, cones e cilindros, e o XIII é sobre os cinco sélidos regulares.

Segundo Proclo, Euclides tinha como finalidade com os Elementos, a construcao das
chamadas figuras platonicas. Essa nocao de efeito de Euclides é suportada pela teoria
platonica de uma correspondéncia mistica entre os quatro sélidos e os quatro "elemen-

tos".
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2 CONCEITOS PRIMITIVOS E AXIOMAS

2.1 Postulados de Euclides

No desenvolvimento 16gico de qualquer ramo da matematica, cada definicao de um con-
ceito ou uma relacao envolve outros conceitos e relagoes. Portanto uma maneira de evi-
tar um circulo vicioso é permitir que certos conceitos primitivos e relacoes (geralmente
o minimo possivel) permanecam indefinidos [1 pp Synge. 32-34]. Da mesma forma,
a prova de cada proposicao utiliza outras proposicoes e, portanto, certas proposicoes
primitivas, chamadas de postulados ou axiomas, devem permanecer sem comprovagao.
Euclides nao especificou seus conceitos primitivos e relagoes, mas estava disposto a dar
definicoes em termos de ideias que seriam familiares a todos. Como a maioria dos treze
livros, o livro I comega com uma lista de Defini¢oes (23, ao todo) sem qualquer co-
mentario como, por exemplo, as de ponto, reta, circulo, triangulo, angulo, paralelismo

e perpendicularidade de retas tais como:

e "um ponto é o que nao tem parte",
e "uma reta é um comprimento sem largura",

e "uma superficie é o que tem apenas comprimento e largura'.

Apobs as definicoes, aparecem os Postulados e as Nocoes Comuns ou Axiomas, nesta
ordem. Os Postulados sao proposigoes geométricas especificas. "Postular"significa
"pedir para aceitar". Assim, Euclides pede ao leitor para aceitar as cinco proposicoes

geométricas que formula nos Postulados:
1. Uma linha reta pode ser tracada a partir de qualquer ponto para qualquer outro
ponto.
Uma linha reta finita pode ser estendida continuamente em uma linha reta.
Um circulo pode ser descrito com qualquer centro e qualquer raio.

Todos os angulos retos sao iguais entre si.

ook W N

Se uma reta cortar duas outras retas de modo que a soma dos dois angulos
interiores, de um mesmo lado, seja menor que dois angulos retos, entao as duas
outras retas se cruzam, quando suficientemente prolongadas do lado da primeira

reta em que se acham os dois angulos.
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E bastante natural que, apoés um lapso de cerca de 2.250 anos, alguns detalhes sdo
agora revistos como intuito de melhorar. Por exemplo, Euclides I.1 constréi um tri-
angulo equilatero desenhando dois circulos, mas como sabemos que esses dois circulos
se interceptam? Outro exemplo, esta relacionado com a definicao de segmento de reta
que aparece no Postulado 2 como uma "linha reta finita". A maravilha é que muito

das palavras de Euclides continua perfeitamente vélido.

No tratamento moderno da sua geometria |ver, por exemplo, Coxeter 3, pp. 161-187|, é
usual reconhecer conceitos primitivos e as duas relacoes primitivas, a de intermediagao
(a ideia de que um ponto pode estar entre dois pontos) e a de congruéncia(a ideia de
que a distancia entre dois pontos pode ser igual a distancia entre dois outros pontos, ou
que dois segmentos de reta podem ter o mesmo comprimento). O principio de Euclides
"de superposicao", usado para provar 1.4, levanta a questao de saber se uma figura
pode ser movida sem alterar sua estrutura interna. KEste principio é hoje substituido
por uma suposi¢cao mais explicita, como o axioma da '"rigidez de um triangulo com

uma cauda (Figura 2.1):

2.2 Um axioma de congruéncia

Se AABC' é um triangulo sendo D um ponto sobre o prolongamento do lado BC, en-
quanto D’ é analogamente obtido em outro tridangulo, A’B'C’, e se BC = B'C’", CA =
C'A’, entao AD = A'D'".

A A:

. D D’
G C’
(1) Figura 2.1 (1)

Este axioma pode ser usado para estender a no¢ao de congruéncia de segmentos de
reta para figuras mais complicadas, como os angulos, de modo que podemos dizer

precisamente o que queremos dizer com a relacdo: £ ABC = £ A'B'C".
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Entao nao precisamos mais utilizar o principio da superposicao, a fim de provar Euclides
[.4: Em dois triangulos que tém dois lados iguais, e tém os angulos entre eles iguais,
eles também tém seus terceiros lados iguais, e os seus outros angulos iguais, na verdade,

eles serao triangulos congruentes.

3 PONS ASINORUM

Esta é a quinta proposicao do primeiro livro dos Elementos de Euclides. Acredita-se

que tenha sido Tales o primeiro a prova-la.

3.1 Teorema - Pons Asinorum
Teorema 3.1. Os dngulos da base de um tridngulo isdsceles sao iguais.

Demonstracao. Seja AABC um triangulo isésceles, pela definicao AB é igual a AC.
Portanto os triangulos sdo congruentes pelo critério (LAL). Entdo os angulos cor-

respondentes sao iguais. Em particular os angulos da base sao iguais, LZABC =
ZACB. c.q.d.

]
(2)

Figura 3.1

O nome pons de asinorum para este famoso teorema, provavelmente, surgiu a partir da
aparéncia de uma ponte na figura de Euclides (com as linhas de construgio necessarias

em sua prova bastante complicada) e da nogao de que alguém incapaz de atravessar a

13



ponte deve ser um "tolo", pois o termo latino significa "ponte dos tolos"ou dos "asnos",
aludindo ao fato de os fracos nao poderem ir além deste ponto nos seus estudos de
matematica. Felizmente, uma prova muito mais simples foi fornecida por Pappus de
Alexandria cerca de 340 a.C. (Figura 3.2).

A

Figura 3.2

3.2 Reflexoes

Definicao. Sejam E e F espacos vetoriais. Uma transformagao linear T : E — [F €

uma funcao de E em F tal que:

i) T(u+v)=T(u)+T(v), quaisquer que sejam u e v em E.

ii) T(aw) = oT'(v), quaisquer que sejam o € R e v € E.

A reflexdo em torno de uma reta r é a transformacado T que faz corresponder a cada
ponto P do plano o ponto P’, simétrico de P em relacao a reta r. Se desenharmos uma
figura numa folha de papel e dobrarmos o papel, de tal modo que a dobra coincida com
a reta r, as figuras coincidirao perfeitamente. Isto acontece porque pontos simétricos
estao em lados opostos, mas a mesma distancia da reta. A reflexdo o,, na reta m é a

aplicagao definida por:

14



P se Pem
Q, se P ¢ m e m é mediatriz de PQ

vim

Figura 3.3 \

A reta m diz-se o eixo da reflexao. Da definicao deduz-se que:

Uma reflexao nao pode ser a identidade

Os tnicos pontos fixos pontualmente sao os do eixo
e O eixo ¢ a tnica reta fixa pontualmente

Todas as retas perpendiculares ao eixo sao fixas (ndo pontualmente) pela reflexao,

isto é, se a € uma reta perpendicular ao eixo m, entao o,,(a) = a.

Veremos que muitas provas geométricas sao mais curtas e tornam-se mais claras com
o uso de reflexoes. Mas devemos lembrar que este procedimento é apenas um atalho:
cada argumento poderia ter sido evitado por meio de um circunléquio envolvendo
triangulos congruentes. Por exemplo, a construcao acima ¢ valida, pois os triangulos

sa0 congruentes.

Varias figuras, nao importando quao irregulares elas sejam, produzem figuras simé-
tricas quando colocadas proximas a um espelho e renunciam a distincao entre objeto
e imagem. Essa simetria bilateral é caracteristica da forma externa da maioria dos

animais.

15



Aplicando o conceito de definicdo podemos demonstrar o teorema de Pons Asinorum

da seguinte maneira.

Seja o triangulo isésceles ABC' vide figura 3.4, primeiramente vamos ligar o vértice A
ao ponto D, o ponto médio da base BC. A mediana AD pode ser considerada como
um espelho que reflete B em C'. Assim, dizemos que um triangulo isésceles é simétrico
por reflexdo, ou que tem simetria bilateral. (Claro, o espelho utilizado em geometria
nao tem espessura e reflete em ambos os lados, de modo que nao apenas reflete B em

C, mas também reflete C' em B).

-]
(2]

D
Figura 3.4

O método foi redescoberto ha poucos anos pelo programa de computador concebido
para demonstrar teoremas em geometria euclidiana elementar, elaborado por E. Ge-

lenter em aproximadamente 1960.

A demonstracao do Teorema PonsAsinorum pela maquina geométrica de Gelernter,
considera o triangulo AABC' e sua imagem refletida como dois triangulos diferentes.
Esses triangulos sao congruentes, por ser a reflexao uma isometria, entao ¢ destacado
que os dois angulos da base sao respectivamente correspondentes e em consequéncia,

eles sao congruentes.

3.3 Consequéncias do Teorema Pons Asinorum

Pons asinorum tem muitas consequéncias tteis encontradas no livro III dos Elementos,

tais como as cinco seguintes:

16



III. 20 Em um circulo o angulo no centro é o dobro do angulo na circunferéncia, quando

os raios que formam os angulos encontram a circunferéncia nos mesmos dois pontos.

ITI. 21. Num circulo, qualquer par de cordas com um extremo comum, que determine
0 mesmo arco na circunferéncia, determinara também o mesmo angulo inscrito (Figura

3.5 (1), £ PQQ' = /PP'Q).

ITI. 22. Os angulos opostos de um quadrilatero inscrito em um circulo sao ambos
angulos retos. Teremos também a oportunidade de usar dois teoremas familiares sobre

triangulos semelhantes encontrados no livro VI:

VI. 2. Uma linha reta tragada paralelamente a um dos lados de um triangulo, esta
quando cortar, cortard proporcionalmente os outros lados, e, se ambos os lados do
triangulo forem seccionados proporcionalmente, a linha que liga os pontos de secao

serad paralela ao outro lado.

VI.4. Se os angulos correspondentes de dois triangulos sao iguais, entao os lados cor-
respondentes sao proporcionais. Combinando este ultimo resultado com III. 21 e 22

deduz-se duas propriedades importantes das secantes de um circulo (Figura 3.5):

Figura 3.5 (11)

ITI. 35. Se em um circulo duas linhas retas se interceptam, o retangulo definido pelos

segmentos de uma tem area igual ao retangulo compreendido pelos segmentos da outra
(isto &, OP x OP" = 0Q x 0Q').

IIT. 36. Se de um ponto fora de um circulo uma secante e uma tangente se interceptam,
o retangulo definido por toda secante e a parte da mesma secante que esta fora do

circulo, terd area igual ao quadrado da tangente (isto ¢, OP x OP' = OT?).

O livro VI também contém uma propriedade importante sobre as areas de triangulos

17



semelhantes:

VI.19. Triangulos sao semelhantes entre si em relacao ao quadrado de seus lados
correspondentes (isto ¢, se AABC e AA'B'C’ sao triangulos semelhantes, as suas areas
estao na relagao AB? : A’B’?). Este resultado fornece a prova mais facil para o teorema
de Pitagoras |[ver Heath 1, p. 353, 2, p. 270].

147. Em um triangulo retdngulo, o quadrado da hipotenusa € igual ¢ soma dos quadra-

dos dos dois catetlos.

Demonstracao: Num tridngulo ABC retangulo em C', trace C'F perpendicular & hipo-
tenusa AB (vide figura 3.6). Assim teremos trés tridngulos semelhantes ABC, ACF,

CBF com hipotenusas AB, AC, CB, respectivamente. Pelo V' 1.19, as areas dos tri-
ABC ACF (CBF

AB? AC? CB?

angulos satisfazem:

Fica evidente que, ACB = ACF + CBF entao AB?* = AC? + CB2 c.q.d.
A
I
B C
Figura 3.6

4 TEOREMA DE ERDOS-MORDELL

A famosa Desigualdade de Erdds-Mordell foi inicialmente conjecturada pelo matema-
tico hungaro Paul Erdos e demonstrada no mesmo ano por Louis Mordell, na revista
American Mathematical Monthly (problema n° 3740). Logo apos surgiram vérias so-
lugoes e alguns artigos sobre a desigualdade, cada uma usando variadas técnicas: tri-
gonometria (Louis J. Mordell e P.F. Barrow), desigualdades angulares e semelhancas
(Leon Bankoff), teorema de Ptolomeu (André Avez e Hojoo Lee), areas de poligonos

(V. Komornik). Vamos mostrar uma delas.

18



4.1 O Teorema de Erdos - Mordell
Teorema de Erddés - Mordell. Considere um tridngulo ABC' e O um ponto interior
ao tridngulo. Sejam as projegoes ortogonais de O nos lados BC, CA, AB respectiva-

mente. Vale entdo a desigualdade: OA+ OB + OC > 2(OP + 0Q + OR).

Demonstrag¢ao: Seja um triangulo AABC e O um ponto interior ao triangulo.

P c & BCr c

Figura 4.2
Figura 4.1 )

Na figura 4.1, AO =1, OP =1y, OQ =rp, OR = r¢, considere A’B’C" um triangulo

semelhante ao triangulo ABC' cuja razao de semelhanca é r, (vide Figura 4.2)

Vamos agora construir os triangulos A’B'D e A'C'E, semelhantes aos triangulos A’O'Q" e A'O’'R’

respectivamente, (vide Figura 4.3)

D A E
j ol g Q =
R4 l0Ar
o
3 «
‘_‘\\
B C
Figura 4.3

DA'B'=90—f e EA'C' =90°—~a = DA'B+B AC'+EAC’ = 90—f+a+S+90—a =
180°.
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Logo os pontos D, A’ e E sdo colineares. Temos também que A’'DB’ e A'EC sao
ambos retos, assim as retas DB’ e EC' sao paralelas, sendo DE a menor distancia

entre elas. (1)
Pela semelhanca entre os triangulos A'Q'O’ e A’DB’ obtemos:

AD _AB _ AD _AB-r

- AD=AB 15 (2
0Q A0 ~rpor OA-r e (2)

Pela semelhanca entre os triangulos A’R'O" e A’EC" obtemos:

AE AC N AE  AC-r
O'R  AO rer  OA-r

= AE=AC r¢ (3)

Sendo assim de (1), (2), e (3), temos:
B'C'">DE = B'C'">AD+ AFE

= BC-r>AB-rg+ AC -r¢

>AB'7“B+AC‘7’C

TS BC
AB AC
> . el
= AO B0 T’B+BO re  (dy)

Analogamente terfamos:

AB BC
> -

OB =5 mat 45 e (d)
AC BC
> -

OC’_AB TA+AB rg  (ds)

Somando as trés desigualdades (dy), (ds) e (d3) obtemos:

AB AC AB BC AC  BC
> (22 4 22 et it
OA+OB+OC_(AC+AB> +(BC+AB) +<BC+AC)TC
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1
Como para x > 0 temos z + — > 2 teremos:
T

OA+ OB+ 0C > 2r4 + 2r + 2rc = OA + OB + OC > 2(0OP + 0Q + OR)

c.q.d.

Observagao: Podemos observar que a igualdade, OA+OB+OC = 2(OP+0Q+ OR),

ocorre se e somente se O for o circuncentro de um triangulo ABC' equilatero.

4.2 Aplicacao do Teorema de Erdos - Mordell

(IMO 1991, Problema 4) Sejam AABC um triangulo e M um ponto interior. Mostre
que pelo menos um dos angulos /M AB, /ZMBC ¢ ZMCA é menor ou igual a 30°.

Resolugao: Sejam P, () e R as projecoes de M sobre BC, C'A, e AB, respectivamente.

Figura 4.4

Pela desigualdade de Erdds-Mordell, MA+ MB + MC > 2(MP + MQ+ MR). Se

MR MP M 1
todas as razoes VA , ¢ sao maiores do que 27 entdo MA < 2MR, MB < 2MP

e MC <2MQ@Q,e MA+MB+ MC <2(MP + M@ + MR), contradi¢ao. Entao uma

MR
das razoes, digamos, ——, é menor ou igual a 3 Todavia, VA~ sen/MAB, de

modo que ZMAB < 30°. Assim encerra a resolucao.

c.q.d.
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5 AS MEDIANAS E O BARICENTRO

Neste capitulo iremos tratar sobre um ponto notavel do triangulo, o Baricentro, que é
o ponto de encontro das medianas de um tridngulo, em que o segmento que une um

vértice de um triangulo ao ponto médio do lado oposto é uma mediana.

5.1 O Baricentro

Teorema 5.1 1. As medianas de um tridngulo intersectam-se em um unico ponto. A

figura a sequir ilustra a demonstracao de tal teorema.

A

Demonstracao: Considere que duas das trés medianas, em particular BB’ e CC’, se
encontram em G (Figurab.1). Sejam L e M os pontos médios de GB e GC' res-
pectivamente. Por Euclides VI.2 e 4 (de 3.3), tanto C'B’ como LM sao paralelos
a BC e possuem metade do comprimento deste lado. Logo B'C'LM é um paralelo-

gramo e como as diagonais de um paralelogramo interceptam-se no ponto médio, temos:
BG=GL=LB, CG=GM=MG c.q.d.

Assim, as duas medianas BB’ ¢ C'C’ se trissecam em (. Em outras palavras, este
ponto, que pode ser definido como um ponto de trisseccao de uma mediana, é também
um ponto de trisseccao da outra, e semelhantemente da terceira mediana. Ficando
provado que as medianas de um triangulo intersectam-se num tnico ponto. O ponto

comum das trés medianas é chamado de baricentro do triangulo.
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Arquimedes (c. 287 — 212 a.C.) obteve-o como o centro de gravidade de uma placa

triangular de densidade uniforme.

5.2 Aplicacao das propriedades do Baricentro

. . . 3
A soma das medianas de um triangulo situa-se entre Zp e p, onde p, é a soma dos lados

do triangulo.

A

Figura 5.2

B
Demonstracao. Seja o triagulo AABC', com as medianas AM,, BM, e C'M..

Consideremos as seguintes representacoes: a = BC, b= CA, ¢ = AB,AG = 2z,
M,G =z, BG =2y, M\G =y, CG =2z, M.G = z.

Sendo assim pela desigualdade triangular nos triangulos BGC, AGC e AGB temos:

20422 >a

20 +2z2>D

20+ 2y > c

a+b+c
4

Com isso provamos a primeira parte do teorema que afirma que a soma dos compri-

3
=4dr+4y+4z>a+b+c=>r4+y+2> :>3x+3y+3z>z(a+b+c),

mentos das medianas é maior que L Vamos agora provar a segunda parte, e para
isso vamos tragar na Figura 5.2 um segmento unindo o ponto médio do lado AB ao
ponto médio do segmento AM,, outro unindo o ponto médio do lado AC ao ponto

médio do segmento C'M,, e por fim um segmento unindo o ponto médio do lado BC
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ao ponto médio do segmento BM,. determinando respectivamente os pontos D, E, F
(vide Figura 5.3).

Figura 5.3

a b c
Podemos observar que M .M, = 37 MM, = 2 MM, = 27 por serem as bases médias

do triangulo ABC.

Sendo assim pela desigualdade triangular nos tridngulos AM,M,, BM,M.e CM,M,

temos:
b ¢ a ¢ o b
§+§>3X§+§>3y§+§>BZ:>&+b+c>3x+3y+3z:>

que a soma das medianas é menor que p.

c.q.d.

6 BISSETRIZES INTERNAS E O INCENTRO

Neste capitulo iremos tratar sobre um outro ponto notavel do triangulo, o Incentro,
que é o ponto de encontro das bissetrizes dos angulos internos de um triangulo, em que

a semi-reta que divide um angulo em duas partes iguais ¢ uma bissetriz.

6.1 O Incentro

Teorema 6.1. As trés bissetrizes internas de um tridngulo interceptam-se num mesmo
ponto que estd a igual distdncia dos lados do tridngulo. A figura a sequir ilustra o ponto

de encontro de tais bisselrizes.
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Figura 6.1

Demonstracdao: Sendo o triangulo ABC de lados BC = a, AC =b, e AB = ¢ e sejam
AS,, BS,, CSs, as bissetrizes do triangulo ABC, em que S;, S,, Ss sdo os pés das

bissetrizes que partem, respectivamente, dos vértices A, B e C.
Seja S o ponto tal que: BS, N CS3 = {S}

Considerando que dg, representa a distancia do ponto S ao lado de comprimento z,
S e B_S2 = dS,a = dS,c

temos: _
S e 053 = d‘g’a = dS,b

}:> d57b:d57c = SEA_Sl.

Logo,
10) KSH N B_Sg M mg = {S} e 20) ds’a = dS,b = dS,c

c.q.d.
Este ponto de intersecao (ou ponto de encontro ou ponto de concurso) das trés bis-

setrizes de um triangulo é o incentro do triangulo, que devido ao fato de esta a igual

distancia dos lados do triangulo, é o centro da circunferéncia inscrita no triangulo.
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B S1 C

a

Figura 6.2

6.2 Uma propriedade do Incentro
1
Teorema 6.2. Se [ ¢ o incentro de um tridngulo ABC' temos que Z/BIC = 90° + §A

Demonstracao: Considere o tridngulo ABC' em que by, by e by sdo segmentos que estao

contidos em suas bissetrizes. Temos que I é o Incentro.

A

Figura 6.3

Primeiramente vamos provar que /BIC = ZABI + ZACI + ZBAC. Isto seria equi-

valente a provar na figura abaixo que r = a + 3 + 7.
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Sendo assim temos:

[. y = a+ 8 (angulo externo do AABD)

II. z = y + v (angulo externo do ACDI)
I+Mle4+y=a+F+y+y=—=zc=a+p+7v

Mas no triangulo ABC temos ZABC = 28, ZACB = 2vye ZBAC = a = a+28+2y =

180° = f+7 = ——— = 90° — —.

Logo, 43[0:96:04+ﬂ—|—’y=a—|—90°—%:9O°+%.

c.q.d.
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6.3 Aplicacao das propriedades do Incentro

(XXXI OBM — nivel 3 — 22 fase — problema 4) Num triangulo ABC, temos ZA = 120°
e BC' = 12 cm. A circunferéncia inscrita em ABC' tangencia os lados AB e AC,
respectivamente, nos pontos D e F. Sejam K e L os pontos onde a reta DFE intersecta
a circunferéncia de diametro BC'. Determine a distancia entre os pontos médios dos
segmentos BC' e K L. Ver figura 6.6.

Resolugao: Vamos mostrar inicialmente que BL e C'K sao as bissetrizes dos angulos B
e C do AABC. Para isto, sejam K’ e L' as intersecgdes das bissetrizes de C e B com
a circunferéncia de diametro BC, como na figura. Seja ainda I o incentro de AABC

e 0 e v as medidas de Be 6, respectivamente, de modo que 3 + v = 60°.

A e
\\»\, _// Figura 6.6

Sejam D’ e E' as interseccoes de K’L’ com os lados e do triangulo. Para mostrar que
basta mostrar que e sao as projecoes ortogonais de I aos lados e . Como é diametro,
temos que é reto, assim se mostrarmos que o quadrilatero é ciclico, provaremos que é
reto, e analogamente para D . Denote por F e G os encontros das bissetrizes de e com

os lados opostos.

B+
=1 =30°.
2

[V

Temos m(GfC) =m <FTB) =m(AFC)—m (FBI) =3+

b2
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Da mesma forma, temos m (GE'L') = m (BGA) —m (GL'E') = é - % = B% =
30°, uma vez que, m (GL'E") = m(BL'K') = m(BCK’ p01s ambos os angulos
subtendem o mesmo arco BK'. Assim, m (GEL’) =m ( ) provando que [E'L'C
é ciclico. Sendo O o ponto médio de BC, temos m (KOL) = 180° — m (LOC) —
m (KOB) = 180° — 8 — = 120°

Logo a distancia pedida é LO - cos m (LQOK) = B2C - cos 60° = 3cm.

Assim terminamos nossa resolucao. c.q.d.
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7 MEDIATRIZES E O CIRCUNCENTRO

Neste capitulo iremos tratar sobre um terceiro ponto notavel do triangulo, o Circun-
centro, que é o ponto de encontro das mediatrizes dos lados de um tridngulo, em que
mediatriz de um segmento de reta é o nome dado ao conjunto de pontos (que forma uma
reta no plano) que estdo a mesma distancia de ambas as extremidades desse segmento.
Logo a mediatriz do lado de um triangulo, é a reta perpendicular ao lado tracada pelo

seu ponto médio.

7.1 O Circuncentro

Teorema 7.1. As mediatrizes dos lados de um tridngulo interceptam-se num mesmo
ponto que estd a igual distancia dos vértices do tridangulo. A figura a sequir ilustra o

ponto de encontro de tais mediatrizes.

Figura 7.1

Demonstracao. Considere o AABC, e my, my, mg mediatrizes de BC', AC e AB,

repectivamente.

Sejam O o ponto tal que:
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% O
.

~
7 Vs

S

Figura 7.2

mo N mgz{O}

O € msy ﬁmEm
Oems; = OA=0B

= OB=0C = 0emy
Logo,

1) my 0 me N mg={0} e

2) OA=0B=0C.
c.q.d.
Este ponto de intersecao das trés mediatrizes de um triangulo é o circuncentro do

triangulo, que devido ao fato de estar a igual distancia dos vértices do triangulo, é o

centro da circunferéncia circunscrita no triangulo.

31



7.2 Aplicacao das propriedades do Circuncentro

(XXIX OBM ? nivel 3 7 2 fase ? problema 1) Seja ABC' um tridngulo e O seu
circuncentro. Seja ainda P a interseccao das retas BO e AC e S a circunferéncia
circunscrita a AOP. Suponha que BO = AP e que a medida do arco OP em S que

nao contém A é 40°. Determine a medida do angulo ZOBC.

Resolugao: A figura a seguir ilustra a resolucao de tal problema.

i (-’UO\
- 307
80° 4~ 100° 200 N

!
];)

Figura 7.3

Como o circuncentro estd a igual distancia dos vértices, temos:

O ¢é o circuncentro o que implica que AO = BO = CO, Como AAPO & isosceles e
temos também = 40° = ZOAP = 20°, ZAOP = ZAPO = 80°

Dai, ZOPC = 100°, ZOCP = 20°, ZPOC = 60°.
Logo ZBOC = 120°, mas ABOC é isosceles, dai Z/OBC = Z0CB = 30°.
Isso termina a resolugao do problema.

c.q.d.
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8 ALTURAS, O ORTOCENTRO E A RETA DE EU-
LER

Neste capitulo iremos tratar sobre um o tltimo ponto notével do triangulo, que nos
interessa, o Ortocentro, que é o ponto de encontro das alturas de um triangulo, em
que altura ¢ um segmento de reta perpendicular a um lado do triangulo ou ao seu
prolongamento, tracado pelo vértice oposto. Esse lado é chamado base da altura, e o

ponto onde a altura encontra a base é chamado de pé da altura.

8.1 O Ortocentro

Teorema 8.1. As trés retas suportes das alturas de um tridngulo interceptam-se num

mesmo ponto. A figura a sequir ilustra o ponto de encontro de tais alturas.

Figura 8.1

Demonstracao: Considere o AABC de alturas AH,, BHy, CHj3 e as retas AHy, BHo,

e C'H3 retas que contém estas alturas.
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#8 H, C

Figura 8.2

Pelos vértices A, BeC' do triangulo conduzimos retas paralelas aos lados opostos, ob-
tendo o triangulo M NP.

Temos:

AcNPeNP /| BC;
BeMPeMP// AC;
C € MN e MN//AB.

APBC um paralelogramo = AP = BC

T __ % = A éoponto médiode NP (1)
ANBC um paralelogramo = AN = BC

j4—Hl>J_BC', NP//BC = j‘l—f-[l> ¢ perpendicular a NP (2)
De (1) e (2), decorre que:

A reta m é mediatriz de NP.

Analogamente:

A reta §H2 ¢ mediatriz do segmento M P. A reta Zng ¢ mediatriz do segmento M N.

Logo, considerando o AM N P, as mediatrizes AH, BH, e C'Hs dos lados do triangulo

interceptam-se num ponto, H.

yi \

AH,NBH,NCHs = {H}
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Figura 8.3

c.q.d.

O ponto de interse¢ao das trés alturas de um tridngulo denomina-se ortocentro (H).
No triangulo acutangulo, o ortocentro ¢ interno ao triangulo; no triangulo retangulo,
é o vértice do angulo reto; e no triangulo obtusangulo é externo ao triangulo. Os trés
vértices juntos com o ortocentro forma um sistema ortocéntrico. O triangulo formado

pelos pés das alturas é denominado triangulo ortico.

8.2 Tridngulo Ortico
Denomina-se triangulo ortico o triangulo cujos vértices sao os pés das suas alturas de

um triangulo acutangulo ABC dado. A figura a seguir ilustra o triangulo 6rtico obtido

a partir do tridngulo ABC, também representado.
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Figura 8.4

Teorema 8.2. As alturas de um tridngulo acutdngulo sao bissetrizes interiores do
tridngulo drtico.

Demonstracao: A figura a seguir ilustra a demonstracao de tal teorema.

ABE =~ ADE(6) (angulos inscritos que "enxergam"o arco AFE)

ADF = ACF(B) (angulos inscritos que "enxergam'o arco AF)

No AAEB, temos : 6 + a + 90° = 180° ~ =3
No AACF, temos : 3 + a + 90° = 180° B

E portanto AD é uma bissetriz interna do tridngulo 6rtico DFE analogamente para
CF e BE.

c.q.d.
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Figura 8.5

8.3 Leonhard Euler

Leonard Euler (1707 —1783), um sui¢o que passou a maior parte de sua vida na Russia,
um importante contribuidor para todos os ramos da matemética. Ao nos referirmos a
Leonhard Euler estamos falando do escritor de matematica mais produtivo de todos os
tempos. Para se ter uma idéia, a Academia de Ciéncias de Sao Petersburgo continuou

a publicar trabalhos novos de Euler até 50 anos depois da sua morte.

8.4 A Reta de Euler

A Reta de Euler em homenagem ao mateméatico Leonhard Euler é a reta que passa
pelo Circuncentro (O), o Baricentro (G) e o Ortocentro (H) de um triangulo qualquer.
Leonhard Euler além de demonstrar que em um tridngulo arbitrario esses trés pontos
sao colineares, definiu o centro do circulo de Euler como sendo o ponto médio do
segmento de reta que liga o ortocentro e o circuncentro, e demonstrou que a distancia
entre o baricentro ao circuncentro é a metade da distancia entre o baricentro e o
ortocentro. A figura a seguir ilustra a obtencao da Reta de Euler a partir da obtencao

dos pontos O, G e H, que determinam a mesma.

37



Teorema. Em um tridngulo ABC' qualquer, o baricentro, o ortocentro, e o circuncentro
sao colineares. O baricentro estd entre o ortocentro e o circuncentro e sua distdncia ao

ortocentro ¢ o dobro de sua distdncia ao circuncentro.

Demonstragao: No caso de o triangulo ABC' ser equilatero (figura 8.7), medianas,
alturas e mediatrizes coincidem, consequentemente, os trés pontos G, H e O também
irao se coincidir. Para se definir uma reta precisamos de dois pontos distintos. Sendo

assim, em um triangulo equilatero a Reta de Fuler nao esti definida.

Para triangulos isosceles (figura 8.8), temos que a mediana, mediatriz e altura relativa
a base sao coincidentes, logo, o baricentro, o ortocentro e o circuncentro pertencem e
um mesmo segmento. Assim, a reta que contém esse segmento é a Reta de Fuler do

triangulo.

Por simplicidade na demonstracao para um triangulo qualquer utilizaremos um trian-
gulo acutangulo para garantirmos que os trés pontos, citados acima, serao internos ao

triangulo. No entanto a prova é analoga para um triangulo obtusangulo, ou mesmo re-
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Figura 8.7

tangulo. Segue, para o melhor entendimento do leitor, o passo a passo da demonstracao

do caso escolhido, devido a extensao da demonstragao realizada.
- Vamos considerar entao um tridngulo ABC' escaleno (figura 8.9).

- Baricentro G (contido na mediana) e o circuncentro O (contido na mediatriz) sao

pontos distintos, pois a mediana é distinta da mediatriz;

- Tomamos entao a reta I determinada pelos pontos G e O; - Seja H' um ponto
pertencente a semi-reta OG tal que GH' = 2GO;

- Seja P o ponto médio do lado BC

- Consideremos a mediana e a mediatriz relativas ao lado BC

- Os triangulos GH'A e GOP sao semelhantes pelo caso LAL de semelhanca:
GH' = 2GO (por construcao)

AGH' = AGO (0.p.v)

AG = 2GO (propriedade do baricentro)

- Logo, seus angulos correspondentes, AH'G e POG sdo congruentes;
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C M B
Figura 8.8

- Assim a reta suporte que contém o segmento AH’ é paralela & mediatriz OP;
- Consequentemente, H' é um ponto pertencente a altura relativa ao lado BC;

- Raciocinando da mesma forma, vamos tomar agora a mediana e a mediatriz relativas

ao lado AC (figura 8.10).

- Seja P’ o ponto médio do lado AC

- Os triangulos GH'B e GOP’ sao semelhantes pelo caso LAL de semelhanca:
GH' = 2GO (por construcao)

BGH' = P'GO (o.p.v)

BG = 2GP' (propriedade do baricentro)

- Logo, seus angulos correspondentes, BH'G e P'OG sao congruentes;

- Assim a reta suporte que contém o segmento BH' é paralela a mediatriz O P’;

- Consequentemente, H' é um ponto pertencente a altura relativa ao lado AC; - Como

H' & a intersecgao de duas alturas do triangulo ABC' temos que H' = H (ortocentro).

- Concluimos assim que, Circuncentro (O) Baricentro (G) e Ortocentro (H) sao coli-
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Figura 8.9 C

neares e a Reta é a Reta de Euler do Triangulo ABC'.

- Como o Ortocentro de um tridngulo é tnico, por construgao, temos que, o Baricentro

estard sempre entre o Ortocentro e o Circuncentro e GH = 2GO.

c.q.d.

8.5 Aplicacao da propriedade da reta de Euler

(IMO 1994, Problema 2) Considere o triangulo ABC' abaixo. [ é a reta que contem H
(Ortocentro) e K (Circuncentro) do triangulo ABC. AM ¢é mediana relativa a C'B.

AXY — 450, AX — Xy —2,
V2

Determine a medida do segmento AM.
Solu¢ao: Sabemos que os trés pontos notaveis (baricentro, ortocentro e circuncentro)
de um tridngulo estao sobre a Reta de Euler.

Como a reta [ contém os pontos H e K, entdao [ é a Reta de Euler do triangulo ABC.

Logo baricentro G também pertence a [. Como AM é mediana, AM contém G.
Temos entao: G €l ,Ge€ AM = G=Y.

Usando lei dos Cossenos no triangulo AXY podemos determinar AY.
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Figura 8.10

2
AV? =22 4 (%) — 22,4 cosd5’ = AY =2.

Como o Baricentro de um triangulo divide suas medianas em 2 partes sendo a que

contém o vértice é o dobro da outra, sendo assim temos que temos:
AM =AY +YM e YM :%AY. Logo,

AM = AY + JAY = AM = 3AY = AM =3.

I[sto termina a resolucao.

c.q.d.

9 DOIS PROBLEMAS EXTREMOS

Vamos descrever os problemas de Fagnano e Fermat em detalhes consideraveis por
causa dos interessantes métodos usados para resolvé-los. A primeira foi proposta em
1775 por JF de Fuschis Fagnano, que resolveu, por meio do calculo diferencial. O
método apresentado aqui foi descoberto por L. Fejér enquanto ele era um estudante
|[Rademacher e Toeplitz 1, p. 30-32].
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Figura 8.11

9.1 Problema de Fagnano

Dado um triangulo acutangulo ABC inscrever um triangulo UVW de menor perimetro

possivel.

Resolugao: Considere um triangulo arbitrario UVW com U em BC, V em C A, W em
AB. Considere U’' e U” as imagens de U por uma reflexao em CA e AB, respectiva-

mente. A figura a seguir ilustra tal situagao.
Entao temos:
UOV+VW4+WU=UV+VW+WU".

Assim, entre todos os triangulos inscritos com um vértice U sobre BC', aquele com
menor perimetro ocorre quando V' e W ficam na reta U'U”. Desta forma, obtemos um
triangulo UVW definido para cada escolha de U em BC'. O problema seré resolvido

uando né m m minimizar ue é igu rimetro.
ando noés escolhemos U de modo a minimizar U'U”, que é igual ao perimetro

Como AU’ e AU" sao imagens de UA pela reflexdo em AC e AB, respectivamente,
AU e AU” serao congruentes e ZU'AU" = 2A.

Assim AU'U” é um triangulo isésceles cujo angulo A é independente da escolha de U.

A base é minima quando os lados iguais sao minimos, ou seja, quando o segmento U A
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Figura 9.1

é minimo. Em outras palavras, UA é a distancia mais curta entre o ponto A e o lado
BC. Como a hipotenusa de um triangulo retangulo ¢ maior do que qualquer de seus
catetos, o local desejado de U é tal que UA é perpendicular a BC. Assim AU é a

altura a partir de A .

Esta escolha de U nos da um triangulo UVW cujo perimetro é menor que a de qualquer
outro triangulo inscrito. Como poderiamos ter feito o mesmo a partir de B ou C' em
vez de A, vemos que BV e CW sao as alturas a partir de B e C. Logo, o tridngulo de
menor perimetro possivel inscrito num tridngulo acutingulo é o tridngulo

Ortico. Assim termina a resolucao.

c.q.d.

9.2 Problema de Fermat

Dado um triangulo ABC' acutangulo, localizar um ponto P cuja distancia a A, B, C

tem a menor soma possivel.

Resolugao: Considere primeiro um ponto arbitrario P dentro do triangulo. Mantendo
os pontos A, B, C gire o interior do triangulo APB 60° em torno de B obtendo
o triangulo C'P'B, de modo que a ABC’' ¢ PBP' sao triangulos equilateros, como

mostrado na figura a seguir.
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Figura 9.2

Entao temos,
AP+ BP+CP=C'P '+ PP+ PC

Um caminho de C’ para C, geralmente uma reta quebrada com angulos em P’ e P.
Esse caminho (que se juntam de C” para C por uma sequéncia de trés segmentos) é

minimo quando esses trés segmentos formam uma tnica reta, caso em que,
/BPC =180° — ZBPP' =120° ¢ ZAPB = /C'P'B = 180° — ZPP'B = 120°.

Assim, o ponto desejado P, para o qual AP + BP + C'P é minimo, é o ponto a partir
do qual cada um dos lados BC, CA, AB subtende um angulo de 120°. Este "ponto
de Fermat"é mais simples construido como a segunda intersecao da C'C’ e do circulo

ABC" (ou seja, a circunferéncia circunscrita ao triangulo equilatero ABC).

Este problema tem sido citado |por exemplo, Pedoe 1, pp 11-12| afirmando que o
triangulo ABC' nao precisa ser assumido como acutangulo. A solu¢ao acima é valida

quando nao ha angulo superior a 120°.

Em vez do triangulo equilatero ABC’ sobre AB poderiamos muito bem ter desenhado
um triangulo BC'A’ sobre BC, e BC A sobre C'A, como na Figura 9.3.

Assim, as trés retas AA", BB',CC" passam pelo ponto de Fermat P, e o ponto de
intersecao de duas delas fornecem uma construcao alternativa para P. Além disso,
os segmentos de reta AA", BB',CC" sao todos iguais a AP + BP + CP. Logo, se os
triangulos equilateros sao construidos externamente sobre os lados de um triangulo

ABC qualquer, os segmentos sao iguais, concorrentes e formam entre si um angulo de
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Figura 9.3

60° (Figura 9.3). Assim termina a resolugao.
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10 TEOREMA DE MORLEY

Um dos teoremas mais surpreendentes na geometria elementar foi descoberto cerca
de 1899 por F. Morley (cujo filho Christopher escreveu romances como Thunder on
the Left). Ele mencionou o Teorema a seus amigos sem chegar a demonstra-lo, isto
é, deixou-o como conjectura. Eles, por sua vez, o difundiram como curiosidade ma-
tematica. Finalmente, depois de dez anos, publicaram-se duas demonstracoes, uma
trigonométrica de M. Satyanarayana e outra de geometria elementar de M. T. Narani-

engar. Esta tltima seria redescoberta em 1922 por J. M. Child.

10.1 O Teorema de Morley

Na geometria plana, o teorema de Morley estabelece que, em um triangulo qualquer, os
trés pontos de interseccao entre trissetrizes de angulos adjacentes formam um triangulo

equilatero, denominado triangulo de Morley.

Atualmente existem muitas demonstracoes mateméticas do teorema de Morley, al-
gumas das quais sao muito técnicas. Entre as demonstragoes existentes encontra-se a
demonstragao geométrica de Raoul Bricard de 1922, a demonstracao algébrica de Alain
Connes e a demonstracao geométrica de John Conway. Esta tltima demonstragao co-
meca com um tridngulo equilatero e mostra que se pode construir em torno dele um

triangulo semelhante a qualquer triangulo.

Figura 10.1
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Vamos aqui apresentar duas demonstracoes. Primeiramente a que é feita de tras pra
frente comecando com um triangulo equildtero e construindo um triangulo que poste-

riormente serd identificado como triangulo dado ABC.

Figura 10.2

Demonstracao 1:

Nos respectivos lados QR, RP, PQ) de um dado triangulo equilatero PQQ R, constrodi-se
os triangulos isosceles R’ PO, P'QR, Q' RP, cujos angulos da base satisfazem a equacao

e as desigualdades,
a+ 6+v=120° a < 60° 5 <60° v < 60°.

Prolongando-se os lados iguais dos triangulos isosceles a partir dos vértices da base,
estes se encontrarao nos vértices A, B e C. Temos a + § + v + 60° = 180°, e podemos
imediatamente obter a medida de todos os outros angulos representados na Figura 1.9a.
Particularmente no triangulo CQ P temos um angulo de 60° — vy no vértice C', uma vez

que os angulos nos vértices () e P sao respectivamente v+ 5 e v + a.

No triangulo P'BC' temos que PP’ é bissetriz do angulo BP’'C uma vez que por LAL

os triangulos P'PQ e P'PR sao congruentes. Além disso, temos:

/BPC =360°—2a—f—~—60°=300°—a—8—v—a=300°—(a+B8+7) —a
/

180° — 2 P
— 180° — a = 90° + (90° — o) = ZBPC = 90° + (%) =90° + 5

Aplicando o resultado demonstrado em 6.2 (Se I ¢ o incentro de um tridngulo ABC
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1
temos que ZBIC =90 + §A) verificamos que P é o incentro do tridngulo BP'C. Da
mesma forma @ é o incentro do triangulo QQ’C'A, e R é o incentro do triangulo R'AB.
Assim os angulos PCQ, BCP e QC A sio iguais e como PCQ = 60° — ~, temos:

R R A 1
PCQ =BCP=QCA=60°—~=C=23(60°—7)=~=060°— 50’ analogamente

1 1
temos a = 60° — §A, £ = 60° — §B'

Ao escolher esses valores para os angulos da base dos triangulos isésceles construidos,

podemos garantir que esse procedimento pode ser realizado para qualquer triangulo
ABC dado.

c.q.d.

Demonstracao 2: Nesta demonstragdo, iremos fazer o uso da trigonometria. A figura

a seguir ilustra o que usaremos nesta demonstracao.

Figura 10.3
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Em primeiro lugar, vamos deduzir uma formula trigonométrica que sera bastante tutil.

Dado um angulo x qualquer, temos:

2r «x 2x T 2x T
senxr=s8en| — + — | = sen— cos — + cos —sen—

3 3 3 3 3 3
= <2senz cos E) Cos = + sen™ (coszg — sen2z>
N 33 3 3 3 3

= seng (20052§ + 20032§ — 1) = sen% (4(3082% — 1)

2
1+COS—$ (

T
= sen— 4'—3 = sen—

3

T 2x 2 T T x T oz
= 2sen— | cos — — cos — | = 2sen— - 2sen <— + —) sen <— — —)

3 3 3 3 3 3 3 3
4 T T+ x T—x 4 T T+ T+ 21T
= 4sen—sen sen = 4sen—sen sen
3 3 3 3 3 3

Sejam a = CAB, b = AéC, ¢ = BCA e R o circunraio do triangulo ABC. Entao,
aplicando a lei dos senos ao triangulo ABC, temos:

_ 2
BC =2Rsen a = 8Rsen§sena —ig_ 7Tsena +3 T

Consideremos agora o triangulo ABC. As amplitudes dos seus angulos sao dadas por:

DBng, DC’BzgeBﬁC:ﬂ—é—Ezgﬁ_b_C: (m—b-c)+2m a+2n

3 3 3 3 3

Aplicando a lei dos senos ao tridngulo DBC', temos:
DC BC S BC b

;= a+27r:>DCZ—a+27rsen§:

- sen sen
senS 5 3

a a-+m a+ 2w
8Rsen§sen 3 sen 3 b - a b a4
- sen§ = sengsengsen 3
sen 3

Analogamente, considerando agora o triangulo AEC, temos:

_ b b
EC = 8Rsen%sen§sen —gﬂ
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Note-se que

a+n b+m ¢ a+nm+b+m+c  (a+b+c)+2r w427 )
4 - = = = 3 = 7, logo é

3 "3 3 3 s trob+
possivel construir um triangulo E’D'C" com angulos de amplitude : 3 W’ Sz

e —.

3 3
a

Supondo ainda que o seu circunraio é dado por 4Rsengsen§, pela lei dos senos os lados

c
adjacentes ao angulo de amplitude 3 terao como medida os mesmos valores obtidos
para DC e EC.

8R sen 4 sen b sen £
g 3] £

S8R send. sen? senbtr
g 3

]
J

8R sen 2 sen %sen Ly
2 & -

Figura 104

Este triangulo é congruente com o triangulo £ DC pelo fato de terem um angulo igual
e os lados adjacentes a esse angulo iguais, sendo este um dos critérios de congruéncia

de triangulos. Portanto, temos:

- b
ED=FED = 8Rsen§sen§36n§

Note-se que, apesar de nesta demonstracao se deduzir apenas que um dos lados do

a c
triangulo de Morley tem o comprimento referido (8Rsen§sen§sen§), 0 Mesmo argu-

mento permite concluir que a formula é valida para os outros dois lados (de fato, uma
permutacao das varidveis, e na formula dada ndo a altera). Obviamente, isto significa

que todos os lados do triangulo de Morley sao iguais (ou seja, o tridangulo é equilatero).
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c.q.d.

10.2 Aplicagcao do Teorema de Morley

(XXXIV OBM — nivel 3 — 1* fase — problema 22) O teorema de Morley diz que,
ao tragarmos as retas que dividem cada angulo interno de um triangulo ABC' em trés
angulos iguais, obtemos um triangulo equilatero chamado triangulo de Morley de ABC),

como o que FF'D na figura a seguir:

Figura 10.5

Qual é a medida do lado do triangulo de Morley de um triangulo retangulo is6sceles

cujos catetos medem 27

Resolucao: Pela simetria da figura, temos que EDB = FDC. Pelo Teorema de Morley,
temos que EDF = 60°. Além disso, BDC = 150°, pois DBC = DCB = 15° . Dai,
teremos que EDB = 75°, donde o triangulo BED é retangulo em E. A hipotenusa BC'

do triangulo ABC é igual a 21/2. Tracando a altura relativa a base do triangulo isosceles

BDC, temos que BD = e no triangulo BED, temos que ED = BD - senl5° e
cos 10°
dai ED = v/2tan15° = v2 (2 — v/3) = 2v2 — V6.

tana — tanbd

1T tanatand’ temos que tan15° =
an a tan

Observagao: Usando a formula tan (a —b) =
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o] o] 1 -
tan45° — tan 30
fan (45° — 30°) = —o i

1 + tan 45° tan 30° = 2 — /3. Assim termina nossa

1+

| Sl S

resolugao.

c.q.d.

11 TEOREMAS DE MENELAUS E CEVA

O objetivo desse capitulo é apresentar dois teoremas basicos para a geometria euclidiana
- a saber, os teoremas de Menelau e Ceva. Menelau de Alexandria foi um astrénomo
que viveu no fim do primeiro século d.c. Através de comentérios de historiadores
gregos e arabes sabemos que ele escreveu uma colecao de seis livros sobre "Cordas no
Circulo", um livro de ?Elementos da Geometria? e uma série de trabalhos em geometria
e astronomia, todos perdidos. O tnico livro de Menelau que sobreviveu aos tempos foi
o "Sphaerica", um tratado em trés volumes sobre geometria e trigonometria esférica,
do qual chegou até o nosso tempo uma traducao arabe. No volume III ele menciona o
teorema que leva seu nome, Apesar de situar-se no esteio das formulagoes gregas tipicas
do euclidianismo, de requerer e usar a verdade de Tales da semelhanca de triangulos
para erigir seu famoso teorema, Menelau, com outros olhos, pode ser visto como um
inovador. Mais tarde, em 1806, Carnot baseou toda sua "teoria de transversais"neste
teorema de Menelau. O Teorema de Ceva é uma extensao do de Menelau. Alias, se
considerarmos Menelau como sendo uma articulacao mais ampla de Tales, Ceva é isto

em um nivel ainda maior de especificidade de aplicacao.

11.1 Os Teoremas de Menelaus e Ceva

TEOREMA DE MENELAUS. Suponha que X € AB, Y € BC e Z € AC sejam
AX BY (CZ ]

BX CY AZ

colineares. Entao

Demonstragao: Suponha que X =tA+ (1 —t)BeY =sB+ (1 —s)C.

Entao Z = uX + (1 — )Y, onde u é tal que (1 — t)u + s(1 —u) = 0, ou seja,
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Figurall.1

= st A— (1 _S)<1_t)0. Assim,
s+t—1 s+t—1

AX BY C’Z_l—t 1-—s st _ 1

BX CY AZ  t s (I—s)(1—1)

c.q.d.

TEOREMA DE CEVA 1. Suponha que as cevianas AM, BN e CP de um tridngulo

ABC' se encontrem em um ponto Q. Entao &5 - G a5 =
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M
Figura 11.2

Demonstracao: Suponha que QQ = t; A+ t,B + t3C com t +ty +t3 = 1.
toB + t3C thA+t3C tiA+ 1B
2b + 13 N4 + 13 p_b + 12 .

s e
lo + 13 1 +13 t1+ 1t

AN CM BP t3 ty t
Assim, 220 o

Entao teremos M =

c.q.d.

11.2 Aplicagao dos teoremas de Ceva e Menelaus - Quadrupas

Harmonicas

AC
No plano euclidiano, se quatro pontos A, B, C' e D de uma reta sao tais que: 50~
AD

5D dizemos que C' e D "dividem harmonicamente"o segmento AB.

Observe que, de acordo com a definicao, isto também implica que A e B dividem harmo-
nicamente o segmento C'D. Representaremos esta situagdo com o simbolo H(AB,CD).

Também diremos que A, B, C'e D, nesta ordem, formam uma "quadrupla harmonica".
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Dados os pontos A, B e C sobre uma reta, o ponto D tal que H(AB;CD) é chamado

"conjugado harmonico”"de C' em relacdo a AB.

Surpreendentemente, apesar da definicdo utilizar a nogao de distancia (que ndo faz
sentido no plano projetivo), o conceito de quadruplas harmonicas faz sentido no Plano

Projetivo, por meio da seguinte construcao para o conjugado harmoénico:

Figura 11.3

A C B D
Dados os pontos A, B e C sobre uma reta r, tracamos duas retas quaisquer a; e ao
passando por A e uma reta ¢ passando por C. Unindo a B os pontos de incidéncia
de ¢ com a; e as, respectivamente, obtemos as retas b; e by. Fica entao formado um
quadrilatero (EFHG, na figura) tal que os lados opostos concorrem em A e B, e tal

que uma de suas diagonais passa por C. Seja D o ponto de encontro de r com a outra

diagonal do quadrilatero. Entao D é o conjugado harmonico de C' em relagao & AB.

Esta construgao é a definicao de quadruplas harménicas no plano projetivo. Vejamos
que ela coincide, no plano Euclidiano, com a definicao usual. Sejam os pontos F, F',

GG como na figura 1.

Aplicando o Teorema de Menelaus no AABE, secante DGF', temos:
AD BG EF

. . =1. (1)
BD EG AF

No AABE, aplicamos o Teorema de Ceva para as cevianas concorrentes EC, BFeAG :

AC BG EF _ -
BC EG AF

AC  AD
De (1) e (2) temos BC = BD
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12 TEOREMA DE MIQUEL

Comecaremos nesse capitulo com o teorema em si, que é um dos varios pequenos mila-
gres dos chamados quadrilateros completos (veja um pouco mais desses "milagres"no
problema proposto), que sao os quadrilateros conhecidos unidos com as retas que con-
tém os lados. Isto é, um quadrildtero completo é a uniao de quatro retas em vez de
quatro segmentos. Em seguida vamos estudar o Teorema de Miquel para triangulos,

uma vez que os triangulos sdo o grande foco deste trabalho.

12.1 O Teorema de Miquel

Sejam a, b, ¢, d quatro retas coplanares, de modo que nao ha duas paralelas nem trés
concorrentes. Os circuncirculos dos quatro triangulos determinados pelas quatro retas

passam por um mesmo ponto, denominado ponto de Miquel das quatro retas.

Figura 12.1

Demonstracao: Seja M a intersecao dos circuncirculos de CEF e BDF na figura acima.
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Entao AMEA=/MFEA=180°— £/ MFC = /BFM = /BDM = 180°— ZADM, de
modo que ZMEA+ ZBDM = 180° e, portanto, M DAE é inscritivel. Isso quer dizer
que M pertence ao circuncirculo de ADE. Analogamente, prova-se que M pertence ao

circuncirculo de ABC.

c.q.d.

12.2 Aplicacao do Teorema de Miquel

(USAMO 2006, Problema 6) Seja ABC'D um quadrilatero e E e F pontos sobre os
lados AD e BC, respectivamente, tal que AE/ED = BF/FC. A semirreta F'E corta
as semirretas BA e CD em S e T, respectivamente. Prove que os circuncirculos do

triangulos SAE, SBF, TCF e T DFE passam por um mesmo ponto.

Resolugao: Ao fazer a figura, vocé provavelmente vai notar uma certa semelhanca com

a figura anterior.

Figura 12. 2
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Queremos provar que os pontos de Miquel de ADT'S e BCT'S coincidem, sendo assim

temos:

Seja M a intersecao dos circuncirculos de SAE e SBF. Mostraremos que os circuncir-
culos de TED e TFC também passam por M.

Um arrastdao e uma semelhanca dao conta do recado: primeiro, note que ZAME =
LASE = /BSF = /FBM ¢ /ZMFEA = /MSA = ZMSB = ZMFB. Entao os
triangulos AME e BMF sao semelhantes, e da igualdade AE/ED = BF/FC os
triangulos MAD e M BC' sao semelhantes também. Uma rapida verificagdo mostra
que MAB e MDC também sdo semelhantes, de fato, ZAMB = /DMB — Z/DMA =
/DMC + ZCMB — /DMA = ZDMC, pois como MAD e MBC sao semelhantes
entdo LDMA = ZCMB e (novamente da semelhanca).

Vocé pode imaginar que o tridngulo M AD "gira"em torno de M e, apés um "acerto
de escala", é transformado no triangulo M BC'. Tsso é uma transformacao geométrica
conhecida como roto-homotetia de centro M. Assim, A é levado em B e D é levado
em C'. Note que a semelhanca obtida anteriormente envolve o centro de roto-homotetia
M, os pontos e suas imagens na transformacdo. Isso na verdade sempre acontece (é

uma das semelhangas autométicas).

Agora podemos terminar o problema: da semelhanca entre M AB e M DC, os angulos
externos M DT e M AS sao congruentes. Como M pertence ao circuncirculo de SAF,
6 MAS = MES = MET, ou seja, MDT = MET, o que significa que MEDT é
ciclico e, portanto, M pertence ao circuncirculo de T'E'D. Utilizando outra semelhanca
automatica, entre MEF e M DC (pois é, E é levado em F), prova-se que M pertence

também ao circuncirculo de TFC.

Note que se U é a intersecao de AB e C'D, entao pelo teorema de Miquel M também
pertence ao circuncirculo de STU. Entao na verdade cinco circulos passam pelo ponto
M.

c.q.d.
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12.3 Teorema de Miquel para triangulos

Seja ABC um triangulo e D, F, F pontos sobre as retas BC', C A, AB, respectivamente.
Entao os circuncirculos de AEF, BFD e CDFE tém um ponto em comum. Esse ponto

também é chamado de ponto de Miquel.

Figura 12. 3

Seja M a segunda intersecao dos circuncirculos de AEF e BFD.

Entao ZCDM = Z/BFM = ZAEM = 180° — ZCEM.
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Consideracoes finais

Neste trabalho tivemos a oportunidade de discutir alguns teoremas e problemas de
extrema importancia para o estudo da geometria dos triangulos, porém podemos cons-
tatar que este é um assunto que possui uma infinidade de ramos que ainda podem ser
abordados, uma vez que nos limitamos aqui em trabalhar teoremas com aplicagoes em
problemas de Olimpiadas de Matematica. Vale salientar que o contetido aqui traba-
lhado ja foi utilizado como material na preparacao de alunos do Ensino Médio para
Olimpiadas em um curso por mim ministrado no Pédion Colégio-Curso. Tal preparacao
ajudou a promover expressivos resultados, como por exemplo, alunos que obtiveram

medalhas e menc¢oes honrosas em competicoes no ambito nacional e internacional.
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