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Resumo

Baseados no artigo de M. Josefsson, fizemos nossos estudos dos quadrilateros convexos,
mais precisamente dos trapézios, e buscamos por fundamentacoes que os caracterizassem.
Estudamos seus angulos, seus lados, as medidas de suas areas e estabelecemos relacoes
entre seus elementos, lancando mao de diversos teoremas, como o Postulado de Pasch,
mas nossa principal fundamentacao estd no Postulado das Paralelas.

Palavras-Chave

Trapézios, Quadrilateros convexos.
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Abstract

Based on the paper of M. Josefsson we have elaborated our studies on the convex
quadrilaterals, more precisely the trapezoids, and searched for fundamentations which
would characterize them. We have studied their angles, their sides, their areas and stabi-
lished relations to their elements, making use of several theorems as the Pasch’s Postulate,
however, our main fundamentation is on the Parallel Postulate.

Keywords

Trapezoids, Convex quadrilaterals.
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Introducao

Na busca de um tema para este trabalho de conclusao de curso e respeitando as normas
do PROFMAT que determinam em seu capitulo VIIT - TRABALHO DE CONCLUSAO
DE CURSO, Artigo 28: “O Trabalho de Conclusao de Curso deve versar sobre temas es-
pecificos pertinentes ao curriculo de Matematica do Ensino Basico e que tenham impacto
na pratica didatica em sala de aula”, decidimos estudar a Geometria dos trapézios, que é
um assunto muito abordado no Ensino Médio.

O ensino de Geometria vem sofrendo as consequéncias da exclusao da disciplina Dese-
nho Geométrico dos curriculos das escolas piblicas, fato ocorrido na década de 90. Em
Desenho Geométrico os alunos tinham a oportunidade de lidar na pratica com os entes
geométricos através de suas construgdes com régua e compasso, 0 que lhes permitiam
maior familiaridade com tais entes. A exclusao de tal componente retirou dos alunos o
aspecto pratico da Geometria.

Neste trabalho, damos algumas caracterizacoes de trapézios, ou seja, condicoes neces-
sérias e suficientes para que um quadrilatero convexo seja um trapézio. Muitas destas
caracterizagoes sao apresentadas nas aulas de Geometria no Ensino Basico como propri-
edades dos trapézios. Nem todas as ferramentas que usamos ao longo da dissertacao sao
pertinentes aos alunos do Ensino Fundamental, mas sao perfeitamente acessiveis aos alu-
nos do Ensino Médio.

Este trabalho deve servir de inspiracao para que outros entes geométricos sejam estuda-
dos de modo semelhante, buscando pelas fundamentacoes que os caracterizem, tornando
o aprendizado mais consistente.

Esclarecemos que os autores de livros didaticos usam diferentes defini¢coes para “trapézio”.
Os livros didaticos do Ensino Fundamental o definem como sendo um quadrilatero com
apenas um par de lados opostos paralelos, enquanto que os livros do Ensino Médio o
definem como sendo um quadrilatero com pelo menos um par de lados opostos paralelos.
Particularmente, a obra "Matemaética e Realidade", de Gelson Iezzi e Antonio Machado,
Atual Editora, Sao Paulo, 2005, define: Trapézio é um quadrildtero que tem dois lados
paralelos. Outra defini¢do é dada em [5], que adotamos em nosso trabalho. De acordo
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com a primeira defini¢do de trapézio, os paralelogramos nao sao trapézios, enquanto que,
no segundo caso, os paralelogramos sao trapézios.

Esquematicamente, temos os seguintes diagramas que resumem a classificacao dos qua-
drilateros convexos:

QUADRILATEROS
CONVEXOS PARALELOGRAMOS

RETANGULOS

TRAPEZIOS

QUADRADOS LOSANGOS

Figura 0.1: Diagrama para a primeira definicao

QUADRILATEROS CONVEXOS

PARALELOGRAMOS

) RETANGULOS
TRAPEZIOS

QUADRADOS | LOSANGOS

Figura 0.2: Diagrama para a segunda defini¢ao

Para o estudo dos trapézios, os seguintes fundamentos sao necessarios: paralelas, tri-
angulos e seus angulos, areas de triangulos, angulos complementares e suplementares,
relacoes trigonométricas, semelhanca de triangulos, entre outros.

Dividimos nosso trabalho em quatro capitulos. O segundo versa basicamente sobre as
ferramentas que nos serao uteis na caracterizacao dos trapézios. O terceiro capitulo traz
um conjunto de resultados com os quais os trapézios podem ser caracterizados. No tltimo
capitulo, apresentamos uma proposta de atividades para os alunos do Ensino Médio, a
respeito dos resultados obtidos no capitulo anterior para os trapézios. Esperamos com esta
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metodologia, oferecer aos professores da escola basica um material que possa auxilii-los
no ensino de seus alunos em relagao as competéncias e habilidades geométricas.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Nosso objetivo principal neste trabalho ¢ estabelecer condig¢oes necessérias e suficientes
para que um quadrilatero convexo seja um trapézio. Uma destas condicoes serd obtida
adiante, no Teorema (1.5), pagina 13. Outras aparecerdo ao longo do texto.

Comecamos este capitulo apresentando alguns conceitos bésicos da Geometria plana
euclidiana sobre os quais nos fundamentaremos. Por exemplo, convexidade de quadrila-
tero, paralelismo e semelhanca de triangulos. Indicamos como referéncia bésica o livro de
E.Moise [4], que apresenta um desenvolvimento axioméatico da geometria plana neutra,
destacando o papel do Postulado das Paralelas (Postulado (1.1), padg. 6) na geometria
euclidiana, com o qual garante-se a unicidade de uma reta paralela a uma determinada
reta passando por um ponto fora da reta dada. No nosso caso, admitiremos este postu-
lado para alcangarmos nossos objetivos. Ha algumas formas equivalentes para enuncia-lo,
entretanto noés lancaremos mao de alguns conceitos, teoremas e definicoes para entao
estabelecermos a versao que tomaremos aqui.

A principio trabalharemos com o conceito de convexidade de quadrilateros. Comeca-
mos definindo quadrilateros.

Definicao 1.1. Dados quatro pontos A, B,C e D coplanares, trés a trés nao colineares,
se 0s segmentos AB, BC, CD e DA intersectam-se apenas em seus ertremos, sua uniao
¢ chamada quadrildtero.

Definicao 1.2. Dada uma reta v, sejam Hy e Hy os semiplanos disjuntos determinados
por r. Dizemos que os pontos A e B estao em lados opostos de r, e denotamos por A, B
lor,se A€ H e B€ Hy ou se A€ Hy e B€ Hy. Dizemos que A e B estdo no mesmo
lado de r, e denotamos por A,B mlr, se A€ HH e B€ Hy ouse A€ Hy e B € H,.

Definicao 1.3. Um quadrildtero é chamado convexo, se cada um de seus lados pertence
ao mesmo semiplano determinado pelo lado oposto.

Equivalentemente,
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A e B estao no mesmo semiplano determinado por @;
B e C estao no mesmo semiplano determinado por m;
C e D estao no mesmo semiplano determinado por f@;

D e A estao no mesmo semiplano determinado por %

Na figura (1.1), ilustramos um quadrilatero convexo EF'GH e um nao convexo ABCD.
Neste caso, A, B lo )

Figura 1.1: Quadrilatero nao convexo e quadrilatero convexo.

Precisamos ainda de uma definicao que serd amplamente utilizada neste trabalho:

Definicao 1.4. Dois dngulos cuja soma seja igual a 180° sao chamados dngulos suple-
mentares.

Daqui por diante usaremos as seguintes notacoes e representagoes nos elementos dos
quadrilateros convexos:

e As medidas dos angulos ZDAB,ZABC, ZBCD e ZCDA do quadrilitero ABC'D
serao denotados por A, B,C e D.

AB, BC, CD e DA sao os lados do quadrilatero ABCD;
e AC e BD sao as diagonais do quadrilatero ABCD:

Dois lados de uma quadrilatero ABC'D sao adjacentes se sua interseccao ocorrer
numa extremidade;

Dois lados de um quadrilatero ABC'D sao opostos se eles nao se intersectam;
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e Dois angulos sao adjacentes se eles possuem um lado comum;

e Dois angulos de um quadrilatero ABC'D sao opostos se eles nao sao adjacentes.

Em relagao ao conceito de paralelismo de retas, admitimos a seguinte versao do Pos-
tulado das Paralelas:

Postulado 1.1. Postulado das Paralelas.

Por um ponto P nao pertencente a uma dada reta r, passa uma unica reta s paralela

ar (fig.(1.2)).

Figura 1.2: Angulos alternos internos.

Também tomaremos por base o seguinte resultado, cuja prova é dada em [4], pag. 150.

Teorema 1.1. Dadas duas retas e uma transversal, dois dngulos alternos internos sao
congruentes se as retas forem paralelas.

A partir do Postulado das Paralelas temos as seguintes consequéncias:

e Dadas duas retas paralelas r e s e uma transversal ¢, os pares de angulos alternos
internos sao congruentes;

Demonstracao.

Sejam r e s duas retas paralelas e ¢t a transversal comum a elas, de modo que
tNr=PetNs=(. Sejam A e B pontos tais que A €r, B € s, A, Blot. Sejam
r’ uma reta que contém o ponto P e A’ € v’ com A’, B lo t. Existe uma Unica reta
r’ por P para a qual os angulos alternos internos sao congruentes e, pelo Teorema
1.1, teremos ' || s. Mas, como ha uma tnica reta paralela a s por P, entdo r’ = r
e BQP =~ APQ.

O]
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e Dadas duas retas e uma transversal, se as duas retas sao paralelas, entao os pares de
angulos correspondentes sao congruentes (a demonstragao é completamente anéaloga
a anterior).

e Em qualquer triangulo AABC temos A+ B+ C = 180 (fig. (1.3)).

Figura 1.3: Soma dos angulos internos de um triangulo qualquer.

Demonstracao.

Sejam 7 || AC uma reta tal que B, D, E € r tais que D — B — E, isto ¢, B est4 entre

D e E, de modo que D, A ml % Entao os angulos ZDBC e ZC'BE formam um
par de angulos suplementares.
Assim:

DBA+ B = DBC e DBC + CBE = 18(°.
Logo,
DBA+ B + CBE = 180°.
Mas DBA e A sio alternos internos, assim como CBE e C.
Entao,
A+ B+C =180°. (1.1)

O

Em muitas demonstracoes ao longo do nosso texto, o resultado seguinte sera funda-
mental.
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Proposicao 1.1. As diagonais de uma quadrildtero convexo intersectam-se (fig. (1.6),
pag. 9).

Para apresentarmos a demonstracao desta Proposicao precisaremos de alguns concei-
tos:

Definigcao 1.5. Seja um dngulo Z/BAC. Seu interior, ou sua regiao interna, € a inter-
seccao do semiplano definido por AB que contém o ponto C' com o semiplano definido por
AC que contém o ponto B.

Figura 1.4: Ponto D pertencente a regiao interna de um angulo.

Assim, um ponto D encontra-se no interior do angulo ZBAC se B e D estao no mesmo
semiplano definido por Zg' e se C' e D estao no mesmo semiplano definido por f@ (fig.

(1.4)).

A proposicao seguinte foi muito importante para o desenvolvimento da Geometria
axiomatica, uma vez que dela foram obtidos muitos outros resultados.

Proposicao 1.2. (Postulado de Pasch).

Considere um tridngulo AABC e seja v uma reta contendo um ponto P € AC. En-
tao r intersecta AB ou BC (fig.(1.5)).

Demonstracao.

Suponha, por absurdo, que r N AB = () e r N BC = (), entdao A, B ml 7, assim como
B,C ml r. Assim sendo, A,C ml r, o que é absurdo, ja que {P} =rnN AC. O

Passemos a demonstragao da Proposicdo (1.1).



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 9

Figura 1.5: Postulado de Pasch.

Demonstracao.

Seja o quadrilatero convexo ABCD (fig. (1.6)). Como A, B ml DC e como B,C ml

A, entao B pertence a regiao interna do angulo ADC. Assim, segue do Postulado de
Pasch (Proposicao (1.2), pagina 8) relativo ao triangulo AADC que a reta suporte de
BD intersecta a diagonal AC' em um ponto P. Analogamente, a reta suporte de AC
intersecta a diagonal BD em um ponto Q. Como P,Q € j@ N , entao P = Q. n

Figura 1.6: As diagonais de um quadrilatero convexo intersectam-se.

Nosso principal objeto de estudo nesta dissertacao sao os trapézios. Ja observamos
que alguns livros didaticos do ensino basico discordam quanto & definicao de trapézios.
A definicao a seguir traz a escolha que fizemos aqui, que esta de acordo com A.C. Muniz
Neto [5] e E. Moise [4].

Definicao 1.6. Um trapézio é um quadrildtero que possui um par de lados opostos para-
lelos. Quando os dois pares de lados opostos do trapézio sao paralelos, ele € chamado de
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paralelogramo.

Mostremos que os trapézios sao quadrilateros convexos. Para isto, precisamos de
alguns conceitos auxiliares.

Teorema 1.2. Todo lado de um tridngulo, com excecao de seus extremos, estd contido
no interior do dngulo oposto.

Considere o triangulo AABC. Vamos provar que BC \ {B,C} C int(£/BAC) (fig.
(1.7)).

Figura 1.7: Tlustracao do Teorema (1.2).

Demonstracao.

Sabemos que BC'\ C esta contido no lado de 26 que contém B pois, caso contrario,

B,C lo AC, o que seria absurdo. Da mesma forma BC'\ B est4 contido no lado de A
que contém C. Entao BC'\ {B,C} Cint(£LBAC). O

Teorema 1.3. Teorema do Angulo Externo.

Em um triangulo qualquer, a medida de um dngulo externo é a soma das medidas dos
dois angulos internos nao adjacentes a ele (fig. (1.8)).

Reformulando:

Dado um triangulo AABC', entao:
BCD = A+ B.

onde D é tal que A —C — D.
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Figura 1.8: Angulo externo de um triangulo.

Demonstracao.

Sendo A — C' — D, temos § —l—ABalA) = 180° j& que sao angulos suplementares. Como
A+ B+ C =180° entao A+ B+ C = C + BCD. Ou seja,

BCD = A+ B. (1.2)

Teorema 1.4. Todo trapézio é um quadrildtero convezo.

Reformulando:

Seja ABCD um trapézio com BC | DA. Entdo ABCD ¢é um quadrildtero convexo,
ou seja:

e A BmlCOD:
e B,C ml DA:
e C,D ml AB:
e D,Aml BC.
Demonstragio.

Como AD || BC, entio A, D ml BC e 0 mesmo ocorre com B,C com relagao a D,
Nos resta mostrar que A, B ml Cﬁ e que o mesmo ocorre com C, D com relagao a jﬁ
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Vamos supor, por absurdo, que A, B lo Cﬁ, ou seja, que pertencam a semiplanos
distintos determinados pela reta suporte de C'D. Como ABCD é um quadrilatero, deve

ocorrer a existéncia de X € com X —C — D.

Sabemos que A, C,D nao sdo colineares (dado que ABC'D ¢é quadrilatero), entdo,
consideremos o triangulo AACD.

Como X — C — D, entao ACX ¢ externo ao triangulo AACD e, pelo Teorema do
Angulo Externo (Teorema (1.3), pagina 10), temos que ACX = CAD + ADC. Assim,
ACX > CAD.

Como A—-— X — B, X € Cﬁ, entdao A, B lo @ Pelo Teorema (1.2), pagina 10,
X € int(LACB). Consequentemente, ACX + XCB = ACB. Como ABCD ¢ trapézio
com AD || BC e 0 ¢ transversal, entdo ZCAD = ZACB (angulos alternos internos).

Logo CAD < ACX < AC’B implicando em CAD < ACB o que é absurdo. Entao A, B
ml CD.

Analogamente, verifica-se que C, D ml jzlﬁ . O

Figura 1.9: Trapézio com A, B lo Cﬁ

Embora termos dedicado o Capitulo 2 para apresentar as caracterizacoes de trapézio
que consideramos as mais importantes, a seguir destacamos algumas, muito relacionadas
a definicao de trapézio.

A primeira delas esta dada a seguir e é 6bvia.

Se as retas suportes dos lados AB e CD (fig. (1.10), pag. 13) de um quadrilatero
convexo ABC'D formarﬁm angulo « entre si, entao o quadrilatero é um trapézio de
lados opostos paralelos AB e C'D se, e somente se, o — 0°.

Uma outra é dada a seguir e é consequéncia do paralelismo de retas.
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Figura 1.10: Trapézio ABCD.

O quadrilatero ABC'D é um trapézio de lados opostos paralelos AB e CD se, e so-
mente se, ABD = BDC' (dngulos alternos internos) (fig. (1.10)).

Desta condigao chegamos a outra equivalente, fundamentados na relagao de angulos co-
laterais internos:

Teorema 1.5. Um quadrildtero convezo ABCD com lados opostos AB e CD paralelos ¢
um trapézio se, € somente se,

A+D=B+C =180°. (1.3)
Demonstracao.

E uma consequéncia da relacio entre angulos correspondentes e o paralelismo de AB
e CD. O

Usando semelhanca de triangulos, alcancamos uma importante relagao entre os seg-
mentos que formam as diagonais do trapézio ABCD de lados paralelos AB e C'D, que se
intersectam no ponto P (fig. (1.10), pag. 13).

AABP ~ ACDP (CCLSO AA),

AP BP
CP - DP (1.4)

Concluimos ainda que as duas diagonais em questao dividem o trapézio em 4 tridngu-
los nao sobrepostos sendo dois deles semelhantes (os que possuem lados formados pelas
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bases do trapézio) e os outros dois com mesma érea (fig. (1.11), pag. 14), conforme a
Proposigao (2.4).

Figura 1.11: Trapézio e suas diagonais.

Proposicao 1.3. Sejam ABCD um trapézio com lados paralelos AB e CD e {P} =
AC N BD. Entao, as dreas dos triangulos NAPD e ABPC' sao congruentes.

Demonstracao.

Denote por Sxyz a area de um triangulo qualquer com vértices X, Y e Z.

Como os triangulos AABD e AABC possuem a mesma base AB e a mesma altura,
entao SABD = SABC-

Mas, Sapp = Sapp + Sapp € Sapc = Sapp + Spcp. Portanto Sapp = Spcop.
L]

As mesmas relagoes anteriores podem ser obtidas em termos trigonométricos. Para o
trapézio ABC'D de lados paralelos AB e C'D, temos, pelo Teorema (1.5), pagina 13, que:

sen A=sen D e sen C' =sen B,
cos A=-cos D e cos C'=-cos B.

Logo,

sen A-sen C =sen B -sen D, (1.5)
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cos A-cos C = cos B-cos D.

Por (1.5) e (1.6) chegamos a:
sen A-sen C 4 cos A-cos C =sen B-sen D+ cos B - cos D.

Ou seja,

Resumindo:

15

(1.6)

(1.7)

Proposicao 1.4. Se ABCD for um trapézio de lados opostos AB e CD, entio cos (ﬁ—

C) = cos (B — D).



Capitulo 2

Caracterizacoes Fundamentais

Neste capitulo apresentamos condigcoes que caracterizam os trapézios, utilizando-se de
relacoes trigonométricas, calculo de area de triangulos, medidas de lados e distancias.

Utilizaremos a nota¢ao Sxyz para nos referir & area S do triangulo AXY Z.

Dado o trapézio ABCD de bases paralelas AB e CD (fig. (1.10), pag. 13), sua &rea
S pode ser calculada pela soma das areas dos triangulos AABD e ABCD, respectiva-
mente, ou seja,

S = Sapp + Seep-
~ Como os triangulos AABD e ABCD tém a mesma altura h relativa aos lados AB e
CD, assim:
S=AB-h ! +CD-h L
- 2 2
Sendo AB =a e CD = b, temos que:

a+b
2

Lembramos que a area Sypc do triangulo AABC também pode ser calculada pela
expressao abaixo, que nos serd util na préxima secao:

S:

h. (2.1)

sen B-a-c

Sapc = — (2.2)

em que a = AB, ¢ = BC e B é a medida do angulo interno ZABC' do triangulo
ANABC.

16
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2.1 Caracterizacoes dos trapézios envolvendo trigono-
metria

O teorema a seguir nos da uma caracterizacao de trapézios a partir da soma dos cossenos
de angulos adjacentes do quadrilétero.

Teorema 2.1. Um quadrildtero convezo ABCD € um trapézio de lados paralelos AB e
CD se, e somente se:

cos A+ cos D=0 ¢ cos B+ cos C =0. (2.3)

Figura 2.1: Angulos correspondentes congruentes.
Demonstracao.

Suponha que o quadrilatero convexo ABCD seja um trapézio com AB || CD. Assim,
do paralelismo entre AB e CD, segue que A e D sdo suplementares, conforme ilustrado
na figura (2.1). Logo:

cos A+ cos D = cos A+ cos(180° — A) = cos A — cos A = 0.

Analogamente, cos B+ cos C = 0.

Reciprocamente, suponha que os angulos 2, LA?, CeDdo quadrilatero convexo ABC' D
satisfacam a relagao (2.3).

Suponha, por absurdo, que ABC'D nao seja um trapézio de lados paralelos ABeCD,
conforme figura (2.2). Desta forma, A+ D # 180° e B + C # 180°. Sem perda de
generalidade, suponha que A > 180° — D, de acordo com a mesma figura (2.2).
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Figura 2.2: Trapézio com lados AB e C'D néo paralelos.

Como ABC'D é um quadridtero convexo, entao 0° < A D < 180° e temos que a fungao
f(z) = cos x ¢ decrescente em (0°,180°). Logo, cos A+cos D = cos A—cos (180~ D) < 0,

o que contradiz a hipdtese de que cos A+cos D=0.

Portanto, ABC'D & um trapézio de lados paralelos AB e CD
O

A seguinte Proposicao estabelece uma relagao entre os angulos de um trapézio utilizando-

se a funcao cotangente.
Proposicao 2.1. Um quadrildtero convexo ABCD ¢é um trapézio com lados paralelos AB

e CD se, e somente se:

cot, X—l—cotf):cot E—l—cotazo.

A demonstracao é analoga a anterior, ja que a funcao cotangente é descrescente no

intervalo (0°,180°) e cot x = -cot (180° — x).
Teorema 2.2. Um quadrildtero convexo ABCD € um trapézio com lados paralelos AB e

CD se, e somente se:

[

)-tan (%) = 1.

|t

2o [y
0 |)

tan (5) - tan (3) = tan (

Demonstracao.
= 90°, ou

IS
+
Nle)

Como A+ D = 180°, conforme a relagdo (1.3), pagina 13. Entao

+
4 ¢ D 550 angul lement Dist
5 sa angu 0OS Comp enientares. 1STO Segue que

seja, 5 e
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" 1 1 1 5
tan (4) = — — = —= cot (£).
cot(4)  cot(90° —2)  tan(Z)
e
~ 1 1 PS
tan (£) = — = — = —=cot (4).
cot(£)  cot(90°—4)  tan(4)

Além disso, por definicao de cotangente, temos que

tan (é) - cot (é) =1
Consequentemente,
tan (4)-tan (£) =1
Analogamente, temos:
tan (£)-tan (£) =1

Reciprocamente, suponha, por absurdo, que o quadrilatetro ABC'D néo seja um tra-
pez1o de bases paralelas AB e CD Sem perda de generahdade suponha que A+D > 180°
A) + (£) > 90°. Logo tan (4 + 2)<0.

e B+ C < 180°. Assim, (5

Calculando-se tan (é + g) < 0, temos
B ta + ta D
O>tan(§+§)* n (5 )A H(Q)A. (2.4)
A D
1 —tan (%) -tan (5)
Logo

sdo agudos, entdo o numerador de (2.4) é positivo

2oy
|

Como os angulos 5 e 3
devemos ter o denominador de (2.4) negativo. Ou seja tan 5 -tan 5 > 1
—l— C < 90°, logo tan (g—i-g) > (0. Calculando-se

Por hlpotese B+C < 180°. Entao,

tan (% + <), temos:
(2.5)

Logo
By.

sao agudos, entdo o numerador de (2.5) é positivo
2

Como os angulos % e %
devemos ter o denominador de (2.5) também positivo, o que ocorre quando tan (

tan () < 1.
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Assim, tan (é) -tan (2) # tan (£) - tan (), o que contraria a hipotese. Portanto,

ABCD & um trapézio de lados paralelos AB e CD.
]

2.2 Caracterizacoes dos trapézios envolvendo areas

Nesta secao, obteremos quatro caracterizacoes de trapézios a partir do calculo de areas.
Numa delas sera utilizado o conceito de bimediana, definido a seguir:

Definicao 2.1. Dado um quadrildtero convero ABCD, uma bimediana € um segmento
de reta com extremidades nos pontos médios de dois lados opostos desse quadrildtero.

Proposicao 2.2. Um quadrildtero convexo ABCD € um trapézio se, e somente se, uma
bimediana o divide em dois quadrildteros de mesma drea (fig. (2.3)).

Figura 2.3: Bimediana de um trapézio.

Demonstracao.

Consideremos que o trﬂ)ézio_ABCD tenha lados paralelos AB e CD e sejam M; e M,
os pontos médios de AB e C'D, respectivamente. A bimediana MM, divide o trapézio
ABCD (fig. (2.3)) em dois trapézios de bases de mesma medida e mesma altura h.

Calculando-se as areas S7 e Sy dos trapézios AMM,D e M;BC Ms, respectivamente,
temos que

S]_ — AMI"IQ‘DJ\JZ . h — BJ\/[l—gCMQ . h — SZ-
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Reciprocamente, sejam ABC'D um quadrilatero convexo, M7 e Ms os pontos médios de
AB e CD, respectivamente, e h a distancia entre M; e Ms. Denotemos por S1 = Sap,,
Sg = SDM1Mz: Sg = SCM1]V]2 e 54 = SBCM17 conforme ﬁgura (24)

Observemos que Sy = S3, pois os triangulos ADMM; e ACM; M, tém bases de
mesma medida e tém a mesma altura. Mas, por hipotese,

51+52253+S4.

Consequentemente, S; = S;. Mas, as bases dos triangulos AAM;D e ABM,C' tém
a mesma medida. Assim, estes tridngulos tém a mesma altura, de modo que a distancia

dos pontos C' e D a reta 4B coincidem. Portanto, CD || AB e ABCD é um trapézio.
[

Figura 2.4: S; + Sy = S3 + 9.

Observacao 2.1. A Proposicao (2.2), pdgina 20, aplica-se ao caso da bimediana com
extremidades nos pontos médios dos lados paralelos do trapézio. Por exemplo, se M e
M, forem os pontos médios dos lados AD e BC, respectivamente, do trapézio ABCD,
tais que AD b's BC. Entio MM, = %, pois a bimediana MMy € a base média do
trapézio ABCD, de modo que ABMsM, e My MCD sejam trapézios. Assim, denotando-
se por Sy e Sy as dreas dos trapézios ABMsM, ¢ MiMsCD, respectivamente, por h a
altura do trapézio ABCD, a = AB, b= CD, conforme figura (2.5), temos que:

a+b (a+3b) - h

.S — ’ (Ba+0b)-h

7& — SQ.

MMy = S

Proposigao 2.3. Se as diagonais de um quadrildtero convero ABCD se intersectam em
P, entao ABCD € um trapézio de lados paralelos AB e CD se, e somente se, as dreas
dos triagngulos NAPD e ABPC' sao iguais (fig. (1.11), pdg. 14).



CAPITULO 2. CARACTERIZACOES FUNDAMENTAIS 22

D C
|
I
|
h
31 82 a+b
Mz : 2 M2

|
|
I
h
:2 S1
|
[

A B

Figura 2.5: Trapézio com bimediana paralela as bases.

Demonstracao.

Denotemos por hxyz a altura de um triangulo de vértices X, Y e Z.

Sapp = Sppc < Sapp + Sapp = Sppc + Sapp © Sapp = Sapc © happ = hapc,

visto que os triangulos AABD e AABC tém a mesma base AB.

Mas, esta tltima igualdade ocorre se, e somente se, AB || C'D, que, por sua vez, ocorre
se, e somente se, o quadrilatero convexo ABC'D for um trapézio com lados paralelos AB
e CD.

O

Teorema 2.3. Um quadrildtero convexo ABCD € um trapézio se, e somente se, o pro-
dutos das dreas dos tridngulos formados por uma diagonal for igual ao produto das dreas
dos tridngulos formados pela outra diagonal (fig. (2.6), pdg. 23).

Demonstracao.

Seja P o ponto de interseccio das diagonais AC e BD do quadrilatero ABC'D. Denotemos
por Sl = SAPD; SQ = SODP; Sg = SBCP e 54 = SABP- Observemos que SABD = Sl + S4,
SBCD = Sz + 53, SAC’D = Sl + 52 (S SABC’ = Sg + 54. Assim,

(S1+S4)'(SQ+53>:<51+52>'(53+S4)<:>Sl'SQ+53'S4251'S4+SQ'53<:>
(Sl—53)'(S2—S4):O<:>81:S3OUSQZS4.

De acordo com a Proposicdo (2.3), pagina 21, esta dltima igualdade ocorre se, e
somente se, o quadrilatero ABC' D for um trapézio. n
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Figura 2.6: Quadrilatero convexo dividido em quatro triangulos pelas suas diagonais.

Lema 2.1. As diagonais de um quadrildtero convexo o divide em quatro tridngulos para
0s quais o produto das dreas de dois tridngulos opostos € igual ao produto das dreas dos
outros dois tridingulos.

Demonstracao.

Considere o quadrilatero convexo ABCD. Sejam {P} = E N BD, S; = Sapp, Sz =
Scpp, S3 = Spep, S4 = Sapp, 0 o angulo formado entre DP ¢ AP, AP =p, DP = r,
CP = qe BP = s (como na figura (2.7)). Assim:

p-r-senf q-s-senf p-q-r-s-sen’d

51'53:

2 2 4 ’
q-r-sen (180°—60) p-s-sen (180°—6) p-q-r-s-sen’d
Sy Sy = - = |
2 2 4
Logo,
S1-83 =954

]

Outra maneira para se demonstrar este lema sem o auxilio da trigonometria é usar
as alturas dos triangulos relativos a uma tnica diagonal. Assim, se h; é a altura dos
triangulos AADP e AABP relativa a diagonal BD e se hy é a altura dos triangulos
ACDP e ABCP relativa também & diagonal BD, entéo:
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Figura 2.7: Produtos dos triangulos opostos de um quadrilatero convexo sao iguais.

_T'hl S'hg_T'S'hl'hg
51'53_ 9 9 - 4 )
_T"hg S'hl_T‘S‘hl'hQ
S2-51= 5 2 4 '

O proximo resultado é uma caracterizacao de trapézios envolvendo uma relagao entre
areas de dois triangulos opostos, obtidos a partir das diagonais do trapézio.

Teorema 2.4. Com as notagoes introduzidas na demonstracio do Lema (2.1), pdgina 23,
o quadrildtero tem drea K = (/S +1/S4)? se, e somente se, ele for um trapézio cujos
lados paralelos sao os lados dos tridngulos cujas dreas sao Sy e Sy.

Demonstracao.

O quadrilatero convexo (fig. (2.7), pag. 24) tem area K = Sy + So + S3 + Su.
Pelo Lema (2.1), temos Sy - S3 = Sy - S;. Entao:

K:Sl+SQ+53—|—S4+2\/SQ'S4—2\/51'Sg,
K = (VS +V8)* + (VS = V5)*.

De acordo com a Proposigao (2.3), pagina 21, o quadrilatero é um trapézio cujos lados
paralelos sao lados dos tridangulos com areas S, e Sy se, e somente se, S; = S3. Isto ocorre

se, e somente se, K = (1/Sy +/S;)%
]
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2.3 Caracterizacoes que envolvem lados e distancias

Nesta tltima secao, apresentamos algumas caracterizagoes de trapézios envolvendo basi-
camente os comprimentos de seus lados e os comprimentos de suas diagonais.

Teorema 2.5. Um quadrildtero convexzo ABCD ¢é um trapézio com lados paralelos AB e
CD se, e somente se:

AD _sen C
BC  sen D’

Demonstracao.

O quadrilatero ABC'D & um trapézio com lados paralelos AB e CD se, e somente se,
os triangulos AACD e ABCD (fig. (1.11), pag. 14) tém mesma altura relativa ao lado
CD. Isto ocorre se, e somente se, Sqcp = Spep. Ou seja,

1 ~ 1 A
é-C’D-AD-senD:§-CD-BC-sen C.
Equivalentemente,

AD _sen C

- = 2.7
BC  sen D (2.7)

[]

Lema 2.2. Para um quadrildtero convero ABCD com AB = a, BC = b, CD = ¢,
DA =d, e diagonais medindo p = AC e g = BD, vale que:

P4+ ¢* =b*+ d* + 2ac - cos 0, (2.8)
onde 6 é o angulo entre jﬁ e @
Demonstracao.

Seja 0 o angulo entre os prolongamentos de AB e CD. Se § = 0, entdo AB || CD,
de modo que o quadrilatero convexo ABC'D é um trapézio. Caso 6 # 0, existe um ponto

J que é a interseccao de AB com Cﬁ

Seja G o ponto tal que CG é paralelo a AB, CG é perpendicular a DG e seja E o
ponto {E} =GDN 1B (como na figura (2.8), pagina 26).
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Como ZBJC e ZDCG sao angulos alternos internos (nos casos 1 e 4) ou angulos
correspondentes (nos casos 2 e 3) formados entre a transversal % com as paralelas j@
e OC, entdo BJC = DCG = 6.

Seja I’ € jﬁ tal que C'F é perpendicular a j@ Entao GEFC é um retangulo, de
modo que FF = GC =c-cos 0, DG = c-sen 6.

Logo, sendo h = CF e x = AFE, temos as seguintes possibilidades e suas respectivas
representagoes nas figuras (2.8), (2.9), (2.10) e (2.11):

e ED=h—c-senf, FB=a—c-cos § —z, para o Caso 1 ilustrado na figura (2.8),

Figura 2.8: Caso 1.

e ED=h+c-senf, FB=a—c-cos § — z, para o Caso 2 ilustrado na figura (2.9),

Figura 2.9: Caso 2.
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e ED=h+c-send, FB = c-cos § —a— x, para o Caso 3 ilustrado na figura (2.10),

Figura 2.10: Caso 3.

e ED=h—c-sen 0, FB = c-cos § —x — a, para o Caso 4 ilustrado na figura (2.11).

Figura 2.11: Caso 4.

Para prosseguirmos com a demonstragao, adotaremos a situacao representada no Caso
1. Os outros casos sao analogos.

Aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos AACF, ABDE, ABCF e ANAED
temos, respectivamente:

p* =h*+ (x +c-cos 0)?,

¢ =(a—x)*+ (h—c-sen 0)?
bV =h*>+(a—z—c-cos 0)?
d?> = 2%+ (h — c-sen 6)2.
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Somando-se as equacgoes anteriores convenientemente, temos:

PP+ =h*+(x+c-cos )+ (a—z)?+ (h—c-sen b)?
V+d>=h>+(a—x—c-cos 0)>+ 22+ (h — c-sen ).

Assim,

pP’+q¢—(x+c-cos 0)>—(a—x)>=h*+ (h—c-sen 6)?
V+d?>—(a—x—c-cos 0)2—a22=h?>+ (h—c-sen )%

Finalmente,
P+ —(r+c-cos0)?—(a—z)>=0+d*—(a—x—c-cos 0)* — 22
donde segue que:

p? +¢* =b>+ d* + 2ac - cos 6.

]

Corolario 2.1. Para um quadrildtero convero ABCD com AB = a, BC =0, CD = ¢,
DA = d e diagonais AC' e BD, medindo p = AC e q = BD, temos que ABCD € um
trapézio com bases paralelas AB e CD.

P’ + ¢ =0 +d* + 2ac. (2.9)
Demonstracao.

Esta relacdo é consequéncia direta do Lema (2.2), pagina 25, jA que o quadrilatero é
um trapézio se, e somente se, 6 = 0. O

A seguir, definiremos Mediana de Euler de um quadrildtero convexo, que nos serd 1til
na caracterizagio de trapézios do Teorema (2.6).

Definigao 2.2. Considere um quadrildtero convezo ABCD. Sejam P e QQ os pontos
médios de suas diagonais AC e BD, respectivamente. A medida v = P(Q) é chamada de
Mediana de Fuler do quadrildtero ABCD.

Antes de caracterizarmos os trapézios por meio de uma relacdo com a Mediana de
Euler, apresentamos uma generalizacao da Regra do Paralelogramo para um quadrilatero
convexo qualquer, que é chamada de Relacao de Euler para um Quadrilatero:

Seja ABCD um quadrildtero convexo com AB = a, BC =0b, CD = c e DA = d,
diagonais AC e BD medindo p = AC e ¢ = BD. Se v denota a Mediana de Euler de
ABCD, entao:

a? + 02+ dP=p? R (2.10)
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cuja demonstragao pode ser encontrada em [1], pag. 126. Necessitaremos, entretanto,
de algumas fundamentagoes que nos conduzam a esta demonstragao.

Lema 2.3. Fizados os pontos A e B do plano, o lugar geométrico dos pontos M do plano
cuja soma dos quadrados das distincias de M a A e a B € uma circunferéncia que passa
por M e cujo centro O € o ponto médio de AB.

Demonstracao.
Figura 2.12: Tlustracao auxiliar para o Lema (2.3).
Pela figura (2.12), temos que cos o = 92 ¢ cos 8 = —(cos (7 — ) = —S5.
Pela Lei dos Cossenos:
2 2 2 oD 2 2
(AM)* = (OM)*+ (OA) —2-OM-OA-O—M:(OM) + (OA)*+2-0A-0D.
E
2 2 2 oD 2 2
(BM)*=(OM)*+ (0OB)*—=2-OM -OB - “or) = (OM)*+ (OB)*=2-0B-0OD.
Mas:
1
Logo,

(AM)? + (BM)? = 2(OM)?* + 2(0A)2.
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Chamando-se (AM)? + (BM)? = k* e AB = 2a (também constante), entao:

1
(OM)? = * — a®

. . . 1
Portanto, M pertence a uma circunferéncia de centro O e raio §k2 —a®.

O
1 (AB)*
2 4
contrdrio, (AM)? + (BM)?* < Mas, pela desigualdade triangular aplicada ao
triangulo NABM, tem032 que (AB)* < (AM)? + (BM)?. Assim, teriamos (AB)? <

(AM)? + (BM)? < —(AQB )

Lema 2.4. Dado um tridngulo ANABC e sejam a = BC, b= AC, ¢ = AB, mg,, my € m,
as medianas relativas aos vértices A, B e C, respectivamente. FEntao:
(

1
Observacao 2.2. Notemos que —k* — a®> =

(AB)?

((AM)* + (BM)?) —

> 0. Caso

. O que seria absurdo.

1
2(mg)? =b* + 2 — §a2,

1
2(myp)? = a® + & — 562,

1
2(me)? = a® +b? — =
\ 2

Figura 2.13: Tlustracdo auxiliar para o Lema (2.4).
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Demonstracao.

Seja O o ponto médio de BC. Como (AB)? + (AC)? é igual a uma constante k, en-
tao, pelo Lema (2.3),

(A0)? = %/& . <%>2

(importante observar que na demonstracao do Lema (2.3) temos AB = 2a como base
do triangulo AABM, figura (2.12), enquanto que na demonstracdo deste Lema (2.4)
temos BC' = a como base do tridngulo AABC, figura (2.13).

Ou seja,
1 a?
2 _ 2 b2 =
(ma)? = 5(E+17) -
Consequentemente,

1
2(mg)? =0+ 2 — §a2.

As outras duas equacgoes sao provadas de modo anélogo.

Proposicao 2.4. Seja ABCD um quadrildtero convezo com a = AB, b= BC, ¢ = CD,
d= DA, p=AC e q= BD. Sejam My e My os pontos médios das diagonais AC e BD,
respectivamente, e v = My Ms. Entao:

P2+ q¢? =a?+ b2+ + d® — 42,

Demonstracao.

Aplicando-se o Lema (2.4) aos triangulos AABD, ACBD ¢ AM,AC, temos:

1
2(AM,)* = a® + d* — 5q2, (2.11)
2 2 2 1 2
2(CMy)* =b"+ ¢ — oL (2.12)
1
2(MyM,)? = (AM>)* 4 (O My)? — 5p?. (2.13)

Assim, multiplicando-se a relagao (2.13) por 2, e substituindo-se as relagoes (2.11) e
(2.12) neste produto, temos:
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Figura 2.14: Tlustragao para a demonstracao da Proposigao (2.4).

[

Teorema 2.6. Seja ABC'D um quadrildtero CONVETO COMm AB =a, BC =b, CD =c¢
e DA =d. Sejam P e Q os pontos médios de AC' e BD, respectivamente, e v = PQ).
Entao, ABCD ¢ um trapézio com bases paralelas AB e CD se, e somente se:

b la—d ; ‘I (2.14)

Figura 2.15: Mediana de Euler.

Demonstracao.



CAPITULO 2. CARACTERIZACOES FUNDAMENTAIS 33

De (2.10), temos que:

Mas, pelo Corolario (2.1), pagina 28, o quadrilatero convexo ABC'D é um trapézio
se, e somente se, p* + ¢*> = b? + d? + 2ac. Portanto, o quadrilatero convexo ABC'D & um
trapézio se, e somente se:

ja =<

AV +E+P =P+ +2ac+ 0 <=a?—2ac+F = v= 5

]

Observacao 2.3. As diagonais de um paralelogramo intersectam-se em seu ponto médio.
Sendo ABCD um paralelogramo com diagonais AC e BD e, sendo P e Q 0s pontos
médios de AC e BD, respectivamente, temos P e Q coincidentes. Assim, sendo v a
Mediana de Euler, temos v =0, AB=CD =a e BC = DA = b, cujas substituigoes na
Relacio de Euler para um Quadrildtero, resultam em p* + ¢* = a® + b* + a®> +b*> — 4- 02,
ou seja, p* + ¢* = 2a% + 2b%, que é a Regra do Paralelogramo.

Teorema 2.7. Seja ABCD um quadrildtero convero com AB = a, BC =0, CD = c,
DA =d, e diagonais AC e BD medindo piAC’ﬂ = BD. Suponha que a # c. Entao,
ABCD ¢é um trapézio com bases paralelas AB e C'D se, e somente se:

Y

B \/ac(a —¢) + ad® — cb?

a—cC

= \/ac(a—c) + ab* — cd?

a—=c

Demonstracao.

Seja o o angulo entre AC' e AB e 8 o angulo entre AC' e CD. Aplicando-se a Lei
dos Cossenos aos tridngulos AABC ¢ AACD (como na figura (2.16)), temos que:

b? = a® + p? — 2ap - cos a,
d* = ¢ +p* — 2cp - cos .

O quadrilatero ABC'D é um trapézio se, e somente se, &« = 3. Equivalentemente,
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Figura 2.16: Diagonal p de um quadrilatero convexo ABCD.

a2 + p* — b2 B A4 p?— @2
2ap B 2cp

ac+ cp? — b*c=ac® + ap® — ad® &
p?(a —¢) = ac(a — ¢) + ad® — b*c &

p\/ac(a —¢) +ad* — b*c

a—=c

A segunda relacao é obtida de modo analogo.



Capitulo 3

Proposta de Atividades

Neste capitulo elaboramos algumas atividades a serem aplicadas aos alunos do Ensino

Médio.

Sugerimos a utilizagao do Geogebra como recurso para resolucao de algumas

delas, por se tratar de um software de uso livre. Sugerimos, além disso, que se utilizem
régua e compasso nas construcoes sempre que possivel, como ferramentas adicionais.

Este capitulo esta dividido em duas secoes sendo que, na primeira, encontram-se os
enunciados das questoes propostas, enquanto que na segunda héa algumas solucoes possi-

veis.

3.1 Questoes

1.

Construa o trapézio ABC'D com AB || CD no Geogebra e trace suas diagonais
AC e BD, com interseccao em P. Utilize o medidor de areas do Geogebra para
verificar que as areas dos triangulos AAPD e ABPC sao iguais, de acordo
com a Proposigao (2.3), pagina 21.

Utilize o medidor de areas do Geogebra para verificar que a bimediana de
um trapézio o divide em dois trapézios de mesma area, caso esta bimediana
tenha extremidades nos pontos médios dos lados paralelos, de acordo com a
Proposigao (2.2), pagina 20.

Construa um trapézio ABC'D, com AB # CD, e trace a bimediana com ex-
tremidades nos pontos médios dos lados ndo paralelos (base média). Calcule
as areas dos trapézios obtidos e verifique se sao iguais, de acordo com a Obser-
vacao (2.1), pagina 21.

. Dados os segmentos de reta paralelos AB e CD, tais que AB =9 e CD = 5,

A C lo , calcule a comprimento do segmento determinado pelos pontos
médios de AC' e BD, de acordo com o Teorema (2.6), pagina 32.

35
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5. Um trapézio ABCD de lados paralelos AB e C'D ¢é tal que sua diagonais AC
e BD intersectam-se em P determinando os comprimentos AP =9, CP =6 e
DP =38.

(a) Determine a medida de BP;
(b) Sendo AB = 12, determine a medida de C'D;
(c) Determine a altura h do trapézio ABCD.

6. Um trapézio com bases a = 9 e b = 6 ¢ dividido em quatro triangulos pelas
suas diagonais, como ilustrado na figura (3.1).

Figura 3.1: Ilustracao para a questao 6

Sabendo-se que Sy = 12, determine:
(a) a altura h do trapézio;
(b) as medidas das areas Sy, S3 e Sy.

7. (Questdo extraida da Avaliacao 3 - 2011 de MA13 - Geometria I - PROFMAT)
Um trapézio ABCD tem altura h e bases AB =ae CD = b. Seja F' o ponto
de interseccao das diagonais:

(a) Calcule as distancia de F' as duas bases:
(b) Calcule as areas dos triangulos ADF e BCF:

8. Dado o trapézio ABC'D de lado paralelos AB e CD, area S = 24v/3, AB = 10,
AD =6, A=120° e B = 45°, determine:

(a) a medida do lado BC;
(b) a medida do lado CD.

3.2 Proposta de Solucoes

Nesta se¢ao apresentamos algumas propostas de solugoes das questoes contidas na secao
anterior, entretanto lembramos que trata-se apenas de propostas, pois as solucoes podem
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ser diversas.

e Questao 1

Ha infinitas possibilidades de solugao. Sugerimos ao professor discutir algumas
delas, considerando-se alguns tipos de trapézios. Para exemplificar, apresentamos

as seguintes solugoes:

Area de BCP = 16.85.

Figura 3.2: Ilustracao 1 para a questao 1

Area de ADP = 14.06 Area de BCP = 14.06
P~

Figura 3.3: Ilustracao 2 para a questao 1

e (Questao 2
Esta questao admite infinitas possibilidades, assim, construa um trapézio qualquer
e utilize a ferramenta do Geogebra para definir os pontos médios de suas bases.
Em seguida, utilize o medidor de areas do Geogebra para verificar que as areas dos
trapézios obtidos sao iguais, conforme o seguinte exemplo:
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Area de AMM,D = 36 Area de M;BCM, =36

Figura 3.4: Ilustracao para a questao 2

e Questao 3

Observe na figura (2.5), pagina 22 que a bimediana com extremidades nos lados nao
paralelos de um trapézio é, na verdade, sua base média. Calcule as dreas S; e Sy e
verifique que sao diferentes, salvo se a = b.

O
O

Area de M;M,CD =30

Area de ABM,M, =42

Figura 3.5: Ilustracao para a questao 3

e Questao 4

Os pontos A, B,C, D determinam um trapézio, j4 que AB || CD. Pela Relacao
(2.14), pagina 32.

e Questao 5

(a) Por (1.4), na pagina 13, obtemos BP = 12.
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(b)
(c)

Utilizando-se semelhanga dos triangulos AABP ¢ ACDP, chegamos a
CD =8.
Sabemos que o triangulo ACDP ¢é isosceles de base 6. Entao sua area é

3v55. Como a razao de semelhanga entre os tridngulos ACDP e AABP
2 4

é 3’ entao a razao de suas areas é 9’ o que implica que a area do triangulo

ANABP é 27@.

Sendo Sy a area do triangulo ACDP e Sy a area do triangulo AABP e
K a area do trapézio ABCD, pelo Teorema (2.4), pagina 24, K = (1/S2 +

1
V/S,)%. Assim, K = 75;{% 5\8!%'

. Logo, a altura do trapézio é h =

e Questao 6

(a)

(b)

Sendo Sy = 12 a area de um triangulo de base 6, entao a altura de S, é
hy = 4. Como o triangulo de 4rea S, é semelhante ao tridangulo de area
S,, entao sua altura é ho = 6. Logo a altura do trapézio é h = 10.

Sy = 27, ja que, pelo item anterior, trata-se de um triangulo de base 9 e
altura 6.

O trapézio tem area S = 75, entao , como S; = S3 (Proposi¢ao (2.3), pag.
21), temos S1 + Sy + S3+ S, = 75, que implica em Sy + 12+ S; 4+ 27 = 75,
logo S; = S3 = 18.

e Questao 7

(a)

Sabemos que os triangulos AABF e ACDF sao semelhantes. Sendo x a
altura do primeiro triangulo e y a altura do segundo, conforme figura 3.6,

a b a+b ah bh
temos — = — = de onde chegamos a x = ey = .

Ty h a+b a+b

D c

i y

N

x

‘ﬁ

A B

Figura 3.6: Ilustracao para a questao 7
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(b) De acordo com a Proposi¢io (2.3), pagina 21, os triangulos AADF e
ACBF tém areas iguais. Logo,

ah ax
Sapr = Spcr = Sapc — Sapr = 5 T o
bh
Substituindo x por aa—+b’ chegamos a Sapr = Spor = 2(Z+ 5
e Questao 8
AD C
(a) Por (2.6), pagina 25, — = e Assim, BC = 2+/6.

BC  gen D

(b) Baixando D ortogonalmente sobre a reta suporte de AB obtemos um
triangulo-retangulo com hipotenusa 6. Com o auxilio da trigonometria
encontramos a altura do trapézio h = 3v/3. Aplicando-se a formula da
area do trapézio encontraremos DC = 6.

450

Figura 3.7: Ilustracao para a questao 8



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Durante a elaboracao deste trabalho de conclusao de curso, tivemos a oportunidade de
alcancar mais resultados do que pretendiamos diante do artigo que nos inspirou. Per-
cebemos a real necessidade de se buscar por demonstragoes consistentes em obras em
lingua estrangeira, como em [1]| e [4], j4 que tais demonstragoes ndo foram encontradas
em portugués, como a demonstracao da Relacdo de Euler para um Quadrilatero.

Mais importante que elaborar um trabalho de conclusao de curso é certificar-se de que
este trabalho possa causar impacto em sua pratica profissional.

O ensino da Geometria assumiu um papel secundario com a reforma de 1971, sendo
seu uso resumido a exemplos dos conteidos de Teoria dos Conjuntos. Tal reforma nos
trouxe a proposta de curriculo da Matematica Moderna que, na década de 1980, j& apre-
sentava fortes indicios de seu fracasso e os prejuizos causados na formagao dos professores
na parte de Geometria foram sentidos até o final dos anos 1990.

Ao longo do desenvolvimento de nosso trabalho, procuramos buscar nao simplesmente
por ferramentas que nos auxiliassem no processo de contrucao do conhecimento de nossos
alunos, mas por ferramentas consistentes, que procurassem garantir a eles, além de conhe-
cimento profundo das caracterizacoes dos trapézios, autonomia para a busca de recursos
que os auxiliassem no aprendizado de conhecimentos geométricos diversos.

Com este trabalho pretendemos oferecer contribuicoes para a busca do resgate da pratica

de um ensino bem fundamentado, através de boas definicoes e demonstragoes oferecendo
a nossos alunos a educacao com a qualidade que lhes é de direito.
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