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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo relacionar o estudo de Passeios Aleatdrios em
uma e duas dimensbdes com o funcionamento de redes elétricas, por meio de mode-
lagem matemadtica, para que tal relacdo possa ser aplicada ao estudo de conteudos
relativos ao ensino da matemadtica no Ensino Médio, em especial no que se refere a

Probabilidade, Matrizes e Funcdes.

Visando uma melhor organizacdo dos conceitos e contetidos abordados, o trabalho
foi dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo serdo apresentados os concei-
tos de Passeios Aleatérios em uma e duas dimensdes, abordando o estudo de funcdes
hamronicas e de representacdo matricial de uma funcdo harmonica. No segundo ca-
pitulo veremos métodos de resolugao de fungdes harmonicas, em especial os métodos
de relaxamentos, fazendo uma descricdo e gerando uma motivagdo para o estudo do
método, e o método de reolucdo por cadeias de Markov. O terceiro capitulo relaciona
os conceitos até entao estudados com redes elétricas, apresentando redes elétricas em
uma e em duas dimensoes, e também dando uma interpretacao de voltagem e corrente,
para na sequéncia apresentar uma interpretacdo probabilistica de ambos. Por fim, no
quarto capitulo sdo apresentadas atividades que podem ser realizadas em sala de aula,
com alunos do Ensino Médio, para o estudo de Passeios Aleatdrios, de forma simples

e rapida, visando sua efetiva utilizacdo em sala de aula.

Palavras-chave: redes elétricas, funcoes harmonicas, passeio aleatorio
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ABSTRACT

This work aims to relate the Random Walks study in one and two dimensions with
the operation of electrical networks, through mathematical modeling, that such a rela-
tionship can be applied to the study of material related to the teaching of mathematics

in high school, in particular refers to Probability, Arrays and functions.

For a better organization of the concepts covered and content, the work was divided
into four chapters. Random Walks in the first chapter of the concepts will be presented
in one and two dimensions, addressing the study hamrA 'nicas functions and matrix
representation of a harmonic function. In the second chapter we resolution methods of
harmonic functions, particularly the relaxation methods, thereby generating a descrip-
tion and a motivation for the study of the method and reoluA§A£o method of Markov
chains. The third chapter lists the concepts studied hitherto grids, grids having in one
and in two dimensions, and also giving an interpretation of voltage and current in re-
sponse to forward a probabilistic interpretation of both. Finally, in the fourth chapter
contains activities that can be performed in the classroom, with high school students to

the study of Random Walks, simply and quickly, for their effective use in the classroom.

Keywords: electric network, harmonic functions, random walk
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INTRODUCAO

Na matematica temos diversos exemplos de estudos que nos levam ao entendimento
de temas aparentemente desconexos ao abordado. Mas essa nocdo de relagdo entre
temas e formas de analisar contextos e situacOes a partir de modelagens matematicas
ainda é pouco abordada no Ensino Médio. Esse é um dos motivos de escolha do tema
abordado: a relacdo entre probabilidade de caminhos aleatdrios e o funcionamento de

redes elétricas.

Entre os estudos de probabilidade vamos nos ater ao estudo de caminhos aleatérios
em uma e duas dimensdes, e sua posterior relacdo com o funcionamento de redes
elétricas, baseado no trabalho de Peter G. Doyle [1]], e buscando a interdisciplinaridade
entre a Matematica e a Fisica, de acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais,

que defende:

"Entre os desafios, para superar deficiéncias, caréncias e equivocos, aponta-se a necessi-
dade da convergéncia de toda a comunidade escolar em torno de um projeto pedagégico
que faca a articulacdo ndo sé das disciplinas de cada drea, mas também de todas as
dreas, tendo como objetivo central a realizagdo dos objetivos educacionais da escola, a

qualificagdo e promogdo de todos os alunos".

E, ainda citando o PCN, temos referéncias de como deve se proceder para a aplicacdo

eficaz da interdisciplinaridade:

"A LDB/96, ao considerar o Ensino Médio como tltima e complementar etapa da Educa-
¢do Bdsica, e a Resolu¢do CNE/98, ao instituir as Diretrizes Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio, que organizam as dreas de conhecimento e orientam a educagdo a promo-
¢do de valores como a sensibilidade e a solidariedade, atributos da cidadania, apontam de
que forma o aprendizado de Ciéncias e de Matemdtica, jd iniciado no Ensino Fundamen-
tal, deve encontrar complementagdo e aprofundamento no Ensino Médio.(...) No nivel
médio, esses objetivos envolvem, de um lado, o aprofundamento dos saberes disciplina-
res em Biologia, Fisica, Quimica e Matemdtica, com procedimentos cientificos pertinentes
aos seus objetos de estudo, com metas formativas particulares, até mesmo com trata-
mentos diddticos especificos. De outro lado, envolvem a articulagdo interdisciplinar

desses saberes, propiciada por vdrias circunstdncias, dentre as quais se destacam
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os conteudos tecnoldgicos e prdticos, jd presentes junto a cada disciplina, mas parti-
cularmente apropriados para serem tratados desde uma perspectiva integradora.
Além disso, o conhecimento cientifico disciplinar € parte tdo essencial da cultura contem-
pordanea que sua presen¢a na Educag¢do Bdsica e, consequentemente, no Ensino Médio, é
indiscutivel. (...) Ao se denominar a drea como sendo ndo so de Ciéncias e Matemadtica,
mas também de suas Tecnologias, sinaliza-se claramente que, em cada uma de suas dis-
ciplinas, pretende-se promover competéncias e habilidades que sirvam para o exercicio de

intervengoes e julgamentos prdticos." Grifos nossos.

Temas matemadticos em trabalhos de conclusdo de curso geralmente sdo mais bem
aproveitados e apreciados por pessoas com certo nivel de conhecimento na drea de exa-
tas, porém tendo em vista o objetivo principal do presente curso, que é aprimorar os
conhecimentos matematicos de professores da Educagdo Bésica, em especial aqueles
da rede publica, este trabalho em particular sera mais voltado ao uso de conhecimen-
tos adquiridos no decorrer do Ensino Médio, até para que possa ser utilizado como

referéncia para aulas neste ciclo de ensino.

O presente trabalho sera dividido em quatro capitulos. No primeiro iremos abordar
o estudo de caminhos aleatdrios em uma e duas dimensoes, introduzindo o conceito de
fungdo harmonica, sua caracteristica de unicidade e demonstrando sua relacdo com o
estudo de passeios aleatérios. No segundo capitulo, alguns métodos de interpretacao e
resolucéo de situacoes de caminhos aleatdrios em uma e duas dimensdes, em especial,
abordaremos o Método das Cadeias de Markov, por ser de grande utilidade no ensino
de operacOes entre matrizes no Esnino Médio. No terceiro capitulo, faremos uma
relacdo entre o tema estudado e o funcionamento de redes elétricas em uma e duas
dimensoes, estabelecendo as relacdes entre o estudo matemadtico da probabilidade em
caminhos aleatdrios e sua aplicacdo em redes elétricas, objeto de estudo no presente
trabalho. Por fim, o quarto capitulo trard alguns exemplos de atividades que podem

ser aplicados em sala de aula.



PASSEIOS ALEATORIOS EM UMA DIMENSAO E
DUAS DIMENSOES

1.1 PASSEIOS ALEATORIOS

Considere o seguinte problema: um bébado estd na esquina de um de N quartei-
roes alinhados, sendo que em um extremo desta linha encontra-se o bar, e no outro
extremo encontra-se sua casa. Cada vez que decide se mover, o bébado anda exata-
mente um quarteirdo. Mas dado seu estado de embriaguez, ele pode optar por ir para
a direita ou para a esquerda, com iguais chances de escolha do lado a seguir. Assim
que atinge a préxima esquina, repete o mesmo procedimento de escolha do caminho,
novamente com iguais chances de escolhas entre direita ou esquerda. O procedimento
se repete até que o bébado consiga chegar em casa ou no bar, o que acontecer primeiro.
Pergunta-se entdo: qual a probabilidade do bébado chegar em casa antes de chegar ao
bar? O problema acima é conhecido como "o andar do bébado"(drunkard’s walks), e é

um exemplo do tipo de problemas do qual trataremos neste trabalho.

0 1 2 3 N—-2 N—-1 N

Figura 1: Sequéncia de ruas por onde caminha o bébado.

Seja p; a probabilidade do nosso andarilho ir para a direita a partir de uma dada
esquina, e p, a probabilidade de escolha pelo caminho contrario, ou seja, para a es-
querda. Como as chances de escolhas sdo iguais e ndo hd mais opg¢des, temos que
pe = pq = 1/2. Para melhor modelar o problema, consideremos como 0 a esquina onde

se encontra o bar, 1 a esquina seguinte e assim sucessivamente até a esquina N, onde
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se encontra sua casa. Descrito deste modo, a cada movimento a posi¢do do bébado

aumenta 1 com probabilidade 1/2, ou diminui 1 também com probabilidade 1/2.

O bébado no exemplo acima é apenas um personagem, Util apenas para deixar o
problema mais interessante, mas nao tem nenhuma importancia matematica. Podemos
pensar o mesmo problema em diversas outras situagdes, como um jogo entre dois
amigos, em que cada um aposta um real no resultado do langamento de uma moeda
ndo viciada. No caso de vitdria, a pessoa ganha um real, e em caso de derrota perde
este real para o adversario. Perde o jogo aquele que ficar sem dinheiro. Se o total de
dinheiro dos dois jogadores for de N reais, e seguirmos ao longo do tempo a fortuna
de um dos jogadores, perguntando qual a probabilidade deste jogador vencer, estamos

entdo na mesma situacao descrita pelo problema do bébado.

Outro exemplo, que serd melhor explorado no capitulo 3, estd relacionado com o
transporte de elétrons em uma rede elétrica. Considere uma rede de resisténcias em
série, como por exemplo as lampadas colocadas para enfeitar uma arvore de natal.
Para modelar o fluxo de energia elétrica ao longo da rede, considere que cada elé-
tron se movimenta aleatoriamente entre os nés da rede (pontos entre resisténcias),
escolhendo para onde ir com probabilidade inversamente proporcional a resisténcia
naquele caminho. Se considerarmos que todas as resisténcias sdo iguais, entdo o elé-
tron vai para um lado ou para o outro sempre com probabilidade 1/2. Este exemplo,
apesar de similar, possui diferencas para os exemplos anteriores, principalmente na de-
cisdo de quando acabar o passeio do elétron, e sera explorado com maior profundidade

no capitulo 3.

Voltando ao andar do bébado, o que queremos determinar é a probabilidade P(x)
de, a partir de um ponto x € {1,2,...,N — 1}, nosso amigo embriagado chegar em
casa (ponto N) antes de alcancar o bar (ponto 0). Veremos a seguir que a func¢éo P(x),

comx €0,1,2,3,...,N, pode ser descrita da seguinte forma
P(0) = 0;
P(N)=1; (1.1)
P(x) = sP(x — 1)+ iP(x+1), parax=1,2,...,N—1.
Como veremos, a solucdo deste problema em P(x) sempre serd P(x) = x/N, que
possui todas as propriedades acima. De fato
e P(0)=0/N=0;
e P(N)=N/N=1;
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e Eparax=1,2,...,N—-1

X 1 [x—1 x+1
P(x)=—= [ 5 +?

1 1
N- N ]=2P(x—1)+2P(x+1).

Mas ndo é necessario encontrarmos a solucdo para determinar tais propriedades.
De fato, o que queremos fazer é utiliza-las para encontrar a solu¢do do problema!

Tentemos entdo determinar tais propriedades a partir apenas da descricdo do modelo.

As duas primeiras propriedades em sdo simples, e vem do fato de que os pontos
0 e N sdo pontos de encerramento do passeio, onde o bébado permanece uma vez que
os alcanca. Portanto, se o bébado comeca o passeio no bar, ele nunca sairad de 14, e
a probabilidade de chegar em casa é 0. Por outro lado, se ele comeca em casa, a

probabilidade de chegar em casa é claramente 1, uma vez que ele ja estd 14!

Ja a terceira propriedade vem da seguinte argumentacdo: para chegar em casa a
partir de um ponto x, o bébado deve primeiro se mover para o ponto x + 1 ou para
o ponto x — 1. Uma vez neste novo ponto, voltamos ao mesmo problema inicial, mu-

dando apenas o ponto de inicio do passeio. Para deixar mais claro, defina os eventos
A, = {chegar em casa antes do bar saindo da esquina x},

D = {primeiro movimento foi para a direita}

E = {primeiro movimento foi para a esquerda}.

Assim, como as probabilidades do bébado se mover para x + 1 ou x — 1 sdo iguais a
1/2, entédo
1
P(Ax N D) =Pd- P(Ax+1) = E : P(Ax+l)/

enquanto .
P(AxNE)= Pe : P(Ax_1) = 5 “P(Ax_1).

Segue que
1 1
P(x) =P(Ay) =P(AxND)+P(AxNE)= EP(x -1+ EP(x +1),
como estavamos buscando.

Com isso estamos prontos para encontrar a fun¢do P(x). Mas antes, para deixarmos

tudo um pouco mais claro, consideraremos um exemplo particular.
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Exemplo 1.1. Veremos agora uma outra forma de analisarmos um estudo de passeio
aleatdrio, tanto para abordar outro contetido previsto no Ensino Médio, quanto para
futura utilizacdo nos capitulos seguintes. Para tanto voltemos ao nosso problema do
bébado, onde o caminho serd composto de 4 quarteirdes, com o bar localizado em 0
e a casa em 4. Assim, se P(x) é a probabilidade do bébado chegar em casa antes de

chegar no bar, partindo da esquina x, entdo da equagao (1.1]), precisamos que

P(0) = 0;
P@4) = 1;
P(x) = 3P(x — 1)+ 3P(x+1), parax=1,2,3.

De forma menos compacta, podemos escrever

(PO) =0

P(1) =1P(0)+3P(2)
P(2) =1iP(1)+3PQ3)
P(3) =1iP(2)+3P()

P@) =1,
ou ainda,
2P(1) — P(2) =0
—P(1)+2P(2) — P(3) =0
—P(2) +2P(3) =1,

e resolvendo o sistema encontramos

1

P)= 3 PO =

e P(3) = Z

E interessante notar que no exemplo acima encontramos que P(x) = x/4, como
comentamos anteriormente. E como o sistema linear acima possui apenas esta solucao,
ndo existem outras funcdes possiveis com as mesmas propriedades, ao menos para
N =4.
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A seguir vamos resolver o problema no caso geral, usando uma técnica diferente da
usada no exemplo. Para isso, note primeiro que, da equacdo (1.1 temos
1 1 1 1
EP(X)"FEP(X) = Ep(x—1)+§P(x+1),

e portanto
P(x)— P(x —1) = P(x+1) — P(x).

Assim, se L(x) = P(x) — P(x — 1) entao

Lix)=L(x—1)=---=L(1) =k,
para alguma constante k.
Segue que
P(x)=P(x—1)+k=P(x—2)+2k=---=P0)+x -k,
e portanto

P(x) = P(0) + x - k.
Fazendo x = N, encontramos
P(N) = P(0)+ N -k,

de onde segue que
_ P(N) — P(0)

: N

P(N) — P(O) P(O)) X (1.2)

P(x) = P(0) + ( N

Da equacdo (1.2)), fazendo P(0) =0 e P(N) = 1, temos

P(x) = 1.

1.2 FUNGCOES HARMONICAS

Funcoes com propriedades similares as de P(x) aparecem em diversos outros mode-
los e problemas. No capitulo 2, por exemplo, explicaremos em detalhes um modelo
discreto para transmissdo de energia térmica, e mostraremos que a temperatura da
barra apds atingir o equilibrio pode ser descrita de forma similar a P(x). Por esta
razdo vamos dedicar esta secdo a analise de tais fun¢des, estudando suas principais

caracteristicas.
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Definicdo 1.1. Seja f(x) uma funcdo definida em S = {0,1,2,3,..., N}. Os pontos
do conjunto I = {1,2,3,...N — 1} sdo chamados de pontos interiores de S, enquanto
F = {0, N} sdo ditos pontos extremos ou fronteira de S. Diremos que f(x) ¢ harmonica

em S se, fixados valores para f(0) e f(N), vale que

f(x)=f(x_1);f(x+1), para x € [. (1.3)

Como vimos na secdo anterior, a probabilidade P(x) do bébado chegar em casa antes

de chegar ao bar tendo saido da esquina x é uma funcdo harmonica.

Outros exemplos de func¢bes harmonicas sdo as fungoes afim, dadas por f(x) = ax +
b, x €S, a,b € R. De fato, se x € I temos

fx+1)+f(x—1) _ alx+1)+b+a(x—1)+b

5 5 =ax+b=f(x),

e portanto f(x) é harmonica em S.

Observaciio 1.2.1. E possivel darmos uma interpretacéo probabilistica para funcées
harmoénicas com condi¢des de fronteira diferentes de 0 e 1. Para isso considere que nosso
bébado carrega no bolso um total de x; reais. Se ele consegue chegar em casa antes de che-
gar no bar; ele ndo gastard mais nem um centavo, mantendo assim todo o seu dinheiro.
Mas se ele chegar ao bar ele acabard gastando mais dinheiro em bebida, e terminard
a noite com apenas xg reais. Se m(x) é a quantidade média de dinheiro que o bébado

termina a noite, dado que comegou o passeio na esquina x, entdo
m(x) = x1P(x) + xo(1 — P(x)).

Isso porque com probabilidade P(x), o bébado acabard a noite em casa, permanecendo
com xj reais, e com probabilidade 1 — P(x) ele voltard ao bar, e acabard a noite com xg

reais.

Para mostrar que m(x) é harménica, reescreva m(x) como

m(x) = (x1 — x0)P(x) + xo,
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e note que
% [m(x+1)+m(x —1)] = % [(x1 — x0)P(x + 1) + x0 + (x1 — x0) P(x — 1) + x0]
=(x1 — xo)% [P(x+1)+P(x — 1)] + xo

= (x1 — x0)P(x) + xo

= m(x).

Além disso, temos
m(0) = (x1 — x0)P(0) + xo = xo

m(N) = (x1 — x0)P(N) + xo = x1.

Em resumo, m(x) é uma fung¢do harménica com m(0) = xg e m(N) = x7.

Analisando a solucdo do problema do bébado apresentada anteriormente notamos
que ela se utilizou apenas das propriedades ja conhecidas da funcdo P(x), deixando o
uso dos valores em 0 e N apenas no final. Concluimos assim que toda funcdo harmo-
nica unidimensional deve ter a forma f(x) = ax + b (ver equacéo (I.2)), onde as cons-
tantes a e b sdo determinadas de forma unica pelos valores de f nos extremos de
S. Infelizmente, quando passarmos para o caso bi-dimensional, a solucdo geral ndo
possuira mais uma expressao explicita tdo clara, e precisaremos apelar para outros mé-
todos se quisermos entender tais fun¢des. Por esta razdo, vamos dedicar os proximos
paragrafos a estudar algumas propriedades das funcoes harmonicas, utilizando para

isso apenas a definicdo de tais funcoes.

E interessante notar que fung¢des afim sdo mondtonas, e portanto os valores maximo
e minimo devem ser atingidos nos extremos do conjunto S. Esta é uma caracteristica

comum a todas as fun¢des harmonicas, como vemos no resultado abaixo.

Teorema 1.2. [Principio do Mdximo para Fungbes Harmoénicas] Se f(x) é uma fungdo
harménica definida em S, entdo f assume seus valores mdximo(M) e minimo(m) nos

extremos de S.

Demonstragdo. Se m = M entdo f(x) € constante e a afirmativa € trivial.

Estudemos entdo o caso em que m < M. Tome x € S tal que f(x) = M e suponha

que x € [. Neste caso, como f(x) é a média aritmética entre f(x —1) e f(x +1),
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entdo M também deve ser o valor de f(x — 1) e f(x + 1), pois caso contrdrio teremos
f(x—=1) > Mou f(x+1) > M, o que ¢ absurdo, pois M € o valor maximo de f(x).
Usando o mesmo argumento para x + 1 e x — 1, encontramos que f(x+2) = f(x —2) =
M, e seguindo da mesma forma até atingir os extremos, concluimos que f(x) = M
para todo x, e portanto f(x) € constante, o que contradiz a afirmativa de que m < M.

Segue portanto que x estd no extremo de S.

A demonstracdo para m minimo de f(x) é andloga e pode ficar como exercicio para

o leitor. O

Como ja comentamos, a solucdo apresentada anteriormente garante que toda funcdo
harmoénica em S € do tipo f(x) = ax + b, com constantes a,b dependendo apenas dos
valores de f nos extremos de S. Para garantirmos que f seja Unica precisamos fixar seu
valor em 0 e N, e garantir que os valores de f(x) nos extremos de S definam de forma
Unica os valores de a e b. Mas assim como no principio do maximo, apresentamos

abaixo outra saida mais simples, e que pode ser estendida para outras redes.

Teorema 1.3. Fixadas constantes xo, x; € R existe apenas uma fungdo harmonica f(x)
em S tal que f(0) = xp e f(N) = x1.

Demonstragdo. Para mostrar existéncia, faca para x € S

fx) = 7@1 ;IXO)x + X0.

J4 vimos anteriormente que toda funcdo afim € harmonica, e portanto f(x) ¢ harmo-

nica. Além disso, temos f(0) = xp e f(N) = x;.

Para mostrar a unicidade, tome g(x) uma funcdo harmoénica definida em S com
g(0) = xp e g(N) = x1, e defina h(x) = f(x) — g(x).

Segue que
h(x+1)+h(x—1)  f(x+D)+f(x—1) gx+1)+g(x—1)
2 N 2 B 2
= f(x) — g(x)
= h(x), 1.4)

e portanto h(x) é harménica.
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Mas h(0) = f(0) — g(0) = 0 e h(N) = f(N) — g(N) = 0, e como o mdximo e minimo
de toda funcdo harmonica é atingido em 0 e N, entdo o minimo e maximo de h(x)
sdo iguais a 0 e h(x) = 0 Vx € S. De onde concluimos que f(x) = g(x), e como g era

arbitrdria, o resultado segue. O

1.2.1 Representagdo Matricial de Fungbes Harmonicas

Nesta secdo apresentaremos uma forma alternativa de representar funcées harmo-
nicas, bastante util nas andlises do préximo capitulo. Para tal, voltemos ao exem-
plo onde temos o problema do bébado para N = 4. Lembre-se que ndo que-
remos aqui apresentar uma nova solucdo para o problema, apenas mostrar uma nova
forma de caracterizar funcées harmonicas. Comecemos entdo por representar a funcao

P(x), x € {0,1,2,3,4}, como uma matriz coluna. Ou seja,

g
)

P=|PQ)|.
)
)]

Sabemos que P(x) é uma funcdo harménica com P(0) = 0 e P(4) = 1, e portanto

P(0)] P(0)
P(1) FP(0) + 3P(2)
P@2)| = [3P(1)+1P@3)
P(3) 1P@2)+1p@4)
| P(4) ] P(4)

Mas a matriz do lado direito na igualdade acima por ser escrita da seguinte forma

P(0) 1.0 0 0 0] [PO)]
PO +3P@| |3 0 5 0 0f PO
Iry+ir@)|=(0o 1 o 1 ol |PQ
1PQ)+1P4) 00 1 0 1|PO

P(4) 000 0 1] [P@]
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PASSEIOS ALEATORIOS EM UMA DIMENSAO E DUAS DIMENSOES

Ou seja, se f é¢ harmoénica em S entdo

‘PO)] [1 0 0 0 o] [PO)]
P(1) 103 0 0] |PQ
P2)| =10 2 0o 1 of [P@],
P(3) 00 3 0 3| |PO
P@] |0 0 0 0 1] |[P@)
ou de forma mais curta
P = AP, (1.5)

onde A é a matriz 5 x 5 construida acima.

Do mesmo modo, se f é uma funcdo harmoénica em S = {0,1,2,...,N}, entdo

fazendo _ ;
f(0)
f(@)
f=1".
Lf(N),
e A amatriz (N +1) x (N + 1) dada por
(100 0 0 ]
1030
0 ;0 3
|00 30 000
00 0 07 0
0 3 0 3
00 1

entdo f deve satisfazer a equagdo matricial

f=Af. (1.6)

Representando desta forma, reduzimos a representacdo de uma fun¢do harmonica
de um sistema de N + 1 equacoes lineares, para uma equacao matricial e duas equacoes
fixando os valores da fun¢do nos extremos. As vantagens desta representacao ficarao
mais claras no préximo capitulo, quando apresentarmos novos métodos de solucdo

baseados nesta representacao.
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1.3 PASSEIOS ALEATORIOS EM DUAS DIMENSOES

Vamos agora tornar um pouco mais complexa nossa analise sobre caminhos aleatd-
rios. Tomemos novamente nosso andarilho bébado, mas para tornar a situagcdo mais
interessante (apenas neste trabalho, nao faca isso ou permita que outro faca), vamos
colocd-lo no controle de um automdvel, com o qual ele pode néo sé andar em uma
Unica direcdo, escolhendo apenas entre direita e esquerda, mas em quatro sentidos,
norte, sul, leste ou oeste. Porém, em varias esquinas do caminho ocorrem comandos
policiais (que representaremos por 0), nos quais, caso o bébado passe, tera seu veiculo
apreendido e serd encaminhado para uma delegacia. Existem ainda caminhos pelos
quais ele pode acessar uma avenida principal (representaremos por 1) e chegar em
casa evitando a fiscalizacdo, como exemplificado na figura |2| a seguir. Vamos supor
que a cada esquina onde néo haja policial ou acesso a avenida, nosso motorista pode
optar, com iguais chances de escolha, entre qualquer um dos 4 sentidos citados, e as-
sim que chega a proxima esquina faz novamente o mesmo tipo de escolha. O bébado

segue assim até chegar a uma avenida principal ou ser parado pela policia.

1 1

1 0 0

Figura 2: Caminhos possiveis para o bébado ao volante.

As probabilidades de ir para leste, oeste, norte ou sul serdo, respectivamente, p;, p,,

Pn € ps, € aqui serdo todas iguais a %. E assim como no caso unidimensional estamos
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PASSEIOS ALEATORIOS EM UMA DIMENSAO E DUAS DIMENSOES

interessados em calcular a probabilidade do bébado chegar a uma avenida principal

antes de ser pego pela policia.

Para isso, considerando ainda as ruas da figura [2| denote por I as esquinas onde o
motorista ainda nao escapou ou foi pego, por Fy o conjunto de esquinas onde existe
barreira policial, e F; aquelas que dio acesso a avenida, representados na figura pelos
valores 0 e 1, respectivamente. Faca S = [ U Fy U F; e para x,y € S denote por x ~ y 0

fato de existir uma rua entre x e y. Neste caso diremos que x, y sdo vizinhos.

Assim, seguindo os mesmos argumentos do caso unidimensional, podemos ver que
cada sitio em [ tem 4 vizinhos e portanto, se denotarmos por P(x), x € S, a probabili-

dade do bébado chegar a avenida, antes de ser pego pela policia, entao

P(x) =0 , sex € bR
P(x)=1 ,sex €l (1.7)
=1Y fy ,sexel
y~x

Apresentamos a solucao no seguinte exemplo.

Exemplo 1.2. Continuando com a rede vidria descrita na Figura |2} as expressdes em

sd0 escritas como

P(a) = 3(1+1+P(b)+P(d)
P(b) = 1(1+1+P(a)+P(e))
P(c) =3(1+1+1+P()

P(d) = 3(0+P(a)+ P(c) + P(e))
| P() = 3(0+0+P(b) + P(d)).

Ou ainda
4P(a) — P(b) — P(d) =2
—P(a) +4P(b) — P(e) =2
4P(c) — P(d) =3
—P(a) — P(c) +4P(d) — P(e) =0
—P(b) — P(d) +4P(e) =0.
E resolvendo o sistema, encontramos
293 115
P(a) = P(b) = P(c) = P(d) *eP(e)

356 356
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Mas nem sempre as redes das quais tratamos possuem esta estrutura de malha, onde

cada ponto do conjunto I possui exatamente o mesmo ntimero de vizinhos.

Considere, por exemplo, a rede da Figura

fa- £

)

Figura 3: Exemplo de rede com ntumero de vizinhos distintos em cada ponto.

Neste caso, definindo I = {a,b,c,d} e F = {f1, f2, f5, fa}, e denotando por n(x) o

numero de vizinhos de um ponto x, teremos

n(a) =3, n(b) =4, n(c) =3 e n(d) =4.

Para consolidar a ideia, considere o exemplo abaixo.

Exemplo 1.3. Considere agora um passeio aleatério nesta rede que, sempre que o
andarilho (bébado, elétron ou algo similar) estiver em um ponto x € I, ele escolhe
para que vizinho de x deve seguir com a mesma probabilidade para cada vizinho. Ou

seja, se x ~ y entdo a probabilidade P, de ir de x para y é 1/n(x).

Considere também que o passeio acaba quando atingir um ponto de F. Da mesma

forma, se o andarilho comecar em um ponto de F, ele permanece no mesmo lugar.
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Nestas condicOes pergunta-se: qual probabilidade do andarilho atingir os pontos

f1, f3 antes de chegar aos pontos f, f4?
Usando o mesmo tipo de argumentos dos exemplos anteriores, vemos que P(f1) =
P(f3) =1, P(f2) = P(fs) =
(P(a) = (P(f1) + P(b) + P(d))
P(b) = ;5 (P(f2) + P(a) + P(c) + P(d))
(
(P

~

P(c) = o (P(f3)+ P(b) + P(d))

|P@) = 5@ (P(fa) + P(a) + P(0) + P(c)),
e portanto
P(a) =1 (1+P(b)+P(@))
P(b) =1 (P(a)+P(c)+ P(d))
P(c) =3 (1+P(b)+P(d))
P(d) =1(P(a)+P(b)+P(c)).

Resolvendo o sistema acima, obtemos

P(a) = P(c) = ; e P(b)=P@d) ==

1.4 FUNGOES HARMONICAS EM DUAS DIMENSOES

Assim como no caso unidimensional, a probabilidade P definida nos pontos S de
uma rede bidimensional, sdo exemplos de uma classe importante de fun¢oes, que ana-
logamente, chamaremos de fung¢bes harmoénicas, definidas abaixo. Para isso, precisa-

mos primeiro entender o que chamaremos de uma rede bidimensional.

Definicdo 1.4. Chamaremos de rede bidimensional, ou simplesmente rede, uma estru-
tura R formada por um conjunto de pontos S no plano e um conjunto de ligacoes entre
estes pontos. Diremos que x,y € S sdo vizinhos na rede R, se existir uma ligacdo entre

eles, e denotaremos por x ~ y.
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1.4 FUNGCOES HARMONICAS EM DUAS DIMENSOES

Um exemplo de rede é o conjunto de ruas e esquinas descritas no problema do

motorista embriagado.

Para a definicdo que segue, dividiremos os pontos em S de uma rede R em dois
conjuntos, I e F. O conjunto I serd chamado de interior de S, e o conjunto F, por sua

vez, sera chamado de fronteira de S.

Definicdo 1.5. Seja R uma rede com pontos em S = [ U F. Diremos que uma funcao
f(x) definida em S é harmonica na rede R se, fixados valores para f(x), x € F, vale

que

f(x) = n(lx) Y f(y), parax € I. (1.8)

Yy~x

Assim como no caso unidimensional, funcdes harmonicas com valores na fronteira
distintos de 0 e 1, também tem interpretacdo probabilistica. Paraissose F = {x1,..., X},
associe a cada x; € F um valor a;. Podemos pensar que a; é algum prémio recebido
pelo motorista ao atingir x; (multas nas barreiras policiais ou dinheiro economizado
nas saidas para avenidas, por exemplo). Pergunta-se entdo qual o prémio médio que o

motorista espera levar.

Para responder esta pergunta, para cada k =1, ..., n, defina P,(x) como a probabili-
dade do bébado chegar a x; antes de qualquer outro ponto da fronteira. Como vimos,

Py(x) é uma funcdo harménica com Pi(xi) =1 e Pi(x;) =0sei #k.

Agora, se m(x) é o valor médio que o motorista espera levar, quando inicia o passeio
em x, entao

m(x) = a1Py(x) + - - - +a,Py(x).
Como Pi(x) sdo fungdes harmonicas, um célculo simples mostra que m(x) é também
harmonica, e que m(x;) = a; paratodok=1,...,n.

Infelizmente, ao contrario do que acontece em uma dimensdo, ndo temos como
encontrar um expressao geral explicita para uma func¢do harménica em 2 dimensdes.
Isso por que a unica real diferenca entre duas redes em 1 dimensdo € o seu total de

pontos, enquanto em 2 dimensdes a geometria da rede pode ser muito mais complexa.

Por esta razdo faremos a seguir andlises gerais, similares as ja feitas no caso unidi-

mensional, que ndo dependerao da geometria da rede em questao.
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PASSEIOS ALEATORIOS EM UMA DIMENSAO E DUAS DIMENSOES

Para comecar, analisemos o Principio do Maximo para funcdes harmonicas em duas
dimensoes. Observe primeiro que, assim como em uma dimensao, se f ¢ harmonica,
seu valor em um ponto de I é a média aritmética do seu valor nos vizinhos do ponto,
e portanto se o maximo fosse atingido neste ponto, o valor nos vizinhos deveria ser
o mesmo. Com isso podemos repetir os mesmos argumentos utilizados na prova do

Teorema |[I.2] para mostrar que

Teorema 1.6. [Principio do Mdximo para Fun¢bées Harménicas] Seja f(x) uma fungdo
harmonica definida nos pontos S de uma rede bidimensional. Se F denota a fronteira de

S, entdo f assume seus valores mdximo(M) e minimo(m) em F.

Tome agora duas funcbes harmonicas f e ¢ em uma mesma rede R, tal que f e g

coincidam nos pontos de F. Se definirmos h(x) = f(x) — g(x), para x € I, vale que

h(x)

f(x) — g(x)
1 1
— Y f-—= ) s

) yy ) yy

Ly ) - o))

n(x) yiy~x

)

) o,

Segue que /1 é também harmonica. Assim, da mesma forma que na demonstracao do

Teorema podemos mostrar que

Teorema 1.7. Seja F = {x1,...,x,} a fronteira de um conjuto de pontos S em uma rede
ea,..., a, € R Nestas condigoes, existe apenas uma fungdo harménica f(x) em S tal

que f(xx) = ax para todo xj € F.

Demonstragdo. A existéncia de tais funcoes dependem de argumentos mais sofistica-

dos, que serdao apresentados com mais cuidado no préximo capitulo.

A unicidade segue da mesma forma que no caso unidimensional, usando os argu-

mentos acima. O
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1.4.1 Representagdo Matricial de Fungbes Harménicas Bidimensionais

Para a representacdo matricial de fun¢des harmonicas em duas dimensoes, facamos
uma pequena alteracdo na figura[2] denotando por f os pontos de fuga e por s o pontos
de fiscalizacdo, ou seja, os pontos sem saida para nosso motorista. Colocaremos os

pontos f e s em ordem no sentido hordrio, como mostrado na figura

J4 J5

f3 a b f6

fo S1

J1 53 52

Figura 4: Caminhos possiveis para o bébado ao volante.

Temos um passeio aleatdorio em duas dimensdes, na qual a probabilidade de fuga em
um dos pontos f; € igual a 1, a probabilidade de fuga em um dos pontos s; é nula, e a
probabilidade de movimentacdo nos demais pontos é de 1/4 para cada sentido. Assim
a funcdo P(x), que da a probabilidade de fuga quando o passeio inicia em x, é dada

por uma funcao harmoénica, que pode ser descrita por

P(a) = 1P(f3)+ 1P(fs)+ 1P(b) + 1P(d)
P(b) = 3P(f5)+ P(fs) + $P(a) + 1 P(e)
P(c) = 1P(fi)+ }P(f) + 1P(f3) + 1 P(d),
P(d) = 3P(s3)+ 1P(a)+ 1 P(c) + 1 P(e)
Pe) = 3P(s1)+3P(s2) + {P(D) + ;P(d)

com condic¢des de fronteira dadas por

P(f1) = P(f2) = P(f3) = P(fa) = P(fs) = P(fe) = 1
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P(s1) = P(sp) = P(s3) =

Assim, do mesmo modo que no caso unidimensional, uma funcdo harmonica / qual-

quer nesta mesma rede podera ser descrita pelo seguinte sistema

h(f1) = h(f1)
h(f2) = h(f2)
h(fs) = h(fs)
h(fs) = h(fs)
h(fs) = h(fs)
h(fe) = h(fe)
h(s1) = h(s1)
h(s2) = h(s2)
h(s3) = h(s3)
h(a) = gh(fs)+ ;h(fa) + $h(b) + h(d)
h(b) = gh(fs)+ ;h(fe) + tha) + 1he)
h(e) = gh(f)+ h(f2) + $h(fs) + h(d)
h(d) = h(s3) + gh(a) + h(c) + jh(e)
h(e) = gh(s1)+ 1h(Sz) + 3h(b) + h(d).
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E também como no caso unidimensional, se representarmos # por uma matriz co-

luna, dada por

=

(
(
(
(
(
(

)

=
~—

=
~

=

=

STEoes

=
~

=

(s1
(s2)
h(s3)
h(a)
h(b)
h(c)
h(d)
h(e)

=
~

teremos que & deve satisfazer a equacdo matricial
h = Ah,

onde a matriz A é a matriz quadrada dada por

A o fs fa fs fo s1 S22 s3 a b ¢ d e
f1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
f2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
f3 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
fa 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
f5 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
fo| O 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
51 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
Sp 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
S3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
a 0 0 1/4 1/4 0 0 0 0 0 0O 1/4 0 1/4 0
b| 0o 0o o0 0 1/41/4 0 0 0 1/4 0 0 1/4
c|1/4 14 1/4 o 0o 0 0 0 0 0 0 0 1/4 0
ilo o o o o o 0 0 1/4 1/4 0 1/4 0 1/4

0

e\0 0 0 0O 0 1/4 1/4 0 0 1/4 0 1/4 0
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Note que a matriz A acima pode ser separada em quatro blocos menores, dados por
uma Matriz [ identidade de ordem 9, uma Matriz O nula de ordem 9x5, e abaixo delas

duas matrizes de ordens 5x9 e 5x5, aqui respectivamente denominadas R e Q. Ou seja,

Ioxg  0Ooyxs
Rsy9  Qsys

Essa reducdo da matriz serd de grande utilidade no capitulo seguinte, para o estudo

de resolucdes de funcdes harmonicas.

1.5 PASSEIOS ALEATORIOS E FUNCOES HARMONICAS NAO SIMETRICAS

Até agora caracterizamos nossos passeios respeitando a condi¢do de que a proba-
bilidade de escolha entre os diversos caminhos disponiveis eram sempre iguais. No
caso unidimensional, isso nos levava a probabilidade 1/2 para a esquerda ou direta,
enquanto em duas dimensdes isso nos dava probabilidade 1/4 em cada uma das quatro

direcdes disponiveis, ou 1/3 quando eram trés os vizinhos de um dado ponto.

Mas isso nem sempre representara com precisio o problema que desejamos modelar.

Para entender melhor, considere o exemplo abaixo.

Exemplo 1.4. Considere novamente o problema do bébado, onde ele tenta voltar para
casa antes chegar ao bar. Lembrando, as diversas esquinas sdo representadas pelos

pontos {0,1,2,3,4}, onde a casa esta no ponto 4 e o bar no ponto 0.

Imagine agora que o caminho do bar para casa é levemente inclinado, subindo no
sentido de casa. Isso faz com que o bébado escolha subir com probabilidade menor
do que escolhe descer. Assim se p, e p; sdo as probabilidades do bébabo ir para a

esquerda e para a direita, respectivamente, terfamos p, > py, com p, + p = 1.

Suponha entdo que p, =2/3 e p; = 1/3. Assim, se P(x) é a probabilidade do bébado
chegar em casa antes de voltar ao bar, podemos concluir seguindo o mesmo raciocinio

do caso simétrico que

P(0)=0
P@4) =1
P(x)=3P(x — 1)+ iP(x+1) ,parax € {1,2,3}.
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E resolvendo o sistema obtemos

PQ) = % PQ) = 135 P(3) = %

Exemplos em duas dimensdes podem ser contruidos se considerarmos um elétron se
movendo em uma rede elétrica. Podemos supor que em cada né da rede (ponto entre
resisténcias) o elétron escolhe o caminho com probabilidade inversamente proporcio-
nal a resisténcia encontrada naquele caminho. Nao ¢é dificil perceber que em uma rede
com resisténcias diferentes, tais probabilidades ndo serdo sempre iguais. Este exemplo

serd melhor explorado no capitulo 3.

Este tipo de passeios sdo chamados de passeios aleatdrios ndo simétricos, e assim
como no caso simétrico, o estudo destes problemas leva ao estudo das chamadas fun-

¢coes harmonicas. Tais definicoes serdo dadas a seguir.

1.5.1 Fungbes Harménicas Ndo Simétricas - Uma Dimensdo

Queremos agora estudar as fun¢des harmoénicas que nascem de problemas de pas-
seios ndo simétricos. No caso de redes bidimensionais, dada a sua complexidade, dei-
xaremos para apresentar tais conceitos no capitulo 3, onde trataremos da relacdes
entre passeios aleatdrios e redes elétricas, e o Unico momento do trabalho onde tais

conceitos serdao necessarios.

Considere agora uma rede unidimensional. Ou seja, uma rede com pontos em
S = {0,1,...,N} e ligagbes apenas entre pontos sucessivos. Tome agora um pas-
seio aleatdrio nesta rede no qual, a cada passo, o passeio segue para a esquerda com

probabilidade g ou para a direita com probabilidade p, p +g = 1.

Diremos entdo que uma func¢éo f(x) definida nos pontos de S é harmonica se fixamos

os valores de f(0) e f(x), vale que

fx)=q-fx—=1+p- flx+1),
parax€1,2,3,...,N—1.

Seguindo ideias similares as usadas no cdlculo da funcdo harmonica no caso simé-

trico, podemos encontrar uma expressao explicita para tais funcdes.
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Assim, fixando f(0)=ae f(N) =0, temos parax € 1,2,3,..., N — 1 que

f)=q-fx—=D+p-f(x+1)
q-fx)+p-f(x)=g-f(x—=1)+p- f(x+1)
q-(f(x) = fx=1))=p-(f(x+1) - f(x))

Utilizando g(x) = f(x) — f(x — 1), podemos escrever

q-8(x)=p-gx+1)

e portanto
gx+1)= v g(x)

Utilizando A = Z, temos

gr+1)=A-g(0) =A% glx =1 =1 gx—=2) = = A" g(1)

e assim
gx) = A" g(1).

Mas como g(x) = f(x) — f(x — 1), segue que
fO0 = fx=1) = A" 1g(1)
fle=1) = fx=2) = A" %g(1)
fle=2) = fx=3) = A*g(1)
f(@) = £(0) = g(1)
Somando todas as igualdades acima, obtemos

fx) = fO) = A+A+A2+. -+ A1) o(1)

f - fO = =2 g
f) — fO) = T2 () — )
e fazendo £(0) = a segue que
1— Ax —A

f@)= T fO+ T -a
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1.5 PASSEIOS ALEATORIOS E FUNGOES HARMONICAS NAO SIMETRICAS

Pela definicdo, temos f(N) = b, e portanto

1-A A—AN

f(1):1_AN-b+1_AN-a
e assim A \r N
1— —
f(x)—l_/\N-b+ TN @
ou ainda

f(x):ﬁ (a—b)-Ax+b—AN-a]

Como a funcdo A* é mondétona em x, segue que f(x) também serd monétona, mos-
trando que ainda vale o principio do maximo para fun¢des harmoénicas nao simétricas.
Este principio, assim como a unicidade de funcoes harmonicas, serdo comentados em

mais detalhes no capitulo 3.
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METODOS DE RESOLUGAO DE FUNGOES
HARMONICAS EM DUAS DIMENSOES

Ao solucionar situacées que se configuram dentro dos parametros de uma funcao
harmoénica, podemos fazer a abordagem deste problema por alguns métodos, entre
os quais veremos neste capitulo: o Método de Relaxamentos e a Cadeia de Markoy,
sendo este ultimo de grande interesse em relacdo aos conteudos de Ensino Médio, por
sua possibilidade de abordagem por meio de matrizes e operacdes com matrizes. Vale
ressaltar ainda que o método de Relaxamentos pode ser de grande valia para incentivar
o uso de computacdo em sala de aula, por ser um método que, para ser 4gil em seu
uso, necessita de programas que possam fazer calculos a partir de planilhas, como por

exemplo o Excel.

2.1 METODO DE RELAXAMENTOS

Para motivar e entender o funcionamento do método de relaxamento, vamos antes
considerar uma aplicacdo para funcées harmonicas diferente das tratadas até agora.
O problema que estudaremos trata da transmissao de calor ao longo de uma barra, e

serd descrito a seguir.

2.1.1 Motivando o Método

Vamos agora abordar o problema da transmissdo de calor ao longo de uma barra
quando sujeita a fontes de calor distintas em suas extremidades. Considere entdo que

uma barra metélica tem bordas mantidas a temperaturas 0 e 1 em uma determinada
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3 N-2 N-1 N

[ New)
@ —
[ V]

Figura 5: Barra metalica e os pontos onde mediremos a temperatura.

escala termométrica (note que os valores 0 e 1 aqui utilizados sdo apenas para efeito

de facilitar nossa operacionalizacdo do problema).

Para melhor comparacdo com os problemas do capitulo 1, vamos analisar o pro-
blema de forma discreta. Vamos entdo supor uma barra metalica de comprimento N,

e divida a barra em pontos x =0, 1,2, ..., N igualmente espacados.
O modelo que consideraremos esta baseado nas seguintes hipdteses:

e A cada intervalo unitario de tempo, cada ponto distribui toda a sua energia tér-

mica de maneira equanime para seus vizinhos imediatos;

e Toda energia enviada aos extremos € perdida, e assim as temperaturas nos extre-

mos 0 e N sdo constantes;

e A cada intervalo de tempo as fontes de calor localizadas nos extremos da barra,

transmitem metade de sua temperatura para o ponto do interior adjacente.

Deste modo se a barra tem suas pontas colocadas sobre duas fontes, localizadas nos
pontos 0 e N, de temperaturas constantes 0 e 1 respectivamente podemos traduzir
as hipdteses acima do seguinte modo. Chame de T,(x) a temperatura no ponto x
no instante n, de modo que Ty(x) serd a temperatura inicial no ponto x. Segue que
T.(0)=0e T,(N) =1 paratodon >0, eparax € {1,..., N—1}

Tn,1(x — 1) + Tn,l(x + 1)
5 .

Tu(x) =

Isso porque entre o instante n — 1 e n 0 ponto x transmite toda a sua energia, recebendo

metade da energia de x — 1 e metade da energia de x + 1.

Em resumo, o que este processo faz é em cada instante n substituir a temperatura

em x pela média das temperaturas de seus vizinhos no instante anterior.
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2.1 METODO DE RELAXAMENTOS

Para exemplificar, considere Ty(x) = 0 para x € {1,---,N — 1}. Teremos assim a

seguinte sequéncia de temperaturas

Ty = (0,0,0,...,0,0,0,1)

1
T =(0,0,0,...,0,0, 5,1)
11
TQ—(0,0,0,...,O,Z,E,l)
125
13=(0,0,0,...,-,-,=-,1
3= ( 353D

Para representar de forma mais clara o desenvolvimento desta sequéncia vamos no-
vamente nos valer da representacdo por matrizes. Assim, se representarmos as tempe-

raturas T,, como matrizes coluna, podemos facilmente ver que

1 0 0
1 1
i 0 z PR
o 1 o 1
T=| |-= 2 2 —A-Ty
1/2 0 : 3|0
1] | 0 1] [1]
o] [1 0 0 11T 0]
1 1
i O E P
o 1 o L1 .0
T, = : _ 2 2 ' —A-Ty,
1/4 :
1/2 0 : I |1/2
1] [0 0 0 1 [ 1]
e do mesmo modo temos
Tw=A Ty,

onde A € a matriz representada acima. E interessante notar que A é exatamente a
mesma matriz que obtemos para representacdo matricial de funcées harmonicas em

uma dimensaio.
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Gostariamos agora de entender o comportamento de T,, quando 7 cresce. Para isso

perceba que

T, = ATy
T, = AT, = A2.T,
T, = A-Tyq = - = A"-Tp

Deste modo, o estudo do comportamento de T,, fica claramente ligado ao estudo das
poténcias A" da matriz A. Tal estudo sera feito mais a frente, quando apresentar-
mos o método das Cadeias de Markov. Por enquanto facamos uma andlise um pouco

diferente, valida apenas para o nosso exemplo.

Nao é dificil notar que, se toda a barra estiver a temperatura 0 no inicio do processo,
entdo em qualquer instante e quaisquer pontos da barra, o valor de T,,_1(x) serd menor
ou igual a T, (x). Além disso tais temperaturas nunca ultrapassardo o valor 1, ou serdo
negativas. Assim temos que T,(x), deve se aproximar de algum valor T(x) quando n
cresce, e como 0 mesmo ocorre com T, _1(x), concluimos que a matriz coluna T deve

ser tal que T(0) = 0, T(N) = 1 e deve satisfazer a equagao

Segue assim que T deve ser uma fun¢do harmonica.

Mostramos assim que, ao menos para este exemplo, se a cada iteragdo nds substituir-
mos os valores do interior da rede pela média dos valores de seus vizinhos, depois de
algumas iteracoes os valores encontrados estdo préximos dos valores de uma funcao

harmonica nesta rede.

2.1.2 Descrevendo o Método

O método descrito no exemplo da transmissdo de calor, quando passado para uma

rede qualquer, pode ser descrito da seguinte forma.
e Tome uma rede R com pontosem S = [ U F;
e Fixe os valores da funcao harmonica desejada nos pontos de F;

e Escolha um valor inicial qualquer para a fungdo nos pontos de I, e chame esta

funcéo de fo;
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2.1 METODO DE RELAXAMENTOS

e Defina f; para cada ponto de I como a média aritmética dos valores de f; em

seus vizinhos;
e Para encontrar f,, repita a operacdo acima usando como base os valores de f,_1;
e Repita o item anterior quantas vezes achar necessario.

Seguindo a técnica descrita no problema do calor, podemos representar os passos
acima usando matrizes. Para isso, seja A a matriz que descreve as fun¢des harmonicas

na rede R. Ou seja, a matriz A tal que f € harmonica se satisfizer

f=A-f

Escolha agora uma funcgdo inicial fp que assuma nos pontos de F os valores da funcdo

harmonica que desejamos calcular. Feito isso defina a sequéncia fy, f1, f2, ... fazendo
f n= A f n—1-

Assim, se os valores de f, convergirem para os valores de alguma funcéo f, esta

funcdo deve ser tal que f(x) = fo(x) paratodo x € F e

f=A4f,
e assim f € a funcdo harmoénica que buscamos.

Observe que, assim como no caso do processo de transmissao de calor, vale que

fn:AnfO;

de modo que a convergéncia desta sequéncia esta ligada diretamente a convergéncia

de A", que veremos com mais detalhes quando falarmos sobre cadeias de Markov.

O que chamaremos de Método de Relaxamentos é uma melhoria do processo descrito
acima, onde ao invés de atualizarmos os valores de f, usando apenas valores de f,_1,
faremos a atualiza¢@o ponto a ponto, usando para cada ponto o valor ja calculado para

0s pontos anteriores.

Vejamos como esse método opera a partir de um exemplo. Usaremos para isso
o exemplo do motorista embriagado descrito no capitulo 1, porém com uma malha

vidria ligeiramente modificada, a qual mostramos na figura [6]
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0 0

Figura 6: Exemplo de rede bidimensional.

Para cada um dos pontos a, b, ¢, d, e, usaremos inicialmente 0, e para os pontos extre-

mos os valores ja conhecidos

—_ O =

1
0
00
0

S O O =

O que faremos agora €, a partir da esquerda para a direita, e de baixo para cima,

para cada um dos pontos internos, tomarmos a média aritmética de seus vizinhos.

0,75 = (1/4) -
0,1875 = (1/4) -
0,5469 = (1/4) -
0,0469 = (1/4) -

0,64844 = (1/4) -

O que nos da

1 0,75
1

32

(1+1+1+0)
(0,75+0+0+0)
(0,1875+1+1+0)
(0,1875+0+0+0)
(0,0469 +0,5769 + 1 + 1)

1 1
0,547 0,648 1
0,188 0,47 0

0 0



2.1 METODO DE RELAXAMENTOS

O resultado obtido ndo é uma funcdo harmoénica, mas o interessante é que, reptindo
essas iteracOes, conseguimos obter uma funcio, que se ndo harmoénica, ao menos é
muito préxima da uma fun¢do harmonica como a desejada. Veja o que acontece entre

as iteragdes 8 e 9.
1 1

1 0,823 0,787 1
1 0,876 0,506 0,323 0

1 0 0
a=0,823
b=0,787
c=0,876
d =0,506
e=0,323

Verificando o Método

Para verificar os resultados que acabamos de encontrar pelo método de relaxamen-
tos, vamos encontrar os valores de x,, X, X;, X4 € X, via sistemas lineares, como no

capitulo anterior. Para isso note que

xa — xb+xd+2
x, = Xg+Xc+2
xX+3

Xe =4

x; = xu+3‘cf+xg

xe — Xpt+X4

Rescrevendo temos ainda

4x, — xp — X4 =2
—Xg +4x, — X, =2
4x, — x4 =3

—Xg — Xc+4x5—x, =0

—Xp — X4 +4x, =0
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Resolvendo o sistema, encontramos

293 70 78 45 _ 115

xﬂ:ﬁl Xb:@, xC:@I Xd:@, x€_356-

Escrevendo as fracoes acima com 3 casas decimais de precisdo encontramos
x. =0,823; x, =0,786; x. =0,876; x; =0,505; x, =0,323.

Isso mostra que o método de relaxamentos aproximou muito bem a funcdo harmoénica

buscada.

2.2 CADEIAS DE MARKOV

O método que veremos a seguir é baseado no comportamento e propriedades das
chamadas cadeias de Markov. A seguir vamos definir cadeias de Markov e estudar
de maneira simplificada algumas de suas propriedades. Nao apresentaremos uma
definicdo formal, e ndo provaremos formalmente os resultados usados. Os leitores

interessados em maiores detalhes sobre o assunto podem encontrar em [2}3]].

Uma cadeia de Markov é um processo aleatério onde, dado um conjunto S = s1; sp; ...; S,
de possiveis estados para o modelo, sempre que o processo estiver em um estado s;,
ele se move com probabilidade Pij ao estado s;. As probabilidades Pij sdo conhecidas
como probabilidades de transi¢cdo e podem ser representados por uma matriz P de or-
dem r denominada matriz de transi¢do da cadeia. Dentre as propriedades importantes

de uma matriz vale destacar que

e P; > 0 para quaisquer estados s;, s; € S;

° ipij =1.

j=1
A segunda propriedade vem direto da definicdo do processo, uma vez que o processo

deve escolher obrigatoriamente um dos elementos de S para ir quando estiver em s;.

Note que a probabilidade de transicdo descreve apenas como o processo varia. Para
especificar o processo completamente devemos ter, além da matriz de transicdo, o

modo como o processo se inicia.

Para entender melhor estas definicoes, e dar mais alguns passos no estudo de tais

processos, considere o seguinte exemplo.
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2.2 CADEIAS DE MARKOV

Exemplo 2.1. Suponha um local, que aqui chamaremos de ABClandia, onde existem
somente trés tipos de clima: chuva, agradavel, e neve. Nunca ha dois dias agradaveis
em sequéncia. Quando chove ou neva, metade do tempo é o mesmo no dia seguinte.
Se ha mudancas climaticas, as chances sdo iguais para uma mudanga a cada um dos
outros dois tipos de tempo. Podemos entio descrever o clima de ABClandia como uma

cadeia de Markov com espago de estados S = {c,a,n} e matriz de transicdo

Cc a n

c(1/2 1/4 1/4
P=al1/2 0 1/2
n\1/4 1/4 1/2

Dado agora que iniciamos a observagdo do processo em um dia chuva, queremos

saber quais as probabilidades de estarmos em cada um dos trés estados ap6s n dias.

Para responder esta pergunta, denote por Pi(]-z) a probabilidade de irmos de s; para s;

em dois passos, e note que, por exemplo
Pc(g) = PeqPag + PecPeq + Py Prg.

Isto porque para se chegar ao estado a em dois passos, saindo de ¢ a cadeia pode ir de
c para a no primeiro passo e depois permanecer em a, ou ainda ficar em ¢ para depois

ir de ¢ para a, ou ir de c para n e depois de n para a.

Mas observe que o lado direito da expressdo acima é exatamente o valor correspon-
dente & posicdo ca da matriz P - P = P? | Usando o mesmo raciocinio para os demais

estados, descobrimos que
( @ p@ (2)>
cc ca cn 4
forma exatamente a segunda linha da matriz P2.

Desta forma, podemos concluir que a matriz P? representa as transicoes em dois
passos da cadeia, ou seja, seus elementos representam as probabilidade da cadeia ir

de um estado ao outro em dois passos.

Usando este resultado, e repetindo o raciocinio acima podemos mostrar que P° re-
presenta as probabilidade de transicdo em 3 passos da cadeia. E seguindo desta forma,
concluimos que para calcular as probabilidade de ir de um estado a outro da cadeia

em 7 passos, tudo o que precisamos fazer é calcular a poténcia P".
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Por exemplo, a quarta poténcia da matriz de transicdo P para o clima em ABClandia

D~

C A N

C (0,402 0,2 0,398
P*= A 0,398 0,204 0,398
N\0,398 0,2 0,402

Com isso, podemos dizer que, se hoje estd chovendo em ABClandia, daqui a quatro
dias a probabilidade de chuva daqui a quatro dias é de 40,2%. E interessante notar
que a previsdao de tempo daqui a quatro dias pouco depende do clima que se tem no

dia de hoje. Comentaremos este fenomeno mais a frente.

Generalizando o método do exemplo acima, de uma cadeia de Markov com matriz
de transicao P, é possivel determinarmos a probabilidade com a qual o processo passa
de um estado a outro em um numero n de passos. Basta para isso que calculemos a
n-ésima poténcia da matriz P, que denotaremos por P". Assim, as entradas Pi’} de P"
representam a probabilidade de que a cadeia passe do estado s; para o estado s; apos

1 passos.

Observe que a matriz P* do exemplo acima tem todas as entradas nfo nulas. Ma-
trizes com esta propriedade, isto €, matrizes que possuam alguma poténcia com todas
as entradas ndo nulas, sdo conhecidas como matriz de transi¢do regular, e a cadeia
representada por ela de cadeia de Markov Regular. Matrizes de transi¢do regulares tem
a propriedade importante de que suas poténcias P" convergem para uma matriz onde
todas as linhas sdo iguais. Podemos interpretar este resultado dizendo que a cadeia
“esquece” o estado no qual comecou a medida que o tempo passa. A demostracao deste

resultado € técnica e foge muito aos objetivos deste trabalho.

Todos os exemplos tratados neste trabalho até agora sdo cadeias de Markov, mas

diferente do exemplo ndo sdo cadeias de Markov regulares. Para perceber isso
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2.2 CADEIAS DE MARKOV

considere novamente nosso andarilho embriagado, e tome N = 4. Considerando iguais

as chances de caminhar para a direita ou para a esquerda, temos a matriz de transicdo

0 1 2 3 4
1 0 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
0 1/2 0 1/2 0
0 0 1/2 0 1/2
o 0 0 0 1

= W NN =R O

Os quarteirdes ou estados 0 e 4 funcionam como "armadilhas"para a cadeia, ou seja,
uma vez em um destes estados, a cadeia permanece 1a para sempre. Da mesma forma,
se a cadeia tem 0 ou 4 como estado inicial, ela permanece no mesmo estado para todo

instante de tempo. Matematicamente, isso significa que

Py =0, paratodonetodoi#0,

P} =0, paratodonetodoi #4.

E importante notar que, neste exemplo, a partir de qualquer estado i # 0,4 é possivel

se chegar eventualmente em uma das armadilhas em 0 ou 4.

Estados com esta propriedade sdo chamados de estados absorventes ou estados de
absor¢do. Uma Cadeia de Markov que possui pelo menos um estado de absorcéo e, a
partir de qualquer outro estado, ndo necessariamente em uma unica passagem, € pos-
sivel atingir este estado absorvente, serd chamada simplesmente de cadeia de Markov

com absorg¢do.

Uma propriedade importante é que uma cadeia de Markov com absor¢@o que tenha
inicio em um estado ndo absorvente, em algum momento terminard em um estado

absorvente (para demonstracao ver [2,(3]).

Isso tem algumas consequéncias interessantes para nosso modelo. Para entender
tais consequéncias tomemos uma matriz de transicdo P para cadeia de Markov com

absorcao, com um total de / estados absorventes e k estados ndo absorventes. Vamos
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reorganizar a matriz de forma que os estados absorventes aparecam primeiro, e depois

os ndo absorventes. No exemplo do bébado teriamos

o 4 1 2 3
o/ 1 0 0 0
4l o 1 0 0 o0
P=1|1/2 0 o0 1/2 0
2l 0 0 1/2 0 1)2
3\o 1/2 0 1/2 o0

Observe que, escrita desta forma temos no canto superior esquerdo da matriz um
bloco dado por uma matriz identidade. Este bloco, que em nosso exemplo tem ta-
manho 2x2, representa as probabilidades da cadeia ir de um estado absorvente para
outro estado absorvente. Logo ao lado, temos um bloco 2 x 3 completamente nulo,
representado as probabilidades de se ir de um estado absorvente para um estado ndo
absorvente da matriz. Abaixo da matriz identidade temos um bloco 3 x 2, com as pro-
babilidades de a cadeia ir de um estado ndo absorvente para um estado de absorgéao.
Finalmente, no canto inferior direito, abaixo do bloco nulo, temos uma matriz 3 x 3
representando as probabilidades da matriz permanecer entre os estados ndo absorven-

tes.

Deste modo podemos rescrever a matriz P em blocos: uma matriz identidade I, e

uma nula 0., com todas as entradas iguais a 0, e duas matrizes Ryy; € Qkxx, O que

(e

A probabilidade de posicionamento da cadeia apds n passos, dada por P”, tem a

02 _ I 0
- \(R+QR) @)’

o _ I 0
" \R+QR+Q*R) Q%)

nos da

forma

e para um n qualquer

o I 0
" \R+QR+..+Q"R) Q")
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Antes de continuar nossa explancao sobre a cadeia absorvente de Markov, cabe aqui
uma observacgdo que se faz interessante sob o ponto de vista pedagdgico. Escrever a
Matriz P na forma acima e depois efetuar seu produto, serve como exemplos a alunos

do Ensino Médio da possibilidade e das vantagens de se representar matriz em blocos.

Com relacdo a Q", como Q é a matriz que representa a probabilidade de transicao
entre estados ndo absorventes, Q" representa simplesmente as probabilidades de se
estar em estados ndo absorventes apos n passos, tendo iniciado em um estado néo ab-
sorvente. Mas como comentamos anteriormente, uma cadeia de Markov com estados
absorventes sera eventualmente absorvida, e portanto a probabilidade de se estar um
estado ndo absorvente apos n passos deve ir para 0, quando # cresce. Segue entio que

Q" converge a uma matriz nula quando n tende ao infinito.

Posto isso observe que se
— 2 n—1
Sn=L+Q+Q +..+Q",

com [ uma matriz identidade de mesma ordem k x k (a mesma ordem de Q), entdo

0S, =0Q0+Q*+...+Q".

Segue que

Sn—QSu =1L —Q",
e portanto

(It —Q)Sn = I — Q".
Assim, se (I, — Q) for inversivel, temos

L+ Q+Q%+..+Q" 1= (L, — Q) (L —Q").

A matriz (I, — Q) ser inversivel é equivalente a dizer que (I, — P) é inversivel, mas a
demonstracio deste resultado € técnica e de pouco (ou nenhum) interesse para este
trabalho. O leitor interessado pode buscar maiores informagdes em [2,(3], mas deste

ponto em diante simplesmente aceitaremos este fato.

Note agora que

R+QR+Q*R+..+Q" "R= (L +Q+Q%+...+Q" HR = (I, — Q) ' (I — Q") R,
e fazendo n — oo temos

R+QR+Q’R+..+Q" 'R — (I, — Q) 'R.
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A matriz N = (I; — Q)~! é denominada matriz fundamental da matriz absorvente P,
e suas entradas N;; podem ser interpretadas como a expectativa do total de vezes que
a cadeia passa no estado s; antes de atingir um estado absorvente, quando iniciado o
processo em s;. Concluimos assim que quando # vai a infinito, a matriz P" converge

para uma matriz P® dada por

o I 0
P>® =
NR 0
Assim, se
B=(I1-Q'R,

as entradas B;j representam a probabilidade da cadeia ser eventualmente absorvida em
sj tendo iniciado em s;. Segue também que para saber a probabilidade de se terminar
o processo em um estado absorvente, devemos adicionar a probabilidades de se chegar
14 por todos os estados ndo absorventes, pesados pelo nimero de vezes que esperamos

passar por estes estados ndo absorventes durante o processo.

Calculando estas matrizes para nosso exemplo temos

1 -1 o0
(13_Q): _% 1 _% ’
0 —3 1
3 1
2 12
N=(L-Q '=]1 2 1],
1 3
2 13
e
3 1 1 3 1
2 L g\ (20 i1
B=NR=(L—-Q=|(1 2 1||0o o|=]1 1
1 3 1 1 3
2 13/ \0 3 i1
Segue que

P> =

W= N R O =
W NI= = = O
S O © o o©
S O © o O©
o O O O© O
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Vejamos agora como podemos usar estes resultados para encontrar fun¢des harmo-

nicas. Sabemos que se f(x) ¢ uma funcdo harmoénica em uma rede entdo

f=Pf,

onde f ¢ uma matriz coluna com os valores de f nos distintos valores de S, e P é a

matriz que representa o passeio aleatério correspondente.

Como vimos, passeios aleatérios relacionados a fun¢des harmonicas sdo cadeias de
Markov com estados absorventes nos pontos da fronteira em F. Assim, para usar os
resultados acima, reescreveremos as entradas de f da mesma forma que P, colocando

os valores nos pontos de fronteira primeiro. No nosso exemplo teriamos

—
Il

P i R i R

W N = wm o

De modo geral escreveremos

_(/k
f= )

onde fp representa os valores de f nos pontos da fronteira, e fp nos pontos do interior.

Mas voltando, como f € harmoénica entdo

f=Pf,

o que implica que
Pf=P.Pf=Pf=],

e seguindo obtemos que

P'f=f.
Assim, fazendo n — oo temos

Pef=f.

Deste modo, temos

fB I 0\ (fs\ _ | /B
fp B 0 fp Bfg
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Concluimos assim que

fp = Bfs.
Como B =NR, e N = (I, — Q)~!, chegamos

fo=0-Q) 'Rfs.

Isso nos d4 uma nova forma de encontrar os valores de uma funcdo harmonica. Para

terminar, voltemos ao nosso exemplo, e tomemos f(0) = 0 e f(N) = 1. Neste caso

segue que
FON (3 5) o\ (3
=)< (0) =1
1 3 1 3
f3) i1 1

Note que deste modo, uma vez encontrada a matriz B, temos uma maneira simples e
encontrar os valores da fungdo harmonica para quaisquer condicoes de fronteira, sem

termos que resolver um novo sistema linear para cada condigéo.
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Para finalizar o trabalho vamos agora tratar da relagédo entre redes elétricas elemeta-
res e passeios aleatdrios. Tentaremos aqui explicar de maneira simples como podemos
ver o movimento de particulas carregadas ao longo de uma rede elétrica como um
passeio aleatdrio, interpretando sob este prisma as grandezas comuns a este tipo de

rede, como corrente e voltagem.

Comecaremos lembrando os conceitos e leis basicas que governam o funcionamento
de uma rede elétrica elementar. Estas leis servirdo de base para definirmos o passeio

aleatério usado para modelar uma rede elétrica.

3.1 REDES ELETRICAS

Uma rede elétrica elementar, como trataremos aqui neste trabalho, é apenas um
conjunto de resistores conectados uns aos outros em forma de uma rede (uni ou bi-
dimensional). A dois polos desta rede ligamos uma “bateria”, criando assim uma di-
ferencga de potencial entre dois pontos da rede. Tal diferenca provoca o movimento de

particulas carregadas, criando assim o que conhecemos como corrente elétrica.

Na descricdo acima aparecem trés conceitos fundamentais neste tipo de redes: resis-
tores, potencial e corrente. Tentaremos rapidamente explicar do que se trata cada um

deles.

e A corrente elétrica iy, entre dois pontos x,y de uma rede ¢ uma maneira de
medir o fluxo de particulas que passam pelo elo (x,y). Ou seja, uma espécie de

diferenca entre o total de particulas que passam por unidade de tempo em um
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sentido do elo, com o total que passa no sentido oposto. Deste modo, por ser

esta uma medida de fluxo, vale que
ixy = _iyx;

A resisténcia elétrica de uma material mede o quéo “dificil” é para uma particula
carregada passar por ele. Um resistor € portanto um componente colocado entre
pontos de uma rede com o intuito de reduzir a corrente elétrica naquele elo. A
resisténcia entre pontos x,y de uma rede sera denotada por Ry, e deve ser tal
que

ny = Ryx;

O potencial elétrico ou voltagem em um dado ponto da rede é uma maneira de
medir a quantidade de energia potencial elétrica que uma carga unitaria possui
quando esta naquele nd. A diferenca de potencial (ddp) ou diferenga de voltagem
entre dois pontos é quem provoca o movimento de cargas naquele elo, e mede
o trabalho realizado por uma carga unitdria ao se movimentar entre aqueles
pontos. Neste trabalho denotaremos a voltagem em um ponto x da rede por

o(x).

Ja 5

=W
WW

Rap ]y, f6

y WA

= = =

J1 53 52

Figura 7: Rede elétrica elementar. Nesta rede o potencial nos pontos f; sdo iguais. O mesmo

ocorre para 0s pontos sy.
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Colocados os elementos principais de uma rede, precisamos entender como eles
se relacionam. Tais relagdes sdo dadas por algumas leis fisicas, e abaixo listaremos

aquelas mais importantes para este trabalho.

Lembremos primeiro da chamada Lei de Ohm, que diz basicamente que a corrente
que flui por um elo da rede é inversamente proporcional a resisténcia do elo, e direta-
mente proporcional a diferenca de potencial naquele elo. Assim, se pontos x e y estdo
conectados por uma resisténcia de magnitude R,y,, entéo a corrente iy, que flui de x

para y € igual a
_ () —v(y)
xy = ny ’

onde v(x) é a voltagem no ponto x.

@1

E interessante notar que, da equacgao acima, a corrente entre x e y serd positiva
quando v(x) — v(y) > 0, ou ainda, quando v(x) > v(y). Isso é apenas um reflexo do
fendmeno fisico onde particulas positivamente carregadas caminham em um circuito
elétrico tentando baixar seu nivel de energia potencial, gerando assim um fluxo que
prioriza quedas de potencial. No caso de redes elétricas seria mais realista falar do
movimento de particulas negativamente carregadas, mas estas diferencas nao influen-
ciam no entendimento do problema. Por esta razdo tentaremos nos referir apenas ao

movimento de particulas carregadas, ou apenas cargas sem referéncia ao seu sinal.

Outro conjunto de leis importantes sdo as conhecidas leis de Kirchhoff, que trata da

relacdo entre corrente e ddp nos diferentes elos de uma rede elétrica.

A primeira lei de Kirchhoff, ou lei das correntes, nasce do fato de que em uma rede
elétrica ativa toda particula carregada que chega a um ponto deve sair de 14, e assim
o fluxo de entrada de cargas em um ponto da rede deve ser compensado pelo fluxo de
saida deste ponto. Matematicamente, denotando por S o conjunto de pontos de uma
rede, se iy, € a corrente entre 0s pontos x e y, entéo para todo x € S

Y ixy =0. (3.2)
yeSs

A segunda lei de Kirchhoff, ou lei da voltagem, ndo serd usada ao longo deste trabalho,
e por isso ndo a colocaremos de modo formal. De modo simplificado, ela diz que a ddp
total ao longo de qualquer ciclo da rede deve ser nula. Assim, se tomarmos qualquer
caminho na rede levando saindo e chegando em um mesmo ponto da rede, a soma das

diferencas de potencial ao longo do caminho deve ser O.

No caso de pontos ligados a uma bateria, as leis acima ainda funcionam, mas como

ndo temos resistor entre estes polos, a lei de Ohm pode falhar neste trajeto.
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Para exemplificar os conceitos acima, e comecar a entender algumas propriedades
destas quantidades, vamos agora considerar uma rede elétrica na qual N resistores

elétricos, todos iguais com resisténcia R, estejam ligados em série.

0 1 2 3 N-1 N

WWAV—AWWN—AW\ MWW

1 volt

Figura 8: Rede elétrica com resistires em série.

Para determinar a voltagem v(x) em um ponto x entre resistores, tomemos v(0) = 0

e v(N) =1, e observe que pela primeira lei de Kirchhoff, para x = 1,2,..., N — 1 segue

que
o(x—1)—o(x)  ov(x+1)—ov(x)
R ’ R =0
v(x—1)—ov(x)+v(x+1)—ov(x)=0
v(x —1)+ov(x+1)—20(x) =0,
e portanto

o(x) = v(x+1)4;v(x—l)‘

Vemos assim que as diferentes voltagem ao longo da rede formam uma funcéo

harmoénica na rede com v(0) = 0 e v(N) = 1. Segue entdo que

x
o(x) = N

A pergunta natural agora € se esta é uma caracteristica de toda rede, ou se vale
apenas no exemplo acima. Assim, na tentativa de corroborar nossas suspeitas, vejamos
o que acontece em duas dimensdes, mas ainda com resistores iguais. Consideraremos
aqui uma rede similar a da Figura [7] que, assim como nas redes dos capitulos 1 e 2,
todos os pontos internos possuem 4 vizinhos na rede. Os pontos de fronteira serdo
aqueles ligados a bateria de 1 volt. Tirando proveito desta estrutura, identifique cada
ponto por um par ordenado (m, n), de modo que os vizinhos de um ponto do (1, n) no

interior sdo (m —1,n), im+1,n), (m,n—1)e (m,n+1).

Temos entdo que, de acordo com a primeira lei de Kirchhoff, que

o(m+1,n) —o(m,n) ov(m—1,n)—o(m,n) omn+1)—om,mn) ovimmn—1)—ov(m,n)
R ’ R " R ’ R -

0,
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€ portanto

vm+1,n)+ov(m—1,n)+omn+1+ov(mn—1)
1 .

v(m,n) =

Confirmamos assim que neste caso a fun¢do v(x) que representa o potencial elétrico
de um ponto x da rede € também uma fun¢do harmonica, com condicées de fronteira
dadaporo(fy) =1, k=1,2,3,4,5,6,ev(sx) =0, k=1,2,3.

Tais exemplos nos sugerem a existéncia de uma relacdo entre passeios aleatdrios e
redes elétricas, dando a ideia de que de alguma forma podemos modelar o funciona-
mento de uma rede elétrica usando uma estrutura aleatéria. Tal modelo serd descrito

na proxima sessao.

3.2 PASSEANDO EM UMA REDE ELETRICA

Na secéo anterior vimos que a voltagem nos diferentes pontos de uma rede formam
uma funcdo harmonica nesta rede, e sabemos do capitulo 1 que funcoées harmonicas

estdo intimamente ligadas ao passeio aleatério naquela mesma rede.

Seguindo esta idéia considere um circuito elétrico com resistores iguais. Tal circuito
pode ser representado por uma rede bidimensional ou unidimensional qualquer, mas
para fins de exemplo, pense nas redes representadas nas Figuras|7| e |8l Vamos consi-
derar agora que uma particula carregada anda aleatoriamente pela rede da seguinte

forma

e Como as resisténcias sdo todas iguais, quando em um dado ponto da rede, a
particula escolhe de com igual probabilidade dentre os caminhos possiveis, qual

deles seguird;

e Nao existe movimentagao entre pontos da fronteira. Assim, quando a particula
estda em um ponto da fronteira (pontos conectados a bateria) ela volta ao interior,

escolhendo com igual probabilidade para que ponto devera retornar.

Observe que o passeio descrito acima possui uma pequena, mas vital diferenca para
os passeios do primeiro capitulo. Enquanto a particula estd andando pelos pontos
do interior da rede, este modelo se comporta exatamente como 0s passeios que ja
estudamos, mas nos problemas do capitulo 1, o passeio acabava sempre que atingia

a fronteira. No modelo da particula carregada o passeio continua indefinidamente.
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Recordando os conceitos do capitulo 2, o passeio da particula descreve uma cadeia de

Markov sem estados absorventes.

Nao vamos gastar o tempo do leitor descrevendo os resultados apenas para estes
tipos particulares de rede. Uma vez que circuitos elétricos tomam as mais diversas
formas, restri¢cbes como resisténcia iguais ou numero de vizinhos iguais sdo muito
restritivos, e pouco representativos. Por outro lado, casos como o da Figura [/, onde
vdarios pontos da rede estdo conectados a um mesmo polo da bateria, apenas compli-
cam os calculos sem trazer nenhum beneficio concreto. Por esta razdo todas as redes

consideradas a partir deste ponto terdo apenas dois pontos conectados a bateria.

3.2.1 Passeios em Redes Gerais

Antes de passar para a descricdo do passeio em uma rede elétrica, é importante
introduzir um conceito ainda néo trabalhado que sera bastante ttil na verificagdo da
compatibilidade entre o estudo de caminhos aleatorios e circuitos elétricos, o conceito

de condutéancia.

A grosso modo, a condutancia de uma material mede sua capacidade de conduzir
particulas carregadas. Matematicamente, a condutancia é dada pela inversa da resis-
téncia, ou seja, se R,y é a resisténcia entre pontos x a y de uma rede, a condutincia
para o mesmo percurso € dada por

1
ny = .
Com isso podemos rescrever lei de Ohm em termos da condutancia, e obter

ixy = (0(x) — 0(y)) Cay-

Para descrever agora o passeio da particula carregada em um circuito elétrico qual-
quer, suponha que sempre que a particula estd em um ponto da rede, ela escolhe para
onde segue escolhendo dentre os caminhos disponiveis com probabilidade proporcio-

nal a condutancia daquele caminho.

Mais exatamente, faca

onde
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¢ a soma das condutancias de todos os caminhos saindo de x. Assim, sempre que
particula se encontra em uma ponto x da rede, ela segue para um ponto y na rede com

probabilidade Py.

O passeio assim colocado descreve uma cadeia de Markov, sem estados absorventes.

Para melhor entender considere o circuito da Figura[9]

d

]|
1 volt

Figura 9: Exemplo de circuito elétrico.

Exemplo 3.1. Considerando o circuito da Figura[9] e tomando

1
Ric=Rpg=Rpc=1, Ryg=Ry = 5

obtemos
Cac = Cud = Cbc =1, de = Ccd =2.
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Assim, para este circuito temos

Co=Cap+Cyy=2
Cp=Cpe+Cpy=3
Co=Cpe+Cp+Cy=4
Ci=Cu+Cpy+Cyy=5

Calculando agora as probabilidade Py, obtemos a seguinte matriz de transi¢do para

a cadeia de Markov que representa o passeio de particulas por esta rede

a b c d
af 0 0 1/2 1)2
bl O 0 1/3 2/3
cl1/4 1/4 0 1)2
d\1/5 2/5 2/5 0

Como comentamos anteriormente, este tipo de cadeia de Markov é distinta daquelas
descritas no capitulo 1. Nestas cadeias, apesar de podermos identificar pontos da
rede como fronteira (pontos conectados a bateria), a particula carregada ndo para
de andar ao passar por estes pontos. Outra caracteristica importante é que a partir de
qualquer ponto x da rede , sempre € possivel um elétron atingir outro ponto y qualquer
pertencente ao circuito. Cadeias de Markov com esta propriedade recebem o nome de

cadeias ergddicas, e possuem algumas propriedades importantes.

A propriedade que mais nos interessa estad relacionada com a proporcdo média de
vezes que uma particula passa nos diferentes pontos da rede. Para um ponto x da
rede defina tal proporcao por w,. Assim, como cada vez que a carga passa por x ela
segue para um de seus vizinhos, podemos dizer que w, Py, € a proporcéo de vezes que
a particula esteve em x e seguiu para y. Da mesma forma, uma particula quando entra

em y, deve necessariamente ter vindo de um de seus vizinhos, e portanto

wy =Y WyPyy. (3.3)

x€eS

Agora, se escrevermos os valores de w, em uma matriz linha, como

w = (wxl Wy, - Wy, ),
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obtemos que w satisfaz

w=w-P,
onde P é a matriz de transicdo da cadeia.

Para entender melhor a afirmativa acima, voltemos ao exemplo onde tinhamos

a b c d
af 0O 0 1/2 1)2
bl O 0 1/3 2/3
cl1/4 1/4 0 1)2
d\1/5 2/5 2/5 0

Fazendo entdo
w:(wa Wy We wd)/

obtemos que

(0w, e w5) =

wcpcu + wdpda wcpcb + wdpdb wapuc + wbpbc + wdpdc wapad + wbpbd + wcpcd)

— 1 1 1 2 1 1 2 1 2 1
- (wC1+ZUd§ wcz'i'w‘jg wa§+ZUb§+ZUd§ wai+w17§ +wc§)

0 0 1/2 1/2
0 0 1/3 2/3
1/4 1/4 0 1/2
1/5 2/5 2/5 0

:<wa Wy We wd)

de onde segue que

w = wP.

Para uma cadeia de Markov ergddica podemos sempre garantir que existe somente
um vetor w nestas condi¢oes. O estudo da existéncia e unicidade de w para cadeias de
Markov em geral foge muito do escopo deste trabalho, e o leitor interessado pode en-
contrar detalhes em [2}3]. No entanto, a existéncia de tais vetores para redes elétricas

estd ao nosso alcance, e podemos facilmente verificar.

Para isso note primeiro que

ny ny
Cxpxy = Cxi = ny = ny = Cyi = Cypyx. (3.4)
Cx Cy
Fazendo agora

c=Y G,

xes
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e dividindo a equacao (3.4) por C, obtemos

C C,
?xpxy = ?Pyx, (3.5)

e portanto
o . G
2 Py = 2 ~Pr== Zpyx-
X€S C X€ES C C X€eS

Lembre-se agora que por se tratar de uma cadeia de Markov, a soma dos elementos de

uma linha de P deve ser 1, isto é,

ZPyle,

xXeS
e portanto
Z Cy e
Py = 2.
xes C C
Assim, fazendo w, = C,/C, temos que
Y WxPrey = wy,

x€eS

satisfazendo assim a equacao (3.3). Segue dai que w = Pw, como queriamos.
E interessante observar que
1. wy > 0 paratodo x € S;

2. A soma de w, é sempre 1. Ou seja,

Cy 1 1
;wa _;SE = E;SC" =sC=1
Um vetor com as duas propriedades acima é chamado de vetor de probabilidade. Além
disso, estas propriedades sdo compativeis com nossa interpretacdo de w, como a pro-
porcdo média de vezes que a carga visita o ponto x. Primeiro porque a proporcdo de
visitas deve ser um numero positivo, e depois porque somando as proporcoes de visitas
para todos os pontos, devemos encontrar a propor¢do de tempo passada na rede, que

¢ exatamente 1.

Exemplo 3.2. Voltando ao exemplo tinhamos uma rede elétrica com

Ci=2,C=3,C.=4 e Cyj=5.
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Issonosda C =14, e

Deste modo temos
2 3 4 5
4 14 14 1)’

e com calculos simples verificamos que

0o 0 1/2 1/2
g) 0 0 1/3 2/3 <;
“l1/4 174 0o 12

1/5 2/5 2/5 0

/~
wln
([
e

A propriedade que comecamos a descrever em (3.4) e (3.4) é conhecida como re-
versibilidade, e tem um papel importante no estudo de cadeias de Markov. Abaixo
definiremos mais formalmente o que vem a ser a reversibilidade, mas o leitor interes-

sado em maiores detalhes pode procurar em [2,3].

Diremos que uma cadeia de Markov com matriz de transicio P € reversivel se existir

um vetor de probabilidades w tal que
wXny = wyPyx,

para quaisquer pontos x,y € S.

Para entender de forma intuitiva o que vem a ser reversibilidade, suponha que es-
colhamos aleatoriamente o ponto inicial onde a carga iniciara seu passeio, de acordo
com o vetor w. Ou seja, a probabilidade de iniciarmos o passeio em x é w,. Com isso

a probabilidade da particula seguir uma caminho x1, xp, x3, - - -, x,, € dado por

Wiy Px1xsz2x3 T Pxn—lxn'
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E se a cadeia for reversivel, temos que

Wxy Pryxy Pryxs ++ + Py 13, = Pryxy Wxy Prys +  + Py,

= Pryxy Py, Wy« + Pr, 43,

= Pryx; Pryxy - W, 1 Pr, 4,
= Pryx; Pryxy -+ - Py, W,

= wxnpxnxn—l t szxszle

Isso mostra que a probabilidade da particula seguir o caminho x1,x2,x3,---,x, é 0
mesmo de seguir o caminho reverso x,, x,,_1, X,—2, - - -, X1, quando usamos o vetor w
para escolher o estado inicial. o vetor w é conhecido também como medida de equilibrio
da cadeia, e se um passeio tem seu ponto inicial escolhido de acordo com w, diremos

que o passeio esta em equilibrio.

Desta forma, uma cadeia reversivel em equilibrio é indistinguivel do seu reverso
temporal. Isto €, se observarmos uma cadeia reversivel em equilibrio, ndo saberemos

dizer se ela esta andando para frente ou para tras no tempo.

Para exemplificar, se tomarmos a rede elétrica do exemplo a probabilidade do

caminho ¢, b,d, a é

4121 1
WePep Ppa Py = 14435 = 105
E para caminho reverso, a,d, b, c temos
2121 1
Wo P Py Ppe = ﬁigg = ﬁ

3.3 INTERPRETANDO VOLTAGEM E CORRENTE

Até agora vimos que o passeio de uma particula carregada por um circuito elétrico
pode ser representado por um passeio aleatorio. Entendemos o papel do resistor neste
passeio, e estudamos algumas propriedades destes passeios, como reversibilidade. Nos
resta agora entender como os conceitos de voltagem e corrente se encaixam nesta

representacao.

Ja vimos que no caso de redes com resisténcias iguais, a voltagem é uma funcao
harmonica, mas ainda ndo entendemos como interpretar isso do ponto de vista do
passeio. Para terminar o capitulo vamos tentar entender como estas duas grandezas se

encaixam neste modelo aleatdrio de redes elétricas.
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Mas antes de completar nossa andlise, vamos fazer um breve paréntese para definir

o que entenderemos por funcdo harmonica em uma rede geral.

Fungbes Harménicas em Redes Gerais

Considere entdo uma rede R com pontos em S = [ U F, onde I denotam os pontos
do interior de S e F seus pontos de fronteira. Em cada elo (x, y) da rede coloque um
peso Py, > 0 de tal forma que ), 5 Pxy = 1. Para os pontos da fronteira coloque peso
zero em todo elo ligado a ele. Ou seja, se x € F ey # x, Py = 0, e para deixar o

modelo consistente, faca Py, = 1se x € F.

Definicdo 3.1. Nestas condi¢des diremos que uma funcdo / definida nos pontos S da

rede é harmonica na rede R se

h(x) = ) Puyh(y),

yeSs

para todo x € S.

Observe que, da definicdo acima, se x € F é um ponto da fronteira entdo
h(x) = Y Puyh(y) = Pech(x) = h(x),
yEeS
e nos demais pontos o valor da funcdo é uma média ponderada do valor nos pontos

vizinhos, assim como ocorre das redes um uma dimensao vistas no capitulo 1.

Podemos imaginar que nossa rede estda modelando novamente as ruas de uma ci-
dade, onde nosso motorista embriagado estd tentando fugir da policia. Mas agora
estas ruas sdo muito distintas umas das outras. Algumas sdo mais estreitas, outras
estdo em uma ladeira. E este tipo de caracteristica influencia na decisdo do bébado,
aumentando ou diminuindo a probabilidade dele seguir um dado caminho. Assim, po-
demos dizer que quando ele estd em um ponto x do mapa, ele decide ir para y com
probabilidade Py,. Assim, do mesmo modo que no primeiro capitulo, a probabilidade
p(x) do bébado encontrar uma saida antes de cair em uma barreira policial é uma fun-
cdo harmoénica com condicdes de fronteira dada por p(x) = 1 se x € F é um ponto de

saida e p(x) = 0 se x € F é um ponto com barreira policial.

De fato, se o motorista estd em um ponto x ele escolhe seu destino dentre os seus

vizinhos, de acordo com as probabilidades da rede. Se ele segue para um ponto y (o
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que ocorre com probabilidade Py,) o problema come¢a novamente, mas agora tendo y

como ponto de saida, e a probabilidade buscada ¢ agora p(y). Com isso

p(x) = Y Pyyp(y).

yEeS

E interessante notar que se h(x) é uma funcio harménica em uma rede R, seu valor
em um ponto x € [ no interior de S é a média ponderada do valor nos vizinhos de
x. Com isso, assim como no caso simétrico, h(x) deve assumir um valor entre o menor
e o maior valores de S nos vizinhos de x. Este era o principal argumento usado na
demonstracdo do Principio do Méaximo para as redes do capitulo 1. Assim podemos

provar que

Teorema 3.2 (Principio do Maximo para Fung¢des Harmonicas). Se h é uma fungdo
harménica nos pontos S de uma rede R com pesos Py, x,y € S, entdo h assume seus

valores mdximo e minimo nos pontos de F.

Mas o principio do maximo era a principal ferramenta na definicdo da unicidade das

funcoes harmonicas. Segue assim que

Teorema 3.3. Seja S = [UF, com F = {x1,...,x,}. Dada uma rede R com pontos em
S e pesos Py, x,y € S, fixados valores ay, ..., ay, existe uma tnica fungdo harménica h

em R tal que h(xy) =ag, k=1,...,n.

3.3.1 Interpretacdo Probabilistica de Voltagem

Para entender o que é voltagem no contexto de passeios aleatdrios, considere um
circuito elétrico qualquer e coloque uma bateria de ddp unitaria entre dois pontos da

a,b da rede, de modo que v(a) =1 e v(b) = 0.

Sabemos da primeira lei de Kirchhoff que para todo x € Scom x #a e x #b,

Z Cay(v(x) —ov(y)) = 0.

yeSs
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E portanto

Z Cay(v(x) —0(y)) =0

yeS
Z Cryo(x) = Z Cxyo(y)
yeS yeSs
0(x) Y Cay = ) Cyyo(y)
yeSs yeS
0(x)Cx = ) Cxy0(y)
yeS
Cx
o(x)= ) = o)
yes —¥
U(X) = Z nyv(y)/
yeSs

de onde segue que o potencial v(x) define uma funcdo harménica na rede com valores

de fronteira dados por v(a) = 1 e v(b) = 0.

Considerando agora uma carga se movendo aleatoriamente pela rede, nos pergun-
tamos: qual a probabilidade desta particula atingir a antes de atingir b, dado que o

passeio foi iniciado em x?

Para responder esta pergunta perceba que sé precisamos acompanhar o passeio até
ele encontrar a ou b. Assim, se modificarmos o modelo de modo a particula parar

quando atingir a ou b, a resposta buscada permanecera exatamente a mesma!

Como vimos anteriormente, a funcdo p(x) que d4 a probabilidade da particula atingir
a antes de atingir b, dado que iniciou o passeio em x, é uma fungdo harmoénica com
condicdo de fronteira dada por p(a) = 1 e p(b) = 0. Segue da unicidade do Teorema
3.3|que p(x) = v(x) para todo x € S.

Assim, se v(a) = 1 e v(b) = 0, podemos interpretar v(x) como a probabilidade de um

particula carregada atingir a antes de atingir b, quando iniciou seu passeio em x.

Mesmo definindo voltagens diferentes em a e b, ainda podemos interpretar probabi-
listicamente o potencial elétrico em cada ponto. Se v(a) = vy e v(b) = v por exemplo,
faca

v(x) = vop(x) +v1 (1 — p(x)),
onde p(x) é a funcdo harmonica dada acima. Ou seja, a probabilidade de uma carga

que inicia seu movimento em x, atingir a antes de b.
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Como p(x) é harmonica na rede, fazendo v(x) = (vgp — v1)p(x) + v1

Z Pyyo(y) = Z Py ((vo — v1)p(y) +01)

XES XES

= (vo —v1) Z Puyp(y) + 01

x€eS
= (vg — v1)p(x) + 01

= U(X),

e portanto m(x) é harménica com m(a) = vg e m(b) = v;.

Desta forma v(x) pode ser visto como o potencial médio ao final do passeio de uma
particula carregada que passeia aleatoriamente pela rede até ser absorvida em um dos

pontos ligados a bateria.

Para ilustrar, voltemos ao exemplo La consideravamos a rede da Figura

copiada abaixo para facilitar a leitura.

|
|
1 volt

Figura 10: Circuito elétrico com bateria de 1 volt.
Tinhamos também que
Cac=Caa=Cpc=1, Cpy=Ceq =2.

dando
C,ZZZ, Cb:3, CC:4 e Cd:5,
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e uma matriz de transicdo

0o 0 1/2 1/2
0 0 1/3 2/3
1/4 1/4 0 1/2
1/5 2/5 2/5 0

Assim, para determinar as voltagens em c e d, fazemos

va)=1 e wovb)=0,

v(c) = 411 + %v(d)
v(d) = % + %U(C)
o que nos da

v(c) = 1—76 e ()= g

Em outras palavras, a probabilidade de uma particula carregada atingir a4, antes de

chegar a b, partindo de c, é de 7/16.

E interessante notar que os potenciais nos pontos da rede elétrica com diferentes
potenciais nos pontos a e b estdo diretamente relacionados com os potenciais para

v(a) =1 e v(b) = 0. Para ver isso, tome A, B € R e faca
w(x) = (A — B)u(x) + B.
Observe que

w(a) = (A —B)v(a)+ B = A,

w(b) = (A — B)o(b) + B = B.

Além disso
§nyw(y> = ;ny ((A = B)o(y) + B)
= ;ny ((A=B)o(y)) + ;nyB
=(A—-B) ; Py,o(y) + B ; Py

=(A— B)v(x)+B

= w(x)r
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de onde segue que w(x) é harmonica com w(a) = A e w(b) = B. E assim, pela unicidade
das funcoes harmonicas, u(x) é a voltagem em x quando os potenciais em a e b sdo A

e B, respectivamente.
Em particular, se B = 0, entdo w(x) = Av(x).

Estas tltimas observagdes serdo essenciais na andlise final deste capitulo.

3.3.2 Interpretacdo Probabilistica de Corrente

Para entendermos o que € corrente elétrica em um passeio aleatério, lembre-se pri-
meiro que corrente é uma medida do fluxo de elétrons por um resistor. Assim se
pensarmos em milhares de elétrons andando pelo circuito, a corrente seria medida
pelo numero de particulas que passam pelo resistor em um sentido, menos o total de

particulas que passou no sentido contrario.

Esta ideia ainda estd um tanto obscura, e obviamente possui diversos problemas.
O principal deles sendo que, como o elétron ndo deixa a rede, o total de vezes que
ele passa no resistor é tdo grande quanto queiramos, e isso pode certamente afetar o
fluxo de particulas, podendo inclusive deixar a corrente também tdo grande quanto
se queira. Felizmente podemos corrigir tais problemas facilmente se apelarmos para

nosso modelo aleatdrio.

Mas antes de continuar, lembre-se que, como comentamos anteriormente, 0s pontos
que estdo ligados a bateria tem um comportamento especifico, e um tanto distinto dos
demais nds da rede. Isso por que a bateria torna estes pontos vizinhos na rede, mas nao
com um resistor no elo correspondente. Apesar disso, existe uma corrente passando
por ali, mas ndo podemos medi-la pela lei de Ohm. Por esta razdo, precisamos fazer
uma pequena modificacdo no passeio aleatério para que possamos entender o que

chamaremos de corrente.

Para isso, imagine que a bateria é uma espécie de fonte de particulas, onde as par-
ticulas carregadas entram no sistema pelo polo de maior voltagem, e saem pelo de

menor voltagem.

Assim, conectando uma bateria aos pontos a e b da rede, considere entdo que uma
particula carregada entre no circuito por um ponto a com voltagem v(a), circule de
modo aleatério por varios pontos do circuito, até que atinja o ponto b, com voltagem

v(b) = 0, e deixe o circuito.
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Agora sim, como cada particula eventualmente chega ao ponto b, entdo o nimero
de visitas de cada uma delas é finita. Note que cada uma destas particulas realiza um
passeio aleatério independente das demais. Deste modo o comportamento médio des-
tas particulas mede o que chamaremos de comportamento esperado de uma particula.
Assim se, por exemplo, contamos o nimero médio de vezes que estas particulas pas-
sam por um ponto x, medimos o nimero esperado de vezes que uma particula passa

por x antes de ser absorvida em b.

Isso é muito similar ao que acontece quando jogamos varios dados nao viciados (ou
um dado milhares de vezes). Neste caso, depois de varias jogadas, cada valor devera
aparecer aproximadamente 1/6 das vezes, e a média dos valores observados deve estar
proximo de

1 7

1 1 1 1 1
1-6+2-8+3-6+4-6+5-6+6-6—E.

Diremos entdo que 7/2 é o valor esperado no lancamento de um dado.

Assim, para entender a corrente podemos seguir apenas uma particula. Ao longo
do percurso contemos sempre que esta particula passa do ponto x para um ponto y,
menos o total de vezes que fez o caminho inverso, isto até ser assimilada no ponto b.
A este valor chamaremos de fluxo das passagens da particula por (x,y). Vamos supor
entdo que a corrente iy, sera o fluxo esperado das passagens de uma particula pelo elo
(x,y). Note que, assim como no caso do dado, apesar do fluxo ser um nimero inteiro,

o fluxo esperado ndo necessariamente o sera.

Para mostrar que a interpretagdo acima esta correta, seja u, o nimero esperado de
vezes que a carga passa por x antes de chegar a b. Temos entdo que u;, = 0, e para
x#a,b,e

U =) 1y Py
y

Isto pois toda vez que a carga passa por x ela deve vir de algum outro ponto y. Observe

que esta é a mesma argumentacio que nos levou a equacao (3.3).

Como a cadeia é reversivel, temos que
Cxpxy = Cypyx/

e portanto
Px Cx

Uy =)y é

y Y

ou ainda
ux uy
— =Y P,,=.
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Segue dai que

Uy

v(x) = —

@)=
¢ uma funcdo harmonica para x # a,b, com v(b) = 0 e v(a) = . Mas pela unicidade

a
das fun¢des harmonicas, v(x) é exatamente a voltagem em um ponto x quando uma
bateria ¢ ligada a um circuito entre a e b, estabelecendo uma voltagem # em a e uma
a

voltagem 0 em b.

Agora vejamos como se comporta a corrente que flui de x para y.

Ixy = (0x —0y)Cory = | =— — == | Cyyy = - = Uy Pyy — uy Py
xy ( x y) xy <Cx Cy) xy C, Cy xLxy yLyx
Mas u, Py, é o exatamente o numero esperado de vezes que a carga vai de x para y

e uy Py, o total esperado de vezes ela vai de y para x, como queriamos mostrar.

E importante notar que a corrente assim definida vale apenas para um circuito com

d.d.p. especifico, dado por u,/C,, que por sua vez é um valor dificil de se estimar.

Seria interessante entdo que conseguissemos uma forma de encontrar a corrente a

partir da corrente em uma rede com d.d.p unitéria.

Para entender como fazer este calculo, lembre do final da sessdo anterior. Ld mos-
tramos que se colocarmos potenciais w(a) = A e w(b) = 0, entdo o potencial w(x) no
ponto x serd dado por w(x) = Av(x), onde v(x) é potencial em x para v(a) = 1 e v(b) = 0.

Assim se quisermos encontrar a corrente j,, na rede com w(a) = A basta fazer
jxy = (ZU(X) - w(y))cxy = (AZ)(X) - Av(y))ny = A(U(X) - v(y))ny = Aixy.

Assim a corrente dada pelo fluxo esperado de uma particula é proporcional a cor-
rente calculada para uma d.d.p. unitdria. Para determinar a constante de proporciona-
lidade, note primeiro uma caracteristica importante desta definicdo probabilistica de

corrente: a corrente total que flui para fora de a (e para dentro de b) é 1, ou seja

Y iy =1
y

Zlyb =1.
y
De fato, na interpretacdo probabilistica, o valor }, i, € a diferenca esperada entre

o numero de vezes que a particula sai de a para o nimero de vezes que retorna para

a. Mas note que durante seu passeio, que inicia em a, a particula retorna a a diversa
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vezes. Em cada retorno, a contagem de fluxo total é zerada, até que ela sai pela tultima

vez, deixando o contador de fluxo em 1.

Assim, se denotarmos por iy, a corrente dada pela interpretacéo probabilistica acima
e 1y, a corrente no circuito com d.d.p. unitaria, teremos

ixy = ’

pois neste caso vale

Ziay=z fay _Zyiuyzl.
Y

y Zy iay Zy iay
O valor Zy Loy é conhecido como corrente total do circuito.

Para esclarecer melhor, voltemos ao circuito dos exemplos anteriores.

d

|
|
1 volt

Figura 11: Circuito elétrico com bateria de 1 volt.
Lembrando, tinhamos
Cac=Cag=Cpe =1, Cpy=Cey =2,

com
v(a) =1, v(b) =0, v(c) = % e oud=-.
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1 volt

Figura 12: Circuito com d.d.p. unitdria vs Circuito com corrente total unitaria.

Deste modo segue que

%=w@—wmgﬁ{}—;)=;
i = 00~ o)Cas = (1- 3 ) =5
afwwo—mmmm=(;—g>z:;

i = (0(0) ~ o(O)Co = -

1
R 3 3
] = — = — . 2 = —.
tap = (v(d) —v(b))Cap = g 1
A corrente saindo de a é dada entdo por
P 19
K=1igc+1g9 = 16’
e as correntes dadas pela interpretacio probabilistica sdo
e 9
“©TK 19
Ly 10
“@TK 19
a2
“TK 19
7
7K 19
jo_ w12
vTK 19
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4.1 SUGESTOES DE ATIVIDADES

Como vimos no decorrer deste trabalho, o objetivo era estudar a relacdo entre cami-
nhos aleatorios e redes elétricas, com foco especialmente em conteidos lecionados no
Ensino Médio. Portanto, veremos agora algumas atividades que podem ser propostas
e realizadas em sala de aula, com recusros bastante simples. Como sugestdo, as ati-
vidades também podem ser operadas interdisciplinarmente, em especial nas aulas de

fisica. Vejamos agora algumas possibilidades de atividades.

4.2 PASSEIO ALEATORIO COM MOEDAS

Objetivos: trabalhar com os alunos os conceitos bédsicos de probabilidade, além de

estatistica quanto a coleta e analise de dados.

Tempo estimado: duas a trés aulas, sendo a primeira para que os alunos realizem o
jogo, quantas vezes cada dupla conseguir, a segunda para coleta e andlise de dados, e
se possivel uma terceira aula para explanacao sobre caminhos aleatérios e comparacao
dos resultados obtidos com a expectativa dentro da andlise do modelo por meio de uma

funcdo harmonica.

Conhecimentos prévios: para participar do jogo, ndo sdo necessarios os requisitos
que seguem, mas para a analise posterior é importante que o aluno tenha conheci-

mento basico sobre funcdes, probabilidade e estatistica.

Como jogar: separe os alunos em duplas, cada dupla com uma moeda e folhas para

anotacoes. A atividade consiste em simular uma funcdo harmonica em uma dimenséo,
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e para tanto fica a sugestdo do seguinte roteiro (para se evitar citar o "caminhar do
bébado"em sala de aula): Uma pessoa esta indecisa se quer tomar um sorvete ou
comer um bolo, e por isso ndo consegue decidir se vai para a esquina da Rua 0 com
a avenida principal, ou se vai a esquina da Rua 4, também com a avenida principal,
onde fica a doceria que vende bolos. Essa pessoa se encontra na esquina da Rua 2 com
a Avenida Principal, sendo que indo a direita ela chega a Rua 4, e indo a esquerda
ele chega a esquina 0. Cada aluno participante é dono de uma das lojas, e para saber
onde esse cliente vai devera ser jogada uma moeda ao alto; se o resultado for coroa,
o clinte ird para a direita, se der cara, vai para a esquerda. Mas como esse cliente
¢ muito indeciso, a decisdo de ir para a direita ou para a esquerda acontece a cada
esquina. Portanto, a moeda é lancada a cada movimentacao de esquina, e "ganha'o

jogo o aluno que for dono da loja para a qual o cliente se dirigir.

Na primeira aula a ser utilizada para a atividade, mais importante do que verificar
quem vence esse jogo, € que os alunos registrem todo o processo, ou seja, indiquem
quanto passos foram necessarios para se chegar ao resultado final, e isso deve ocorrer

com todas as duplas, quantas forem as partidas realizadas.

Na segunda aula, peca aos alunos para que registrem todos os resultados obtidos, e
calculem a porcentagem de resultados para a sorveteria ou para a doceria. Como visto
no primeiro capitulo deste trabalho, se considerarmos uma das esquinas que encerram
0 jogo como 0 e a outra como 1,a funcdo harmoénica que modela essa situacdo nos da
a previsdo de que, a partir de um ponto x, a probabilidade de se atingir a esquina 4

2

antes de se chegar a esquina 0 € de 7, o que no caso especifico da esquina 2 nos da
% = % Nessa aula € interessante abordar técnicas basicas para andlise de dados por

meio estatistico.

Na possivel terceira aula, podemos discutir o conceito de uma funcao harmonica em
uma dimensao, e a partir dai discutir com os alunos se o resultado obtido é coerente

com o esperado ou ndo, e porque a disparidade, se houver.

Sugestdo: caso haja tempo para outra aula, convém refazer a atividade considerando
uma saida aleatéria do cliente, ou seja, partindo ndo necessariamente da esquina 2,

para verificar novamente os resultados obtidos a partir da nova "regra".

66



4.3 PASSEIO ALEATORIO COM PROBABILIDADES DISTINTAS

4.3 PASSEIO ALEATORIO COM PROBABILIDADES DISTINTAS

Objetivos: assim como na atividade anterior, o objetivo é trabalhar com os alunos
os conceitos basicos de probabilidade, além de estatistica quanto a coleta e andlise de
dados, porém nesse caso veremos como operar com probabilidades diferentes entre

opcoes de direita e esquerda.

Tempo estimado: duas a quatro aulas, sendo a primeira, ou se possivel as duas
primeiras, para que os alunos realizem o jogo (com variacoes de probabilidades caso
ocorra a segunda aula), quantas vezes cada dupla conseguir, a segunda (ou terceira)
para coleta e analise de dados, e se possivel uma terceira (ou quarta) aula para explana-
¢do sobre caminhos aleatérios e comparagédo dos resultados obtidos com a expectativa

dentro da andlise do modelo por meio de uma funcao harmonica.

Conhecimentos prévios: novamente, para participar do jogo, ndo sdo necessarios os
requisitos que seguem, mas para a analise posterior é importante que o aluno tenha

conhecimento basico sobre fung¢des, probabilidade e estatistica.

Como jogar: separe os alunos em duplas, cada dupla com folhas para anotacoes.
Para realizar o jogo com uma ferramenta que permita diferentes probabilidades entre
direita e esquerda, sugerimos um dado ndo viciado. Porém, cabe aqui sugerir a confec-
¢do de um roleta de dez ou doze divisdes de igual tamanho (ndo comentaremos sobre
a confeccdo da roleta e sua possibilidade de ser tratada de forma transdisciplinar, mas
o assunto pode ser abordado tanto na matéria de Artes, como na de Desenho Geomé-
trico, nas escolas que possuirem essa matéria em seu curriculo). A atividade também
consiste em simular uma funcdo harménica em uma dimensao, porém nesse caso, apds
decidir a histdria a ser utilizada como mote para o jogo, cabe decidir quais serdo as
probabilidades de movimentacao para direita ou esquerda (ou para cima e para baixo,
ou qualquer outra forma de representar sentidos opostos).No caso de um dado comum
de seis faces, as probabilidades podem variar de % para um lado e g para o outro a até
para % cada lado; ja no caso das roletas, as variacoes minimas de probabilidade para
um dos lados podem ser de % ou 11—2 Novamente ganha o jogo o participante para o

qual o andarilho tenha se dirijido.

E interessante testar com os alunos diferentes probabilidades, mas fica a sugestdo
de que varios grupos utilizem uma mesma probabilidade para o jogo, e somente apds

finalizarem a partida, os grupos mudem as probabilidades de forma conjunta. Essa
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estratégia permite que se facam comparacoes entre os resultados obtidos para uma

mesma probabilidade em jogo.

Uma vez que as atividades de partidas tenham se realizados, com as respectivas
anotacoes dos resultados e do nimero de tentativas para se chegar a um resultado,
cabe discutir com os alunos sobre caminhos aleatérios, estimar os resultados esperados,

e comparda-los aos obtidos.

4.4 PASSEIOS ALEATORIOS COM TABULEIRO

Uma forma interessante de abordar o estudo de caminhos aleatdrios, inclusive em
duas dimensoes, € utilizar um tabuleiro de damas ou de xadrez, que permite movimen-
tacdes em mais do que dois sentidos. Com mesmo objetivos em termos de conteudos
dos jogos anteriores, cabe aqui destacar quais os pontos diferentes que existem, ao
invés de novamente citar o que ja foi descrito. Comecando pela jogabilidade, pode-
mos limitar nossa movimentacdo a apenas uma casa por vez, e somente nos senti-
dos norte/sul e leste/oeste. Para tal, pode ser utilizada uma moeda sendo langada
duas vezes por jogada, a primeira definindo se a movimentacdo sera para norte/sul
ou leste/oeste, e a segunda definindo o sentido da movimentacdo. Fica a sugestdo a
seguir: o primeiro lancamento determina que se o resultado for cara, a movimentacao
ocorrera no sentido norte/sul, e caso seja coroa, o sentido serd leste/oeste. O segundo
lancamento define o sentido; se o primeiro foi cara e o segundo também, a persona-
gem se dirige para o norte, caso coroa para o sul, e se o primeiro lancamento resultar
em coroa, o segundo lancamento determina leste em caso de cara, e oeste em caso de

coroa.

Cabem aqui algumas sugestoes de regras que podem ser observadas para otimizar a
aplicacao e reduzir o tempo de duracdo de cada partida, pois caso contrdario uma tinica
partida de simulacdo de caminho aleatério em duas dimensoes poderia ser demasiada

longa para sua efetiva aplicacdo em sala de aula:

1 Escolha somente uma cor de casa do tabuleiro, diminuindo assim o numero de
movimentacoes necessarias para se atingir um ponto absorvente. Além disso, facilita

a compreeensdo dos alunos que nédo hd possibilidade de movimentacio em diagonal.
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2 Para que nao haja caminho sem possibilidade de ir adiante, e para uma maior ce-
leridade do jogo, cada casa das linhas e colunas limites do tabuleiro devem conter um
ponto absorvente, de preferéncia intercalando os pontos absorventes que dao vitéria

respectivamente a cada jogador.

4.5 PASSEIOS ALEATORIOS COM GEOGEBRA

Vamos propor por fim uma atividade com uso de ferramentas computacionais, para
que tecnologias possam ser exploradas em salas de aula que tenham acesso a essa
ferramenta. Para tanto, o professor que desejar tem a sua disposicdo alguns programas

que permitem uma simulacdo de Passeio aleatdrio, gratuitos ou nao.

No caso, recomendamos o programa Geogebra (de download gratuito para diversas
plataformas em www.geogebra.org) para modelar um estudo de Passeio aleatério. A
escolha deste programa se deve a sua gratuidade, facilidade de operacéo, inclusive
com diversos tutoriais facilmente acessiveis pelo site www.youtube.com , e por possuir

ferramentas que permitem simular um Passeio aleatdrio de forma simples e eficaz.

Como essa ferramente apresenta diversas possibilidades de uso, neste item nao se
pretende sugerir um modelo especifico de atividade a ser realizada, pois cada profes-
sor e cada escola podem dispor de tempos diferentes para a execucdo de propostas
no sentido de uso da informatica para o estudo de Passeios aleatorios e, consequente-
mente, de funcées harménicas, probabilidade e matrizes. E possivel praticar atividades
com diferentes niveis de dificuldade e de analise de probabilidade, bem como € possi-
vel ainda inserir imagens de acordo com a necessidade de cada local de estudo. Vale
ainda analisar a possibilidade de aplicacdo de estudo interdisciplinar, em especial re-
lacionando a Fisica e a Matematica, posto que € possivel inclusive simular um circuito

elétrico simples com as ferramentas apresentadas.
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