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Figura 0.1.: Prof® Augusto C. O. Morgado.

"Matemadtica Financeira é um assunto que, inexplicavelmente, ndo costuma
ser ensinado no ensino médio. Entdo, a gente chega, no Brasil, a essa situagdo
absurda de um aluno com 11 anos de matematica: 8 no fundamental e 3 no
médio. O aluno tem 11 anos de matemdtica ao final do ensino médio, entra
para a universidade e ele ndao é capaz de decidir racionalmente entre uma
compra a vista, com desconto, e uma compra a prazo. Ao mesmo tempo ele
aprendeu a fazer contas com matrizes, aprendeu o que sao niimeros complexos
e é incapaz de decidir racionalmente entre uma compra d vista e uma compra a
prazo. Isso é, na minha opinido, uma maluquice total. Matemdtica Financeira
pode e deve ser ensinado no ensino médio, e a hora adequada é exatamente
ligado a progressoes geométricas, portanto, na 1* ou na 2° série, dependendo
do curriculo de cada escola.”
Augusto César de Oliveira Morgado
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REsuMO

O objetivo desta dissertagao é fornecer subsidio aos professores de matema-
tica para os temas de matematica financeira, probabilidade e estatistica. Através
da precificagao de contratos de op¢oes do mercado acionario, é possivel utilizar os
conceitos estudados no ensino médio para a aplicagao e compreensao de um modelo
matematico. Inicialmente, o leitor é convidado a discussao sobre as dificuldades do
ensino. Através de uma abordagem socioldgica, sao questionadas causas e estraté-
gias envolvidas no processo de ensino-aprendizagem. Em seguida, sao revisados
conceitos introduzidos a partir do ensino fundamental: comec¢ando por razao, pro-
porcao e juros, passando por probabilidade e chegando até distribui¢oes binomial e
normal, em estatistica. No quarto capitulo é apresentado o "mundo” da bolsa de va-
lores, com seus termos, conceitos, instrumentos e agentes. Utilizando as praticas da
modelagem matemadtica, sao desenvolvidos, entre outros, os conceitos de arbitragem,
mercado vidvel, culminando com o primeiro modelo: o binomial uniperidédico. Com
um formalismo mais rigoroso e conceitos mais sofisticados chega-se a um modelo,
cuja aplicagao, apesar do rigor, nao envolve matematica de nivel superior, permi-
tindo sua utilizacao no ensino médio. Para o professor do ensino superior, é apre-
sentado, cronologicamente, de forma introdutéria, um modelo continuo, partindo
do movimento browniano até a dedugao da Formula de Black e Scholes. Finalmente é
caracterizada uma escola de ensino médio da rede publica de ensino do Estado de
Sao Paulo, com sua respectiva proposta de plano, dividida em 15 aulas. A tonica de
toda proposta é a aplicacao pratica utilizando os dados disponibilizados na internet
para a aplicacao do modelo, via planilha eletronica. Termina pela verificacao da

validade e das limitacoes do modelo desenvolvido.

Palavras Chaves: matematica financeira, probabilidade, bolsa de valores,

precificacao
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ABSTRACT

The purpose of this dissertation is to provide subsidy to mathematics’s tea-
chers for the subjects of financial mathematics, probability and statistics. Through
the precification of stock market’s options contracts, it’s possible to use the con-
cepts studied in high school for the application and understanding of a mathema-
tical model. First, the reader is invited to a discussion about the teaching’s dif-
ficulties. Through a sociological approach, causes and strategies involved in the
teaching-learning process are questioned. Then, introduced concepts from elemen-
tary school are reviewed: ratio, proportion and interest, probability, and binomial
distribution and normal distribution in statistic. In the fourth chapter, the "world"”
of the stock exchange with its terms, concepts, instruments and agents is presented.
Using the practices of mathematical modeling that are developed, among others, the
concepts of arbitration, viable market, which culminated with the first model: the
one-periodic binomial. Using a stricter formalism and more sophisticated concepts
we have a model, whose application, despite the rigor, does not involve mathematics
of high education, so, it’s possible to use in high school. For the higher education’s
professor, a continuous model is presented, chronologically, in an introductory way,
starting from the Brownian motion to the deduction of the Black-Scholes formula.
Finally a public high school of the State of Sao Paulo is characterized, with it’s pro-
posed lesson plan, divided in 15 classes. The keynote of the whole proposal is a
practical application that uses the available data on the internet to the model appli-
cation, via spreadsheet. It’s ends by examining the validity and limitations of the

developed model.

Keywords: financial mathematics, probability, stock exchange, pricing
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1 INTRODUCAO

Este trabalho propde uma metodologia pedagogica que desperte o interesse
do aluno, em particular, da 22 série do ensino médio para a matematica através da ar-
ticulacao entre o saber tedrico e a aplicagao pratica. Para isso desenvolve um modelo
matematico para a precificagao de contratos de opgoes do mercado de a¢oes usando
conceitos basicos de probabilidade e matematica financeira, estimulando, assim, o
protagonismo juvenil e, como consequéncia, o empreendedorismo futuro, através
da motivacao pelo "lucro". Aproveita para associar matematica com tecnologia atra-
vés da afinidade dos jovens com a informatica, introduzindo uma aplicagao pratica
para uma planilha eletronica, especificamente, os calculos repetitivos necessarios a

analise estatistica.

Figura 1.1.: Aula de matematica na sala de informatica da Escola Estadual Dr. José
Gongalves de Andrade Figueira, em Sao Bernardo do Campo.



1. Introdug¢ao

1.1. Objetivos

Incentivar o estudo de Matematica, principalmente de Probabilidade e Ma-
tematica Financeira, através do desenvolvimento de modelos para o problema da
precificacao de contratos de opgoes no mercado de bolsa de valores.

Apresentar uma realidade nova e atual, inclusive com informagdes praticas
(em tempo real) do mercado acionario disponibilizadas pela internet.

Elaborar uma estratégia para despertar o interesse pela Matematica pelo
aluno, explorando a possibilidade da realizagao de lucro na bolsa de valores, como
um apelo ao "dinheiro fdcil”, aproveitando o "imediatismo” natural dos jovens.

Revisar os conteudos de forma gradual para o resgate de deficiéncias dos
cursos de formacgao de professores de modo a servir como auxilio na preparacgao de
aulas diversificadas.

Criar um material novo que possa auxiliar o professor na aplicacao e pratica
docente para o ensino médio, mas também como ponto de partida para disciplinas
iniciais da graduacao, onde a modelagem matematica seja de interesse para aplica-

cao pratica.

1.2. Justificativa

Ha uma caréncia de significado e de contextualizacao dos contetidos de ma-
tematica pelo ponto de vista do aluno. E no ensino médio temos um conflito entre o
conteudo académico e o profissionalizante. Muitos alunos iniciam sua carreira pro-
fissional nessa etapa da vida e é comum interessarem-se por situac¢des praticas do
mundo do trabalho, desprezando, ainda mais, as situagoes artificiais presentes na
abordagem académica. Com a motivacao de calcular o valor de contratos de opgoes
de ativos negociados na bolsa de valores, cria-se uma situagao nova, interessante,

dinamica e pratica para a aplicacao de varios conceitos matematicos.



2 O ENSINO HOJUE

As escolas publicas do Estado de Sao Paulo, especialmente nas periferias, tém
caracteristicas singulares que dificultam o ensino de matematica.

Segundo a Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional [LDB], entende-se
como educagdo todos os processos formativos desenvolvidos na familia, no traba-
lho, na escola, e em qualquer ambiente social. Porém, a educagao desenvolvida na
escola deve vincular-se a0 mundo do trabalho e a pratica social. E atribuicio do
Professor atender a proposta pedagogia, cumprir seu plano de trabalho, cuidar da
aprendizagem dos alunos através de aulas, avaliagoes e recuperagoes visando o de-
senvolvimento profissional do aluno e, finalmente, aproximar a escola a sociedade

civil, ou seja, as familias e a comunidade.

Figura 2.1.: Periferia do municipio de Sao Bernardo do Campeo.

Neste contexto, o aluno da educacao basica deve ter uma formagao para o
exercicio da cidadania, meios para trabalhar e condi¢oes de ingressar no ensino su-
perior. Para tal o curriculo deve ter uma base nacional comum, sendo obrigatério

o estudo da lingua portuguesa, da matematica, da natureza e da realidade social e



2. O Ensino hoje

politica, especialmente do Brasil.

Especificamente o ensino médio tem como finalidades: o aprofundamento
dos contetdos adquiridos no ensino fundamental; a preparacao para o trabalho; o
desenvolvimento humano, incluindo a ética, autonomia e pensamento critico e; a
compreensao da base tecno-cientifica dos processos de producao.

Hoje no Brasil o ensino de matematica enfrenta uma crise. A escola nunca
deixou de ser interessante aos alunos, porém atualmente ela tem um carater mais
social do que pedagdgico. Devido as diferentes midias disponiveis pela tecnologia
a escola deixou de ser a principal fonte de informacao para tornar-se um ponto de
encontro, para alguns, um caminho de inclusao, ou seja, um local de convivio social.
Nao que nao seja uma das atribui¢oes da escola preparar o jovem para a vida em
sociedade, mas o jovem nao tem mais o mesmo interesse que seus pais em ouvir o
que os professores tém a dizer. A informagao em si é desvalorizada, pois ele ja a tem
na internet, e com isso, as aulas de matematica ficaram cansativas e macantes.

Mas, na atual sociedade, a matematica é necessaria em muitas situacoes,
seja como apoio a outras ciéncias, seja para resolver situacoes da vida cotidiana ou,
ainda, para desenvolver habilidades de pensamento através de seu formalismo.

No ensino médio a matematica contribui para a formacgao do individuo, para
que possa ter uma leitura de mundo e desenvolver condi¢oes para desempenhar seu
papel na vida social e profissional. Assim, a matematica deixa de ser apenas um
instrumento processual para resolucao de problemas para assumir um papel inte-
grador junto as Ciéncias, tanto da Natureza, como Sociais, com suas caracteristicas
de investigacao e principalmente devido a sua linguagem formal e precisa.

A matematica torna-se essencial para o enfrentamento dos desafios que o
aluno do Ensino Médio encontrara, na escola, no trabalho e, principalmente, no
exercicio da cidadania, onde as informagoes fazem parte de um processo complexo,
de mobilizacao de competéncias e habilidades. Como o Ministério da Educagao(2002)
afirma, em [PCN+]:

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada
a outros conhecimentos, traz em si o desenvolvimento de competéncias e habi-
lidades que sao essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam
e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e in-
terpretar situagoes, para se apropriar de linguagens especificas, argumentar,
analisar e avaliar, tirar conclusoes proprias, tomar decisoes, generalizar e para

muitas outras agoes necessdarias a sua formagao.
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A resolucao de problemas é o caminho principal para o ensino de Matema-
tica, porque o pensar e o fazer se desenvolvem quando o individuo se mobiliza para
enfrentar desafios. Esta competéncia nao se desenvolve apenas com exercicios de
aplicacao, porque o objetivo nao é que o aluno busque na memdoria um exercicio se-
melhante e desenvolva raciocinio analogo, e isto ndo garante que seja capaz de uti-
lizar seus conhecimentos em outros problemas mais complexos. Porém, o proprio
aluno esta condicionado a "resolver exercicios”. Sendo para ele o "tinico e correto” ca-
minho para aprender matematica, o que leva, em muitos casos, a frustracao. Tanto
isso é verdade, que é comum o fracasso dos alunos quando é proposto um problema
onde devem ser analisados dados ou quando é necessaria a escolha entre diferentes
e possiveis caminhos de resolucao. Neste caso, mesmo quando os alunos possuem
informagoes e conceitos, nao os resgatam, nao os relacionam eficientemente, desa-
nimam, esperam a resolucao do professor, nao tentam, nao se permitem errar, nao
tem confianca em seus proprios modos de raciocinio.

Com a proposi¢ao de problemas, o aluno deve enfrentar situagées complexas
e diversificadas, tendo assim a oportunidade de pensar por si mesmo, elaborar es-
tratégias de resolucao, relacionar contetdos diversos e, enfim, aprender através da

perseverancga na busca da solugao.
E, para isso, os desafios devem ser reais e fazer sentido.[PCN+]

Porém o processo de aprendizagem é muito complexo e seria pretensioso
pensar que apenas com uma metodologia especifica, uma "simples receita”, seria su-
ficiente para lograr sucesso. Este ultimo ndo depende somente do professor, mas
principalmente do aluno. E mesmo assim, segundo o socidlogo francés Pierre Bour-
dieu (1930-2002) [NCMM], o desempenho escolar nao depende, tdo simplesmente,
dos dons individuais, mas da origem social do aluno.

Comparando o Ensino hoje no Estado de Sao Paulo, com o da década de 1960
na Franga, a massificacao do ensino trouxe certos efeitos inesperados. O curriculo
unico, de certa forma autoritaria, veio contrapor uma politica de ensino individua-
lizado e especifico para cada comunidade. E também o progressivo sentimento de
frustacao dos alunos (mesmo que inconsciente) com o baixo retorno social e econo-
mico auferido pelos certificados escolares no mercado de trabalho, devido a desva-
lorizagao dos titulos. Hoje a falta de um certificado de conclusao de Ensino Médio
exclui o jovem do mercado de trabalho, mas nao é garantia de ingresso neste mesmo
mercado de trabalho. A diferenca entre Sao Paulo de hoje e a Franca do anos 60 é
que a sociedade paulista, incluindo os estudantes, ainda nao percebeu que foi "en-

ganada”.
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Figura 2.2.: O soci6logo Pierre Bourdieu.

Apds 12 anos da LDB, os dados e as avaliagdes oficiais revelam que ainda
nao foi possivel superar a dualidade historica que tem prevalecido no ensino
médio, tampouco garantir a universalizagdo, a permanéncia e a aprendizagem
significativa para a maioria de seus estudantes.[CGEM]|

Ainda segundo Bourdieu, a escola valoriza uma cultura elitista, reforcada
pelo curriculo Gnico, em detrimento da cultura nativa do aluno da periferiaﬂ E
mesmo em escolas centrais, o perfil do aluno da escola publica é o do aluno da
periferia, com poucos recursos econdmicos, culturais e até familiares. Caracteriza-
se assim uma pobreza em “Capital Cultural”, cujo parametro € a cultura elitista,
legitimada pelo curriculo tinico. Nao se discute os objetivos em si, mas a estrutura
deficitaria com que a escola lida com essa “pobreza cultural” do aluno.

O aluno tipico da escola publica nao tem porque aprender matematica, pois,
para ele a matematica além da aritmética basica nao tem utilidade pratica. Os pro-
blemas propostos nao pertencem a sua realidade, sem nenhum significado. O apro-
fundamento da matematica é visto pelo aluno do Ensino Médio como uma aborta-
gem tecnicista, com aplicabilidade exclusivamente na matematica. Nao ha associa-
¢ao com outros saberes, muito menos com a vida pratica. Um aluno do Ensino Mé-

dio, que foi doutrinado durante 8/9 anos pela progressio continuadoﬂ sabendo que

! Assista ao video do curso de Pedagogia veiculado pela UNIVESPTYV, canal digital 2.2 na drea me-
tropolinana de Sao Paulo, pela internet: [UNVI].

Zpolitica educacional duvidosa aplicada no Ensino Fundamental que na prética aprova o aluno sem
mérito.
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Figura 2.3.: Imagem da vinheta "Capital Cultural” veiculado pela UNIVESPTV.

pode ter baixo desempenho em 3 disciplinas, opta pela displicéncia em matematica,
pois notas baixas ha muito tempo ja nao o atingem. Entao para tentar atingi-lo, o
ensino de matematica deve sair de seu nicho, que é a "matematica pela matemadtica”,
e contextualizar seus contetdos com uma visao na realidade do aluno e nao numa
literatura "generalizada”, "engessada” e "iinica”. Deve-se despertar o interesse explo-
rando a maior fragilidade do aluno: sua "pobreza”. Muitas vezes pobreza econdmica
sim, mas a pior é a cultural. E uma forma é propor algo que implique em problemas

sociais e economicos proximos de seu cotidiano.

Uma das grandes competéncias propostas pelos PCNEM diz respeito a con-
textualizagdo socio-cultural como forma de aproximar o aluno da realidade e
fazé-lo vivenciar situagdes proximas que permitam a ele reconhecer a diver-

sidade que o cerca e reconhecer-se como individuo capaz de ler e atuar nesta

realidade.[PCN+]
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A Matematica do Ensino Médio pode ser determinante para a interpretacao
das informacgoes disponiveis nas midias eletronicas e em outras formas de comu-
nica¢ao do cotidiano na forma de tabelas, graficos e dados estatisticos. Contudo,
espera-se do aluno que, além da simples leitura de informacdes, reflita criticamente
sobre seus significados, desenvolvendo meios para a tomada de decisdes. Que é a
principal habilidade de um investidor da Bolsa de Valores: a tomada de decisao
entre comprar, vender ou nao fazer nada.

Desse modo, a anélise de dados passa a ter um papel central na questao do
investimento, assim como tem em problemas nao s6 econdmicos mas sociais, como
nas estatisticas relacionadas a satude, transportes, orcamentos, etc. E por ter como
objeto de estudo os conjuntos finitos de dados, que podem ser numéricos ou infor-
magoes qualitativas, dao origem a processos de contagem, frequéncias e medidas
estatisticas e probabilidades. Por isso deve-se explorar a areas de Probabilidade e
Estatistica; além, obviamente, da Matematica Financeira. Alias, de grande relevan-
cia no cotidiano de todas as pessoas que utilizam ou utilizarao o sistema bancario e
o comércio.

Apo0s a estabilizagao da moeda e indices de inflacao, em virtude do plano real,
as pessoas passaram a adquirir financiamentos e empréstimos com maior frequén-
cia, o que bastaria para justificar a aprendizagem da Matematica Financeira. No
entanto, a0 mesmo tempo que os investimentos tradicionais, como a renda fixa, in-
clusive a poupanca, perderam muito seus atrativos, o mercado de agdes, ou seja,
a Bolsa de Valores despontou como uma alternativa de investimento, tornando-a
de grande importancia. Por isso, a Estatistica e a Probabilidade sdo consideradas
como um conjunto de idéias e procedimentos que permitem aplicar a matematica
em questoes do mundo real, especialmente aquelas provenientes do mercado de
acoes. Também compdem a base tedrica da matematica para quantificar e interpre-
tar conjuntos de dados ou informagoes que nao podem ser determinadas direta ou
exatamente. Cabe a Estatistica, por exemplo, analisar a tendéncia de quanto o va-

lor do preco de uma agao pode variar. Isto sera feito através da pesquisa estatistica
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que envolve amostras, levantamento de dados e analise das informagoes obtidas via
internet no site oficial da Bolsa de Valores de Sao Paulo — BOVESPA [BOV]).

Do mesmo modo a Probabilidade trabalha com resultados possiveis mas nao
exatos. Ao dizer que o numero 4 tem 1/6 de probabilidade no lan¢amento de um
dado honesto, nao pode-se afirmar em seis langamentos do dado, obtém-se exata-
mente uma vez o namero 4. Assim como ao afirmarmos que determinada acao tem
60% de probabilidade de subir 5% no periodo de um més, nao garante que o inves-
tidor tera lucro se comprar essa agao.

No Ensino Médio, a probabilidade e a estatistica processam os dados e infor-
magoOes em conjuntos finitos e utilizam técnicas que permitem controlar com certa
seguranca a incerteza e mobilidade desses dados, em grau de profundidade com-
pativel com o problema do investidor. Deve-se evitar a teorizacao excessiva e esté-
ril para que o aluno possa orientar-se frente a informacoes de natureza estatistica
ou probabilistica. Assim, as féormulas devem ter a funcao de simplificar calculos
quando a quantidade de dados é muito grande.

Nesse contexto, as calculadoras e, principalmente o computador, ganham
importancia como instrumentos que permitem a abordagem de problemas com da-
dos reais ao mesmo tempo em que o aluno pode ter a oportunidade de se familiari-
zar com as maquinas e os softwares, no caso, uma planilha eletronica tipo Excel da
Microsoft.

Para o aluno de 2° ano do Ensino Médio se faz necessario uma revisao de

alguns topicos para o desenvolvimento da proposta.

3.1. Matematica Financeira

O lucro no mercado acionario é sempre comparado ao retorno de aplicacoes
financeiras, estando intimamente ligado ao conceito de juros, taxas e demais gran-

dezas da Matematica Financeira.

3.1.1. Razao e Proporcao

Dados dois nimeros reais a e b, com b = 0. Chama-se razao entre a e b (nessa
ordem) o quociente a + b, ou %.
O ntmero a é chamado antecedente (numerador) e b é o consequente (deno-

minador).
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Exemplo: Numa turma de 26 alunos ha 10 rapazes e 16 mogas.

A razao entre o numero de mogas e o numero de rapazes é 18 = %, ou seja,
"para cada 8 mogas ha 5 rapazes".

A igualdade entre duas razoes € denominada proporgao.

Na proporgao % = 15 — lé-se "4 estd para 5 assim como 12 estd para 15-- os
nuameros 4 e 15 sao chamados extremos, e os nimeros 5 e 12 sdo os meios.

Observa-se que o produto 4 x 15 = 60 é igual ao produto 5x 12 = 60, o que

caracteriza a propriedade fundamental das proporgoes:
"Em toda propor¢ao, o produto dos meios ¢ igual ao produto dos extremos."

Exemplo: Na bula de um remédio pediatrico consta a seguinte dosagem: 2
gotas para cada kg da massa corporal da crianga.

Se uma crianca tem 13 kg, a dose correta x do remédio ¢ dada por:

2 gotas  «x
1kg 13kg

—> x = 26 gotas

Por outro lado, se sabe-se que a dose correta ministrada foi de 30 gotas a uma

crianga, pode-se concluir que sua massa corporal é 15 kg, pois:

2
gotas _ 30 gotas — m =15 kg
1 kg m

Esse procedimento é comumente chamado de regra de trés simples.

3.1.2. Porcentagem

Ao escrever 7% — 1é-se sete por cento — representa-se uma outra forma da
razao ﬁ, também chamada de razao centesimal.
Por cento é uma expressao representada pelo simbolo %, que significa centé-
. _ 7 _
simos. Logo, 7% = 100 = 0,07.
Ou simplesmente considerar o simbolo % como uma unidade equivalente a
100 0 Assim, substituindo o simbolo pelo seu valor, tem-se 7% = 7 x 100 =7x0,01 =
0,07.
Exemplos:
15 _ .
) 15(% — W — 0,15,

10
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3.1.3. Juros

Pode-se definir de varias maneiras o conceito de juros: "aluguel” do dinheiro,
seja emprestado ou aplicado; custo pela "conveniéncia” por dispor de um bem sem
ter os recursos para tal; lucro por disponibilizar que um terceiro dispusesse de seus
recursos, etc. De qualquer forma, toda operagao desse tipo, estabele-se taxa de juros
(i) por uma unidade no tempo, ou periodo (dia, més, ano), que incide sobre o valor
inicial da transacao chamado de capital.

No mundo financeiro, o chamado juro simples é aplicado em poucas situa-
¢oes, sendo mais utilizado o chamado juro composto. Portanto, neste trabalho s6 é
considerado a modalidade de juro composto.

De modo geral, um capital inicial Cy, aplicado a uma taxa fixa 7, durante n

periodos, produz:
e apds o 1° periodo: C; =Cyp+C-i = C; =Cy- (1 +1)
* apbs 0 2° periodo: C; =C;+Cy-i=>Cy=C;-(1+i)= Cy =Cy-(1+1i)?

e apds 0 3° periodo: C3=Cy+ M, -i=C3=C,-(1+i)= C3=Cy-(1 +i)3

ao final do n-ésimo periodo:

C,=Co-(1+1)", (3.1)
que é chamado de Montante ap6s n periodos.

Exemplo:
Ana aplicou R$ 4000,00 num investimento que tem uma taxa de retorno de

2% a.m..

* O montante, ao final de 3 meses, é dado por:
C3 = 4000-(1+0,02)3 = 4000-(1,02)3 ~ 4000 - 1,061208 ~ 4244, 83
* O montante, ao final de 6 meses, é dado por:

Ce =4000-(1+0,02)° =4000-(1,02)° ~4000-1,126162 ~ 4504, 65

11
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* O montante, ao final de 1 anos (12 meses):
Cy, =4000-(1+0,02)!2 =4000-(1,02)!? ~4000-1,268241 ~ 5072,97

Denomina-se a expressao
(L+4)" (3.2)

de fator de agio, que nada mais é que a correcao temporal para o futuro quando,
a partir de um valor presente, deseja-se o valor atualizado ap6s n periodos. E do

mesmo modo, a expressao
1

(1+1)"

= (1+i)™" (3.3)

de fator de desdgio, a corregao para o passado, pois, a partir de um valor futuro daqui
a n periodos, determina-se o valor presente equivalente.

Esses fatores serao extremamente importantes quando for introduzido o con-
ceito de Taxa Livre de Risco, que sera a base de uma da hipo6teses para a modelagem
para o mercado acionario. Neste contexto, a taxa de juros é a taxa de atualizacao
temporal do valor do dinheiro, ou seja, juros é a variacao para determinada quantia

quando é transportada no tempo.

3.2. Probabilidade

3.2.1. Elementos do Estudo de Probabildade

Experimento Aleatério étodo fendmeno que apresenta resultado imprevisivel, mesmo

quando repetido inumeras vezes nas mesmas circunstancias.
Exemplos:

1. Lancar 2 moedas e observar as faces voltadas para cima;

2. Retirar 1 carta de 1 baralho com 52 cartas e observar o seu naipe;

3. De uma urna contendo 4 bolas brancas e 5 vermelhas, retirar 1 bola e

observar sua cor;

4. Abrir um livro ao acaso e depois observar os numeros das duas paginas.

Espaco Amostral é o conjunto de todos os possiveis resultados num experimento

aleatorio. Em geral esse conjunto é denominado pela letra grega () — omega.

Exemplos:

12
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1. Ao langar um dado comum de 6 faces e observa-se a face voltada para

cima, o espago amostral do experimento € o conjunto:
Q=1{1,2,3,4,56}, onde o numero de elementos é n(QQ )= 6.

2. Quando se lagam 2 moedas e se observam as faces voltadas para cima,
sendo as faces da moeda cara (k) e coroa (c), o conjunto que representa o

espaco amostral é:
Q ={ (k,k),(k,c),(c,k),(c,c) }, e n(Q)= 4.
Evento ¢é qualquer subconjunto de um espago amostral (). Muitas vezes um evento
é caracterizado por um fato. E representado por E;.

Exemplos:

1. No lancamento de 2 moedas:
Eq: aparecem faces iguais & E; = { (k,k), (c,c) }
Portanto, o namero de elementos do evento E; é n(E;)=2.

E,: aparece cara em pelo menos 1 face < E, = { (k,k), (k,c),(c,k) }, onde
H(Ez):?)

2. No lancamento nao simultaneo de 2 dados:
E;: aparecem numeros iguais < E; = { (1,1), (2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6) }
E,: a soma dos resultados é menor ou igual a 4
= E; ={(L,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1) }

E3: onamero do 1° dado é o dobro do namero do 2° dado < E; ={ (2,1),
(4,2),(6,3) }

Destacam alguns eventos em particular:

Evento certo é aquele que possui os mesmos elementos do espago amostral
(E=Q).

Evento impossivel nao possui nenhum elemento, ou seja, igual ao conjunto

vazio, isto é, E =0
Evento simples possui um Unico elemento, ou seja, n(E)=1

Evento complementar: Se A é um evento de um espago amostral (), o evento
complementar de A indicado por A é tal que A*=Q \ A.

13
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Eventos mutuamente exclusivos sao dois ou mais eventos cuja ocorréncia
de um deles implica a nao-ocorréncia do(s) outro(s). Se A e B sao eventos

mutuamente exclusivos, entao AN B = (.

3.2.2. Funcao Probabilidade

O conceito de probabilidade esta intimamente ligado a ideia da chance de
algum fendmeno ocorrer. Entao uma funcao P(x) que represente este conceito deve

conter os extremos que sao:

* Se A for um evento impossivel, entao nao ha possibilidade do evento A ocorrer,

logo a chance é 0%, que implicaem P(A)=0e AZ Q ;

* Se A for um evento certo, entao ha certeza do evento A ocorrer, logo a chance
€ 100%, que implicaem P(A)=1e A=Q.

Dai a imagem, ou melhor, definindo como uma funcao sobrejetiva, o dominio
desta fungao probabilidade para um certo espago amostral () deve ser o intervalo

de nimeros reais entre O e 1,
P:Q—1[0,1].

Finalmente, se A e B sao eventos mutuamente exclusivos, entao AN B =0, logo
P(AUB)=P(A)+ P(B).

Modelo Equiprobabilistico. Considere um espago amostral com k elementos, ou
seja, n(Q)) = k. Entao este espaco amostral possui k eventos unitarios e a pro-

babilidade de cada um desses eventos unitarios ocorrer é % para x € ().

Demonstragao: Considerando

Q =x1,%,%3,..., X e P(x1) = P(xp) = P(x3) =--- = P(x¢) =9
1= P(Q) = P(x11x2lx3l ;xk)
=P(x1)UP(xp)U---UP(xy)
= P(x1) + P(x2) + -+ P(xy)
=y+y+-+y=k-y

14
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O

Modelo Frequencial. Ao repetir a experiéncia j vezes e o evento A ocorrer em k
dessas experiéncias, adota-se para P(A) a frequéncia relativa do evento A, isto
é, a razao entre o numero de vezes que o evento A ocorreu e o numero total de
de repeti¢oes da experiéncia, ou seja, P(A) = %

Formalmente, o modelo frequencial ou modelo estatistico considera o limite

de frequéncias relativas como o valor da probabilidade. Para tal, seja 14 o

numero de ocorréncias de A em n repeti¢oes independentes do experimento

em questao. Assim,

P(A) = lim 4

n—oo N

3.2.3. Probabilidade Condicional

Quando A e B nao sao eventos mutuamente exclusivos, ou seja, quando
ANB=0, a probabilidade deles ocorrerem simultaneamente (ou sucessivamente)
sera P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB). Este conceito é consequéncia do chamado
Principio da inclusao e exclusdoﬂ

Para calcular a probabilidade da intersecao de dois eventos P(A N B), é neces-
sario a definicao de um novo conceito, o da Probabilidade Condicional. Assim, Proba-
bilidade Condicional é a probabilidade de ocorrer um evento A sabendo de ante-mao
da ocorréncia de outro evento B, denotado por P(A | B). E calculada pela razio en-

tre as probabilidades da interse¢ao da ocorréncia dos eventos A e B sabendo que o
P(ANB)

P(B) °
Pode-se reescrever essa expressao obtendo P(ANB) = P(A | B) - P(B), que sig-

evento B ja ocorreu, ou seja, P(A | B) =

nifica, que o valor da probabilidade de ocorréncia de 2 eventos simultaneos, ou su-
cessivos (P(A N B)), é o produto da probabilidade de ocorrer um deles (P(B)) pela
probabilidade de ocorrer o outro, sendo que o primeiro ja ocorreu P(A | B).

Essa expressao passa a ser muito interessante quando temos eventos inde-
pendentes, pois se o fato de ter ocorrido o evento B nao altera a probabilidade de
ocorrer o evento A, tem-se que P(A | B) = P(A), reduzindo a expressao da probabili-

dade de eventos simultaneos ou sucessivos e indepentendes para:

P(ANB)=P(A) - P(B) (3.4)

'Veja capitulo 4 de [S]P].
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Exemplos:

1. Numa caixa estao 12 livros, sendo 8 de Matematica e 4 de Fisica. Dois sao
retirados sucessivamente e sem reposi¢cao. Qual é a probabilidade de serem

retirados 2 livros de Fisica?

Para auxiliar o calculo é conveniente construir um diagrama de arvore asso-

ciando a probabilidade correspondente a cada galho, mostrado na figura

1° livro 2° livro
Figura 3.1.: Diagrama de arvore com as possibilidades de escolha de livros.

A resposta desejada é o valor de: P((F = 1° livro)N(F = 2° livro)) = %% = 11—1

2. Uma agao, as segundas-feiras, tem a probabilidade de 60% de subir 3% e 40%
de cair 1%. Ja as tercas-feiras, tem a probabilidade de 45% de subir 1% e
55% de cair 2%. Quais sao as possibilidades de alta e queda e suas respectivas

probabilidades para o periodo de segunda a terca-feira?

Do mesmo modo, o diagrama de arvore (figura |3.2)) facilita o raciocinio: ha 4

possibilidades de variagao do prego da acao neste periodo de 2% a 3° feira:

* A — subir 3% e subir 1%, cuja probabilidade é P(+3% N +1%) = 60% -
45% = 27%. Como 1,03-1,01 =1,0403, tem-se 27% de probabilidade da
acao subir 4,036 %.

* B — subir 3% e cair 2%, implicando em P(+3%N—-2%) = 60%-55% = 33%.

Como 1,03-0,98 = 1,0094, tem-se 33% de probabilidade da agao subir
0,94 %.
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+1% — A
45%
+3%

0o
s
\

40%

55%— —2% — B

-1% 45%—+1% — C
55%
2% — D
2%feira 3%feira

Figura 3.2.: Diagrama de arvore facilitando o calculo de probabilidades de alta e de
baixa.

* C — cair 1% e subir 1%, que implica em P(-1% N +1%) = 40% - 45% =
18%.

Como 0,99-1,01 = 0,9999, tem-se 18% de probabilidade da agao cair
0,01%.

* D — cair 1% e cair 2%, implicando em P(-1%N—-2%) = 40%-55% = 22%.
Como 0,99-0,98 = 0,9702, obtém-se o valor de 22% de probabilidade da

agao cair 2,98 %.

Como os eventos A, B, C e D, acima, sao mutualmente exclusivos, dois a dois, a
acao em questao tera a probabilidade P(A)+ P(B) = 27% + 33% = 60% de subir
e P(C)+ P(D) =18% + 22% = 40% de cair.

3.2.4. Funcao Densidade de Probabilidade

Num experimento empirico, onde as probabilidades sao determinadas pelo
levantamento frequencial dos dados, observa-se, geralmente, que ha uma certa flu-
tuagdao dos valores obtidos e que ha probabilidades diferentes de ocorréncia para
cada valor — ou faixas / classes de valores. A funcao que relaciona o valor da gran-
deza com a probabilidade deste mesmo ocorrer é chamada de Fungdo Densidade de
Probabilidade. A distribuicao, como também é chamada, é uma fungao continua e

pode-se escrever:
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P(xq1,%5) = szF(x)dx (3.5)

1
onde F(x) é a fun¢ao densidade de probabilidade e P(x;, x;) é a probabilidade
que um valor qualquer ocorra no intervalo [x, x5 ].
Na maioria dos casos o objeto do estudo é limitado a distribui¢oes discretas.

Assim a funcao é definida apenas para determinados valores e pode-se reescrever a
equacao (3.5) como:

n

P(xy,x5,...,x,) = F(x1) + F(x3) +---+ F(x,) = XF(xi)
i=1

onde F(x) é a funcao densidade de probabilidade e P(xy, x,,...,x,,) é a proba-

bilidade que um valor qualquer pertenca a sequéncia {x,x,,...,x,}

3.3. Estatistica

Visando o problema de conseguir lucro no mercado acionario, cabe aqui uma

pergunta:
Como determinar a volatilidade do preco de uma agao ?

Nao pode-se afirmar que os eventos de alta/baixa sao equiprovaveis. Isto é
facilmente verificado na pratica: ha pregdes nos quais a maioria da agoes "sobem” e
ha aqueles que a maioria da agoes “caem” e raramente acontece da metade das agoes
subir e da outra metade cair, como seria de se esperar se fossem eventos equiprova-
veis.

Nesse caso deve-se optar pelo modelo probabilistico frequencial, utilizando os
dados histéricos como experimentos para calcular os valores pertinentes de frequén-
cia e assim determinar as probabilidades representativas da volatilidade do pro-
Ccesso.

Assim deve-se organizar o trabalho nas seguintes etapas:

* Coleta de dados, partindo de informagoes disponiveis na internet, no site da
BOVESPA ([BOV]);

* Andlise, para determinar os possiveis valores, resumindo e interpretando os

dados coletados;
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* Inferéncia, que apods elaborar um modelo explicativo para o comportamento

dos dados, confrontar com a realidade.

Essa é a area de atuacao da Estatistica.

As grandezas mensuraveis, objetos de um estudo estatistico, sao chamadas
de variaveis. Ha variaveis qualitativas, quando nao sao imediatamente associadas a
numeros, como por exemplo, nivel de escolaridade, estado civil, forma de locomo-
cao, etc. E ha variaveis quantitativas, que sao imediatamente associadas a nameros,
por exemplo, idade, altura, renda, massa corporal, inclusive dados financeiros, pro-

babilidade e rentabilidade, que é a motivacao deste trabalho.

3.3.1. Tabelas de Frequéncia

Para variaveis quantitativas, elabora-se tabelas de frequéncias. Para grandezas
continuas cada ocorréncia observada é agrupada em classes de intervalos reais. E
é definido o conceito de frequéncia relativa (indicadda por f;) como a razao entre a
frequéncia absoluta (7;) e o nimero total de observagoes (1), ou seja, f; = %
Observe os exemplos:

1. Para a variavel estado civil, suponha a tabela de frequéncia

Tabela 3.1.: Exemplo de Frequéncias Absoluta e Relativa

Estado | Frequencia | Frequencia | Porcentagem
civil absoluta(n;) | relativa(f;) %
solteiro 9 % =0,45 45%
casado 8 2% =0,40 40%

separado 3 2—30 =0,15 15%
Total 20 50 =1,00 100%

Pode-se afirmar que a probabilidade nesta populagcio de um individuo ser sol-

teiro é P(solteiro) = 45%.

2. Utilizando 5 classes de intervalo, todas com o mesmo comprimento, é possivel
reunir os dados referentes a renda mensal na tabela Do mesmo modo,
a probabilidade, baseada na frequéncia relativa, de uma familia apresentar

renda mensal entre 11 e 14 salario minimos é P(11 + 14) = 35%.

19



3. Conhecimentos Basicos

Tabela 3.2.: Outro exemplo de Frequéncias Absoluta e Relativa

Classe Frequencia | Frequencia | Porcentagem
devalores | absoluta(n;) | relativa(f;) %

5+ 8 2 Z=0,1 10%

5+ 11 5 2 =0,25 25%

11 + 14 7 4 =0,35 35%

14 + 17 4 55 =0,2 25%

17 + 20 2 =01 10%
Total 20 20 =1,00 100%

3. Contruindo uma tabela de frequéncia para a variavel idade. No exemplo
escolheu-se o intervalo de 6 anos para cada classe de frequentadores de um

cinema:

Tabela 3.3.: Exemplo de Classes de Frequéncias Absoluta e Relativa

Idade Frequencia | Frequencia | Porcentagem
(anos) | absoluta(n;) | relatival(f;) %

19 + 25 1 =02 20%

25 + 31 7 75 = 0,35 35%

31 + 37 4 5 =0,2 20%

37 + 43 3 21%:0,15 15%

43 1 49 2 2=0,1 10%
Total 20 20 =1,00 100%

A probabilidade de um frequentador do cinema ter entre 43 e 49 anos de idade
¢ P(43 + 49) = 10%.

3.3.2. Medidas de Centralidade

Além de determinar a probabilidade de um determinado evento ocorrer atra-
vés do levantamento frequencial, se faz necessario, dependendo do experimento,
determinar qual o "valor mais esperado” ou o "valor verdadeiro” que represente um
conjunto de medidas. Esse valor também é chamado de "valor central” ou "valor

médio”. Ha varias maneiras de determina-lo.
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Mediana. Sejam x; < x, < x3 < --- < x,, 0s n valores de uma variavel X. define-se

como mediana — denotado por Me:

* ao elemento x; de modo que k —1 = n—k, quando n é impar;
5 trash)

e e aovalor de 5

, quando n é par.
Exemplos:

1. O controle de qualidade de uma industria forneceu o seguinte numero de

pecas defeituosas (por lote de 100 unidades):
5—4—9—6—3—8—1—4—5—6—11
Ordenando essa lista de valores, obtém-se:

x1=1, x=3, x35=4, x4=4, x5=5, x4=5, x7=6, xg =6, x9 =38,
x10=9, x11 =11 (*).

Como n =11 é impar, o valor da mediana é Me = x4, isto €, igual ao 6°

valor da lista ordenada (*). Entao Me = 5.

2. A tabela extraida do Almanaque Abril de 2001, mostra a populagao

das capitais da regiao sudeste.

Tabela 3.4.: Distribuigao de habitantes nas capitais da Regiao Sudeste do Brasil.

Capitais Populagao

Sao Paulo (SP) 10.009.231
Rio de Janeiro (R]) 5.613.897
Belo Horizonte (MG) | 2.159.161

Vitéria (ES) 272.126
Total 18.054.415
Como o namero de cidades é n = 4 (par), a mediana serd Me = % =

2:613.89742.159.161 — 3 886.529 habitantes.

Moda. E a ocorréncia mais frequente entre os elementos de um conjunto de valores.

E denotado por Mo.

Exemplo: Encontre a moda dos seguintes conjuntos de valores.
a)5—8—11—8—3—4—38

A moda é Mo = 8, pois ha trés observagdes iguais a 8

b)2—3—9—3—4—2—56
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Neste exemplo ha duas modas: 2 e 3. Se trata de uma distribuic¢ao bimodal.
c)l—3—4—6—9—11—2

Nesse caso, todos os valores ocorrem uma tnica vez. Desse modo, nao ha moda

nessa distribuigao.

Média Aritmética. Sejam xy,X,...,x, os valores de n medidas de determinada gran-
deza X. define-se a média aritmética — denotada por X — como a razao entre a

soma de todos os valores medidos e o numero total de medidas:

o Xptxpteeetx, 1 '
X = ” = ;x, (3.6)
1=

Exemplo: Na tabela a seguir é indicado a quantidade de condugdes (6nibus,

metro, trem, etc.) que os alunos utilizam para chegar a escola

Tabela 3.5.: Distribuicao de quantidade de meio de transporte por aluno.

Numero de condugoes | Frequéncia absoluta
0 3
1 7
2 4
3 1

Para calcular o niimero médio de condugoes i € necessario multiplicar o nimero

de conducoes utilizadas pela respectiva frequéncia. Assim

3 vezes 7 vezes 4 vezes 1 vez
—_— —
ﬁ_0+0+0+1+1+1+1+1+1+1+2+2+2+2+ 3
B 3+7+4+1

3-0+7-1+4-2+1-3_
15 B

= 1,2

Trata-se, nesse exemplo, de uma média aritmética ponderada.

Média Geométrica. Quando o problema envolve a determina¢ao de um taxa de
juros média como é o caso do problema do investimento em acdes, a média

aritmética perde significado para a média geométrica.
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Um certo investimento apresenta as seguintes taxas de juros por periodo, que
pode ser mensal, por exemplo:

Tabela 3.6.: Historico de taxas mensais.

Periodo (més) | taxa de juros Indice de corregao
1 1% 1,01
2 1,5% 1,015
3 2% 1,02
4 1,5% 1,015
5 0,5% 1,005

Considerando um Capital inicial C, repare que por (3.1) o Montante acumu-
lado ao final do 5° més sera

Cs=Cp-1,01-1,015-1,02-1,015-1,005~ Cy - 1,0666. (3.7)

Nessas condi¢oes ha uma correcao aproximada de 6,664%, ao longo dos 5 me-

ses.

Para calcular qual a taxa de juros mensal equivalente nesse periodo deve-se mul-

tiplicar os respectivos indices e extrair a n-ésima raiz, ou seja,

n

Xg = /X1 Xp Xy = A ]_[xi (3.8)
i=1
Assim para calcular a taxa de juros mensal equivalente deve-se calcular a
média geométrica do indice de corre¢ao: ¥1,01-1,015-1,02-1,015-1,005 =~
1,0130.

Entao a taxa de juros é aproximadamente ig ~ 1,3% em média nesses 5 meses.

Verifica-se a validade desse resultado recalculando (3.7)) substituindo todos os

indices pela média:

Cs = Cy-1,0130-1,0130-1,0130-1,0130-1,0130 = 1,0130°> = C - 1,0666.
Chegando ao mesmo resultado.

Considerando o exposto na subsecao pode-se encontrar uma expressao

entre o valor real (numa medida) ou o valor esperado X com a fun¢ao densidade de
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probabilidade F(x). A chance de um valor ocorrer em um intervalo de largura Ax
em torno de x é dado por
AP ~ F(x)-Ax

usando a equacao (3.5) , considerando Ax pequeno. O numero de valores esperado
nesse intervalo sera:
An=n-AP ~n-F(x)-Ax

E assim pode-se aproximar a média aritmética (3.6) em termos de F(x):
1
xz—~Zx-n-P(x)-Ax
n

T~ Zx-F(x)-Ax (3.9)

onde esta soma é sobre todos os intervalos Ax possiveis, valida para qualquer
funcao densidade de probabilidade F(x).

3.3.3. Medidas de Dispersao

Num experimento onde é procurado o valor verdadeiro de uma medida ge-
ralmente sao efetuadas varias medicoes. Nesse contexto ha um erro cometido, no-
torio pela discrepancia entre as varias medi¢oes. No caso do mercado acionario,
nao existe um valor verdadeiro a ser determinado, mas uma tendéncia que foi explo-
rada como medida de centralidade, também denotado como valor esperado (subsecgao
[3.3.2). De qualquer modo deve-se saber de quanto é a volatilidade deste valor, ou

seja , a faixa de variagao esperada.

Desvio. Considere uma grandeza x de valor verdadeiro xy. Dada uma Unica medida

x1, define-se Desvio da medida como
d= X1 — Xp.

Como o valor verdadeiro é desconhecido, procura-se, entao, o valor esperado,

processando uma sequéncia de medidas e nao somente uma tnica.

Desvio Médio. Dada uma sequéncia de n valores {xy,x,,...,x,}, pode-se calcular a

média das diferencas entre os valores agrupados dois a dois,

di,j =X;— x]'
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onde i e j assumem todos os valores entre 1 até n.

Tabela 3.7.: Diferengas entre os valores (x; X x;).

xi\xj | X1 X2 Xz ... Xy
X1 0 dl,Z d1’3 ce dl,n
) d2,1 0 d2’3 cee dZ,n
X3 d3’1 d3’2 0 . d3,rl
Xy dn,l dn,Z dn,3 cee 0

Observe a tabela onde estao representados as respectivas diferencas d, ;.
Para cada um dos n termos x; ha n —1 termos x; para os quais d;; ndo sao
obrigatériamente nulos. Entdo h4a n> —n = n-(n - 1) diferencas — o produto
n-n subtraido da diagonal, que é toda nula — com o cuidado de que a mesma
diferenca —d; ; e d; ; — € contada duas vezes, portanto o resultado devera ser
divido por 2. Desse modo, uma medida de quanto estao espalhados os valores

em torno do valor esperado — nao do valor verdadeiro — é
i=— .Y d
2-n-(n—-1) — 2

Mas como i e j variam independentemente de 1 a n, tem-se que d;; = —d;;,

tornando o somatorio sempre nulo, ou seja, d = 0.

Variancia. Uma forma de evitar o anulamento é usar o quadrado da diferenca dfj,
como representado na tabela

Tabela 3.8.: Quadrado das diferencas entre os valores (x; X x;), onde di%]. = (x; — xj)z.

xi\xj | X1 X2 Xz ... Xy
2 2 2
| 0 d, diy
X2 d%’l (2) d2’3 oo d%’n
X3 d3'1 d3'2 0 “ o ds’n

2 2 2
Xu | d2, A2, d2, .. 0
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Com um raciocinio analogo ao Desvio Médio, obtém-se

; 1
2 _ . 2
d = =D ;dw (3.10)

como uma medida do quadrado da dispersao dos dados.

Numa situagao onde é conveniente aplicar a média aritmética pode-se simpli-

ficar essa ultima expressao fazendo

di ZXi—X':Xl'—x]'-l—O:Xi—X]'-l—)E—)Z:(Xi—f)—(xj'—f):di—dj

)J j

onde fica definido

di:Xi—)z

Substituindo esse resultado em (|3.10):

Como

Zd,- =0 e Zdj =0 obtém-seque 2- Zdi . Zdj =0
i j ij ij

Dai

- 1
2o - 2 2
a2 = 2%(”1){;% +;d1‘
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como a soma em i € igual a em j, isto &,
de = Zd]Z resulta emZdiz+de:2-Zdi2
i,j i,j i,j i,j ij

Agora a expressao

Implicando em

resultando na Variancia Amostral:

1
- n_lzdf , (3.11)
i

que por definicao, é a dispersao dos dados de uma amostra. A Varidncia Amos-

tral também é uma aproximacio da Varidncia populacional o?.

Esta ultima,
quando se conhece todos os elementos do experimento e, conseguentemente,

o valor verdadeiro x, da variavel.

No caso do numero de elementos da sequéncia {x,x,,...,x,} — chamada agora
de amostra — ser muito grande ou representativa, pode-se escrever a expressao

da Variancia Populacional como

1
_Ede
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ou, explicitamente, como

o’ = % - Z(xi - %)% (3.12)

Desvio Padrdo. Para normalizar dimensionalmente o valor da variancia e, princi-
palmente, para representar a homogeneidade num determinado conjunto de
dados ou o erro num processo de medicao, calcula-se a raiz quadrada da va-

riancia, definindo assim o desvio padrao

1. amostral

n—1

S:\/?:\/ ! -Z(xi—f)z (3.13)

2. populacional

azx/ﬁz\/%-Z(xi—x)z (3.14)

3.3.4. Distribuicao Binomial

Supondo um experimento aleatério com somente dois resultados possivéis.

Sao exemplos:

* A face voltada para cima da uma moeda depois de langada para cima girando.

Q ={cara, coroa};
» Acertar uma bola em direcao a uma cesta. () = {dentro, fora};
* Pertinéncia de um elemento a um conjunto Q) = {€, ¢};
* etc...

Todos esses resultados sao excludentes, ou seja, em cada experimento nao ha
intersecao de resultados. Desse modo atribuindo ao 1° resultado (evento tipo 1) a
probabilidade p de ocorrer e ao 2° (evento tipo 2) a probabilidade g, pode-se afirmar
que:

p+qg=1.

Ao repetir N vezes o mesmo experimento e chamar de n o nimero de ocor-

réncias do evento tipo 1, é claro que o nimero de ocorréncias do evento tipo 2 sera
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m = N —n. Neste contexto, n € um namero inteiro entre 0 e N, ou seja, uma variavel
discreta.

Assim, a probabilidade de ocorrer um tnico evento tipo 1 sera p. E sua nota-
cao é:

P ,(1)=p ,paraN=1en=1

Como o resultado de cada experimento é independente, e por (3.4), para que
em dois experimentos (N = 2) ocorram 2 eventos tipo 1 (n = 2), a probabilidade sera

2 eventos tipo 1
— 2
P, ,(2) = p-p =p° ,paraN=2en=2.

A probabilidade para que todos os eventos sejam do tipo 1 em N experimen-
tos (n =N ) sera:
N eventos tipo 1

—_———

Pyp(N)=p-p-p-p..p=p" ,paran=N.

Para N experimentos onde nos primeiros N-1 ocorram eventos tipo 1 e apenas

o ultimo seja do tipo 2 o calculo da probabilidade seria:

N-1 eventos tipo 1
—_—
_ N-1
p-p-pp-pq=p -9
Repare que este valor nao representa a probabilidade de ocorréncia de N-1
eventos do tipo 1, pois leva em conta a ordem dos eventos, ou seja, o "Arranjo”, onde
s0 o ultimo resultado foi do tipo 2. Acontece que esse Gnico evento pode ocorrer em
qualquer instante, ou seja, pode permutar de posicao, aumentando assim a chance
de ocorrer.
Entao a probabilidade sera a soma das probabilidades (eventos exclusivos)

de cada uma das probabilidades de cada permutagao possivel:
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Pyy(N-1)=p-p---p-q

+p-pqep
+:

+p-gepep
+q-ppep

O valor da cada uma das linha é pN=!.4 e como h4 N linhas, o valor da

probabilidade procurada é:
Pup(N=1)=N-pN~t-q

De outra forma, trata-se de uma permutacao de N elementos com N-1 repe-

ticdes para o evento 1 e uma Gnica ocorréncia do evento 2:

= N linhas.

PN = =

(N-1,1) N! N-(N-1)!
(N=1)!-11  (N-=-1)!-1

Para calcular a probabilidade de n eventos tipo 1 ocorrerem em N experi-
mentos € necessario uma extensao do raciocinio anterior.
Para o arranjo de n eventos tipo 1 e m eventos tipo 2, nesta ordem a probabi-

lidade seria:

n eventos tipo 1 m eventos tipo 2

N-—
p.p.p...p. q.q.q..-q :pn.qm:pn.q n
Para calcular o nimero de outros arranjos basta calcular o numero de permu-
tacoes de N elementos com n repeti¢oes do evento tipo 1 e N-n repeti¢oes do evento
tipo 2:

n,N-n) N!

PISI = ' linhas.

n!- (N —n)!
Assim obtém-se uma expressao para a probabilidade para dois eventos mu-

tuamente exclusivos e exaustivos:

N|
! p"egN " (3.15)

P pln) = n!- (N.— 1)
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E a chamada Distribuigao Binomial porque, para cada n, corresponde a um

termo da expansao do binomio

N
N!
N _ . N-n
(p+4) _anon!-(N—n)! Pa

Lembrando que (p +¢q) = 1, que equivale a probabilidade do evento certo, o
que condiz com o fato da soma das probabilidades de todos os eventos possiveis —
exclusivos e exaustivos — ser 1 confirmar a condi¢ao de normalizagao para a funcao

de probablilidade binomial

N N
N! n _N-n
E PN,p(”):E AN P = 1. (3.16)
n=0 n=0

Média da Distribuigcdo Binomial. A fungao probabilidade Py ,(n) pode ser pensada
como um "peso” para cada valor de n, e substituindo na equacao (3.9) F(n) por

PN!p(Yl):

ﬁzZn-PNlp(n)'An

Trata-se de uma distribuicao discreta, pois An =1, implicando em

Fazendo as mudancas de variaveis

n=n-1
N'=N-1
Obtemos
NI
_ , (N"+1)! WAl | (N'+1)—(n'+1)
— +1 . . .
' n;(” TS VR S S T A
N’ / /)
5= Z (7 +1?'(N/i12!‘ S| _qN’—n’
= (n+1)!-(N"=n’)!
Note que o termo para n’ = -1 = n’+ 1 = 0 é nulo, portanto o 1° termo do
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somatorio nao nulo corresponde a n” = 0. Dai

N, / ’
ﬁ:Z (W +1)-(N"+1)! WAL N
(n’+1)!- (N’ =n’)!

n'=

N’ i s ’
ﬁ:Z (n+1)-(N"+1)-N"! WL N
n,_o(n’+1)-n’!-(N’—n’)!
N
Nl
_ (N'+1)-N"t o New
H_Zn’!-(N’ n’)!
n’=0
Nl
N’! , -
i=N - n'+1  _N’'-n
n n"-(N’—n’)' p q
n’=0
Nl
N’! ) ,
i=N n +1 _N’'-n
. Z«n’! (N’ —n')! PP 4
n’=0
=1
Nl
N/! ’ ) ’
i=N-p- S LT\ e
" P ];n’L(N’—n’)! P4

obtendo finalmente a média da distribui¢ao binomial:

n=N-p

Desvio Padrao da Distribuicdo Binomial. Analogamente a equacao (3.9) para a mé-
dia pode-se substituir F(x) por Py ,(1) na equagao (3.11) para a variancia:

N
s?~ Z(ni —i)?- Py,p(1)- An
n=0

Do mesmo modo, An =1, implicando em
Y o Byl = Y (e N g
L N.p - nl- (N —n)!

Desenvolvendo o quadrado pode-se separar esta expressao em trés somatorios.
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O primeiro é
N

N! ;
2 Y oan N—n: 2
) m-(N—ny P (%),

n=0

a média dos quadrados de n. O segundo é
> N!
Z —N )] p"-q"

N
) o Nn,pq -

=0

Il
|
N
:I

2

e o terceiro

Assim a varidncia fica

s2 = (n2) -2 () + ()
que resulta numa expressao geral a partir da fungao probabilidade

s2 = (n2) - (7)? (3.17)

O valor de 7i ja foi determinado anteriormente em termos de N e p, entao deve-

se fazer as mesmas mudancgas de variaveis, ou seja,

n=n-1

N'=N-1
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para calcular o valor de (n2):

N
2_ 2
(n _Zn N n)' p q

n=0
N (N"+1)!
2y , 12. : o+l (N'+1)—(n'+1)
() n,;(" Ty —wrr P

Do mesmo modo, o 1° termo é nulo

- N ! 2' ¢ ! ’ I
(nz):Z(n +1)-(N +1)'-p”+1- N'—n

q
) '_ ) __ 7\
n,zo(n + 1)1 (N —n')!
Ry (40 O D (N4 DNy
Lo (W) (N = )]
N
Nl
_Z(n’+1)~(N’+1)-N'!_ W N-w
L n! - (N’ —n’)! PP

Nl

_ (W +1)-N"t 0

—N'P'Zo'm'P K
n'=

Quebrando esta somatdria em duas

Nl

_ NI -
2\=N.p. E ro_ St E N'-n
(n )_N p n n,!'(N )| p ]‘ /| )| p q

n’=0

O primeiro somatorio no colchete é n’, o valor médio da variavel #” em uma
medida com N’ dados e portanto igual a N'-p = (N —1)-p. Ja o segundo

somatorio é 1. Assim

(n?)=N-p-[(N-1)-p+1]
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que substituindo na equagao (3.17))

s*=N-p-[(N-1)-p+1]-(N-p)’
=N-p-[(N-1)-p+1]-(N-p)-(N-p)
=N-p-[[N-1)-p+1-(N-p)]
=N-p-[N-p-1:-p+1-N-p]
=N-p-(1-p)

obtendo-se assim a Varidncia da distribuicao binomial
s?=N-p-q

Como a média 71 é N - p, a Varidncia também pode ser

2

s“=1n-q
Como o desvio padrido é s = Vs2 :

s=yN-p-q
ou

S=4/f-q

Exemplo. Usando uma planilha eletronica é facil montar a tabela e seu respec-
tivo grafico [3.3| a seguir, a partir da equacao (3.15) onde foram considerados
os parametros N = 10 experimentos, p = 3, onde para cada valor de n esta

associada a probabilidade deste nimero de eventos tipo 1 ocorrer.

Observe que o calculo da média é imediato:

n=N-p
1-10.1-10

2 2
=5

Que, nao por acaso, coincide com o pico do grafico, pois é o valor mais esperado
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Tabela 3.9.: Valores da distribuicao binomial obtidos pela planilha eletronica Excel.

Plo,%(”)
0,000976563
0,009765625
0,043945313

0,1171875
0,205078125
0,24609375
0,205078125
0,1171875
0,043945313
0,009765625
0,000976563

O 0 NON Ul W~ O I

—_
(@)

Distribuicdao Binomial

0,3

0,25

0,2

0,15

H Pin)

0,1

0,05

Figura 3.3.: Histograma da distribui¢ao binomial gerado pela planilha eletronica
Excel.
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para o namero de ocorréncias do evento tipo 1. Outra observagao: a curva é

simétrica em relacao a média porque p = q.

Do mesmo modo, o desvio padrao também:

S=4/fi-q
51
S = . —
2
5
S=14|%
2
s~ 1,58

Note que o desvio padrao esta associado a largura do histograma da funcao

probabilidade

3.3.5. Distribuicao Normal

Pode-se determinar uma densidade de probabilidade para uma variavel con-
tinua a partir da distribuicao binomial. Para tal ha varias formas de fazé-lo. Aqui
sera mostrado uma forma extraida do livro Tratamento Estatistico de Dados em Fisica
Experimental, de Otaviano A. M. Helene (1991) [HOAM)], que associa a funcao de
erro de uma medida, cujo valor verdadeiro é x. Desse modo o erro sera a diferenca

entre o valor observado e o valor verdadeiro,

Y=Xx—-X
Considere as seguintes hipdteses:
1. Toda medida observada que tem um valor verdadeiro esta sujeita a erro.

2. Esse erro pode ser decomposto em uma quantidade muito grande de pequenos
erros elementares. Para todas as observacoes, o numero de fontes desses erros

elementares é sempre N. O mo6dulo do erro é € para qualquer das fontes.
3. A probabilidade de um erro elementar ser positivo é igual a de ser negativo.

A distribuicao procurada é aquela associada a probabilidade do desvio da

medida que, das N fontes de erro, n fontes apresentam erro “para mais” e as restan-
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tes (N —n) fontes apresentam erro "para menos”. Desse modo, o desvio y sera
y=ne+(N—-n)(—e)=(2n—N)e (3.18)

Usando a distribui¢do binomial com p = g = 3, obtém-se:

B G e ) e

Ao tabelar os possiveis valores para n, obtém-se os valores de probalidade
do desvio, conforme tabela lembrando que toda medida apresenta algum erro.

Como o desvio foi definido por
vy = 2ne — N,

ha um fator de escala 2e e um deslocamento N e constante. Este tltimo ndo interfere
no valor do desvio padrao.

Sabe-se da binomial que o valor esperado para a quantidade n erros “para
mais” é 1 = N - p e o desvio padrao dessa quantidade n é s = v/ii-q. Logo, o desvio
padrao para o erro y sera:

O fato do valor dos erros ser finito implica que a fun¢ao densidade de pro-
babilidade de y tem uma certa largura, ou seja, desvio padrao e variancia finitos.
Entao para a passagem ao limiteE| da fungao deve-se manter finito Ne?, sendo
que N - oco0ee—0.

Por (3.18)), observe que para n medidas, o desvio é y,, = (2n—N)e. E do mesmo
modo, para (n+1) medidas, o desvio é y,,,; = [2(n+1)—N]e. Assim, pode-se afirmar
que a variagao do desvio é Ay =y,,,1 — v, = 2€. Interpretando AP como a variacgao da
probabilidade entre se obter (n+ 1) e (1) erros "para mais”, pode-se calcular AP/Ay:

AP _ P(n+1)—P(n)
Ay 2e

ZEste argumento é fundamental neste raciocinio.

38



3. Conhecimentos Basicos

Tabela 3.10.: Probabilidade da incidéncia de erro.

Ne° de erros | N° de erros Erro Probabilidade
para mais | para menos | resultante PN,% (n)
N 0 Ne (3N
N-1 1 (N -2)e N($HN
N(N-T
N-2 2 (N —4)e DA
n N-n (2n—N)e (Nf\]n'),n,(%)N
0 N —-Ne (5N

que pela equacao (3.19)

AP _ P(n+1)-P(n)
Ay 2¢

= o (P(n+ 1)~ P(n)
1 N! 1\N N! 1\N
" 2 (m+1)(N-n-1)! (2) _l (N n)!(E) l}
11\ N! N!
_Z(E) {l(n+1)'(N—n—1)‘l_ln'(N—n)!l}
11N N!
B Z(E) {l n+1) n'(N n—1)! ] [n!(N—n)(N—n—l)!l}
1 N! 1
2€n'N n— 1'(5) (n+1 N - n)
1 N! I\NN-n- n+1)
2en'N n-— 1'(5) (n+1)(N —n)
1 N! 1NN n—(n+1)
_Zen!(N—n)(N—n—l).(Z) (n+1)

1 NI INNN-n—(n+1)
‘Ten!(N—m!(E) (n+1)

chegando-se a
AP 1 _ N-2n-1

Ay 2T Mg

Considerando que N é um numero muito grande, tem-se também que n também
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sera. Assim pode-se desprezar o 1 em relagao a n e também em relacdoa N —2n

AP 1 _ N-2
- — p(n)—",

Ay~ 2e n

Note que, pela equacao (3.18)), pode-se escrever:
N-2n=-2.

€

Entao,
AP 1 P(n)-( Y )

Ay~ 2e e
_jL(_B)
-~ 2¢2 n
APy ([ Ay
P 2¢2 n

Usando novamente a equacao (3.18) para eliminar a variavel n:

_ Ay |_ _—yAy
?_262.(_3’+%]_€y+N62 (3:20)

2e

Levando a expressio (3.20) ao limite, para € — 0, N — co, com Ne? = o

dG: lim (%): lim (_y'Ay ):—ydzy.

G N—>oco N—ooo |\ EV + N€2
e—0 e—0 y UO
Ns2—>ag N€2—>a§

Note que P é uma func¢ao discreta que no limite torna-se continua. Dai denota-la

por G(y). Integrando os dois membros da equagao

obtém-se o valor da constante A pela condi¢ao de normalizagao das fun¢oes de den-
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sidade de probabilidade

oo o  _2
J- G(y)dy:l:»J- A-e @idy=1

assim, chamando a integral de I:

00 _y
I :f A-e *0dy, (3.21)

0 ¥
. J A-e 2"5dy]

S 0 _ X2 _i Moo —M
IZ:J J A-e 2 -A-e 2“3dy]dx=J A%-e 0 dxdy

. Ll [y
fazendo a seguinte troca de variave

dxdy = rdrd6

=
27 200
J J A?. 2"0 rdrd0{ du = 22;dr = rdr = UO (du

= rdr = —Godu
0

r=0>u=0r=c0o>u=-00

21 —00 21
:J f Az-e”(—agdu = -A’0, J f e"dudo
0 0
21
12:—A2002J [e"]5°d6 = —A20 J e "] do
027'(
12:-Azo§f [0—1]d6:A200f dO = A*6}[0]5™ = A%o[2m - 0]
0 0

I’ =2A%¢n = 1 = \[2A%03m = 1

AcgV2i=1= A=

1
(o) VzT(

3Consulte em [GHL], capitulo 3, pg 49 Teorema de Fubini.
4Consulte em [GHL], exemplo 5, pg 88 do capitulo 4, Mudanga de Varidveis na Integral Dupla
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Finalmente, lembrando que y = x — %, fica determinada a fun¢ao densidade

de probabilidade normal ou gaussiana:

—X 2 —_ z z .
1 —("2—’2 X € ovalor médio ou valor esperado
-e “% ,onde (3.22)

G(x) =
oo V21 oo € odesvio padrao

A figura mostra o grafico de uma gaussiana de X = 0 e 0y = 1 elaborado pelo

software Geogebra, com seu aspecto em forma de "sino”.

O argumento (¢ — 0, N — o), desse raciocinio, estd em conformidade com o

Teorema 3.1 (Limite Central) Seja X1,Xy,...,X,, uma amostra aleatoria simples de
uma populagcdo X tal que |B(X) = y e Var(X) = o2. Entdo, a distribuicdo de X converge
para a distribuicdo normal com média y e varidncia o*/n quando n — co. Equivalente-
mente, ~
X—p
o

Vi
Como afirma Farias (2009), em [FAML]:

— N(0,1)

Em termos praticos, esse teorema é de extrema importancia, dai ser chamado
de teorema central e, em geral, amostras de tamanho n > 30 jd fornecem uma

aproximagao razodavel.

Apesar da resolucao da integral impropria (3.21)), a correspondente integral
definida

L s
I= J e 90 dy, (3.23)
(of} V271t 0 ’

é muito dificil de calcular, pois nao héﬁ uma funcao elementar que seja a primitiva

2

de f(y)=e 275 . Uma forma de calcula-la é por sua respectiva Série de Taylor. Porém
como essa série é infinita, na pratica aproxima-se o valor, truncando a série, que
passa a ser chamada de Formula de Taylor.

Toda funcao f(x), pode ser aproximada pela Férmula de Taylor:

_ _7)\2 _ 3
£~ fla)+ X2y T gy o B g

(x—a)"

n!

F(a)+...

>Uma prova formal deste teorema ¢ apresentada em W.Feller, An Introduction to Probability Theory
and Its Aplications, vol.1 Third edition, ].Wiles & Sons, New York, 1968.
®Confirmado pelo "Algoritmo de Risch” - http://mathworld.wolfram.com/RischAlgorithm.html
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T T T T T
0.5 1 15 2 25

Figura 3.4.: Fun¢ao Gaussiana - grafico gerado pelo Geogebra.

4 — X=X 3
Fazendo a troca de variavel z = “=* na equacao (3.23)), e observando que, com

isso, ha uma simetria em relacao ao zero, obtém-se

1 jx zzd
I =— e 2dz.
V21t Jo

22
Entao, para f(z) = e~ 7, fazendo a = 0, a Formula de Taylor fica:

22 2 2 2

f(vii)(z) —105z-¢72 —1052° - 7 +212° -6 2 -2 .77 > f”ii(O) =0

43



3. Conhecimentos Basicos

;2 ) ;2 22 ;2 .
F@i(2) =105- 677 —4202% -7 —210z% 77 —2820 ¢ 7 + 28 .77 = FYI(0) = 105
e assim por diante. Portanto,

22 A 46 8

f(z)=1+0- 15+0+3I+0 155+0+105§+
flz)~1 1252 52 s 2
2 24 720 40320
22 Z4 Z6 Z8

~1-2 422
fz) 28 48 382"

Retomando a integral (3.23)), para essa aproximacao, pode-se escrever

1 f" 2, 1 J [1 A ld
—_ e 2dzr ——- - ———+— z
V2re Jo \V2n 8 48 384

X
1 23 2 z7 z?
~—|lz-—4 — — —

6 40 336 3456
1 l X X x7 x9l

x__ —_—

6 40 336 3456

Por exemplo para x =1

m f e‘sz““vT—n 16" 30 536 * 3456
~0,398942-[1-0,166667 +0,025—-0,002976 + 0,000289]
~(0,398942-0,853859
~0,340640 = 34,064%

E pela simetria,

\/ﬁ j e*sz_Z \/T_n J **dz

o que resulta em

e 2 dz ~ 68,128%

=,

O significado deste valor é que na distribui¢ao normal a probabilidade de
encontrar o valor de z no intervalo [-1,1] é de aproximadamente 68,13%. O valor
tabelado, considerado "exato”, é 68,26%.

Aqui foi mostrado a dificuldade do calculo da distribui¢ao normal, justifi-

cando a "normalizagdo padrao” para a utilizagao de tabela. Com o advento da com-
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putacgao eletronica, principalmente, de softwares tipo planilha, ele foi muito facili-
tado. Este € mais um argumento, entre tantos outros, para o incentivo da utilizagao

do computador no ensino de matematica na educagao basica.
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4 MERcADO ACIONARIO

Acgoes sao negociadas somente em bolsas de valores, que sao institui¢oes res-
ponsaveis por manter um ambiente fisico ou virtual com um sistema de negociagao
eletronico confiavel para a negociacgao de titulos e valores imobiliarios. Uma agdo é
a menor parte do capital de uma empresa, € um pequeno pedago dela. Uma pessoa

que compra uma a¢do passa a ser uma pequena socia da empresa.

Figura 4.1.: Bolsa de Valores de Sao Paulo.

Ha dois tipos principais de agoes:

* ON — Ordindria Nominativa, que da direito a voto em assembléia sobre deci-

soes da empresa e

* PN — Preferencial Nominativa, que nao da direito a voto, mas a preferéncia no

recebimento do lucro da empresa partilhado entre os acionistas — os Dividen-
dos.

Qualquer pessoa pode negociar agdes na bolsa de valores: basta ter uma conta

aberta numa Corretora. A lista das corretoras credenciadas pode ser encontrada nos
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sites da CVM — Comissao de Valores Mobiliarios —(www.cvm.gov.br) e da Bovespa
([BOVI]), no item Corretoras. Através da Corretora a pessoa controla as ordens de
compra e venda de suas agoes. O investidor pode acompanhar sua conta, ter acesso
aos custos de operacao e comprar e vender agdes pela Internet, através de um servigo
chamado Home Broker, diretamente pelo site da corretora.

A compra de agoes é considerada um investimento de alto risco. Por causa das
variagoes nos pre¢os, nao ha garantia de retorno do que foi investido. Essas altas
e baixas no valor das a¢des podem acontecer devido a varios fatores: performance
produtiva e lucrativa da empresa, situacao do mercado, da politica econdmica, além
de variaveis dificeis de quantificar, como por exemplo, credibilidade, expectativas, etc.
Esse é o chamado risco de mercado. Além do risco de liquidez, que é nao conseguir
vender uma ag¢do que tenha sido comprada.

Esse risco, de acordo com Bessada (2000) [BOJ|, deu origem aos:

Derivativos. Instrumentos financeiros sem valor proprio. Eles derivam seu valor de
algum outro ativo, justamente para limitar o risco de oscilagdes do mercado.
O termo derivativo, usado hoje, teve origem no inicio da década de 70, com o
surgimento dos swaps, inicialmente, para protegao contra o risco de oscilagao

de moedas.

Assaf Neto (2010) afirma em [ANAl que os derivativos no mercado financeiro

apresentam as seguintes vantagens:

1. maior atratividade ao capital de risco, possibilitando uma garantia de precos

futuros para os ativos;
2. criar defesa contra oscila¢oes desfavoraveis nos precos;
3. estimular a liquidez do mercado fisico;

4. melhora no gerenciamento de risco e, como consequéncia, a reducao dos pre-

cos dos bens;

5. negociar contratos de maior porte com menos capital e nivel controlado de

risco.

A bolsa de mercadorias e futuros é o mercado formalmente estabelecido para

negociar os instrumentos de derivativos, que sao basicamente trés:
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Swap. sao contratos que prevéem a troca de obrigacoes de pagamentos periddicos,
indexados a determinado indice por outras com diferentes indices de reajuste.
E possivel transformar uma divida pos-fixada em prefixada, ou uma divida em

euro em uma divida em dolar.

Futuros. sao contratos em que as partes sao obrigadas a negociar (comprar ou ven-

der) determinado ativo a um preco pré-estabelecido em uma data futura.

Opcodes. sao derivativos que dao ao detentor o direito — mas nao a obrigagao — de
comprar ou vender um determinado ativo, numa determinada data, chamada
exercicio, e a um determinado preco previamente acertado entre as partes, cha-

mado prego de exercicio (em inglés, strike).

Os principais instrumentos financeiros negociados como opgoes sao: taxas de
juros, taxas de cambio, produtos agropecudrios, indices, ouro e agoes.

Em geral, as pessoas associam opgdes apenas com especulagao, mas o conceito
de opgao teve origem na necessidade do controle do risco ligado as oscilagoes dos
precos nos mercados agricolas.

Ja na Holanda, em 1634, era comum os mercadores venderem tulipas a fu-
turo para entrega posterior, pois eram um simbolo de status entre a aristocracia
holandesa do século XVII. Era muito arriscado aceitar vender a um preco fixo no
futuro sem saber, com certeza, qual seria o preco exato no momento da venda.
Como protegao para assegurar uma margem de lucro, muitos mercadores compra-
vam opgoes dos plantadores. Com isso os mercadores tinham o direito, mas nao
a obrigacao, de comprar tulipas dos plantadores a um prego pré-determinado por
um prazo de tempo especifico. Se as tulipas passassem a custar mais que o preco
pré-determinado, os mercadores que possuiam as opgdes obrigavam que o plantador
entregasse ao preco combinado, assegurando uma margem de lucro. Se, entretanto,
0 preco caisse abaixo do valor pré-determinado, a opgcdo expiraria sem valor, mas o
mercador ainda poderia ter lucro comprando tulipas a um pre¢o mais baixo e depois
revendendo com lucro. Com esse contrato de op¢des foi o que possibilitou que mui-
tos mercadores continuassem trabalhando durante periodos de extrema oscilagao
nos precos das tulipas.

O mercado de opgdes moderno surgiu em 1973, quando a Bolsa de Chicago
(Chicago Board Of Trade) abriu a Chicago Board Options Exchange. Até entdo, os
contratos de opgdo nao possuiam um padrao de negociagao, quando ocorriam apenas
acordos entre os compradores e vendedores diretamente. Com a padronizagao, as

op¢oes passaram a ser negociadas com parametros pré-definidos, como: lote, preco
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de exercicio e data de exercicio. Neste mesmo ano, Fisher Black e Miron Scholes
apresentaram um modelo de precificacao de opgdes que é o mais usado até hoje.
Trata-se de um modelo probabilistico para a avaliacao do valor justo das opgoes de
acoes. Nada de significativo apareceu no mercado de opgdes apds o Modelo de Black
& Scholes. O mercado apenas evoluiu em mecanismos de padronizagao, de defesa
e controle de riscos, para garantir que todos os negociadores honrassem os seus

COMPromissos.

4.1. Termos e Conceitos Fundamentais

Uma outra forma de caracterizar um Derivativo é como um contrato finan-
ceiro cujo valor na data de vencimento T é determinado pelo preco de mercado do
seu respectivo ativo-objeto. Se St denota o prego de uma agao, por exemplo, no
vencimento, o valor Fr do derivativo, na data de vencimento T, é uma func¢ao de
forma geral Fr = F(T,St), que expira ap0s o instante T.

Isto se aplica as opgoes, que pode ser uma opgdo de compra ("call option”) na
qual seu titular tem o direito de comprar o ativo-objeto e pode ser uma opgdo de
venda ("put option”) na qual tem-se o direito de vender o ativo-objeto.

Os parametros basicos de um contrato de opgao sao:

ativo-objeto: é o ativo (real ou financeiro) sobre o qual o contrato esta referenciado.
Por exemplo, um ativo-objeto pode ser uma agao, uma commodity ou uma

moeda;

titular: é o agente econdmico que compra o contrato de op¢do, conquistando assim o
direito de exercer a opgdo, ou seja, de comprar no caso de uma “call” ou vender

no caso de uma "put”;

langador: ¢é o agente econdmico que vende a opgdo. Logo tem a obrigacdo de vender
(ou comprar) o ativo-objeto no caso do titular exercer seu direito de compra

(ou venda);

preco de exercicio: é o preco fixado pelo qual o langador é obrigado a vender (ou

comprar) o ativo-objeto (strike, em inglés);

vencimento: é a data na qual o contrato expira;
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prémio: é o preco pago ao lancador pelo titular pela opgdo; é pago na aquisicao da

op¢do, sem devolucao, mesmo que o titular nao exerca seu direito de opgao;

Assim ha 4 posigoes possiveis para um agente num contrato de opgdoes, como
é mostrado na tabela [4.1]

Tabela 4.1.: Situacoes possiveis para um agente no mercado de opgoes.

Opgoes de Compra Opgcoes de Venda
Comprador | direito de comprar direito de vender
(titular) o ativo-objeto o ativo-objeto
Vendedor | obrigacao de vender | obrigacao de comprar
(lancador) o ativo-objeto o ativo-objeto

Em relacao a data de exercicio, ha 2 tipos principais de opgoes: a européia e a
americana. Na opgdo européia o titular s6 pode exercer seu direito de op¢ao na data
de vencimento. Ja na americana o direito do titular pode ser exercido a qualquer
momento até a data de vencimentdl

Este trabalho se concentrara somente em opgdes européias, portanto se faz

necessaria a seguinte

Definicao 1 Uma Opgao Européia sobre um ativo-objeto cujo prego no instanteté S;,
¢ um contrato financeiro que da ao seu titular o direito de comprar este ativo pelo
preco pré-estabelecido K. Esse direito somente podera ser exercido no vencimento
T, quando o contrato expira. O prego C; pago para adquirir uma opg¢ao de compra no

instante t é chamado prémio.

A priori o valor do prémio s6 é determinado com certeza no instante T do
vencimento. Seja K o prego de exercicio, St o preco do ativo- objeto no vencimento
e Cr o prémio do uma opg¢do de compra no vencimento. Para simplificar o raciocinio
suponha nao haver tarifas, comissoes ou taxas. Em relacao a tomada de decisao pelo
titular, s6 ha duas situagoes: "exercer” ou "ndo exercer” o direito a opgao, entao o

valor do prémio Cr sera:

1. Nao exercer — quando o ativo St esta mais barato do que o preco de exercicio
K, ou seja, Sy < K. E vantagem comprar diretamente do mercado a vista, logo

a opgao "expira” — "vira po” — e portanto seu valor Ct = 0;

"on "on

1H34 outros tipos de contratos de opgao: "hibridas”, "exoticas”, "Bermuda”, etc.
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2. Exercer — quando o ativo St esta mais caro do que o prego de exercicio K, ou
seja, S > K. E vantajoso exercer o direito de compra ("call") e imediatamente
vender ao mercado com lucro de S; — K; logo o valor justo da opgdo é Cp =
St —-K.

Resumindo,
0 se ST <K
Cr= (4.1)
Str—K seSr>K
Ou, simplesmente,
CT :max(ST—K;O) (42)

onde max(x;y) retorna o maior valor entre os numeros x e y.

Do mesmo modo, o valor de uma opg¢ao de venda ("put") no vencimento é

K—ST seST<K
0 se St >K

PT:

Ou,
Pr =max(K - S7;0).

Para manter a estabilidade dinamica do mercado de derivativos é fundamental

a atuacao de trés tipos de agentes, classificados de acordo aos seus objetivos:

Hedger. Agente que visa a protegao do seu caixa contra oscilagdes de pregos no fu-
turo. Os Hedgers usam o mercado para gerenciar o risco de preco, ou seja, nao
visam obter lucro nas operagoes realizadas. O objetivo dos Hedgers é garantir
o preco do ativo, seja em operacoes de compra (maximo), seja em operagoes de
venda (minimo). Ativo este com o qual estao envolvidas suas atividades. Sao

exemplos:

* o produtor agricola que negocia no mercado futuro para garantir o prego
de venda e evitar o risco de queda acentuada de precos da commodity

que produz, isto €, de seus produtos.

* o importador que tem dividas (passivos) em dodlares e compra contratos
cambiais — contratos de taxa de cambio de Reais por Délar — no mercado
futuro para evitar comprar doélares a um prego acima de certo limite no

mercado a vista na época em que precisar honrar seus compromissos.
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Especulador Agente que visa a obtencao de lucro, atuando na negociacao de con-

tratos futuros apenas para embolsar a diferenca entre o preco de compra e o
de venda, nao tendo nenhum interesse pelo ativo. A sua presenga € funda-
mental no mercado, pois é o Ginico que se risca, viabilizando a outra ponta
da operagao (hedger), fornecendo liquidez ao mercado ao apostar contra os
Hedgers, buscando como recompensa o lucro. Se ninguem se arricasse, nunca
haveria ganhador, e para isso acontecer alguém tem que perdelﬂ portanto o
Especulador colabora "injetando” dinheiro no mercado. Em geral o Especulador
tem pressa e dificilmente carrega suas posi¢coes até a data de vencimento do
contrato. A operacao de especulacao mais conhecida é a "day trade”, na qual

compra-se e vende-se no mesmo dia.

Arbitrador O Arbitrador, assim como o Especulador, tem como objetivo o lucro. O

que os diferencia é o fato de que o Arbitrador nao assume riscos diretamente.
Ele procura obter lucro identificando distor¢oes de precos de um mesmo ativo
em mercados diferentes. Compra no mercado A e vende no B e assim acaba
agindo exatamente como um “drbitro”, por acabar com as distor¢oes: ao au-
mentar a procura, aumenta o pre¢o no mercado A e ao aumentar a oferta no
mercado B, causa a queda do preco. Em determinado momento, os dois pre-
¢os tendem a se equilibrar em um valor intermediario entre os dois pregos
iniciais. Assim, com essa estratégia, o Arbitrador consegue obter lucro sem se
expor ao risco de mercado e, principalmente, nivela os precos entre mercados

diferentes.

Posigdo é a situacao de qualquer agente do mercado relacionado aos atos de

comprar e vender. Neste contexto, o que determina uma posigao € o direito ou dever

que se tem sobre um determinado ativo objeto.

Posicdo Comprada Se um investidor tem o direito ou o dever de comprar deter-

minado ativo objeto por preco pré-fixado ele estard numa posi¢cao comprada.
A posicao comprada acontece quando se compra uma call ou quando se lanca

uma put.

Posicdo Vendida Quando um investidor tem o direito ou dever de vender determi-

nado ativo objeto por preco pré-fixado ele estara numa posi¢ao vendida. Um

agente esta "vendido” quando compra put ou lanca uma call.

ZPosteriormente esse conceito sera importantissimo para a elaboragio do modelo matematico.
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Desse modo fica claro o principal objetivo da Bolsa de Valores: organizar,
operacionalizar e, preservando elevados padroes éticos de negociagao, desenvolver
um mercado de capitais, incluindo os derivativos, livre e transparente. De tal modo
que crie as oportunidades aos agentes econdmicos para a realizacao de operagoes de
hedge contra as variagoes de preco das mais variadas commodities — produtos agro-
pecuarios, taxas de juro, taxas de cambio, metais, indices de agoes e de conjuntura
— e todo e qualquer produto ou variavel macroeconomica cuja incerteza quanto a
seu preco futuro possa influenciar negativamente a atividade econdmica.

Atualmente é simples encontrar informacgoes sobre o mercado acionario. O
mercado esta cada vez mais transparente. Cotacoes, maiores altas, maiores baixas,
analise de empresa, projecoes, analise graficas e fundamentalistas, riscos, sao algu-
mas das informagoes que podem ser obtidas nas institui¢oes financeiras e na propria
Bolsa de Valores, que colocam esses e outros servigos a disposi¢ao de seus clientes e
interessados.

Gratuitamente, é possivel encontrar no site da Bovespa as cotagoes das ac¢oes
negociadas diariamente. Também ¢é possivel obter os Fatos Relevantes de todas as
empresas listadas na bolsa. Os Fatos Relevantes sao publicados pelas empresas toda
vez que uma informacao importante sobre os seus negdcios possa interferir no seu
desempenho no mercado e consequentemente alterar o valor de suas agdes.

Na Bovespa as informagoes de cada empresa, inclusive ordens de compra e
venda sao referenciadas através de cédigo. Ha um coddigo para cada empresa que
opera na bolsa. As quatro primeiras letras definem a empresa, que sao seguidas por

um numero que representa o tipo do ativo conforme a lista abaixo.

Tabela 4.2.: Cédigos de tipo de ativo negociados na Bolsa de Valores de Sao Paulo.

Cdodigo | Tipo de Ativo
1 Direitos relacionados a acoes ordinarias
Direitos relacionados a agoes preferenciais
Acoes Ordinarias
Acgoes Preferenciais
Acao Preferencial Classe A
Acao Preferencial Classe B
Acgao Preferencial Classe C
Acao Preferencial Classe D
Recibo de Direito de Agao Ordinaria
Recibo de Direito de Agao Preferencial
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Assim, no codigo de negociacao ELPL3, as letras ELPL referenciam a empresa
emissora, que ¢ a ELETROPAULO METROP. ELET. SAO PAULO S.A. (cia. de eletri-
cidade). E o namero 3 indica que se trata de uma agao ordinaria. Logo o cddigo de

negociagao ELPL3 representa uma acao ordinaria da Eletropaulo.

Tabela 4.3.: Cédigos referentes ao vencimento de um contrato de opgao.

Meés do Opcao de | Opgao de
vencimento | compra venda
Janeiro A M

Fevereiro B N
Marco C @)
Abril D P
Maio E Q
Junho F R
Julho G S
Agosto H T

Setembro I U

Outubro J \Y

Novembro K W
Dezembro L X

Para negociar contratos de Opgdes também sao utilizados cédigos. Sao for-
mados por cinco letras, onde as quatro primeiras representam a empresa emissora
do ativo-objeto e a quinta letra designa o tipo de opgdo (call ou put) e o més de
vencimento da op¢do conforme a tabela

Exemplo 1: CMIGF16 representa uma opg¢ao de compra de uma acgao da CE-
MIG — Cia Energética de Minas Gerais S.A — representada pelas 4 primeiras letras
CMIG) com data de vencimento em junho (F). O namero 6 indica a série dessa opgdo
associado ao seu prego de exercicio, que no caso é de R$ 15,14 com vencimento em
16/06/2014. E, como nao aparece, em ultimo lugar a letra E, significa que a opgao
se trata de da modalidade americana.

Todas essas informagoes, inclusive, sobre o tipo de agao que esta associada
a série da opgdo, estao disponiveis no site da BOVESPA ([BOV])), gratuitamente. A
figura|4.2mostra um recorte da tela do site do BOVESPA sobre op¢des da Cemig.
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4.2. Opcgoes

Ja foi mostrado que o prémio (custo) de uma opgao é determinado pela expres-
sao (4.2) no instante do exercicio (vencimento), ou seja, no instante T. O problema é
determinar o prémio hoje Cy para um exercicio futuro, onde nao se conhece o valor
futuro do ativo St. Alias, essa incerteza é o origem dos contratos de op¢des, que nao
teriam utilidade nenhuma num mundo sem incertezas. Os precos dos ativos variam
de forma imprevisivel, fazendo com que o prémio Cy seja uma variavel aleatoria, ou
seja, tenha comportamento temporal probabilistico. Mas outros fatores também in-
fluenciam o prémio de um contrato de op¢des além do preco do ativo-objeto: o prego
de exercicio K, o prazo de vencimento T (duracao do contrato), a volatilidade do
ativo-objeto, as taxas de juros do mercado e os dividendos (se for o caso) distribui-

dos pelo ativo-objeto até o vencimento.

oo e
| nlxs

http://www.bmfbovespa.com.br/opcoes/opcoes.as O + B & X

If_\l
=

Opcdes | BM&FBOVESPA X

Opcoes

it LG Gl Ajuste de Proventos  Séries Autorizadas ~ Vencimento de Opgdes

~ado das Cias Opgdes de Empresas | Opgdes de indices

Dados de Fechamento do Pregdo de 05/05/2014

m

»Opgoes de Compra

D de Risco « Opgdo de Compra - Empresa: CMIG /ED Tipo: PN N1 Vencimento: 19/05/2014

= Opgdo de Compra - Empresa: CMIG /ED Tipo: PN M1 Vencimento: 16/06/2014

Quantidade em Aberto N® de Clientes
pes Série Preco de Exercicio
Coberto Trava Descoberto Total Titular Langador

CMIGF16 15,14 0 0 400 400 1 1
CMIGF17 16,14 0 0 4,800 4.800 2 1
CMIGF18 17,14 200 0 2.501.300 2.502.000 2 19
CMIGF19 13,64 0 0 6.084 6.084 2 2
ST CMIGF47 16,64 0 0 14.000 14.000 2 1
Total 200 0 2.527.084 2.527.284 9 24 8
4 [ 1 | b
#100% -

Figura 4.2.: Site do BOVESPA, acessado em 02/07/2014.

Se fosse possivel estimar o prémio da op¢ao Cy em funcao do preco do ativo-

objeto Sy, os negociadores poderiam:

55



4. Mercado Acionario

* saber que o prémio esta caro ou barato;
* acompanhar a evolugao diaria dos contratos;
e avaliar os risco; e

* descobrir oportunidades de arbitragemﬂ

Segundo Volchan (1999) [VSBJ:

¢ desejavel sermos capazes de avaliar uma opgao, se possivel através de uma
formula matemadtica que expresse o seu valor em fungdo do preco do ativo

subjacente.

Porém essa avaliacao nao é nada simples. Um método pratico é o da lei da
oferta e procura, porém nao seria uma maneira objetiva de avaliagao. "Precificar” uma
op¢ao é calcular o seu valor tedrico, que ndo necessariamente € o mesmo praticado
pelo mercado, mas sim um prego justo. Para desenvolver este conceito considere o
seguinte problema:

Numa "Casa de Apostas” a banca langa uma moeda honesta e se sair:

cara  pagaR$ 100,00;

coroa nao paga nada.

Pergunta: quando deve pagar um apostador para participar do jogo (aposta)?

Uma solugao: Sendo a moeda honesta, a probabilidade do apostador ganhar
sera de % Em média, o apostador ganha % R$ 100,00 = R$ 50,00 por jogo, pagos
pela banca, logo se a aposta for de R$ 50,00, a banca tem a garantia de nao ter
prejuizo, em média. Desse modo, nem a banca, nem o apostador tem prejuizo (nem
lucro). Assim o valor justo da aposta é o valor onde, em média, ninguem perde (jogo
de soma-zero).

Pode-se generalizar este problema de soma-zero: basta igualar o lucro dos
dois agentes, na média. Assim para o resultado cara, de probabilidade «, a banca
paga vy e para o resultado coroa, de probabilidade (1 — a) = 8, para o qual a banca
paga z, qual deve ser o valor justo x da aposta?

Em N jogadas, havera (a-N) caras que o apostador ganhara (a-N-y)e (f-N)
coroas nas quais o apostador ganhara (S - N - z), totalizando (o - N - )+ (- N - z).

30 conceito de arbitragem sera explicado em detalhes mais a frente no texto.
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Do mesmo modo, nessas N jogadas a banca ganhara N - x. Entao para que o

valor da aposta seja justo basta que o ganho dos dois agentes seja igual, ou seja,
N-x=(a-N-y)+(B-N-z)
simplificando o fator N obtém-se
x=(a-y)+[(1-a)-2] (4.3)

que é o "valor justo” da aposta quando a banca paga y para um resultado com pro-
babilidade a e paga z para um resultado com probabilidade (1 — «).

No problema original as variaveis assumem os valores: x = 100 com probabi-
lidade e z = 0 com probabilidade 1 - 3. Assim, aplicando a equagéo obtém-se

x:(%-100)+[(1—%)-0]

X= 190 +0=50.
2
O valor justo da aposta nada mais é do que a contra-parte para o apostador do
valor esperado ou Esperanca de seu ganho. Repare que essa idéia é uma condicao
necessaria para a continuidade do jogo, pois se a banca ganhasse mais que o apos-
tador, haveria uma transferéncia continua de recursos deste ultimo para a banca,
falindo-o. E vice-versa, se o apostador lucrasse mais, quebraria a banca, de modo
que as duas situac¢des culminariam no fim do jogo. E necessario que, em média, o
lucro de ambos os agentes seja igual. Entao, para que o jogo exista é necessario que

seja respeitado o chamado

Principio do Equilibrio. Para que um negdcio, que envolva ganhos e perdas pon-
tuais entre dois ou mais agentes, seja estavel é necessario que o lucro relativo

entre os agentes seja igual em média no decorrer do tempo.

Voltando as opgoes, especificamente opgdes européias, ha duas questoes a res-

ponder:

1. Qual é o valor justo para o prémio de uma opgdo de compra (call) no instante

inicial Cy, posto que, no instante do vencimento T, vale max(St — K;0)?

2. Como o langador deve investir o prémio recebido no instante inicial para cobrir

o valor St — no instante T, caso o titular exerca seu direito?

%0 titular s6 executara a opgdo se St > K, logo max(St —K;0) = St — K.
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Na proxima secao é proposta uma base tedrica para responder a essas ques-
toes.

4.3. Arbitragem

O conceito inicial para a avaliagao de opgoes é o de arbitragem. Arbitragem é
a situacao onde um agente lucra sem correr riscos. Geralmente, sao anomalias nos

precos do mesmo ativo em mercados diferentes. Exemplos:

1. A mesma agao é negociada, ao mesmo tempo, nas bolsas de Londres e Nova
Iorque, a €100 e $194, respectivamente. Suponha que o cambio esteja em 2
dolares para cada euro. Um arbitrador adquire 1000 a¢oes em Nova lorque e

as vende em Londres obtendo o lucro (sem contar os custos das transacoes) de
1000-($2,00-100—-%194) = $6000

sem correr riscos. A oportunidade foi devida ao fato da acao estar mais barata

em Nova lorque do que em Londres.

2. Um arbitrador percebeu que uma instituicao financeira concede empréstimos
a uma taxa de juros R, ao mesmo tempo que um titulo remunera com taxa de
R’ > R. Entao ele empresta um capital C e investe imediatamente nesse titulo.
No vencimento, o titulo retorna C - (1 + R"). Paga a divida de C - (1 + R) do

empréstimo e embolsa o lucro de C - (R”— R) sem correr riscos.

Em mercados dindmicos, a arbitragem acaba por eliminar as discrepancias
entre os precos, regulando assim os mercados. Quanto mais transparente o mercado
for menos oportunidades de arbitragem havera. Chega-se, assim a hipotese central

da teoria de avaliacao de derivativos, ou seja,

Hipotese de Auséncia de Arbitragem: nao ha ativos cujos precos possibilitem uma
transacao de arbitragem, isto ¢, uma compra e uma venda simultdneas com ga-

nhos com total auséncia de risco.
Se faz necessarias duas observagoes:

1. essa hipdtese € tedrica, pois na pratica € comum surgirem diferencas de precos
que geram oportunidades de arbitragem. Apesar que, na maioria das vezes, os

custos e taxas de transac¢ao torne-as inviaveis.
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2. essa hipdtese sera usada como método de precificagio e, também, como condi¢ao
de equilibrio de precos do mercado.

Assim, num mercado sem oportunidades de arbitragem, os pregos estao "cor-
retamente precificados", ou seja, os ativos estao com os "pregos justos".

Bassanezi (2011) afirma, em [BRC], que geralmente todo sistema real se torna
muito complexo ao se considerar todos os seus detalhes. Dai a necessidade de des-
cartar algumas informagoes para que o problema matematico seja tratavel, porém
sem perder a sua relevancia. Do mesmo modo, R. Bellman (1924-1985) resumiu
essa idéia:

E irénico que para compreendermos algo cientificamente precisemos lancar
fora informagdes. Isto acontece porque neste estigio de nosso desenvolvi-
mento intelectual nao somos capazes de lidar com uma ordem de comple-
xidade maior. Consequentemente devemos simplificar! (em [BRCI)

Entao para tornar o problema de precificar uma op¢do matematicamente tra-
tavel deve-se criar um modelo de mercado mais simples do que a realidade, mesmo
perdendo informagoes, porém sem perder as essenciais que o identifiquem com o
problema real. As hipdteses sobre o funcionamento desse mercado simplificado ou

mercado sem atrito serao:

1. Nao existem taxas, impostos nem tarifas de intermediacao para vender/comprar

ativos;

2. E possivel se comprometer a vender um ativo mesmo nao constando em sua

carteira atual (venda a descoberto);
3. Os ativos nao pagam dividendos;
4. Existe um ativo livre de risco, cujo rendimento é constante no tempo.

5. Em todos os momentos ha agentes interessados em comprar e agentes interes-

sados em vender os ativos considerados (os ativos tém liquidez);

Pode-se flexibilizar todas essas hipoteses conforme a conveniéncia do mo-
delo, pois todas sao "simplificadoras". De todas, a mais forte é a ultima que na

pratica pode inviabilizar o modelo, pois dependendo do ativo pode perder a vali-
dade.
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4.4. Modelo Binomial Uniperiédico

Para modelar o problema de precificar uma opg¢ao, além das hipdteses sim-
plificadoras propostas, sera necessario utilizar os conhecimentos apresentados no
capitulo [3] isto é, Matemdtica Financeira — secdo Probabilidade — secao e
Distribui¢ao Binomial — segao inicialmente para um modelo mais simples.

Conforme Souza(2007) em [SMOQ], para esse primeiro modelo, suponha que

todo contrato de opgdo tenha a duragao de apenas um tnico periodo, ou seja,

3 L t = 0 — assinatura do contrato
ha apenas dois instantes:

t = 1 — vencimento do contrato

Posto isto, para existir esse contrato sao necessario dois ativos:

1. Um ativo-objeto, intrinsicamente de risco, como por exemplo uma agao, cujo
preco oscila, aleatériamente, do seguinte modo: sendo Sy > 0 seu preco no

instante t = 0, no instante t = 1 sera:

) Sp-a “maximo”, com probabilidade p
1 =
So-b  “minimo”, com probabilidade (1 -p),

taisque 0<p<lea>b>0.

2. Um ativo livre de risco (aplicagao em titulos publicos, por exemplo) que rende
juros a uma taxa constante i por periodo. Logo, se este ativo tem o valor X no

instante t = 0, tera X - (1 + 1) no instante ¢ = 1.

Neste modelo o ativo de risco pode assumir somente dois valores, por isso é
chamado de modelo binomial uniperiodico.

Agora imagine que em ¢t = 0 um agente financeiro tome um empréstimo de
valor Sy (com corregao (1 +1i) a ser quitado no instante t = 1), para comprar um lote
de a¢des no mercado ao valor Sy. O saldo inicial é Sy — Sy = 0. Suponha que no
instante t = 1 a acao tenha sido corrigida pelo fator b ("minimo") de modo que o lote

seja vendido a Sy - b. Se
b>(1+1)=Sy)-b>Sy-(1+i)=Sy-b—-Sp-(1+i)>0,

0 agente quitaria o empréstimo e ficaria com lucro, isto é, haveria uma situagao
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de "ganhos certos” sem riscos, ou seja, uma arbitragem, que é proibido no modelo
e contrariaria o Principio de Equilibrio de Mercado, pois haveria uma transferéncia
continua de recursos. Entao, por absurdo, tem-se que b < (1 +1).

Em contra-partida, suponha que no instante t = 0 outro agente (por exemplo
um banco) “empreste” a quantia de Sy (com correcao 1+i a ser quitado no instante t =
1) ao Governo (titulos publicos sem riscos). Concominantemente, vende a descoberto

um lote de acdes por Sy, que em t = 1 valera S -a (fator "maximo" de correcao a). Se
l+i<a=Sy-(1+i)<Sp-a=>Sy-(1+1)—-Sp-a>0,

haveria outra situagao de arbitragem, pois o banco compraria as agoes por Sy - a fe-
chando sua posicao de vendido e ficaria com lucro. E pelo mesmo argumento chega-
se a um absurdo, logo (1 +1i) < a.

Assim, justifica-se uma primeira condigao:
b<l+i<a. (4.4)

Se dois agentes possuem a mesma quantia Sy no instante t = 0. Um agente
que aposta na valorizacao de uma determinada agao e o outro investe numa aplica-
cao isenta de riscos. O primeiro tem retorno esperado de S; = Sp-a-p+Sg-b-(1-p),
pois se trata de uma distribuicao binomial. Ja o segundo, S; = Sy - (1 + 7). Para que
nao surjam oportunidades de arbitragem e pelo Principio de Equilibrio de Mercado, o

lucro obtido pelos agentes deve ser equivalente, ou seja,
Sora-p+Sp-b-(1-p)=S5p-(1+1)
So-la-p+b-(1-p)]=So-(1+i)
a-p+b-(1-p)=1+1
a-p+b-b-p=1+i
(a-b)-p=1+i-b
Chegando-se a segunda condigao para um mercado equilibrado sem arbitragens:

1+i-
p= %bb' a probabilidade de maximo. (4.5)

Considere para efeito de modelagem que tratam-se de opgoes de compra (call),

do tipo européia, cujos ativos-objeto sao agdes, com vencimento em t =1 e prego de
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exercicio K. Para uma opgdo, cujo preco em t = 0 é C, pelas equacgdes (4.1)) e (4.2),

seu valor em t = 1 sera:

C,=Cp-a=max(Sy-a-K;0), com probabilidade p

C,=Cp-b=max(Sy-b—-K;0), com probabilidade (1-p).
(4.6)

Considere uma carteira como um conjunto de ativos do mercado. No pre-

C; =max(S; - K;0) =

sente modelo ha titulos (risco nulo) e agdes (evolugao temporal aleatoria). Pode-se
representar essa carteira por um vetor formado pelas quantidades de cada ativo em
poder do investidor, no caso o par (a,f). O valor Vr da carteira sera a-[preco do
titulo]+p-[preco da acao]. Supondo, sem perda de generalidade, que no instante
t = 0, o preco do titulo seja 1 e que o preco da acao é Sj, pode-se determinar as
variaveis (a e p) para essa carteira simule o comportamento da opg¢do, ou seja, para

que tenham o mesmo valor no instante t = 1, ou seja,
Vi=a-(1+i)+p-5;=Cy.

Como ha dois valores provaveis para S;, havera duas possibilidades para Cy:
a-(1+i)+p-So-a=C,
a-(1+i)+p-So-b=C,

Isolando « - (1 +7) nas duas equagoes deste sistema e igualando-as:

Ca—B-So-a=Cy=p-So-b

Ca—Cp=B-So-a—p-Sy-b

Ca=Cy=p-So-(a~b)

_ Ca_cb
b= So-(a-b)

Substituindo f na equacgao
a-(L+i)+p-Sp-a=C,

Ca_Cb

a(1+l)+m

-So-a:Ca
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. a_cb _
a-(1+i)+ p— a=C,
a (1+i):ca-cﬂ_cb-
a-b
C,-(a=b)—(C,—Cp)-a
(1 _ ~a a
a-(1+1) p—
_Cpra-Cy-b-Cyra+Cy-a
a-(1+i)= p—
o (1+l):Cb a—Ca-b
a-b
_ Cb a—Ca b
“(a—=Db)-(1+1)

Com esse resultado pode-se calcular o valor inicial da carteira replicadora:

Cb-a—Ca-b Ca_Cb

Va = . = .
0= @B S0 = T ) T Se-tach)
_ Cb-a—Ca-b Ca_Cb
o= oo+ T aso
_ Cb-a—Cu-b +(Ca—Cb)-(1+i)
07 (a=b)-(1+i)  (a=b)-(1+1)
V_Cb-a—Cu-b+(Cu—Cb)-(1+i)
0~ (a—b)-(1+1)
v Coa=Co b+ Cot Coi=Cp=Cyi
0~ (a—b)-(1+1)
1 Cp-a—C,-b+Ca+C,-i—Cy—Cp-i
Vo= ——
1+i a->b
1 (a—-1-1)-Cp+(1+i-b)-C,
Vo = :
0 1+i[ a-b ]
Vo= 1 [(a-1-i)-Co+(1+i-b)-C,]
07 1+ i a-b
1-p p
o —_—
1 a-1-i 1+i-b
Vi, = . . .
07 1+i ( a-b )Cb+( a-b )C“
Vo = ! [(1-p)-Cp+p-C,]
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recorrendo a (4.6),

Vo = [(1-p)-max(Sy-b—-K;0)+p-max(Sy-a—K;0)]

1
1+1
Denotando como valor esperado ou, simplesmente, esperanga a expressao

E[C;]=(1-p)-max(Sy-b—K;0)+p-max(Sy-a—K;0)

chega-se ao valor inicial para a carteira replicadora

1
Vo=—— E|C
)= ——ElCi]

1

Observe que o fator 1~

corrige o valor esperado da opgdo no instante t =1 (C;)

para o instante t = 0, sugerindo ser exatamente o valor da opgdo Cy, isto €,

1
Co=——-E[C], 4.7
0= 157 [Ci] (4.7)

o prémio ("valor justo") de uma opgao de compra européia. Se esta proposicao for
verdadeira deve satisfazer a condi¢ao de auséncia de arbitragem numa transagao
envolvendo uma carteira replicadora de valor V;; e uma opgao de valor C, no instante
t=0.

Por absurdo, suponha que Cy # V;. Ha duas situacdes a serem analisadas:
Co>Vye Cy< Vy:

1. Cy > Vy. Nessa situagao, um agente, que € um lancador, pode vender a opgao
por Cy, comprar uma carteira replicadora por V; e, ainda, aplicar em um titulo

o valor (Cy— Vp). Seu saldo inicial é

+C0—V0—(CO—V0): 0.

A luz da relagao (4.6)) temos duas possibilidades em t = 1:

S, > K O titular da opgao exerce o direito. O valor da opgdo é C; = max(S, —
K;0)=S,-K >0, que também ¢é o valor da carteira replicadora (C,). Nesta
condigao, o lancador compra a agao por S,, entrega-a ao titular pelo preco

de exercicio K, resgata o titulo, que rendeu (Cy — Vj) - (1 + i) e, finalmente,
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vende a carteira replicadora. Assim:

—S,+K+(Cy—Vp)-(1+1)+C, =
=-5,+K+(Co—Vp)-(1+1)+S,-K =
=(Co—Vpy)-(1+1)>0.

Que caracteriza uma arbitragem, logo, Cy <V

Sy < K O titular da opgdo nao exerce o direito. Portanto, C; = max(S;,—K;0) = 0.

Entao o langador tem uma opgdo que "virou pd" e o resgate do titulo:
(CO—Vo)'(1+i)+C1 :(CO—Vo)'(1+i)>O.

Outra arbitragem, confirmando que Cy < V.

. Cy < V). Suponha que o agente seja um investidor que possui um "portfoélio" de
acoes que seja uma carteira replicadora de valor V{). Ele vende essa carteira,
compra uma opgao por Cj e, a diferenca (Vy — Cy) aplica em um titulo. Seu
saldo inicial é

+Vo—Co—(Vo—Co)=0

Por (4.6) em t = 1:

S, > K O investidor exerce o seu direito de compra. Logo o valor da opgio é

C; =max(5,-K;0) =S, - K, que também ¢é o valor da carteira replicadora
(C,). Nesta condigao, ele paga o exercicio K, vende a acao por S,, resgata o
titulo, cujo montante é (Vy—Cy)- (1 +1) e, finalmente, recompra a carteira

replicadora:

—K+S5,+(Vo—-Cpo)-(1+1)-C, =
—K+S,+(Vy—-Co)-(1+i)—(S,—K) =
—K+S,+(Vo—-Cp)-(1+i)-S,+K =
(Vo—Cp)-(1+17)>0,

que também caracteriza o que é proibido, ou seja, uma arbitragem, logo,
Co = V.

Sy <K O investidor da opgdo nao exerce o direito. "Viram po" a opgdo e a

carteira replicadora original C; = max(S, — K;0) = V; = 0. O investidor
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"perde" o prémio, resgata o titulo, e teoricamente recompra a carteira re-

plicadora Cy:
(VO—Co)'(1+i)—Cb:(VO—CO)'(1+i)>O.

Confirmando que Cy > V.

Entao, se Cy < Vy e Cy >V, conclui-se que Cy = V.
Substituindo todos os parametros relativos ao instante t = 0 em (4.7) chega-

se a uma formula para o prémio de uma opgao de compra:

1
Co=—E[C
0= EIC]

Co = 111’ [(1=p)-max(Sg-b—K;0) +p-max(Sy-a—K;0)]

substituindo p pela equacao (4.5
1 a-1-i 1+i-b

=14 ( " )-max(SO-b—K;0)+(W)-max(So-a—K;O) (4.8)

Co

Observacao: esta formula partiu da premissa da total auséncia de arbitragem,
que em ultima analise, elimina totalmente o risco. Na realidade isto nao ocorre,
portanto a expressao da uma estimativa do valor da opgdo, pois se realmente ha
risco, esse valor deve ser minorado.

De qualquer modo, chegou-se a uma expressao que estima o valor de uma
opgao de compra a partir do valor S do ativo-objeto, da taxa livre de risco i, dos fato-
res de oscilagao a (maximo) e b (minino) do preco e do exercicio K, todos conhecidos

no instante t = 0.
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5 UM MobDELO DISCRETO

5.1. Introducao

A proposta deste capitulo é elaborar um modelo matematico para a preci-
ficacao de opgoes que seja pratico nao so6 para calcular o prémio de uma opgao, mas
principalmente, para impressionar os alunos do ensino médio pela sua simplicidade
de aplicacao, monstrando, assim, a importancia e, principalmente, a utilidade que
a matematica pode ter em suas vidas.

Primeiro serao formuladas algumas defini¢oes mais sofisticadas sobre cartei-
ras, estratégias e mercados. E com esses conceitos construir um modelo mais es-
pecifico chamado Modelo Binomial Multiperiodico ou Modelo de Cox-Ross-Rubinstein.
Que é um método relativamente simples, pois nao envolve conceitos de calculo di-

ferencial e integral, mas como afirma Sampaio (2004) em [SRM]:

O método por drvore binomial reproduz o movimento geométrico browniano

dos ativos-base por meio de discretizagao.

Simulando, assim, o comportamento aleatério ou estocdstico dos pregos, de forma
"digerivel" para o aluno do Ensino Médio.
Os calculos desenvolvidos neste capitulo foram adaptados do artigo "Mode-

los Matemadticos em Finangas: Avaliacao de Opgoes”, de autoria de Sérgio B. Volchan,

[VSB.

5.2. Variaveis do Modelo

Nesse modelo o tempo sera uma variavel discreta e com horizonte finito, isto
é,t€{0,1,2,...,T}, sendo T o horizonte (geralmente a data de vencimento da op¢ao).
Para uma formulagao matematica mais rigorosa serao necessarias varias de-

fini¢Oes, a comegar pela seguinte...
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5. Um Modelo Discreto

Definicao 2 Uma classe de subconjuntos de (), representada por F, é denominada

uma élgebr se satisfaz as seguintes propriedades:
1. Qe F;
2. Se Ae F,entao A € F;

3. Se Aj e F,i>1,entao
N
j=1

Denotando por S; o valor de uma a¢ao numa bolsa de valores na t-ésima
unidade de tempo, pode-se representar sua evolucao por uma familia de variaveis

aleatorias {Sy, Sy,... St} indexadas pelo parametro discreto t € Z,..

Defini¢ao 3 Dado um conjunto de indices I = {0,1,2,...,T}, um processo estocas-
tico indexado por I é uma colecao de variaveis aleatorias {S; : t € I} sobre o espago
de probabilidade (Q, F,P} assumindo valores em um conjunto S. O conjunto S é

chamado espago de estado do processo.

Defini¢ao 4 Uma func¢ao P, definida na dlgebra F de subconjuntos de () e com va-

lores em [0,1], € uma probabilidade se satisfaz as condigéeﬂ

2. Para todo subconjunto A € F, P(A) > 0;

3. Para toda sequéncia Ay, A,,... ,A]-, --- € F, mutuamente exclusivos, tem-se

N N
Pl Jaj|=) P&y
j=1 j=1

Para uma evolucao aleatéria de precos, identifica-se neste espaco de proba-
bilidade (Q), F, P):

e () é um conjunto finito cujos elementos representam os possiveis estados do

mercado;

» F representa a informacao disponivel no mercado na forma de eventos;

No caso de N tender para o infinito (N — o), trataria-se de uma algebra fechada sob unides
enumeraveis denominada o-algebra.
2adaptagido dos Axiomas de Kolmogorov. Ver defini¢io de probabilidade em [MMN]]
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5. Um Modelo Discreto
» P ¢é a probabilidade objetiva sobre (2, de modo que

P({w))>0, YweQ. (5.1)

A historia é registrada através de uma familia crescente de sub-algebras F,
A, FA,...,Fr, tal que
FoCHCHC-CFr=F,

onde Fy = {0,Q} e F é a colecao de todos os subconjuntos de Q). Nessa interpretacao,
JF; contém toda a informacao disponivel até o instante .
Considera-se que no mercado ha d + 1 ativos negociaveis representados no

instante t pelo vetor de pregos:
S, =(82,8},82,...,89) e RI*1, (5.2)

onde SZ € o pre¢o do j-nésimo ativo no instante f.

Sendo o preco uma variavel aleatoria no tempo, S; sera um vetor aleatorio de
dimensao (d + 1), isto é, cada 5{, para j =1,2,3,...,d é uma variavel aleatéria. De
modo que {St}tT:0 seja um processo estocastico adaptado ao filtro F, ou seja, S; € &
parat=1,2,3,...,T. Assim, F; contém toda a “histéria” do processo até o instante .

Ja para S? atribui-se a um ativo sem risco (por exemplo, titulos do tesouro
direto). Para efeito de simplificacdo define-se SJ = 1 e usando a expressdo de fator
de dgio para a taxa constante i,

S =(1+i)"-8). (5.3)

O objetivo do investidor € a protecao contra riscos objetivando o lucro, que

consiste em aplicar uma estratégia de compra e venda dos ativos em uma carteira

(ou portfdlio).
Definigdo 5 Uma estratégia de investimento é um processo estocéstico 6 = {6},
de vetores
0,=(0°6!,02,...,0% c RH! (5.4)
dito predizivel quando
0} € %

para j=0,1,2,...,d X
0l e Fi_y
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Observacoes:

1. O vetor 6, representa a posicao da carteira no instante t. 9{ € a posic¢ao no j-
ésimo ativo nesse instante t, ou seja, a quantidade do ativo j que o investidor

tem (positivo), nao tem (zero) ou tomou emprestado (negativo).

2. Ser predizivel significa que toda alteragao na carteira em um certo instante ¢

depende das informacgdes disponiveis até o instante t — 1

Em um instante ¢ o saldo financeiro para um determinado ativo j sera o pro-
duto entre a quantidade daquele ativo 9{ e seu valor Sf . Pelo fato do preco SZ das
acoes ser um processo estocastico, o valor total da carteira também sera. E para
te[0,T]:

d
Ze{-s{:«aps» se 1<t<T
Vi(0) = i=0 (5.6)

(01,S0) se t=0
E aceitavel que o valor de uma carteira dependa exclusivamente dos precos
de seus ativos, pelo menos em relagao ao tempo. Partindo dessa premissa, pode-se
determinar uma importante condicao para uma determinada classe de carteiras que

servira como hipotese de mercado. A variacao total do valor da carteira entre os

instantes t — 1 e t é dado por:

AVy(0) = V(0) - V;_1(0)
= (04, 51) —(01-1,S5¢t-1)
=01, 51) =01, St-1) +(01, S1-1) =011, S1-1)
=04, S = St-1) +(01, St-1) —(01-1, S4-1)

Para obter a dependéncia desejada,
AVy(0) = (0, ASy) (5.7)

basta fazer
<9t1 St—1> - <6t—1’ 5t—1> =0

ou, simplesmente,
<6t1 St—1> = <6t—1’ St—l)-

Qualquer estratégia {Qt}tho que satisfaca esta condi¢ao no intervalo 2 <t < T é cha-

mada de auto-financidvel.
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A interpretacao no modelo é que numa estratégia auto-financidvel nao ha fluxo
de capitais, como por exemplo: dividendos, juros de capital proprio, taxas de custo-
dia, impostos e custos de transacgao, etc...e que “sempre” ha ativos cuja combinacgao
consiga manter o valor total da carteira.

Da condigao de auto-financiamento (5.7), pode-se obter uma expressao re-
cursiva no tempo para o valor de uma carteira:

AV(0) = (01, AS;)
Vi(0) = Vi1(0) = (61, AS;)
Vi(0) = V;-1(0) + (01, AS;)
Vi-1(0) = Vi_2(0) + (011, ASt1)

Vi2(0) = Vi_3(0) +(0;_2,AS;_»)

Vi(6) = V(0) +(61,AS,)

Da soma telescopica, obtém-se:

t
Vi(0) = Vo(0) + ) (61,ASy), (5.8)
k=1

para0<t<T.
Denotando por S, o valor desagiado, isto €, o valor dos precos dos ativos no
instante t referenciados ao instante 0 aplicando (5.3)) e (3.3)) define-se:

Do mesmo modo, para o valor total da carteira:

= 1

Vt(e) = m : Vt(e)

Substituindo essas ultimas identidades na equacgao (5.8 chega-se a outra for-

mula decorrente da condicao de auto-financiamento:

t
V(0 )+ Z O ASE). (5.9)
k=1
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para0<t<T:

5.3. Viabilidade do Mercado

Nesse novo contexto deve-se precisar o conceito de arbitragem. Para tal, essa
definicao deve sintetizar duas idéias: possibilidade de lucro, simultaneamente com
isencao de risco. Uma tUnica situagdo que contempla isto é um investidor sem di-
nheiro ter probabilidade nao nula de obter lucro. Matematicamente, isto é formali-

zado pela

Defini¢ao 6 Uma arbitragem é uma estratégia 0, auto-financiavel, que satisfaz:
1. P(Vp(0)=0)=1;
2. P(Vp(0)>0)=1; P(Vp(6)>0)>0;
Com essa defini¢ao, pode-se melhorar a

Hipotese de auséncia de arbitragem: Para toda estratégia 0, auto-financiavel, se
P(Vp(0)=0)=1eP(Vy(6)>0) =1, entao P(Vy(0)=0) = 1.

Em outras palavras, se um investidor possui uma carteira no instante inicial
(t = 0) de valor nulo, mesmo que nao seja proibido essa carteira ter algum valor no
instante (¢t = T), seu valor continuara a ser nulo. Usando um jargao do mercado:

“nao ha almocgo de graga”.

Defini¢ao 7 Um mercado onde ndo ha oportunidades de arbitragem é chamado de

Mercado Viavel.

O Principio do Equilibrio, mencionado na se¢ao 4.2}, pode ser justificado como
consequéncia logica do comportamento de processos chamados de martingais, onde
a melhor previsao de uma variavel aleatdria, acerca de seu valor futuro, é o valor

atual desta variavel. Formalmente, E(X; | %) = X;, para s < t. Ou, de outra forma:

Definicao 8 Um processo estocastico S = (S;,t > 0) é definido martingal com res-
peito ao filtro ( F, t > 0) se:

1. E(| S;]) < oo parat>0;

2. S éadaptado a F;
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3. E(S¢41 | F)=S; parat>0.

Particularmente, algumas propriedades de martingais serao muito Gteis neste
trabalho:

1. A soma de martingais é um martingal;
2. {Vi}t0 € um martingal se, e somente se, E(Vy,;j | F)=V; (P q.c.ﬂ Vi, t>0;
3. E(V,) = E(V,), Vt> 0.

A propriedade martingal é sempre definida com relagao a um conjunto de in-
formacoes (algebra ou o-algebra) e com relagao a uma distribuicao de probabilidade
(ou medida de probabilidade). Se o conjunto de informagoes e/ou a distribui¢ao de
probabilidade for alterado, o processo que era martingal pode deixar de sé-lo. Do
mesmo modo, um processo que nao era martingal pode-se alterar sua distribuicao de
probabilidade e torna-lo martingal. De qualquer modo, na precificagao de opgdes é
sempre conveniente dispor de processos que sejam martingais, pois o calculo do va-
lor esperado condicional de um processo martingal é relativamente direto, tornando a

precificagao uma tarefa mais facil.

Defini¢ao 9 Sao equivalentes as probabilidade P* e P quando P(A) = 0 se, e somente
se, P*(A) = 0, para todo evento A € F, isto é,

P(A)=0<= P*(A)=0, paraYAeF.

No modelo proposto, P* sera equivante a P se, para todo w € Q, P*({w}) > 0 (de

acordo com (5.1))).

Teorema 5.1 Um mercado é viavel se, e somente se, existir uma medida de probabilidade

P* equivalente a P de modo que os pregos atualizados dos ativos sejam P*-martingais.

—_

Demonstragao: (<) Se o processo {S;} é uma P*-martingal, entdo para toda estra-
tégia auto-financiavel 6, V,(0) também serd uma P*—martinga Entao, partindo
de

— 1
Vt(e) = m : Vt(e)
—~ 1
Vo(0) = v Vo(6)

3Probabilidade "quase certa”.
“Veja a prova no Apéndice A.3.
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70(0) = 1 Vo(©)
Vo(0) = Vy(0),

chega-se a
E*[V,(0)] = E*[Vo(0)] = E*[Vo(6)].

Pela equivaléncia entre P e P* e supondo P*(V1(6) > 0) = 1, segue que,

P(Vo(0)=0)=1= P*(V,(0)=0)=1
= E*[V(0)] = 0 = E*[V(0)] = 0
P*(Vr(0)=0)=1=P(Vr(0)=0)=1,

mostrando que 6 nao é uma arbitragem, logo o mercado é vidvel.

(=) Ao considerar o espago amostral finito, QO = {wy, wy,...,w,,}, cada va-
riavel aleatéria X sobre Q) pode ser indicado por um vetor m-dimensional de seus
valores: X ~ (X(w1), X(w3),... X(w,,)), Desse modo o espago W composto de todas
as variaveis aleatorias sobre () € identificada com o espago R™.

Considerando os seguintes subconjuntos de R™:
V={XeW:360 auto-financidvel, V4(0)=0 e X=Vy(0).

V € o conjunto formado pela variavel aleatoria X € W C IR tal que existe um estra-
tégia 6 de modo que o valor da carteira depende tnica e exclusivamente dos precos

dos ativos, tendo como valor inicial zero, e
K={XeW: Vo X(w)=0 e E(X)=1}

KC é o conjunto formado pela variavel aleatéria X € W C R tal que o valor de X é
nao negativo e seu valor esperado é 1.

Observe que K é compacto convexo e V é subespaco vetorial. Se o mercado é
viavel, entao KNV =0 (nao ha oportunidades de arbitragem).

Essa condi¢ao se enquadra no Teorema de Minkowski (apéndice A.2), logo
existe um funcional linear /(-) sobre W tal que:

VXeV, €(X)=0
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VX ek, £(X)>0.

Isto é, existe uma sequéncia {A(w)},ecq de nameros reais, de modo que:

VX = Vr(0) eV, Z Mw)X(w) = 0. (5.10)

we)

e
VX e K, Z Maw)X(w)> 0

Desta desigualdade, obtém-se que Yw € () e A(w) > 0. Agora escolhendo

X(w) = F%i “(1)p=w;» onde p; = P({w;}), com i = 1,2,...,m. Entao, P* definida por

AMw)

Pl = @)

>0,
é uma medida de probabilidade equivalente a P. Falta mostrar que P* é uma me-

dida de martingal. Lembrando que

Pode-se construir um processo {6?};[:0 para qualquer processo predizivel {(0},...,0 )}tT:o
tal que O = {(0°,0},...,6¢ )}tT:0 seja uma estratégia auto-financidvel com va-

lor inicial nulo.

Assim, escolhendo 98 = 0(e %) e para t > 0 definindo 82 de modo que satisfaca a

condi¢ao de auto-financiamento (5.7 com valor inicial nulo:

t
V(0)=00+0] S} +--+0f -5 =) (0} - AS] +---+67-ASY).
j=1

obtendo,

t—1
_ . _
0" = § (6] -AS] +---+ 67 -AS") +[-6; - S} | —---—07 -5 ],
j=1

concluindo que 6? e Fq.
Assim, a equacao (/5.8) serad valida para toda estratégia auto-financiavel, in-

clusive para as do tipo acima construida. Logo, por (5.10),

T

Z<9j’A§f >

=1

0=E*[Vr(0)] = E*
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5. Um Modelo Discreto

para todo processo predizivel {(6],...,0¢ )}L,- Em particular, vale para o processo

ok 0, se k=i

] i .
¢;, se k=i

de modo que (j); € Fi1. Logo, parai=1,2,... d e toda sequéncia predizivel {(j)i}tT:O,

chega-se a
T . .
E*|) ¢iaSi| =0,
j=1
o~ . . /\l T 7 * .
e, pela proposu;ao implica que {S;},_, € um P*-martingal. O

5.4. Completude do Mercado

Para precificar ativos de um mercado € necessario a hipotese de completude,
que apesar de restringir a realidade e, ao contrario da hipotese de auséncia de arbi-

tragem, é dificil de justificar. Porém, facilita muito os calculos.

Defini¢ao 10 Considere uma variavel aleatoria X € Fr. Quando existe uma estraté-

gia auto-financiavel 0 tal que

essa variavel X é chamada duplicavel.

Defini¢ao 11 Quando toda variavel aleatéria X € Fr de um mercado é duplicavel,

esse mercado é chamado de completo.

De outro modo, se o mercado é completo, toda variavel aleatéria mensuravel

é, em geral, da forma

X =

d
05 - Sk =<0r,S7 >

i=0

para alguma estratégia auto-financiavel 6. Ou, também,

T
X = — —~
—5 = Vr(0) = V,(0) + § <O0,AS >,
t=0

O préximo teorema fornece uma caracterizacao de mercado viavel.
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5. Um Modelo Discreto

Teorema 5.2 Um mercado vidvel é completo se, e somente se, existir uma tinica medida
de probabilidade P*, equivalente a P, de modo que os pregos atualizados sejam martin-

gais.

Demonstragao: (=) Supondo que o mercado é completo, considere P; e P, proba-
bilidades equivalentes a P, de tal modo que os precos atualizados sejam martingais.
Pelo corolério {Vt(e)}tho também é um martingal. Pela defini¢ao de completude,

para todo X € Fr, ha uma estratégia 6 auto-financiavel de modo que

X —
— = o).
S,?« T( )

Logo, pela propriedade de martigal tem-se que
E; [V1(0)] = Bs[Vo(0)] = Vo (6) = Vo (6),

onde E; é a esperanca em relacao a distribuicao P, i=1,2. Repare que toda varia-

vel aleatoria mensuravel com relacao a F; = {0,()} é uma constante. Assim,
E1[XIS(0)] = E2[XIS3(6)),
para toda X € Fr. Particularmente, para X(w) = 14(w), com A € Fr, tem-se
P{(A)=P,(A), VAeFr.
Logo
P, =P,, sobre Fr=F.

(<) Por absurdo, considere um mercado viavel, porém incompleto: nao ha-
vera unicidade de probabilidades.

Pela incompletude, ha pelo menos uma variavel aleatéria Fp-mensuravel nao
duplicavel. Ou seja, sendo W o conjunto de todas as variaves aleatérias em (Q, F),

o conjunto

T
8:{Xe]—"T:X:U0+Z<6t,A§t>;UOe}"o,Qte]-"t_l,tZ1}
t=1

é um subespaco estrito de W.

Para essa variavel aleatéria nao duplicavel, seja uma probabilidade P* em
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5. Um Modelo Discreto

(Q, F), considere o produto escalar em W definido por
(X;Y) = EX(XY).

Desse modo, ha uma variavel aleatéria X que nao é identicamente nula e que
é ortogonal ao subespaco £. Como essa variavel aleatéria identidade pertence a &,
chega-se a
E*(X) = 0.

Considerando a fungao de conjunto sobre (€}, F) definida por

X(w)

P ({w)) =1+ X1

) P*({w}),
onde ||X||oo = MaX(yeQ) |X(a))| > 0.
Verifica-se que P** é uma probabilidade sobre (QQ, F). De fato, como
X(w) _ 1

+ 2~
2l|Xles — 2

>0,

segue que P**({w}) > 0. Além disso,

o ( ok X(w) s ~ 1 .
P weZQP () eZ( S () = L e B = 1

Repare que P**, por construcao, é equivalente mas distinta de P*. Portanto,
falta mostrar que, se P* é uma probabilidade equivalente a P e tal que {/S\}tT o €
um P*-martigal, entdo {S;}T_, ¢, também, um P**-martigal. Assim, para qualquer

{Qt}t:O previsivel,

T

Z<9t’A§t >

t=1

T

Z<9t,A§t >

t=1

T

XZ<9t,A§t>

t=1

E** = E* + E* =0.

2[|Xloo

onde o primeiro termo é nulo, pois {S, }I, é um P*- martlgal e o segundo também é
nulo pois X é ortogonal a £. Logo, pela proposicao . 0 ¢ um P**-martigal.
O
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5. Um Modelo Discreto

5.5. Precificacao

Com as hipoteses de mercado viavel e completo todo ativo X € Fr pode ser
precificado. Sendo X duplicavel, existe uma estratégia auto-financiavel 6 de modo
que X = Vr(6), ou
X Vr(0). (5.11)

Sendo P* uma medida de martigal equivalente, para 0 <t < T, VT(Q) tam-
bém é um P*-martigal. Assim, usando a propriedade martigal e aplicando o valor

esperado na equagao (5.11)), obtém-se

X —~

E[—O] =EB*[Vr(0)] = V4(0),
St

Desse modo, o preco do ativo X no instante t = 0 € V(6). Em outras palavras, o

custo de X é o valor pago hoje numa carteira que permita duplicar o prego de X no

futuro. Em geral pela propriedade de martigal, o valor atualizado da carteira é
V,(6) = B* [Vr(0)lA]

ou seja,
0 x| X
Vi(0)=5{-E [—olﬁl
St
sendo V;(0) o preco do ativo X no instante ¢.
Por essa féormula pode-se calcular o preco C; de uma opgao de compra européia
sobre o ativo de risco S} para X = max(S} -K;0) = (S} —K)*, onde, denota-se a parte

positiva de A por (A)". Desse modo:

SL_K)*
) ]_u B[R G2

1 ater| ST
Cr=(1+i)E [ (1+i)T |5 | = 1)

analogamente, o prego P; de uma opgdo de venda européia:

! E*[(K-sp)1A].

P=—
T+

Nestes dois casos, 6 é uma estratégia de cobertura para o langador da opgao.
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5. Um Modelo Discreto
Repare que

(S+—K) =St —K+(K-S1)" = (S} —K)" = (K-S})" = S1 - K.

Assim 1 1
ct—Pt:mE*[(s} R —)E*[(K St
Ci-P= {E*[ K)'|I7]-B*[(K-S1)* m]}
ComP= i (B (51 - 50" - (e - 517
Ci—P = #{E*[(S} —K)|J-;]}
Ci=P = e [5HA] - (K17

1 1
Ct_Pt = W{ST—K}

Obtendo, assim, a chamada paridade call-put:

1

_cl
Ct_Pt_St —WK,

que relaciona os precos das opgoes de compra (call) e venda (put) do mesmo ativo.

Com isto, basta avaliar um tipo para obter o outro.

5.6. O Modelo Binomial Generalizado

Pode-se aplicar os resultados da se¢ao|5.5|anterior para, generalizando o mo-
delo binomial uniperiédico da se¢ao[4.4} construir o modelo de Cox-Ross-Rubinstein,
também chamado modelo binomial multiperiddico.

Neste modelo o mercado é composto por dois ativos:

1. Ativo livre de risco, que rende juros constantes i > 0, com valor inicial 1. Assim

seu valor no instante t € {0,1,2,..., T} sera SO (1+1)".

2. Ativo de risco, cujo valor no instante ¢ + 1 é recorrente ao seu valor no instante
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5. Um Modelo Discreto

t do seguinte modo:
St -a
S;-b

St+1 =

onde 0 < b <aeSy,>0. Em outras palavras, o valor do ativo pode subir ou
descer em relacao ao valor do instante anterior de forma aleatéria obedecendo

uma certa distribuicao. Seu preco atualizado sera dado por S, = ﬁ - S;.

O espaco amostral de estados QO = {b,a}T é composto de T-uplas represen-

tando os valores sucessivos de Sg*tl ,ondet=0,1,2,...,T—1, ou seja, as altas e baixas
sucessivas a partir do valor inicial até o valor final. Repare que #Q = 27. Como

exemplo, sendo w € Q) poderia ser
w=(b,a,a,a,b,b,a,b,...,b,b,b).

E como cada w € Q) fosse um possivel processo de evolugio dos pregos do instante
t =0até t =T. Ou, de outra forma, a trajetéria do nodo inicial até um dos nodos

finais de uma arvore binomial recombinante, conforme a figura

(T.T)
(T.T-1)
P
T . Ty (1)
. . & 8
[ ]
g . .
. %
¢ (12
.
v (T,1)
. . ] - - . & @ --l--H{Tr”)
D 1 2 T-1 T

Figura 5.1.: Arvore de T periodos.

Por exemplo, um processo w € () com k a’s e T —k b’s corresponde a uma
Unica trajetoria (ou rota) de sucessivas k altas e sucessivas T — k baixas, conectando
o nodo 0 ao nodo (T,k), de acordo com a ordem especificada pelo vetor w. Desse

modo, o preco final do ativo sera Sp(w) = Sy -a* - b7,
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5. Um Modelo Discreto

Agora definem-se F = P(Q) e o filtro natural % = 0(51,S,,...,5;) (F =
{0,Q2}). Desse modo a base probabilistica do modelo é dada por (Q2, F,{#,0 <t <
T},P), com P({w}) > 0 para Yw € Q) (entdo, P é tinica com excec¢des de equivaléncias).

Seja a colegao de variaveis aleatorias

S
{Rt}thl, onde R,=—.
Si-1

Entao para w = (w1, wy,...,wT), chega-se a
P({a)}) = P(Rl = C()l,RZ = wWy,.. .,RT = O)T).

Isto é, a medida P fica totalmente determinada pela distribuicao do vetor
aleatorio (Ry,Ry,...,R7). Sendo F; = 6(R1,Ry,...,R)).

A seguir sera mostrado como determinar uma expressao para o valor de uma
opgdo de compra européia no instante t de um ativo de risco com prego de exercicio K

e data de vencimento T.
Lema 5.3 O processo aleatério (:S\t)tTZO é um P-martigal se, e somente se,

E[Ri1|F]=1+i, para t=0,1,...,T-1.

Demonstragao: Basta seguir as equivaléncias:

E[é\t+l|~/ft] = é\t < E[é\t+1/§t|]:t] =1
© E[Ry /(1 +1)|F] =1

Lema 5.4 Se o mercado é vidvel, entdo b<1+1i < a.

Demonstragao: Se o mercado é viavel, pelo teorema existe P* equivalente a P
de modo que (g\t)tT:O seja um P*-martigal. Pelo Lema

B[Ry 1|F]=1+i.

entao,
E[Rt+1] = 1 + i.
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5. Um Modelo Discreto

Como R, s6 assume os valores de a ou b com probabilidade nao nula, segue
que
b <E[Ri 1] <a.

Assim supondo que b <1 +i < g, define-se p = 1;1217

Lema 5.5 O processo aleatorio (’S:)Zzo ¢ um P-martigal se, e somente se, as varidveis
aleatorias Ry, R,,..., Ry sdao independentes e identicamente distribuidas (IID) com P(R; =
a)=p=1-P(R,=D).

Demonstragao: (<) Suponha que Ry, R,,..., Ry sejam IID’s com
P(Ri=a)=p=1-P(R;=b), t=1,2,...,T.
Segue que
E[R;11%] = E[Ry1] = pa+ (1-p)b=b+pla—b) = 1+i.
(=) Suponha que E[R;1|F]=1+i,parat=0,1,...,T —1. Como

Riyy=a 1R, =a) + b 1R, =b)

chega-se a
a- E[l{Rlea}l‘E] +b- E[l{RtH:b}lﬁ] =1+1. (513)

Por outro lado,
E[1(g,, =)l 7] + E[1ig,, =[] = 1. (5.14)

E das duas identidades anteriores, (5.13) e (5.14), chega-se a
E[lig,, =qlfil=p e E[lg, ,=pnlf]=1-p.
Aplicando indugao prova-se que, para todo w; € {b,a},
T
P({a)}) = P(Rl = a)l,Rz = C()z,...,RT = a)T) = ]_[pt]
t=1

onde p; = p (respectivamente 1 — p) para w; = a (respectivamente b). Ou seja, as R;,
parat=1,2,...T sao IID com P(R; = a) = p. O

Desse modo, de fato, o mercado é viavel e completo neste modelo. Esco-
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lhendo P* tal que Ry, R,,..., Ry sejam IID com peso p, segue que (S, )tT o € um P*-

martigal (viabilidade). E também, escolhida uma distribui¢do de (Ry,R,...,Rt), P*

fica completamente determinada (completude).

Proposicao 5.6 Seja P* a medida equivalente a P com respeito a qual (S )T o Seja um
martigal. Assim, no instante t o valor de uma opgao de compra modalidade européia

com prego de exercicio K e vencimento no instante T é dado por:

T-t

1+1Tt —t ] ]‘ pl-(1=p)T71 (S - al - BT KT
:0

.

Demonstragao: Repare que

STZSt-(SHl) (St+2) . ]_[ R

S S S
t t+1 T— 1 j=t+1

Observe que S; € F e Z R; éindependente de F;. Pelarepresentacao S; = Zx 1ys,=x),
j=t+1 x
onde x varia sobre o conjunto (finito) de valores da variavel aleatoria S;, e pela for-

mula (5.12), obtém-se:

C = ]_[R ~K)*|7]
(1+1 iel
1 *
X j=t+1

1 * k +
:WZI{SF’C}'E [(x- ]_[ R;-K)"]

j=t+1

T
Para calcular o valor esperado, observe que a variavel aleatéria Y = ]_[ R;
j=t+1
tem distribuicao binomial:

(T - t)') f T (1= p),

P*[Y =Tt bf] =T
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paraj=0,1,..., T-t. Logo,

]_[RK

j=t+1

(T (T-
(T—t=j)jt!

]‘ pT t=j . (1 _p)] . (x.aT_t_j . b] —K)+. (515)

Representando a féormula por f(x), chega-se a expressao para o valor de uma

opgdo de compra no instante t:

C = 1+1Tt215t - flx 1+th f().

O
Em particular, fazendo t = 0, obtém-se o prémio da opg¢ao:
T
_p). aT=i byt
1+ZTZO, ], pT T (1=p) - (Sg-a" T b - K)F, (5.16)
]:

que é uma funcao do valor inicial Sy do ativo, da taxa de juros i, do preco do exer-
cicio K, da duracao T do contrato, e das razoes a e b de alta e baixa do ativo e da

propabilidade de alta p.
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6 UM MobeELo CONTINUO

Em 1973, Robert Merton ("Theory of Rational Optin Pricing”) e, independen-
temente, Fischer Black e Myron Scholes ("The Pricing of Options and Corporate Lia-
bilities”) publicaram artigos que descreviam uma teoria de aprecamento de opgdes
baseados nos conceitos de prego justo e cobertura, obtendo assim a Equagdo de Black-
Scholes. Esses trabalhos foram imediatamente aceitos pelo mercado. Sua importan-
cia é mensurada pelo Prémio Nobel de Economia concedidos aos autores em 1997.

Este capitulo traz um pequeno apanhado de conceitos que culminaram com
os trabalhos citados. Procurou-se seguir o processo historico. Assim é apresentado
um caminho mais sofisticado para a precificagao de opgoes. Com isso pretende-se
fornecer um breve resumo do assunto para o professor da graduacao. Grande parte
deste capitulo é baseado nas Notas de Aula da disciplina "Introdugdo a Econofisica”

de responsabilidade do Prof. Reginaldo de Jesus Napolitano, do Instituto de Fisica
de Sao Carlos,[NR]].

Figura 6.1.: A "famosa" equagao de Black & Scholes.
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6.1. O modelo de Bachelier

Movimento aleatorio em uma dimensdo. Considere uma particula que pode
deslocar-se somente no eixo x, em passos de tamanho ¢ fixo, nos dois sentidos. Su-
ponha que a particula inicie seu movimento na origem e, a cada passo, tem probabi-
lidade p de ir no sentido positivo, alterando sua posicao de +0, e probabilidade g de
ir no sentido negativo, mudando sua posi¢ao em -0, de modo que p+¢g = 1. Como
as probabilidades p e g sao sempre as mesmas, o sentido de cada passo da particula
independe de seus passos anteriores. Portanto, o valor esperado do deslocamento x;
do i-ésimo passo €

E(x;) = po+q(-0) = (p—9)o,

independentemente de i. Apds n passos, a particula tera a posi¢ao X,, obtida pela

soma de todos os n deslocamentos:
Xp=x1+x2++Xx,.

Devido a independéncia de todos os passos, o valor esperado da posi¢ao da particula

apoOs n passos é:
n

E(X,) = E[in] = iE(xn
i=1

=1

E(X,) = n(p—q)o. (6.1)

Sendo a variancia dada por var(X,,) = E(X?) - [E(X,,)]?, falta calcular

o
E(X2) =E (in]
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Como os passos sao todos independentes,

Assim,

onde

E como

pois
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Assim

n n-1 n
var(X,) = ZE(XZZ) + 2Z Z E(x;x;) - [E(X,)]?
i=1

i=1 j=itl

-1
8+ 2l(p - o D -
=1

=nd> + (n—1)n[(p - 9)8)* - n*[(p — 9)0]°
=no*> —n[(p—q)o)
=n5> —n(p® - 2pq +¢%)o*

[n(p—q)5]?

n

=nd*(1-p® - q”+2pq)
Sendo p + g =1, segue que

p*+2pq+q*=(p+q)’=1
e, portanto,
1 —p2 - q2 =+2pq.

Logo,
var(X,) = 4pqn52. (6.2)

Limite continuo do movimento aleatorio. Considere que a particula pode
mover-se continuamente, ou seja, 9 — 0, e em cada passo infinitesimal ainda tem
probabilidade p de andar +96 e probabilidade g de andar —6. Seja, entdo, u(x,t) a
probabilidade da particula estar na posi¢ao x no instante . Supondo que a particula

da r passos por unidade de tempo, o intervalo de tempo A entre dois passos sera

A==
;

e quando A — 0, no limite continuo, r — oo e. De qualquer modo pode-se afirmar

que o numero de passos no instante t é
n=rt,

e, também, o instante de tempo ¢ é
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Com isso, pode-se dizer que, depois de n passos, a particula tem probabilidade
u(x,t) de estar em x = X,,, no instante t. No passo seguinte, que ocorre no instante

t+ A, a probabilidade da particula ir para a posicao x é dada por
u(x,t+A)=pu(x—0,t)+qu(x+0,t).

Interpreta-se essa equagao da seguinte maneira: a probabilidade da particula ser
encontrada na posicao x e no instante t + A dependera dela ter vindo da posicao
x — 0, tendo se deslocado +0, ou da posicao x + 9, tendo se deslocado —o. De qual-
quer modo, a particula estava la no instante f. No primeiro caso, a probabilidade da
particula estar na posi¢ao x — 0 no instante t, anterior a t + A, é u(x —0,t) e a proba-
bilidade de se deslocar de +0 é p. Assim, a probabilidade da particula ter vindo de
x—0 € pu(x—9,t). Analogamente, no segundo caso, a probabilidade da particula ter
vindo de x+ 6 é qu(x+9,t). Finalmente, como em t+ A a particula pode ter vindo de
x—0 ou de x — 9, segue que a probabilidade dela estar em x é a soma de pu(x—9,t)
com qu(x+9,t).

Fazendo o deslocamento infinitesimal, ou seja, tomando os limites 6 — 0 e
A — 0, pode-se expandir a expressao acima em série de Taylor para as variaveis o e

A:
du(x,t)

ot
du(x,t) b_z %u(x,t)

u(x, t+A)=u(x, )+ A +0(A?),

_ _ _ oTulx,t) 3
u(x—0,t) =u(x,t)—0 P + o2 0(07),
) du(v,t) & Pulxt)
B u(x,t) o u(x,t 3
u(x+6,t)—u(x,t)+5 ox +77+O(5 ),
dando:
du(x,t) N du(x,t) 6% %u(x,t) 3
u(x,t)+ A pT +O(A7) = pu(x,t)—pod o +p77—0(p5 )
du(x,t) 6% 9%u(x,t) 3
+qu(x,t)+qo Ep +q77+0(q6 )
isto é, S
du(x,t) 2 du(x,t) 67 d7u(x,1) 3
A= =+ 0 =(q-po— =+ 5 —— 5 +0Ol[(q—p)o’].

Dividindo os dois membros da equacao por A, chega-se a:

Julx, 51 9ulx, 82 92u(x, 53
”g; t>+o<A>=[<q—p);] ua(it)%?%*o[(q‘p)fl' (63}
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Observe que o quociente % ¢ indeterminado no limite.
Seja p o valor esperado do deslocamento da particula por unidade de tempo.

Assim da equagao (6.1)) segue:

E(X,) n
p=—r—=7P-90=r(p-q)o,
chegando a
0
=(p—q)—. 6.4
p=p-a)y (6.4)
Seja 02 a variancia do deslocamento da particula por unidade de tempo. Por-

tanto, do mesmo modo, segue da equacao (|6.2):

;2
0% =4dpqrd® = 4pq%. (6.5)

Para caracterizar o movimento aleatério continuo através dos pardmetros y e 02 é

necessario encontrar valores para p e g de modo a satifazer as seguintes relagoes:

0
lim (p—q)~ =
Jim (P -y =

2
lim 4pg— = o2,
a0 P4y =9

2

sendo que y e 0° sdo quantidades finitas e fixas. Elevando a equacao (6.4) ao qua-

drado, chega-se a:

2 20?
p=p-9) je
52 62
= (p*+4°) 35 - 2pi5
Usando a equacao (6.5)), vem:
6% o?
2_ (2,209 0"
po=(p"+q )A2 R
Sendo g =1 —p, a equacao anterior fica:
6% o?
2 _ (92 1_on2_ _ 9"
e =02p~+1 2q)/\2 Ik
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6. Um Modelo Continuo

ou seja,

ou, rearranjando,

Resolvendo em p:

11 ) e
LI SRS N S
P=3 2\/ TR TS

Sem perda de generalidade pode-se escolher o sinal positivo para p, obtendo assim:

1 1 A A2
p:§+§\/—1+02§+2’1/12§. (66)
e
1 1 A A2
AR (o7
Pode-se verificar a consisténcia dessas duas equagoes substiuindo-as na equa-
cao (|6.4));
o o A A2
(P—Q)X:X\/—1+UZ§+ZVZ§:% (6.8)
que equivale a
52 5 A A2\,
?(—14'0 §+2]l ? —u =0.
Simplificando, fica:
6% o?
—? + T + ]42 = 0,

. oA . 2
que reorganizando num trindmio em A (multiplicando por %),

2 52
2+ Za-Z =,
K K
cuja solugao é:
2 1 4 52
o\

ja que A > 0 por hipotese. Também. é evidente que quando o limite em que o

=+ =
2

T (6.9)

intervalo de tempo entre dois passos 6 vai para zero o limite do deslocamento A
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6. Um Modelo Continuo

também vai a zero:

5 t5\1t4 3

Iim A =1lim
2ur 2\ pt

o2 1 |04 52
0—0 60—0

e——

o2 . 1 [o%
2]42 2 /44
o2 102

2232

lim A = 0. (6.10)
0—0

Considerando as equacdes (6.6), (6.7) e obtém-se:

1 pA
P=3%3%
¢ 1 ua
_._k2
17272%
logo,
A
P_qu‘g
e, portanto,
o
li —g)=|=u 6.11
lim|(p q)A] Iz (6.11)

Do mesmo modo, fazendo, para 62 infinitesimal, a expansdo em série de Tay-

lor
ﬂzéz

— + 4— = + 4
na equagao ([6.9), obtém-se a aproximagao:

[ — —_

o? 1(62 02) 52
— =

+ +
212" 2\ 2 u o2
Entao, 5 5
) .07
151—{%7 flSl—I}?)zi =0°. (6.12)
Do mesmo modo,
&3 263
1 — —1=nh i :1' 52 :O, 613
}sli%[(p ‘”Al }s‘fé[”é )\] fimlpo7] (6.13)
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6. Um Modelo Continuo

Aplicando esses limites na equacao (6.3), onde 6 tende a zero, chega-se a:

au(x’t) . _ . _ é au(x,t) l . 6_2 azu(X;t) . _ 5_3
7 +§%O(A)‘{}s§% (9 p)/\]} ox 2 [Ami T )| T TimOl@-p |

E pelos resultados dos limites (6.10), (6.11)), (6.12) e (6.13)), a equacgao para a

probabilidade u(x, t) fica, finalmente,

du(x,t) . du(x,t) 0'_282u(x, t)
o FTox T2 ox?

Esta altima (6.14) é a chamada Equagado de Kolmogorov Avangada ou Equagao

— 0. (6.14)

de Fokker-Planck, cuja solugao, é facil verificar, é dada por

1 (x=pit)?

e 202t , (615)

u(x,t)= o

a distribuicao gaussiana para duas variaveis: x e t — compare com onde usou-
se X para p.

Com tudo isto, Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier (1870-1946) em 1900,
propos em [BJBA]| que o pre¢o de uma ativo financeiro se comporta como um movi-
mento browniano continuo, com y = 0.

Porém, este modelo apresenta duas caracteristicas indesejaveis:

1. O preco do ativo pode assumir valores negativos. Que nao ocorre com ativos

financeiros;

2. Com p =0, o modelo sugere uma taxa de juros nula, o que é pouco provavel

na pratica.

6.2. Processo de lto

Na secao anterior foi mostrado que a densidade de probabilidade para o mo-

vimento browniano é:
_ (x—pt)?
e 202t

u(x,t)= -

Essa expressao descreve, no limite em que t vai a zero pelo lado positivo, a
densidade de probabilidade de encontrar a particula browniana entre x e x + dx no

instante t > 0, tendo partido de x =0 em t = 0.

94



6. Um Modelo Continuo

Fazendo p = 0 e 0 = 1, caracteriza-se a distribui¢ao browniana padrao, ou

distribuicao do processo de Wiener padrao:

u(x,t) = ! e . (6.16)

V271t

Esta equacao descreve a densidade de probabilidade para cada instante de tempo de

uma variavel estocastica denotada por W(t). Considerando o incremento da variavel
estocastica como
AW(t) = W(t+At)-W(t),

e, por hipdtese, independente de outro incremento, sua distribuigao fica:

1 22
P(z) = e 2At,
V21t At

Desse modo, o resultado s6 depende das variacoes de z e de At, pois o movimento

browniano é markoviandll

Considere a distribui¢ao normal da variavel estocastica S:

N

N(s)= \/%_ne‘sz.

Para manter a normalizagao igual a 1, a distribuicao da variavel estocastica

7 = SVAt

é dada por
P(z)dz—./\/( z )d( 2 )
Vat) \Vat)
ou seja,
1 z
P(z) = —N(—).
VAr \VAt
Logo, podemos escrever:
AW (t) = SVAt
e, no limite infinitesimal,
dW(t) = dVAt.

Como S é distribuida normalmente, com média nula, seu valor esperado é zero. Sua

''Um Processo Estocastico é Markoviano se o estado futuro depende apenas do estado presente e nao
dos estados passados.
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6. Um Modelo Continuo

variancia é

var(S) = J‘W) s?N(s)ds =1.

Logo,
(AW (t))=0 (6.17)
e
var[dW(t)] = dt. (6.18)

Calculando:
var{[dW(t)]?} = (dt)*var(S?)
= (dt)? {j+m s*N (s)ds — [var(S)]z}

—00

= (dt)? {j+ms4/\/(s)ds - 1}.

L) e
80(26 T 9alaa’
a 2 —as?
- opse]
= (=5?)(=s")e

Observe que

2
= stemas,

Assim, pode-se escrever que

+00 ) +0o0 82 )
N —2e_‘“ ds
_ e O

2 +00
= % J‘ eiaszds.
o

—00

(o]

Aproveitando o resultado da integral (3.21) para completar o calculo:

+oo 2 22
J ste ™ ds = \Vi——a"2

da?

3Vm

x
4a2

—00
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6. Um Modelo Continuo

Fazendo 1
a = E,
vem: N
[oe] 52
J steTds = 2% 321/% =3V2n
Logo,
var{[dW (1)} = (3-1)(dt)?
=2(dt).
E também:

(dtdW (1)) = 0

e, usando a equacgao (6.18)),

var {dtdW(t)} = (dt)*dt
= (dt)>.

Considerando incrementos dt muito pequenos, pode-se deprezar (dt)? e ordens su-
periores. Desse modo, pode-se dizer que, os termos [d W (t)]? e dtd W (t) ndo estocas-

ticos, ja que suas variancias sao despreziveis. Consequentemente, as igualdades

[AW(1)]> = dt (6.19)

AtdW(t) =0 (6.20)

nao sao so satisfeitas em valor esperado, mas também exatamente, ja que nao os-
cilam, pois suas variancias sao despreziveis. Com tudo isso pode-se descrever o

movimento browniano pela equagao diferencial estocastica:

AX(t) = pdt + cdW(t). (6.21)
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6. Um Modelo Continuo

Usando a equacao (6.17)), valor esperado dessa expressao é:

(dX(t))y =(pdt+cdW(t))
= Jdt) + o dW (1))
=pdt+0
= pdt.

Do mesmo modo usando as equagoes (6.20) e (6.21) e considerando o quadrado de
dt desprezivel, pode-se escrever:

[dW (t)]? = [pdt + cd W(t)]?
= 12(dt)? + 2uodtdW ()02 [dW (1))
=0+0+0%dt

[AW(1)]? = o2dt, (6.22)

Observe que apesar de dX(t) ser uma variavel estocastica, [dX(t)]> é uma
variavel deterministica.

Assim tem-se o

Lema 6.1 (de Ito) Dada uma varidvel estocdstica X(t) satisfazendo:
dX(t)=a(X,t)dt +b(X,t)dW(t), (6.23)

onde, por clareza,
X =X(t),

entdo, para uma fungao nao estocdstica u(y,t), para y real, tem-se:

u

gu 1
X

72X T2 AW (t),

du(X,t) = {% +a(X,t)

d%u
2_
[b(X,1)] Ee } dt+b(X,t)
onde
u=u(X,t).

Demonstragao: Expandindo a fun¢ao u(X +dX,t + dt) em poténcias de dt, até se-
gunda ordem em d W (t):
du

du 1
u(X+dX,t+dt)= u(X,t)+dt§ +dX8_X + E(dX)

X%
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Usando as equagoes (6.22) e (6.23]), obtemos:

du(X,t) = u(X +dX, t+dt)—u(X, 1)

2
O LalX, )t + X, AW (1] 9+ L [b(X, )t o

=dt 9xX 2 X2’

ou seja,

8_u Ju d%u a_u

du(X,t) = dt{ o talX, o+ %[b(X, t)]zﬁ} +b(X, )5 dW (1),

Exemplo: movimento browniano geométrico:
Y(t) = X))

com X(t) satisfazendo a equacao (6.21). Usando o lema de Ito, obtém-se:

dY(t) = (,4 + %2) Y(t)dt + oY (dW(t).

6.3. A Equacao de Black, Scholes e Merton

Do mesmo modo que no modelo do capitulo[5, aqui também, serao conside-

radas as hipoteses:
1. As negociacoes ocorrem continuamente no tempo
2. A taxa de juros livre de risco, 1, € conhecida e constante no tempo;
3. As ag¢Oes nao pagam dividendos;
4. Nao ha custos de transag¢des, nem impostos;
5. As agOes sao perfeitamente divisiveis;
6. Nao ha nenhum obstaculo para vendas a descoberto;

7. Nao ha oportunidades de obter lucros sem risco.
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6. Um Modelo Continuo
Suponhe-se que o preco da agao siga um movimento browniano geométrico
dS =pSdt+oSdW,

onde p e 0 sejam parametros constantes.
Considere uma carteira composta por uma op¢do vendida e uma quantidade

A de agoes compradas. Seu valor sera:
I[IT=-c+A-S.

Observe que A representa a quantidade de a¢des compradas e nao uma variagao.
Como o valor da opgao é fungao do preco da acao e do tempo, ou seja, ¢ = ¢(S, 1),
pode-se aplicar o lema de Ito, obtendo, assim:

0 dc d*c

C
de=2ar+ 245+ 2522 S g4y
= Gt 555+ S 757

Desse modo, a variacao infinitesimal do valor da carteira é:

dll =—-dc+AdS

dc dc % ,d%
__(EdHanSJF_S ﬁdt)+A(det+anW)

2 2
S %% 0—S2£dt +pSAdt + cSAAW

ot aS dS?
[ dc 0% _,0% dc
_(_E__S a52+pSA)dt—a—(det+chdW)+aSAdW
[ 9c &% _, 0% dc de
_l_ﬁ__s 852+p5( —a—)ldt+oS(A—$)dW

Observe que, nesta ultima expressao, quando

anula-se o termo estocastico d W, fazendo com que o valor da carteira seja determi-

100



6. Um Modelo Continuo

nistico, e assim:

2 2
dTl = [—@ _9 g0 +pS(A— ﬁ)]dt

dt 2 dS? dS
dc o* _,d%

E, do mesmo modo, o rendimento também é deterministico. Caso esse rendimento
seja menor que a taxa livre de risco r, basta vender uma quantidade de a¢oes da
carteira "a descoberto”, investir em titulos que rendam a taxa r e realizar lucro sem
risco. Se o rendimento for maior do que r, empresta-se dinheiro a taxa r e investe-se
em ac¢oOes da carteira realizando lucro sem risco. Nos dois casos, o investidor nao
precisa dispor de nenhum dinheiro e consegue o lucro que quiser. Mas, como por
hipétese, nao ha taxa de lucro livre de risco maior do que r, essa carteira deve render

0 mesmo que um investimento livre de risco:

dll = rIldt.
Logo,
—% - %2325—;2 =Tl
=r(-c+AS)
= r(—c + %S)
=-rc+ rS%.

Reagrupando os termos no primeiro termo, obtém-se:

dc o? _,d% c

—+ =S5 +rSs5z-rc=0,

gt 27 952095 T
que é a chamada Equagao de Black e Scholes para o prego de op¢des de compra do tipo
europeu. Neste caso, sua condi¢ao de contorno é que, no vencimento, o preco da
op¢do devera ser:

c(S,T) = max(S —K;0),

onde K é o preco de exercicio da op¢do de compra ou, simplesmente, "strike price”.
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6.4. O preco de uma Opcao conforme a teoria de

Black, Scholes e Merton

Na equagao de Black e Scholes

8c o? 282 dc 3
8t S 52 Sﬁ—rc_o, (6.24)

c é o prego da opgdo, S € o preco da acao, o é a volatilidade e r é a taxa de juros livre
de risco. Calcular o prego da opgdo é resolver esta equacao diferencial em c. Para tal

comeca-se pela substituicao de variavel:
=InS. (6.25)

Assim,

dc  dc dx
dS ~ 9x IS
1
T Sox

e, também.

voc 10 (o
B S as \ ox

Desse modo, substituindo na equacao diferencial parcial (6.24)), obtém-se:

—rc=0,

&4_0‘_252 _L&_Fia_zc +r51ﬁ
Jt 2 S2dx S?9x? S dx
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ou seja,

8c+02 8c+82c +r8c =0

at - 2\ oJx ox? ox -
ou ainda,

dc o2\ dc o?d*

Z - )=+ 220 = 6.26

aﬁ(r 2)9x+28x2 e (6.26)
Definindo

c=we, ou w=ce", (6.27)

a equacao (6.26) pode ser reescrita como

2 2 02
é)—w+( g )aw oTIw . (6.28)

ot \""2)ox T2 o2

Resolve-se essa equacao escrevendo a transformada de Fourier da funcao w = (x, t)

+00
w(x,t):f dko(k, t)e'*, (6.29)
onde
_ ! +oodk t)e Ik 6.30
ol = 5 [ dkuts e, (630

é a transformada de Fourier de w cm relagao a x. Assim, calculando as respectivas
derivadas parciais de (6.29) e substituindo na (6.28)), obtém-se:

feo de(k,t) . o’ o’ 5 ikx _
j dk[ T +zr—7 k(p(k,t)—7k¢(k,t)e =0.

—00

Como as fungdes exponenciais sao linearmente independentes, o integrando da

equacao anterior é nulo, ou seja,

dp(k,t) o

(r— 2 koot ok
FT +1(r—7) o( ,t)—7 @(k,t)=0.

Desse modo, obtém-se

‘t(r—%)kﬂ%kz

o(k,1) = p(k,0)e”

Substituindo este resultado na equagao (6.29), chega-se a:

+00 0 02\, 022
w(x, 1) :f dko(k,0)e"" k{2 oo (6.31)

—00

103



6. Um Modelo Continuo

Da equacao (6.30), pode-se escrever:

1 +00 o
quxnzzggkf dx'w(x’,0)e k. (6.32)

E, assim, substituindo a equacao (6.32)) na equacao (6.31]) chega-se a:

w(x, t J dkj dx'w(x’,0)e Ko}~ lkt( )Hg k2
271

= w(x,t)= j dx'w(x’,0)g(x —x', t). (6.33)
onde

1 [+ ikx—ikt(r—ﬁ)ﬂﬁk2
t) = — dk 2)
g(x, 1) 2nJm e

Desenvolvendo essa ultima integral:

g(x,t) = % j_m dket%[ku%x—%‘(r_%)]

2 - 2 \1? 2 \2
_ 1 oo dket%[hm#z(x—rﬁ%t)] +2t17(x—rt+”7t)
27
Impondo valores negativos para o tempo, ou seja, fazendo

= -t

obtém-se, para a integral acima, o seguinte resultado:

2
gmg:_;L—eM$mt'ﬂ. (6.34)
\2mo?|t|
Assim, substituindo (6.34) na equacao (6.33)) resulta:
—(x—x'+r|t\—@ ?
w(x, t) = J dx'w(x’,0)e 207 (6.35)
\2mo?|t|

valido apenas para tempos negativos.
Para resolver o problema do valor da op¢do (c) como fungao do prego da agao

(S) e do tempo (t), que deve ser negativo, combina-se as equagdes (6.25), (6.27) e
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(6.35) para obter:

(S, 1t)) = e Mw(In s, 1)

2 2
7(1n57x’+r|t|7‘77|t\

e—r|t| +00 ,
= —f dx’c(e*,0)e 2021t

\127162|t| —00

Lembrando que a condig¢ao de contorno desta equagao é
c(S,0) = max(S - K;0),

onde K é o preco de exercicio da opgdo. Desse modo, no integrando da equagao
acima ha a substituicao:

’

c(e®,0) = max(e* — K;0).

A condicao de contorno especifica que o integrando é nulo para
e ~K <0,

ou seja,
e® <K.

Que implica no integrando ser nulo para
x" <InK. (6.36)

Assim, a equacao fica:

2 2
7(1nS—x'+r|t|—% |t|)

el +oo ,
c(S,[t]) = —— dx’(e* —K)e 2021t
27((72|t| JInK

2 \2 ) 2
(lnS—x’+r|t\—"T\t|) —(1nS+r|t|—%|t|—x'

—r|t| +oo , —r|t +00
e 2 E S A Ke S - 7
- dx’e 202]t| — —f dx’e 202t

1

270 ?|t| Jink v2mo?|t| Jink
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Observe que, na expressao acima, aparece a distribuicao normal, dada por:

N(x):\/%_nﬁx ds e

_s?
2-

(6.37)

E que também:

2 2
(InS—x"+rltl=%Itl)"  20tlx' = (InS "+ rlt| - |#])

X — =
202[t] 20°2|t]

E

2 2 2 \2 2
202|t|x’—(lnS+r|t|—%|t|—x’) :202|t|x'—(1n8+r|t|—%|t|) +2x’(lnS+r|t|—%|t|)—(x’)2

o2\’ o’
=- lnS+r|t|—7|t|) —(x')2+2x'(ln5+r|t|—7|t|+a2|t|)

o? 2 o?
- _ lnS+r|t|—7|t|) —(x')2+2x'(lnS+r|t|+7|t|)

0'2 2
=- x’—lnS—rltl——ltl)
2
2 2
+(ln5+r|t|+a—|t|)
2
O'2 2
—(ns + e - Lt
(n +rlt 2||)

) 2
- —(x' “InS —r|t| - %m) +(InS + rlt)) 202t|.

Desse modo,

, 2 2 , 2 2
(1n5—x +r|t|—%|t|) —(x —lnS—rItI—%ltl) (InS +r|t]) 202|¢|

]
x - =
202t 202t 202t
2 2
—(x'=InS —rlt| - % |t])
= +1n S + 7|t
202t
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e, portanto,

’ (72 2 ’ (72 2
+oo o InS—x +r\t|77|t| +oo —[x 71n57(r+7)|t|
f dx’ e 2021 = elns+r|t|f dx’ x e 2021
InK InK

Agora, com a substituicao de variavel:

_x’—lnS—rltl—%zltl

ot

S =

Essa ultima integral fica:

2 \2
- x’—lnS—r|t\—oT \tI)

+00 —00 )
dx’ e 20211 = —J- ,2.ds e
J;nK ln(S/K)+r|tl+7\t|

ot
In(S/K) +(r+% )]

=o+\2n|t|] N
Ry, A

%o

Logo,

7 0'2 2
In S +rle- M In(S/K) +(r+% )t

+00 , e
f dx’ ex - 2021 = O /2n|t|61n5+r|t| x N
1 oV

nK

In(S/K) +(r+% )|
oIt

= o+/2m|t|Se M x N

E, da mesma forma,

—(lnsfx’Jrrlt\f%\tl)z o2
In(S/K) +(r- %)t

+00
dx’ e 202}t =0/ 27n|t| x N
J v T

nK
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Usando todos os ultimos resultados, pode-se calcular o valor da opg¢do ¢ acima:

e_r|t|
(S, |t) = ———=SeMlo\2nt] x N
\2mo?|t|

In(S/K) +(r+ % )It|
oVit]
ln(S/K)+(r"72)|t|]

oVitl

Ke_r|t|
-2 _o\amfl] x N
\2mo 2|t

) In(S/K) +(r+% )l
=S x N[ o~ ]
In(S/K) +(r - %)t
el
Ke X N[ N }

Nesta expressao é comum definir:

2

; _ln(S/K)+(r—%)|t|
1— U\/m

In(S/K) +(r-% )|
oV|t|
In(S/K) +(r+ % )|t - o2l
o Vil
In(S/K) +(r+% )|
- _~r
=d; — U\/m

d2:

oI

Assim, chega-se a formula do valor de um contrato de opgdo de compra:
(S, t) = SN (d;) - Ke "N (dy).

Assim como foi feito na se¢ao [5.5|do capitulo[5, pode-se calcular o valor de
uma opgdo de venda através da paridade entre os valores de op¢io de compra e de

venda. Lembrando que os ativos do modelo nao pagam dividendos ou juros sobre

108



6. Um Modelo Continuo

o capital proprio, considere duas carteiras: uma composta por uma unica opgao de

venda e outra composta por uma opgao de compra, uma acao vendida a descoberto

T—t)

e titulos livres de risco no valor de K - e"(T="). Suponha também que as opcdes de

venda e de compra tenham o mesmo preco de exercicio K. Assim, no vencimento, a
primeira carteira valera:
p(St,0) =max(K —St;0).

A outra terd o valor, antes do vencimento, de:
M(T-t)=c¢(S,T—t)—-S +Ke T,
E no vencimento seu valor sera:
M(0) = max(St - K;0)- St + K.

Desse modo, se
St >K,

entao

M(O):ST—K—ST+K

=0.
De outro modo, se
ST <K,
entao
M(0)=0-S7+K
=K-S7.
Logo,

M(0) = max(K — S7;0),

sera o valor da primeira carteira no vencimento. Considerando que as duas opgoes
sao do tipo europeu, que s6 podem ser exercidas no vencimento e que nao ha opor-
tunidades de arbitragem, ambas as carteiras deverao ter o mesmo valor em qualquer

instante anterior ao vencimento. Segue a relacao de paridade,

p(S, T—t)=¢(S,T—t)—-S +Ke T,
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6. Um Modelo Continuo

E comum no mercado dividir o tempo em periodos discretos: més, semana,
dia, 90 minutos, 60 minutos, 30 minutos, 15 minutos, etc. Entao torna-se interes-
sante adaptar a formula de Black e Scholes, valida para o tempo continuo, para o
tempo discretizado. Considere o caso diario. O pregao do vencimento sera T e o
atual . Desse modo, o niumero de pregoes de hoje até o vencimento sera T — .

Considere a taxa de juros didria como f. Desse modo, deve-se substituir
er(T—t) — (1 +f)T—t

na féormula de Black e Scholes acima. Antes observe que:

N

In(S/K)+(r+ % )(T—1)

dlz

e, sem mudanca,

dzzdl—UVT—t.

Com tudo isso, chega-se a solu¢ao para o preco de uma opgdo de compra do tipo

européia para a féormula de Black e Scholes para o tempo discretizado:

c(S,[t) =S - N(dy) - - N(dy).

K
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7 UMA PROPOSTA PARA O ENSINO MEDIO

Neste capitulo é descrito uma proposta pedagdgica para os alunos da 22 série
do ensino médio. O melhor periodo a ser trabalhada é o 4° bimestre, aproveitando
os assuntos de Andlise Combinatoria e Probabilidade, de acordo com o curriculo da
Secretaria de Educagao do Estado de Sao Paulo. Sua estratégia foi elaborada a partir
da experiéncia adquirida em uma comunidade da periferia da Grande Sao Paulo,
especificamente para com os alunos da Escola Estadual "Dr. José Gongalves de An-
drade Figueira", localizada no Bairro Jardim Represa, municipio de Sao Bernardo do

Campo.

7.1. A Escola real

A comunidade escolar é muito heterogénea e problematica. Por um lado é
composta por uma equipe pedagogica, de gestores e professores especialistas, con-
cursados, compromissados com a Educagao e alguns até com mestrado. E, por outro
lado, por familias, em boa parte, simples, humildes e, em nao raros casos, desestru-

turadas.

Figura 7.1.: Escola Estadual Dr. José Gongalves de Andrade Figueira.
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7. Uma proposta para o ensino médio

O governo do Estado fornece transporte para os alunos através de onibus es-
colar exclusivo. Isto colabora para o fato de que muitos alunos, mesmo tendo escola
em seu proprio bairro, preferirem frequentar uma escola em outro bairro do mu-
nicipio. Isso contribui para uma falta de identificacao do aluno com a comunidade
escolar, desvalorizando-a e nao assumindo seu papel de protagonista no seu préprio

processo de aprendizagem.

Figura 7.2.: Transporte Escolar - Favorecimento para a rotatividade de alunos.

Apesar das verbas governamentais disponiveis, do suporte da Diretoria de
Ensino e de todo o empemho da Gestao, a escola sempre tem algum equipamento a
ser melhorado ou consertado, devido principalmente aos constantes atos de vanda-
lismo de alguns alunos. Felizmente sao poucos alunos nesta situagao, porém, muito
eficientes em desvalorizar e destruir a escola de forma mais rapida do que o sistema
consegue consertar.

No ano letivo de 2014 a escola abriu 40 turmas distribuidas em 3 periodos:

1. 14 pela manha — turmas do 9° ano do ensino fundamental e das 1%, 2% e 3%°

séries do ensino médio;
2. 14 a tarde — turmas do 6°, 7° e 8° anos do ensino fundamental;
3. 12 a noite — turmas das 1%, 2% e 3% séries do ensino médio.

Os "maiores problemas” de retengao estao no 9° ano do ensino fundamental
e na 1° série do ensino médio: por volta de 40%. E s6 nao é pior devido a "pro-
gressdo continuada” implementada no ensino fundamental, onde a indisciplina é, de
longe, a maior dificuldade para o processo de ensino-aprendizagem. Esse ensino

fundamental "fraco” causa a maior dificuldade para o desenvolvimento académico
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7. Uma proposta para o ensino médio

Figura 7.3.: Portao de entrada dos alunos da E.E. Dr. José Gongalves A. Figueira.

no ensino médio: a falta de pré-requisitos. Junta-se a tudo isso a falta de motivagao
para continuar os estudos. A causa mais provavel numa parcela significativa dos
discentes, é que eles, mesmo sem terminar o ensino médio, ja sao as pessoas mais

escolarizadas de suas familias.

i

(a) Aluna do 2° A expondo seu raciocinio. (b) Aluno do 3° A resolvendo exercicio.

Figura 7.4.: Turmas da EE Dr. José Gongalves de Andrade Figueira participando de
torneio de matematica em sala de aula.

Apesar deste panorama negativo ha muitos alunos interessados, que pos-
suem um grande potencial a ser explorado. Em sua maioria, possuem celulares com
acesso a internet. Isso pode contribuir com uma metodologia que use o computador:
seja para a pesquisa na rede; seja para a elaboragao de calculos repetitivos via pla-
nilha eletronica. E assim, nessa realidade, com uma equipe pedagogica trabalhando

seriamente e, principalmente, de forma criativa, pode-se ter bons resultados, apesar
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7. Uma proposta para o ensino médio

de tudo. Portanto, como “a necessidade é a mae da invengao”, a seguir sao apresen-
tados planos de aula para motivar o aluno a aprender matematica inserindo-o no

"mundo” da Bolsa de Valores.

]

(a) Prof°. Eduardo iniciando a aula. (b) Alunos discutindo uma atividade em grupo.

Figura 7.5.: Cenas de sala de aula no 2° C da EE Dr. José Gongalves de A. Figueira.

7.2. Aula 1: Moedas e Dados

Nesta segao € apresentado o conceito de precificagao. Para consegui-lo, utiliza-
se da hipotese do prego "justo”, que, em poucas palavras, seria o prego com que tanto
o apostador, quanto a banca tém o mesmo lucro apds um consideravel nimero de jo-
gadas. Assim, supondo que os alunos ja conhegcam o conceito de probabilidade, sao

propostas as seguintes situagoes:

1. Considere o seguinte jogo: uma banca paga R$ 1,00 se um jogador obter a face
cara para cima ao arremessar uma moeda. Sabendo que a probabilidade da

moeda cair com a face cara para cima é de 50%, qual é o valor justo da aposta ?

Resolugao. Pode-se representar o problema pelo diagrama de arvore da figura
Seja x o valor da aposta. Considere 100 apostas: o jogador, em 50 lanca-
mentos (50%) aposta 50x e ganha R$ 50, 00, lucrando o valor de 50 — 50x. Nos
demais lancamentos a banca lucra 50x. Para que o valor da aposta seja justa o

lucro do jogador e da banca devem ser iguais. Assim

50x:50—50x=>50x+50x:502100x=50:x:%2x=0,50.
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7. Uma proposta para o ensino médio

ganha R$ 1,00
7
cara (50%)

coroa (50%)
~

perde tudo

Figura 7.6.: O "perde/ganha"no jogo da moeda.

De modo que o valor justo para uma aposta é R$ 0,50.

. E para uma moeda "viciada”, cuja probabilidade da face para cima ser cara é

de 30%: qual seria o valor justo da aposta para o jogo do item anterior?

Resolugao. Do mesmo modo, pelo diagrama de arvore da figura em 30
de 100 apostas, o jogador paga 30x e ganha R$ 30,00. Lucro de 30 —30x. No

outros 70, a banca ganha 70x. Igualando os lucros,

70x:30—30x:'70x+30x:30z100x:30:>x:%:Mc:OJO.

O valor justo para uma aposta ¢ R$ 0,30.

ganha R$ 1,00
7
cara (30%)

coroa (70%)
~

perde tudo

Figura 7.7.: O jogo com uma moeda desonesta.

. Qual o valor justo da aposta para que a banca pague R$ 3,00 caso o jogador
consiga obter, em lan¢camentos simultaneos, uma cara voltada para cima de
uma moeda e a face de nimero 6 voltada para cima de um dado, ambos "ho-
nestos'"?

Resolugao. Desenha-se o diagrama de arvore para o problema na figura

. . ~ 1.1_1
Analisando a arvore, observa-se que o jogador ganha em 3 - z = 15 das apostas.
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Considerando um universo de 12 apostas, seu lucro sera 3 —x. Ja nas outras 11

possibilidades a banca tem lucro 11x, de modo que o calculo da aposta fica:

1
llx:3—x:>11x+x:3:>12x:3:>x:%:Z:x:OJS.

Nesse caso o valor justo da aposta é R$ 0,25.

6 (ganha)
—
cara—32—-1,2,3,4,5 (perde)
A
coroa ! 6 (perde)
e
1,2,3,4,5 (perde)
moeda dado

Figura 7.8.: O jogo com moeda e dado.

Exercicios Propostos

1. Considere o seguinte jogo: uma banca paga R$ 15,00 se um jogador obter a
face cara para cima ao arremessar uma moeda. Sabendo que a probabilidade
da moeda cair com a face cara para cima é de 50%, qual é o valor justo da
aposta ?

2. E para uma moeda "viciada”, cuja probabilidade da face para cima ser cara é

de 20%: qual seria o valor justo da aposta para o jogo do item anterior?

3. Qual o valor justo da aposta para que a banca pague R$ 3,00 caso o jogador
consiga obter de 2 moedas e um dado, em lancamentos simultaneos, duas cara
voltadas para cima e a face de numero 5 voltada para cima do dado, ambos
"honestos"?

116
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7.3. Aula 2: Altas e Baixas

Apobs apresentar os conceitos basicos do que € Bolsa de Valores, agoes e con-
tratos de opgoes, pode-se apresentar o conceito de variacao estocastica dos precos
das agdes negociadas na Bolsa de Valores e a hipotese de equilibrio de mercado. E
proposto uma situagao parecida com a da aula 1 — segao Considere que uma
determinada acao pode se valorizar, ou seja, apresentar uma alta e também pode se
desvaloriar, neste caso, sofrer uma baixa. Conhecendo o indice médio de valorizagao
(alta) a e o de desvalorizacao (baixa) b, qual devera ser a probabilidade de alta para
que, no caso de uma transagao entre um vendedor e um comprador, haja equilibrio
ao longo do tempo?

Tem-se novamente uma situacao com duas possibilidades: Ou a agao tem
uma alta de valor a com probabilidade p, ou tem uma baixa de valor b com proba-

bilidade 1 — p. Assim, pode-se representar o problema pelo seguinte diagrama de
arvore da figura

lucro do comprador

alta (a)

baixa (bg

prejuizo do comprador

Figura 7.9.: Diagrama de arvore indicando as probabilidades de lucro e prejuizo.

Observe que o vendedor sai do mercado, logo seu lucro é zero, ou seja, nao
depende mais da variacao de preco da agao, logo seu capital é estavel. Seja um lote
de acdes (geralmente 100) negociado ao valor de R$ 50,00. Supondo o valor médio
de valorizacao de 5% e, de desvalorizagao de 8% entre "pregoes” consecutivos. Qual
deve ser a probabilidade de ocorrer uma alta para que, em média, os capitais do
comprador e do vendedor sejam iguais ?

Resolugao. Repare que nesta situagao o lucro do vendedor é nulo, logo seu
capital é fixo, R$ 50,00. Quando ocorre a alta o comprador lucra 5%, ou seja, 50-(1+
5%) = R$ 52,50, com probabilidade p. Na baixa, o prejuizo é de 8%: 50 (1 —-8%) =
R$ 46,00, com probabilidade 1 —p. A figura apresenta o diagrama de arvore
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correspondente ao problema. Assim, para igualar os capitais € necessario que

p-52,50+(1—p)-(46,00) =50 = 52,5p + 46 — 46p = 50 =

4
= -6,5p=50-46=p= G = p=61,5%.

’
Entao, para manter a hipdtese de mercado vidvel, ou seja, a auséncia de arbitragens é

necessario que a probabilidade da agao subir seja de aproximadamente 61,5%.

lucro: R$ 52,50
alta (5%)p
R$ 50,00
baixa (8%) 1-p

prejuizo: R$ 46,00

Figura 7.10.: Usando o diagrama de arvore para calcular probabilidades de lucro e
prejuizo.

Observe que no exemplo anterior, a equagao obtida pode ser escrita em uma
forma mais geral, substituindo os valores pelas expressoes correspondentes. Consi-
dere o preco da negociagao como V{. No exemplo: V; = 50. O lucro do comprador é
Vo -a e o prejuizo, V- b. Chega-se assim a

p'Vo'a+(1—p)'Vo'b:V0

p-(a-b)=1-b
1-b
i (7.1)

Uma outra forma de calcular essa probabilidade é focando somente no lucro,
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7. Uma proposta para o ensino médio

pois como o lucro do vendedor é nulo, entao o lucro do comprador deve ser igual ao

modulo de seu prejuizo. Assim, para igualar lucro e prejuizo é necessario que

p-25+(1-p)-(-4)=0=2,5p-4+4p=0=6,5p+4=0=

4
~ 61,5%.
6,5:>p (0]

=6,5p=4=p=
Chegando-se ao mesmo resultado.

Observacao: Nao foi considerado nenhuma forma de atualizacao do dinheiro,
ou qualquer forma de aplicagao para o vendedor.

Voltando a expressao (7.1): caracterizado o problema pode-se utiliza-la de
forma direta. Acompanhe o préoximo exemplo.

Uma determinada agao apresenta probabilidade de 70% de subir. Sabendo
que em média quando cai se desvaloriza em 20%, qual deve ser a taxa de valorizacao
de uma alta para satisfazer a hipotese de mercado viavel?

Resolugao. Pelo enunciado temos: p =0,7e b=1-20% =1-0,2=0,8.

Aplicando a equacao (7.1):
1-0,8

" a-0,8
0,7-(a—0,8)=1-0,8

0,7

0,7-a-0,56=0,2

0,7-a=0,56+0,2

a_0,76
0,7
a~1,0857

Entao, a acao deve apresentar em média altas de 8,6%, aproximadamente.
Exercicios Propostos Considere a hipdtese de mercado viavel, ou seja, nao
ha oportunidades permanentes de arbitragem. Nao ha aplicacao disponivel para

capitais.

1. Uma acao é negociada a R$ 100,00 o lote. Sabendo que a probabilidade da
acao subir é de 40% e que quando cai, desvaloriza 5%, qual o valor maximo

que a acao deve alcangar no préximo pregao?

2. Uma agao é negociada a R$ 60,00 o lote. A probabilidade da agao subir 5% ao
meés é de 35% e que quando cai, desvaloriza 10%, quais os possiveis precos da

acao e seus respectivas probabilidades ap6s 2 meses?
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3. Uma agao vale R$ 10,00 em janeiro. A probabilidade de alta é 60%, com valo-
rizagao de 1% ao més. Em média, quando cai, desvaloriza 2% ao més. Esboge o
diagrama de arvore representando o periodo de 6 meses, com possiveis valores

e probabilidades.

7.4. Aula 3: Taxa livre de risco

Na aula anterior — sec¢ao|[7.3]— foi analisado uma situa¢do onde foi descon-
siderada qualquer atuagao do vendedor apos a negociagao. Nesta aula sera consi-
derada a possibilidade do vendedor aplicar o dinheiro recebido pela transacao no
mercado ficanceiro. Assim define-se como taxa livre de risco, a taxa de retorno de
uma aplicagao financeira com alta confiabilidade. Por simplificagao sera a remune-
ragao da caderneta de poupanca, que é um bom exemplo de aplicagao segura.

Desse modo o capital do vendedor passa a ser corrigido pela taxa de juros i.
E o montante apos n periodos sera V,, = V- (1 +1i)" (equagao (3.1)).

O problema da aula anterior — se¢ao[7.3|— fica:

Seja um lote de agoes (geralmente 100) negociado ao valor de R$ 50,00. Su-
pondo o valor médio de valorizacao é de 5% e, de desvalorizacao de 8% entre “pre-
goes” consecutivos. Considere a taxa de remuneracao da caderneta de poupanga
i = 0,05% ao dia. Qual deve ser a probabilidade de ocorrer uma alta para que, em
média, os capitais do comprador e do vendedor sejam iguais ?

Resolucgao. O capital do vendendor agora € atualizado pela taxa livre de risco
i =0,05% ao dia, logo, no proximo pregao, seu capital sera 50-(1+0,05%) =50-(1+
0,0005)50-1,0005 = 50,025. Quando ocorre a alta o comprador lucra 5%, ou seja,
50-(1+5%) =R$ 52,50, com probabilidade p.

lucro: R$ 52,50
alta (5%) p
R$ 50,00 ——— aplicagao R$ 50,025
baixa (8%) 1-p

prejuizo: R$ 46,00

Figura 7.11.: Diagrama de arvore para calcular probabilidades de lucro e prejuizo
considerando a taxa livre de risco.
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7. Uma proposta para o ensino médio

Na baixa, o prejuizo é de 8%: 50- (1 — 8%) = R$ 46,00, com probabilidade
1 —p. O diagrama de arvore fica o mostrado na figura

Assim, para igualar os capitais € necessario que:

p-52,50+(1-p)-(46,00) =50,025 = 52,5p +46 —46p = 50,025 =

4,025
6,5

Agora, a probabilidade de alta deve ser maior para compensar a remuneragao do

= —6,5p = 50,025 46 = p = = p ~ 61,9%.

dinheiro aplicado pelo vendedor: 61,9% contra 61,5% sem a taxa livre de risco.

Acompanhe outro exemplo:

Imagine uma agao negociada a R$ 25,00, cuja probabilidade de subir é 60%
num periodo de um més. A desvalorizagao média mensal é de 3%. A taxa livre de
risco € 1% ao més. Quanto deve ser o preco da acao no caso de uma alta, conside-
rando o mercado viavel ?

Resolucao. Seja o valor da valorizacao procurada a e, consequentemente, na
alta, o valor da carteira sera 25-4. Ja na baixa 25-(1 —3%) = 25-0,97 = 24,25. O
montante do vendedor, ap6s um meés sera 25- (1 +1%) = 25-1,01 = 25,25. Assim,

para um mercado viavel:

0,6-25-a+(1-0,6)-24,25=25,25=15a+0,4-24,25=25,25>

15,55

=15a+9,7=25,25=15a=25,25-9,7 = a= =a~1,0367

Entao o pre¢o da acao sera
Vi=Vy-a~25-1,0367 = 25,9175

Desse modo, para satisfazer a hipotese da viabilidade de mercado, o preco
da acao, no caso de uma alta devera ser aproximadamente R$ 25,92.
Pode-se escrever uma féormula geral também para o caso de existir uma taxa

livre de risco, para 1 periodo:
p-Vo-a+(1-p)-Vy-b=Vy-(1+i) (7.2)

p-a+(1-p)-b=(1+1)

p-a+tb—-p-b=1+1
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p-(a-b)=1+i-b
1+i-b
=—, 7.3
P=—""% (7.3)
valida para um periodo com taxa livre de risco. Observe para o caso da taxa livre de
risco ser nula (aula anterior — secao[7.3)), i = 0, a equacao (7.3)) recai na (7.1).

Exercicios Propostos Considerando um mercado viavel com taxa livre de

risco i nao nula, responda as questoes a seguir

1. Uma certa agao é negociada a R$ 75,00, cuja posssibilidade de subir é 55%
num periodo de um més. A desvalorizagao média mensal é de 2%. A taxa livre
de risco, 1% ao més. Qual deve ser o valor do preco da agao no més seguinte,
no caso de uma alta ? (Obs.: considere 1 més como sendo 1 periodo.)

2. Um lote de agoes é negociado ao valor de R$ 4500,00. Suponha o valor médio
de valorizagao de 2% e, de desvalorizacao de 1,5% entre "pregoes” consecuti-
vos. Considere a taxa livre de risco i = 0,1% ao dia. Qual deve ser a probabili-
dade de ocorrer uma alta no préximo “pregao”?

3. Um "“trader” vendeu um lote de a¢des por R$ 2500,00. O valor médio de alta é
de 4% com probabilidade de 70% e a taxa livre de risco i = 0,02% ao dia. No
caso de uma baixa, quanto dinheiro sobrara se o "trader” recomprar o mesmo

lote de acoes ?

7.5. Aula 4: Valor Esperado ou Esperanca Matematica

Como foi visto na aula anterior — secao equacao (7.2), o primeiro mem-
bro representa o valor médio do prego da agao no préximo periodo quando sabe-se
o preco atual, as probabilidades de alta e baixa e as taxas médias de valorizacao e
desvalorizagao. Observe que este valor nao é uma previsao do futuro, mas o valor

meédio esperado para os possiveis valores da agao. Assim tem-se a

Defini¢ao 12 Valor Esperado ou Funcao Esperanca Matematica é o valor médio para
uma grandeza que apresenta uma probabilidade especifica para cada valor possivel.

Entre outras palavras, é uma média ponderada de uma grandeza, por exemplo, x.

E(x)=p1-x1+p2-x2+--+py- X,
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sendo necessario

pi+p2+-t+py=1

Essa condi¢ao define que conhece-se todos os possiveis valores e suas respec-
tivas probabilidades de ocorréncia.

Voltando para a equagéo (7.2), pode-se escrever que, para a situagao da vari-
acao do preco da agao para o proximo pregao, a Esperanga ou Valor Esperado do preco
é

E(Vi)=p-a-Vo+(1-p)-b-V, (7.4)

e consequentemente, para um mercado que apresenta taxa livre de risco i,
E(Vi)=Vo-(1+i)!

Observagao: Toda a argumentagao até agora esta embasada na hipotese que,
ao longo do tempo, o lucro do vendedor é equivalente ao lucro do comprador.

Por exemplo, suponha que uma agao apresenta 4 possiveis valores devido as
varia¢oes de mercado: R$ 40,00 com probabilidade 25%; R$ 45,00 com probabili-
dade 10%; R$ 35,00 com probabilidade 50%; e R$ 30,00 com probabilidade 15%. O
Valor Esperado E(V;) da acao sera:

E(V;)=40-0,25+45-0,1+35-0,5+30-0,15
=10+4,5+17,5+4,5
=36,5

Assim a Esperanga para o preco da agao é R$ 36,50.

Para 2 pregdes consecutivos o diagrama de arvore que representa as possivéis
altas e baixas é mostrado na figura[7.12]

Note que ha duas rotas diferentes para o mesmo resultado ab: alta, seguida
de baixa; e, primeiramente, baixa e depois alta. Entao esta possibilidade deve ser

contada duas vezes. Inclusive, para normalizar a probabilidade (soma unitaria):

p?+2-p-(1-p)+(1-p’=p*+2-(p-p’)+1-2-p+p’=

2-p*+2.p-2-p*-2-p+1=1
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b(1-p)_
b*[(1-p)?]

Figura 7.12.: Diagrama de arvore usado para o calculo da Esperanga.

Assim, o Valor Esperado para o valor da agao apos 2 pregoes sera
E(Vy)=a®-p>-Vog+2-a-b-p-(1-p)-Vo+b>-(1-p)*- V. (7.5)

Agora, observe o diagrama de arvore correspondente a 3 pregdes consecutivos
— figura[7.13]—, onde sao apresentados os possiveis valores de uma agao que pode
subir 5% com probabilidade de 60% e cair 3%, em cada pregao. Sabendo que a agao
foi negociada a R$ 10,00, qual seria o Valor Esperado da agao apds o 3° pregao ?

3

Observe que hé4 4 possiveis valores: a> com probabilidade p> e Gnico trajeto

aaa; a*b com probabilidade pz(l —p) e 3 trajetos, aab,aba, baa; ab? com probabilidade
p(1 —p)2 e 3 caminhos bba, bab,abb; e b3 com probabilidade (1 —p)3 e inico caminho

bbb. De acordo com a definicao o valor da Esperanga sera, neste caso:
E(V3)=Vy-(a®-p>+3-a’-b-p>-(1-p)+3-a-b*-p-(1-p)*+b>-(1-p)°)

Substituindo as variaveis pelos respectivos valores: a = 1,05; b = 0,97; p = 0,6; e
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a>(p®)
a(p)/
/
e \bu-pg
- < a’b[p*(1-p)]
Pl R /a<p>/
g e T pL_
<4 ab?[p(1 - p)?
iy /a<p>/
\b(l—pg
b3(1-p)’

Figura 7.13.: Diagrama de arvore do Calculo da Esperanga para 3 periodos.

1-p=0,4; chega-se a

E(V5)=10-(1,05%-0,6%+3-1,052-0,97-0,6%-0,4+3-1,05-0,972-0,6-0,4%+0,97°.0,4°)
=10-(1,157625-0,216+3-1,1025-0,97-0,36-0,4+3-1,05-0,9409-0,6- 0,16+
+0,912673-0,064)
=10-(0,250047 +0,4619916 + 0,28452816 + 0,058411072)
=10-(1,05418504)
~10,54.

Observe que a soma das probabilidades é unitaria:

ZP(V):0,63+3-0,62-0,4+3-0,6-O,42+O,43
=0,216+3-0,36-0,4+3-0,6-0,16+ 0,064
=0,216+0,432+0,288 + 0,064
—1

Aqui é interessante relembrar a distribuicao binomial (expressao (3.15)) e
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que se enquadra nessa situacao. Aplicando para 2 periodos:

2
— a 2-n
Vz—zdmp (1=p)*"-a"-p* "V,

n=

2! 2!
E - = 501 2p)2 0. 40,20, = oyl =p)Fl.gt p?l.
2_' 22 0
2 2 2
E(Vz):E-(1—p)z-bz-V0+T-p-(l—p)-a-b-VO+E-pz-az-VO

Chega-se a mesma expressao (|7.5).
E(Vy)=(1-p)*-b>-Vo+2-p-(1-p)-a-b-Vo+p*-a’-V

Assim o Valor Esperado para o valor da acao ap6s N pregoes sera:

E(Vy) = Z[H, TR AR A A (7.6)

Até aqui, calculou-se o Valor Esperado de precos de a¢oes sem levar em conta
a hipotese de Mercado Vidvel, que se resume a auséncia de arbitragem. Ao considera-
la ficam determinados os valores para as probabilidades de alta p e de baixa 1 —p
a partir dos indices de valorizacao média das altas a, de desvalorizacao média das
baixas b e da taxa livre de risco i, conforme a relacao da aula 3 — secao

Considerando isso, a expressao (7.6 para o Valor Esperado de uma acao fica:

= N! l+i-b, 1+i-b\[V™" v
E(VN):;«{n!'(N—n)!.( P ‘[1_( a-b )] b 'VO}'

ou seja,

3 ! 1+i-b " a—1i-—1 N-n
— . . LN, N—n.
) ; nt-(N—n)l ( a—b ) ( a-b ) a"-b VO]- (7.7)

Exercicios Propostos

1. Uma certa agao é negociada a R$ 75,00, cuja posssibilidade de subir 4% é 50%
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num periodo de um més. A desvalorizacdo média mensal é de 2%. Qual é o
Valor Esperado da agao ap6s 12 meses? (Obs.: considere 1 més como sendo 1

periodo.)

2. Em um mercado vidvel, um lote de agoes € negociado ao valor de R$ 4500,00.
Suponha o valor médio de valorizacao de 2% e o de desvalorizagao de 1,5% en-
tre "pregoes” consecutivos. Qual é a Esperanga do preco da acao apods 1 semana
(5 dias uteis)?

3. Considere a hipdtese de Mercado Vidvel. Um "trader” vendeu um lote de agoes
por R$ 2500,00. O valor médio de alta é de 4% . Qual deve ser a média de
desvalorizagao, no caso de baixa, para que o valor esperado dessa acao seja R$

2550,00 apos 2 pregoes consecutivos?

7.6. Aulas 5/6: O contrato de opcao

Para esta aula é importante distribuir um resumo dos termos e conceitos usa-
dos no mercado. O inicio do capitulo[4} incluindo a se¢ao bastaria. Explicado o
texto, passa-se a analisar o contrato de opgdo com o propodsito de determinar o seu
preco justo (precificagao). Na data do vencimento T do contrato, o valor da opgdio
de compra Cr, é a diferenca entre o prego combinado (prego de exercicio) K e o valor
da acao V7, caso Vp > K, senao, é zero, pois o Titular nao tem porque exercer o seu
direito de compra. Assim, de acordo com ou , o valor do contrato (prémio)
no vencimento é:

Cr = max(Vy —K;0)

Considere o primeiro exemplo da aula 3 — segao onde o lote de agoes é
negociado ao valor de R$ 50,00. Sendo a valorizacao média de 5%, desvalorizagao
de 8% entre "pregoes” consecutivos e a remuneracao da poupanga de i = 0,05% ao
dia, quanto deve ser o prémio de um contrato de op¢do de compra para um prego de
exercicio de R$ 51,00 com vencimento no préximo pregao ?

Resolugao. De acordo com a resolucao anterior, na alta, o valor sera de R$
52,50 e, na baixa, R$ 46,00. Como o prego de exercicio ou strike € R$ 51,00 o diagrama
de arvore é apresentado na figura[7.14

Pela equacao (7.3)), calcula-se as probabilidades de alta p e de baixa 1 — p:

~1+0,0005-0,92 0,0805

= = ~0,6192
P="105-0,92 0,13 0192
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e, consequentemente,
1-p~1-0,61923=0,38077.

lucro: R$ 52,50
alta (5%) p
/
R$ 50,00 ——— Strike: R$ 51,00
baixa (8%) 1-p

prejuizo: R$ 46,00

Figura 7.14.: Diagrama de arvore referente ao calculo do Prémio de uma opg¢ao.
Assim, no vencimento (t = 1) o valor do contrato de opgao sera

max(52,5-51;0) = 1,50, no caso de alta
C; =max(V; —K;0) =
max (46 —51;0) = 0, no caso de baixa

Entao, pela equacao (7.4), o valor esperado do contrato de opgdo de compra,
levando em consideracao as duas possibilidades, é

E(Cy)=0,61923-1,05-1,50+0,38077-0,92-0
~0,61923-1,575+0
~0,97528725

Para determinar o valor do contrato da op¢do na sua assinatura, ou seja, no instante

t = 0, basta dasagiar o seu valor esperado no vencimento:

1
(1+i0)!

Co= -E(Cy)

~ ——-0,97528725
1+0,005

~0,9995-0,97528725
~0,9748

Desse modo, o valor na assinatura do contrato da op¢ao sera R$ 0,97.
Retomando o Valor Esperado da acao apés N periodos (7.7)) da aula 4 — secao
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e trocando N pot T, n por t:

E(Vr) =

T . .
T' 1+Z_bt a—1-—1 T—t ¢ T—t
;«t!-(T—t)! e AL

O valor da acio no final de cada "ramo” da drvore é Vi = a' - bT~t.V,, onde
0 <t <T. E esse valor a ser comparado com o exercicio K da op¢do. Assim, o valor

do prémio no vencimento é:

T . )
I 1+i-by a-i-1r1, t 3, T—t )

Cr=

Considerando a taxa livre de risco i, calcula-se o prémio da op¢do no instante ¢t = 0

T . .
1 T! 1+i-b, ,a-i-1 1, LT '
0T (1 +i)T [;t!-(T—t)! (— ) () max(@ b Vo - K50)

(7.8)

Por exemplo, qual seria o valor justo de um contrato de opgao de compra com
vencimento para daqui a 5 pregdes para uma agao negociada a R$ 30,00 com valor de
exercicio de R$ 30,05? Considere a taxa livre de risco i = 12% ao ano, médias de alta
de 2% e de baixa 1,5%.

Resolu¢ao. Os dados do problema sao: V=30, T =5,a=1+2% =1,02,
b=1-1,5% = 0,985 e K = 30,05. Como a taxa livre de risco esta referenciada "ao
ano'", é necessario calcula-la para 1 dia, e para tal foi considerado 1 ano como tendo
256 dias uteis (para o ano de 2014):

(1+i)= N1+12%= "¥1,12 = (1+i) ~ 1,0004428

Calculo das probabilidades de alta p e de baixa 1 —p, pela equagao (7.3):

~ 1+0004428-0,985 0,0154428

_ ~0,44122
p 1,02-0,985 0.035 -0 3

e, consequentemente,
1-p=1-0, 441223 =0,558777.

Na figura esta representado o diagrama de arvore simplificado do preco
da acao deste problema.
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Chamando cada parcela do somatério da equagao (7.8)) de W;, pode-se escre-

ver:

T
1
Cy= . W.,
T (1 +i)T Z; '
onde,
T! 1+i_bt a—1i-1 T—t ¢ T—¢
= : : : BTV, - K;0).
Wimimm—m Tamp ) ooy ) maxie 0 )
33,12
/
a(p)
/
/ \
a(p) b(1-p)
/ T~
31,99
/ \ —
a(p) b(l-K a(p)
/ /
a(p) b(l-K a(p) b(1-p)
-~ -~ 30,89
N PN 7
) b(

S

Acao R$ 30,00

\b(l-p) a(p
\

Strike R$ 30,05

2
=
X

=

AN
S

/;

S

1-p) a -p)
- Q\\/// \\&2%83
\(1_K /a(p)/ \(1_K /a(p)/
bﬂ-K /a(p) b<1-p)\
28,80
\(1_K /a(p)/
\
b(1-p)
~
27,82

Figura 7.15.: Diagrama de arvore da possivel evoluc¢ao do preco de uma acao em 5
pregoes.
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Ao substituir os valores do problema:

5
1
Co=—-— Y W
07 1,00044285 ; t

5
Co = 0,997789- ZWf' (7.9)
t=0
sendo,
5!
W, = NCET (0,441223)"-(0,558777)>" - max(1,02 - 0,985 - 30 — 30, 05;0)

Calculando para cada valor de t € {0,1,2,3,4,5} :

Parat=0
5!
W, = G (0,441223)°-(0,558777)°>% - max(1,02°-0,985°7-30-30,05;0)

5!
=50, 558777)° - max(0,985° - 30 — 30,05;0)

=1-0,054474 - max(0,92725- 30 — 30, 05;0)
= 0,054474 - max(27,8175 — 30, 05;0)

= 0,054474 - max(—2,2325;0)

=0

Parat=1

5!
W, = TG (0,441223)'-(0,558777)°>~! - max(1,02' - 0,985 - 30 — 30,05;0)

5!
=51 0441223 (0, 558777)* - max(1,02-0,985%- 30— 30,05;0)

=5.0,441223-0,097489 - max(1,02-0,941337 - 30 — 30, 05;0)
=0,215072 - max(28,8049 — 30, 05;0)

=0,215072 - max(—1,2451;0)

=0
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Parat=2

51!
21-(5-2)!
|
= 2131

5-4
= 0,194678-0,174468 - max(1,0404-0,955672-30-30,05;0)

W, = -(0,441223)%-(0,558777)>"% - max(1,022-0,985°2-30 - 30,05;0)

-0,194678 - (0,558777)° - max(1,0404 - 0,985° - 30 — 30, 05;0)

=10-0,033965081304 - max(0,994281-30-30,05;0)
=0,33965081304 - max(29,82843 —30,05;0)
=0,33965081304 - max(—0,22157;0)

=0
Parat=3
5! 5-3 3 5-3
W3 = m (0, 441223) -(0,558777)>"° -max(1,02°-0,985>77-30 - 30,05;0)
!
3'2' -0,085896 - (0,558777)2 -max(1,061208-0,9852 -30-30,05;0)
5-4
= — 0,085896-0,312232-max(1,061208-0,970225-30-30,05;0)
=10-0,026819-max(30,8883 —30,05;0)
=0,26819-max(0,8383;0)
=0,26819-0,8383
=0,22482
Parat=4
5! 5-4 4 5-4
Wy = m (0, 441223) -(0,558777)>"* -max(1,02%-0,985°"*-30 - 30,05;0)
!
4'1' -0,037899-0,558777 - max(1,082432-0,985-30-30,05;0)

=5-0,021177 -max(31,9859-30,05;0)
=0,105885-max(1,9359;0)
=0,105885-1,9359

=0,204983
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Parat=>5

51

51-(5-5)! +(0,441223)°-(0,558777)°7 - max(1,02° - 0,985°7 - 30 — 30, 05; 0)
51

= _5' ol -0,016722 -max(1,104081-30-30,05;0)

=0,016722-max(33,12243 -30,05;0)
=0,016722-max(3,07243;0)
=0,051377

W5 =

Portanto,

5
Zwt:w0+w1+w2+w3+w4+w5
t=0

=0+0+0+0,22482+0,204983 +0,051377
=0,48118.

Voltando para a equacgao (7.9),

Cp=0,997789-0,48118
=0,48,

chega-se ao valor justo do contrato de opgao de compra, isto é, R$ 0,48.

O calculo do valor justo de uma opgdo de venda é analogo ao de compra, pois o
titular s6 exercera seu direito se o preco do ativo for menor que o strike combinado.
Assim a féormula muda para

T

S r Lrizby azi=lyr £ T—t.
b= Zt!-(T—t)! (——) (=) " max(K-Vo-a'-b7750)

A figura mostra o diagrama de arvore simplificado do prémio da op¢ao.

Exercicios Propostos

1. Uma acao é negociada a R$ 100,00. A média de valorizacao mensal é 3% e
de desvaloriacao de 2%. Qual o valor justo de um contrato de opgdo de venda
com vencimento para daqui a 3 meses com valor de exercicio de R$ 99,00 ?

Considere a taxa livre de risco i = 0,5% ao més.
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2. Uma commodit;ﬂ € negociada na Bolsa de Mercadorias e Futuros. Historica-
mente, quando sobe, valoriza-se 35% a.a., caso contrario, cai 25%. Sendo seu
preco atual de R$ 550,00 a tonelada e a taxa livre de risco i = 10% a.a., calcule o
valor justo para uma opgdo de venda com strike de R$ 500,00, com vencimento
para daqui 3 anos.

3,07
ap
/
/ \
a(p) b(1-p)
- T 94
/ \ / 4
a(p) b(l-P)\ a(p)
/ /
TN P
a(p) b(l-K a(p) b(1-p)
-~ -~ \0,84
a(p)/ \b(l- ) a(p/ \b(l- ) a(p)/
Opca R$0§ K/ K/ Strike R$ 30,05
pcao ) rike )
~ PN T
b(l-P\ a(p) b(l-K (p) b(l-P\
e 0
-

N

¥

\%
VA
/\

=
=
1

o

J/
A

A,

S

/Q
A\
7

o

o)
=
1

o

Figura 7.16.: Diagrama de arvore do Calculo do Prémio de uma op¢do para 5 pregoes.

'Tudo aquilo que, se apresentando em seu estado bruto (mineral, vegetal etc), pode ser produzido
em larga escala; geralmente se destina ao comércio exterior e seu preco deve ser baseado na
relagao entre oferta e procura. (fonte: http://www.dicio.com.br/commodity/)
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7.7. Aulas 7/8/9: Cotacoes reais da BOVESPA

A Bolsa de Valores de Sao Paulo disponibiliza as cotagoes diarias de todos os
ativos negociados. E possivel fazer o download de um arquivo texto compactado no
endereco "http://www.bmfbovespa.com.br” ([BOV]), selecionando a ficha "Mercados".
A esquerda da tela, o item "A¢des” abrira o menu "Cotacdes”. Tecle em "Cotacdes
Historicas”. Finalmente, clique em "Acesse agora a Série Historica de Cotagdes”, como
mostra a figura [7.17]

6@\5 http://ucw brmfbovesga.combr/shared frzme sz, © ~ B & X || @ Cotagbes Historicas | BMS.. % | | 29 i

contato elagbes com investidores | perguntas frequentes | sites relacionados

BM&FBOVESPA =/ N Busca =
ANova Bolsa =

ABMEFBOVESPA EDUCACIONAL ™. SERVICOS

| cotagees ! Cotagdes Historicas

A Série Histdrica de Cotagdes traz todo o histérico de precos dos titulos negeciados na Bolsa desde 1986.

‘ 3 As cotagbes sdo fornecidas na moeda e forma de cotagde da época, sem nenhum ajuste para a inflagdo ou proventos (dividend:

direitos de subscrigo, etc.) distribuidos pelas empresas emissoras.

I Indices
= Acesse agora a Série Histdrica de Cotagdes
Estatisticas

= = Quais informaces estao neste arquivo?
Consultas y :

= Qual o formate do arquivo? il

I Formador de Mercado
< | 1l +

#100% -

Figura 7.17.: Como obter informagoes sobre as negociagoes no Site da BMF-Bovespa.

Pode-se selecionar o ano, o més ou um dia especifico, conforme a ﬁguram
Por exemplo, escolhendo o ano de 2013, sera possivel fazer o download do arquivo
compactado "COTAHIST_A2013.ZIP", que contém um arquivo formato tipo texto
(txt), com as principais informagoes dos ativos, como: nome e cédigo da empresa, co-
digo da agdo, codigo ISIN, tipo de mercado (a vista, termo, op¢des), tipo da agcio (ON
ou PN), preco de abertura, preco minimo, preco médio, preco mdximo, preco de fecha-
mento, quantidade de negdcios e volume negociado com o papel, dentre outros dados
disponiveis. Assim, é possivel obter os dados de todas as negociacoes diarias desde
1986.

Com as orientagoes do documento "SeriesHistoricas_Layout.pdf” disponivel

no site, pode-se usar o software Excel para montar uma planilha com os dados, por
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exemplo, da empresa Petrobrasﬂ

{ ‘|\§;‘ http://www.bmfbovespa.com.br/shared/iframe.: O ~ B ¢ X H (2 Cotacdes Historicas | BMAL.. |

I Cotagies

Série Historica de Cotacdes

Escolha o periodo desejado:

Atencdo: em fungdo do tamanho de alguns arquives, mesmo estando compactados, este processo podera levar alguns minutos

indi . - - - - .
I neiess Séries Anuais (todos os dias Uteis do ano escolhido)

I Estatisticas
I Consultas El

I Formador de Mercado

m,

I Empresas

Séries Mensais (ultimos 12 meses)

O =&

Séries Diarias (do ano corrente)

Més: Iz‘
Dia: El i
] 11l +
T 100% -

Figura 7.18.: Escolhendo o periodo da série historicas no Site da BMF-Bovespa.

A tabela [7.1]mostra um pequeno trecho dessa planilha. Observe que, por se
tratar de um arquivo texto, os valores nao apresentam "virgulas". Assim o valor 1999

representa, na verdade, R$ 19,99.

Tabela 7.1.: Dados disponiveis no site da Bovespa das negociagoes de agoes da em-
presa Petrobras.

02/01/2013 | PETR4 | PETROBRAS | PN | 1999 | 2021 | 1969 | 1969 | 60128028800
03/01/2013 | PETR4 | PETROBRAS | PN | 1981 | 2040 | 1970 | 2040 | 61627466100
04/01/2013 | PETR4 | PETROBRAS | PN | 2033 | 2062 | 2017 | 2048 | 73822225800
07/01/2013 | PETR4 | PETROBRAS | PN | 2048 | 2067 | 1995 | 2008 | 56592699100
08/01/2013 | PETR4 | PETROBRAS | PN | 2011 | 2023 | 1946 | 1950 | 57302410700

—_ = = =

Exercicios Propostos (a serem desenvolvidos no laboratério de informatica:

com internet e planilha eletronica Excel.)

1. Pesquise na internet o c6digo da agao PN da empresa CEMIG e obtenha o

arquivo txt referente as negociagoes dessa agao do ano de 2013.

2Consulte o apéndice D.Cédigo VBA sobre como processar o arquivo texto.
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2. Com a ajuda do Professor, abra o Excel e digite, no editor de macros, o codigo
VBA Le_COTAHIST(). Altere o c6digo convenientemente e converta o arquivo

do exercicio anterior para uma planilha.

3. Do mesmo modo que nos exercicios anteriores, obtenha as planilhas para as
acoes PN e ON da Companhia de Mineragao Vale do Rio Doce dos anos de
2012, 2013 e 2014.

7.8. Aulas 10/11/12: Verificando o Modelo - Parte |

Usando o procedimento da aula anterior — secao — consegue-se uma
planilha para a a¢do da empresa Petrobras tipo PN, cédigo PETR4 para o ano de
2013@ Com essa planilha, calcula-se a variagao diaria do preco dividindo os valores
de fechamento, conforme a figura m

Egn\ = o - 3 /= PETR4 - Microsoft Excel _ =] x
—a Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo 'Q) -2 X
| L3 ~( fe | =tH3/H2 v
c o] e | £ | & | H 1 [s] k] L | m [n]oH
1 ABERTURA MAXIMO MINIMO FECHAMENTO VARIACAQ =)
2 |PETROBRAS PN 1999 2021 1969 1969 60128028800 1 0
3 |PETROBRAS PN 1981 2040 1970 2040 61627466100 1 I 1,0-36058913! 03/01/2013 1
4 |PETROBRAS PN 2033 2062 2017 2048 73822225800 1 1,003921569 04/01/2013 2
5 |PETROBRAS PN 2048 2067 1995 2008 56592699100 1 0,38046875 07/01/2013 3
6 |PETROBRAS PN 2011 2023 1946 1950 57302410700 1 0,371115538 08/01/2013 4 |¥
W 4 » ¥]| PETR4 2013 / 2013-méds . 2013-venc-opcdes . 2014até E JI[W i ]
Pronto 100% (————H———F

Figura 7.19.: Calculando a variacao da acao PETR4.

Copiando os "valores” dos resultados para outra pasta, reordenando-os e
separando-os entre menores e maiores ou igual a 1, conclui-se que no ano de 2013,
em 247 pregoes, houveram 122 altas e 125 baixas, o que resulta na probabilidade de
49,39% de ocorrer uma alta e 50,61% de baixa. Usando a funcao =MEDIA.GEOMETRICA()
chegou-se aos valores médios de valorizacao (a) e desvalorizagao (b). Usando as ex-
pressoes , e para taxa livre de risco i = 8,2% ao ano (valor médio da taxa
SELIC - SELIC (Sistema Especial de Liquidacao e de Custédia) em 2013, conforme

disponivel em [BCBJ)), chega-se aos valores tedricos para as probabilidades de alta

3Vide o apéndice D.Cédigo VBA.
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p=>50,71% e p = 51,64%. Os erros relativos em relacao ao valor medido sao:

0,5071-0,4939 0,0132

0,4939 = 10,4939 =0,0267 =2,67% — sem taxa livre de risco

er% =

0,5164-0,4939 0,0225

0,4939 = 10,4939 0,0456 = 4,56% — com taxa livre de risco.

e,% =

Esses resultados mostram um concordancia razoavel entre o modelo e os da-
dos coletados, principalmente, contando que o modelo nao prevé nenhuma taxa de

corretagem. A figura apresenta um trecho da planilha do calculo anterior.

.'_'/-.:;\", =, e 4 I PETR4 - Microsoft Excel - =4
—E—’y Inicio Inserir Layout da Pagina Formulas Dados Revisdo Exibicdo '@ - 7 X

| F123 - fe | =MEDIA.GEOMETRICA(F1:F122) ¥

al B | ¢ [olJel e | & [lH] 1 1 k] v ] H

111 0,9962 16/10/2013 1,0387903 11/07/2013

E 0,996988 23/05/2013 1,0399018 01/08/2013 8,0% a.a.

113| 0,997196 16/08/2013 1,0409496 05/09/2013 108% 1,00031 a.d.

114 0,997245 11/10/2013 1,0425043 08/04/2013

E 0,997322 07/10/2013 1,0484108 18/11/2013

116 0,997536 09/05/2013 1,0498615 07/03/2013

117| 0,997736 15/02/2013 1,0519174 15/08/2013 dias (teis

E 0,997853 26/03/2013 1,0529838 21/10/2013 altas= 122 p= 49,39%

119 0,998157 07/08/2013 1,0530565 22/08/2013 baixas= 125 1-p= 50,61%

@ 0,998332 12/04/2013 1,0549508 29/04/2013 total= 247

121 0,998468 23/01/2013 1,0757166 28/10/2013

122 0,998489 15/01/2013 1,0899758 06/03/2013

@ 0,998491 14/01/2013 a=| 1,0154013_|ALTn MEDIA p (i=0)= 50,71% e%= 2,66%

124 0,998764 01/07/2013 1-p(i=0)= 49,29%

125 0,998781 24/07/2013

E b= 0,983128 BAIXA MEDIA p (i><0)= 51,64% e%= 4,56% H

127| 1-p(i=<0)= 48,36% o~
44+ M[] 2013 /2013-més ~ 2013-venc-opcies . 2014-até E .~ 201 W0 m | ]
Pronto 10% (o———PF—F =

Figura 7.20.: Medida e calculo das probabilidades de variacao da acao PETRA4.

Isto nao se confirma repetindo o mesmo procedimento para os periodos entre
os vencimentos dos contratos, conforme é apresentado na tabela[7.2] Apesar do erro
ser proximo de 5% ao considerar o ano todo (247 dias uteis) e no final do ano, entre
os dias 16/12 e 30/12 (9 dias tuteis), de -0,3%, vé-se que somente em 3 periodos
a probabilidade tedrica aproxima-se da determinada pelo mercado, independente-
mente da quantidade de dias avaliados. Conclui-se, entao, que a probabilidade de
haver alta em um determinado dia é realmente cadtica, nao seguindo de forma sa-

tisfatoria, a média proposta pelo modelo. O céalculo para cada intervalo foi idéntico
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ao anterior, como mostram as figuras e

Tabela 7.2.: Comparacao das probabilidades amostral e tedrica por periodo entre os

vencimentos das opgoes.

SELIC alta baixa | probab. | probab.
Periodo média | dias | qtda | medida | medida | dealta | dealta | Erro
diaria | Gteis | altas | meédia média | medida | tedrica
02/01-21/01 | 1,000273 | 12 6 1,009991 | 0,989184 | 50,0% 53,3% 7%
21/01-18/02 | 1,000273 | 17 6 |1,009217 | 0,985564 | 35,3% 62,% 76%
18/02-18/03 | 1,000274 | 20 10 | 1,025299 | 0,983116 | 50,0% | 40,7% | -19%
18/03-15/04 | 1,000274 | 19 7 |1,012771 | 0,987590 | 36,8% | 50,4% | 37%
15/04-20/05 | 1,000282 | 24 15 |1,018618 | 0,981112 | 62,5% | 51,1% | -18%
20/05-17/06 | 1,000294 | 19 9 1,010431 | 0,980892 | 47,4% 65,7% 39%
17/06-15/07 | 1,000304 | 19 8 |1,015168 | 0,975060 | 42,1% | 62,9% | 49%
15/07-19/08 | 1,000320 | 25 13 |1,022032 | 0,988274 | 52,0% | 35,7% | -31%
19/08-16/09 | 1,000332 | 20 11 | 1,017904 | 0,980666 | 55,0% | 52,8% | -4%
16/09-21/10 | 1,000344 | 25 12 | 1,009870 | 0,990130 | 48,0% | 51,7% 8%
21/10-18/11 | 1,000357 | 19 11 | 1,024811 | 0,982887 | 57,9% | 41,7% | -28%
18/11-16/12 | 1,000368 | 19 8 1,014125 | 0,973519 | 42,1% 66,1% 57%
16/12-30/12 | 1,000375 | 9 6 | 1,010507 | 0,980269 | 66,7% | 66,5% | -0,3%

Exercicios Propostos (a serem desenvolvidos no laboratério de informatica:

com internet e planilha eletronica Excel.)

1. Considere a planilha obtida na aula anterior da acao PN da empresa CEMIG,
determine os indices de valorizacao e desvalorizacao médias, determine as
probabilidades tedricas de um mercado vidvel de acordo com a equacao (7.3)

e compare com a probabilidade observada.

2. Do mesmo modo que nos exercicios anteriores, compare as probabilidades teo-
rica e observada para o periodo do segundo semestre do ano de 2010 para a

acao PN da Companhia de Mineragao Vale do Rio Doce.
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..,I:!g. (=, 3 s PETR4 - Microsoft Excel = = X
- Inicioc  Inserir  Layout da Pagina Formulas Dados  Revisdo  Exibigdo @ - 7 X
F7 _ fe | =+G7/(G7+G8) ¥
A | B c | o] e [.F c | w | g
1 =|
2| SELIC ]
3| 0,971115538 08/01/2013 a= 1,009991 1,0002726
4 | 0,98046875 07/01/2013 b= 0,989184 7,1% a.a.
=N 0,993404363 18/01/2013
_b | 0,993447581 17/01/2013 Medido dias
7] 0,998488665 15/01/2013 p:l 50,0%“ 6 Considerado
8 | 0,998490946 14/01/2013 1-p= 50,0% 6 para o
9 0,989184171 6 periodo
10| Tedrico de
11 1,001009082 16/01/2013 p (i=0)= 52,0% 02/01/2013
12| 1,002521432 11/01/2013 1-p(i=0)= 48,0% até
13| 1,003921569 04/01/2013 21/01/2013
14| 1,007621951 10/01/2013 p (i=<0)= 53,3% 12
15| 1,009230769 09/01/2013 1-pli=<0]= 46,7% Gteis
16| 1,036058913 03/01/2013
17| 1,009990612 6 erro= 7% -
W 4 » W[ 2013  2013-més | 2013-venc-opgcies I N il . 0

pronto |

[ER Ty o mr—c e

Figura 7.21.: Probabilidades da acao PETR4 - janeiro de 2013.

I,rc!g- = & /= PETR4 - Microsoft Excel - = x
~ Inicioc  Inserir  Layout da Pagina Formulas Dados  Revisdo  Exibigdo @ - 7 X
F325 - fe | =+{+H314-F315)/(F314-F315) ¥
A | B c | o] e L.r.J 6 | u [ I
312
313 SELIC
314 0,968858131 17/12/2013 a= 1,010507 1,00037468
315| 0,980289855 20/12/2013 b= 0,980269 9,9% a.a.
316| 0,991793669 26/12/2013
317] 0,980269167 3 Medido dias
318| p= 66,7% 6 Considerado
319| 1,000591017 27/12/2013 1-p= 33,3% 3 para o
320| 1,002380952 18/12/2013 periodo
321 1,008860012 30/12/2013 Tedrico de
322 1,008870491 23/12/2013 p (i=0)= 65,3% 16/12/2013
323| 1,018203171 16/12/2013 1-p(i=0)= 34, 7% até
324 1,024346793 19/12/2013 30/12/2013
325, 1,010507478 6 p(i=<0)=]__ 66,5%] k]
326 1-pli==<0)= 33,5% Uteis
327 =
328| erro= -0,3% %
4 4 » W] 2013 -/ 2013-més | 2013-venc-opgcies I N il . 0

pronto |

[E Ty o mr—c e

Figura 7.22.: Probabilidades da acao PETR4 - dezembro de 2013.
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7.9. Aulas 13/14/15: Verificando o Modelo - Parte |l

Com algumas alteragoes nas rotinas Le_ COTAHIST(), que separa as agoes de
uma determinada empresa, e TXT_xIs_empresa(nomp As String) H que converte de
"texto” para "planilha”, pode-se carregar um arquivo com as negociagoes didrias dos
contratos de opgoes de compra da Bolsa de Valores de Sao Paulo. Assim, a planilha ob-
tida, além das informacoes anteriores, também contém: o valor de exercicio (coluna

"K") e o vencimento do contrato (coluna “"L”), como mostra a figura

.'_'/-j;'-a\‘-, =, 4 /= PETR [Modo de Compatibilidade] - Microsoft Excel _ = x

fﬁ/’ Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibigao 'Q) - T X

[ Al - fe | 02/01/2014 Y

A | 8 Jc] o Je|lrle]n]i] I [ k] ] M =

1] DZ}'DLQDFI!PI:—FRAI 70 PETR PN 1 2 1 2 446800 2034 20/01/2014 BRPETRACNPRG [
i 02/01/2014 PETRA12Z 70 PETR PN 368 570 568 570 2162600 1134 20/01/2014 BRPETRACNPRG
i 02/01/2014 PETRA13 70 PETR PN 411 411 400 402 687000 1300 20/01/2014 BRPETRACNPRG
i 02/01/2014 PETRA14 70 PETR PN 310 310 275 277 8871100 1400 20/01/2014 BRPETRACMPRG
3 | 02/01/2014 PETRA1S 70 PETR PN 290 290 239 246 54678100 1434 20/01/2014 BRPETRACNPRG
6 02/01/2014 PETRA16 70 PETR PN 131 131 88 88 165120900 1600 20/01/2014 BRPETRACMNPRG
L 02/01/2014 PETRA17 70 PETR PN 95 105 65 68 522573200 1634 20/01/2014 BRPETRACNPRG
i 02/01/2014 PETRALS 70 PETR PN 35 40 18 20 574070400 1734 20/01/2014 BRPETRACMPRG
9| 02/01/2014 PETRALS 70 PETR PN 9 10 4 4 72222300 1834 20/01/2014 BRPETRACNPRGE
10| 02/01/2014 PETRA20 70 PETR PN 3 3 1 1 7517800 1934 20/01/2014 BRPETRACNPRG
i 02/01/2014 PETRA21 70 PETR PN 1 1 1 1 430500 2100 20/01/2014 BRPETRACNPRG
£ 02/01/2014 PETRA22 70 PETR PN 1 1 1 1 400 2134 20/01/2014 BRPETRACMNPRG
13 02/01/2014 PETRA4 70 PETRE PN 241 243 201 201 17764800 1475 20/01/2014 BRPETRACNPRG
14 02/01/2014 PETRA44 70 PETR PN 262 262 227 230 6596500 1450 20/01/2014 BRPETRACNPRG
£ 02/01/2014 PETRA45 70 PETR PN 176 176 131 133 31343200 1550 20/01/2014 BRPETRACNPRG
ﬂ 02/01/2014 PETRA46 70 PETR PN 132 133 103 104 11303300 1584 20/01/2014 BRPETRACNPRG
£ 02/01/2014 PETRAAT 70 PETR PN 29 29 15 15 49387700 1750 20/01/2014 BRPETRACMNPRGE

18 | 02/01/2014 PETRA48 70 PETR PN 7 7 5 5 1410900 1850 20/01/2014 BRPETRACNPRG |

M 4 » M| PETR /%] [T 1l | |
Pronto EH O 100% @—@—@ et

Figura 7.23.: Cotagoes das op¢oes da empresa Petrobras - 2014.

Reordenando esses dados por especificagao da acao (coluna "E") para sepa-
rar os contratos de op¢des da agao "PN" (PETR4), por data de exercicio (coluna "L")
e por contrato (coluna "B"”), pode-se comparar a evolugao da cotacao da opg¢do com
seu respectivo ativo, que no caso é PETR4. Com os valores da ag¢ao PETR4, calculou-
se, previamente, os valores médios de valorizacao e desvalorizagao diarios e suas
respectivas probabilidades, comparando-os com as probabilidades amostrais, con-
forme aulas 10/11/12 — segao Depois, aplicando a féormula das aulas

7/8/9 — secao foram calculados os prémios tedricos e comparados com suas co-

*Consulte o apéndice D.Cddigo VBA.
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tacoes reais. Tudo isto foi obtido através da planilha mostrada nas figuras
e onde esta processado o exemplo resolvido nas aulas 5/6 — sec¢ao|[7.6]

Observe que é reproduzido todo o calculo do diagrama de arvore, de forma
recursiva, através da multiplicacao sucessiva, ern Inclusive, para a determina-
cao dos coeficientes binomiais, é possivel reconhecer explicitamente o Tridngulo de
Pascal. Note na figura a utilizacao da fungao =+FATORIAL(), em Pela planilha
o valor do prémio, no instante inicial, esta em destaque na cor azul para 5 periodos,
ou seja, Cy = R$ 0,48 (célula V7), de acordo com o calculo anterior. Observe que em
vermelho esta grafado o valor sem o desagio, C5 = R$ 0,4812 (célula V8).

.':,-:a\) [ R a = PETR4 - Microsoft Excel - = X
—QE’} Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibigdo @ - = x
K12 - fe | =+G1175CS5 ¥
Al 8 [ ¢ o[ e[| F | 6 W[ [ s [k N[m]|] ~ [ &
1|
2 | 256 diasfano
3|
4 | a= 1,02000 p= 44,12% strike= 30,05
5| b= 0,98500 1-p= 55,88% taxa livre de risco i= 12,00% a.a.
i id=0,044% a.d
7 ] 1 RS 0,24 2 RS 0,27 3 RS 0,38
i 30,0133 0,2427 0,2711 0,3799
3 ACAO OPCAO | AC4O OPCAO | AC40 OPCAO | AC
E 0| RS 30,00 | 30,6000 1 0,4412 0,2427 |31,2120 1 0,1947 10,2262 |31,8362 1 0,0859 0,1534 |32,¢
‘11 29,5500 1 0,5588 0,0000 |30,1410 2 0,2465 00,0449 |30,7438 3 0,1088 0,2264 |31,:
12|2 29,1068 1 0,3122 0,0000 29,6889!3 0,1378 0,0000 |30,:
13|13 28,6701 1 0,1745 0,0000 |29,:
144 28,7
155
16| 6
17| 7
18| 8 7
M 4 v ¥[ " 2014-vencopgies | Caloulo  PETREI0E  Dias (teis
Fronto | | 100% G—w—@ ot

Figura 7.24.: Inicio do calculo do prémio da op¢ao do exemplo de aula.

Esta planilha foi preparada para obter o valor do prémio para contratos de
opgoes de compra com até 90 pregoes, que aproximadamente equivale, em dias corri-
dos, a 5,5 meses. A figura m contém uma imagem parcial da planilha mostrando

0 30° periodo. Em destaque, o teste l6gico equivalente a expressao
Cr =max(Vy - K;0),

ou seja, =+SE(DO26<=$K$4;0,DP26*DQ26*(D0O26-$K$4)), que literalmente signi-

fica: "se o valor da célula DO26 for menor ou igual a célula K4, o valor entao é zero,
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senao , o valor é o produto de DP26 por DQ26 e pela diferenca entre DO26 e K4".
Note que o qualificador $ significa "enderecamento fixo". No caso, coluna K fixa e

linha 4 fixa, onde esta registrado o valor de exercicio ou strike K.

(D) =9 - A )= PETRY - Microsoft Excel - = x
. Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo '@) - =7 X
T12 - £ | =+FATORIAL(TS7)/(FATORIAL($A12))/(FATORIAL{TS7-SA12)) ¥
k W m | N | o felal| v [ s [x]u]| v [ w[x] ¥F
1
idias,fano
3
4 |30,05
5 |12,00% a.a.
6 |0,044% a.d
7] 3 RS 0,38 4 RS 0,43 5 RS 0,48 6
8 0,3799 0,4279 0,4812
9 | AC40 OPCAO | ACd0 OPCA0 | AC40 OPCAO | AC40
10 (31,8362 1 0,0859 0,1534 |32,4730 1 0,0379 10,0918 |33,1224 1 0,0167 0,0514 |33,7849 1 7,3781
Eso,mss 30,1088 10,2264 |31,3587 4 0,0480 0,2513 [31,9859 5 0,0212 10,2050 (32,6256 6 9,343¢
12|29,6889 3 0,1378 0,0000 |30,2827 6 0,0608 0,0849 30,8333@!0,02&3 0,2248 |31,5061 15 1,1832
13 28,6701 1 0,1745 10,0000 |29,2436 4 0,0770 0,0000 |29,8284 10 0,0340 0,0000 |30,4250 20 1,498¢
14| 28,2401 1 0,0975 0,0000 |28,8049 5 0,0430 0,0000 |29,3810 15 1,897¢
15| 27,8165 1 0,0545 0,0000 (28,3728 6 2,403F
16| 27,3992 1 3,043¢
17|
18 A
M 4+ v [ 7 2014-venc-opcies | Calculo ~“PETRELOE . Dias Uteis [ 4 9 ] a0
Pronto | 100% @—@—@ T

Figura 7.25.: Término do calculo do prémio da opgdo do exemplo de aula.

Com esta ferramenta, e um pouco de trabalho, é possivel calcular o valor

tedrico do prémio (Cy) do mesmo contrato de opgdes de agOes para varias datas do
pregao da BOVESPA.

Tabela 7.3.: Probababilidade amostral de alta da acao PETR4, no periodo de
18/11/2013 a 19/05/2014.

Periodo 18/11 | 17/12 | 21/01 | 18/02 | 18/03 | 23/04
considerado | 16/12 | 20/01 | 17/02 | 17/03 | 22/04 | 19/05
Dias corridos 28 35 28 28 36 27

Dias uteis 19 21 20 18 24 18
Dias com alta 8 10 10 6 16 10
Prob. de alta 42,1‘% 47,60/0 S0,0(VO 33,30/0 66,70/0 55,60/0

Pela equacao (7.8)), sao dados de entrada: o valor do ativo atual, no caso, da
acao (Vp); o numero de periodos ou de pregdes até o vencimento (T); os indices de
alta (a) e baixa (b) da acao e, finalmente, a taxa livre de risco (i). O valor da acao é
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obtido dos arquivos do site da Bovespa ([BOVI]). A taxa livre de risco, o valor da

SELIC disponibilizado pelo site do Banco Central ([BCBI)).

QIJ H ¥y - _::_ — PETR4 - Microsoft Excel - ™ »
— Tnicio Inserir Layout da Pagina Féarmulas Dadas Revisdo Exibicdo @ - T X
| DR26 - fe | =+3E(DD26<=3K$4;0;DP26*DQ26*(DO26-5K34)) v
OG OH ol 0OJ Ok oL OrA O [u]n] OF ()] OR os oT ou —]
[+ rFY
7 78 Re 1.26 23 RS 129 30 RS 1.30 31
g 12763 1,311 13217
9 | AL GRLAT | 2eAL — DREAL | ALAL GECAD | ArAT ||
o | 62,2307 1 11231E-10 24411E-03 A3,2763 1 4 3BRZE-11 11503E-03 A4 3403 1 2.1364E-11 5,3110E-10 AR 4277 1 3,6463E-12
1 A0,4385 28 14223E-10 3.1137E-03 14473 24 B2THEE-1  3.83HE-05 | 524762 30 2 7B83E-H1 18BZ3E-08 | B35257 3 12217E-11
12 | 487078 are 18013E-10 12704E-06 | 496819 405 TO4TEE-1 BFMVE-O7 | G0E7SE 435 380BYE-N 3MEZE-O7 51,6891 4E5 1547ZE-11
13 470364 32TE 22812E-0 1,2694E-05 4749771 3654  100EBE-10  E5932E-05 | 489367 4050 4 4409E-11 3 4053E-06 439154 44495 1,9594E-11
14 | 464224 20476 25853E-10 A0A30E-05 | 463308 23761 1ZT4TE-I0 49230E-05 | 472676 27405  GRIZHE-1 2EBZZE-056 | 482026 31485 24%15E-11
165 | 43,8638 92230 3EREVE-0 4.96VIE-04 447411 118785 1E142E-10 28163E-04 | 456359 142505  TFIZZEE-11 0 1BBI0E-04 | 465488 189911 3,42EE-11
16 423587  3TET40 4 E3IZ4E-10 2 148EE-03 432059 4T7R0Z0 2 0444E-10 127FEE-03 44 0700  BA3775  90202E-1 T.A091E-04 44 9514 T3E281 3,9799E-11
17 | 40,3052 1E+08 6B867AE-10 7H420E-03 | #7233 ZE«06 2533E-10 4.7I7E-03 42 B7S 2035800 1M423E-10 28033E-03 | 434083 2623575 B,0403E-1
12 395006 ZEJ0E VAXZED 21EME-02 40,2916 4E+08  F2TEIE-I0 14413E-02 410975 5252925 144B7VE-I0 93544E-02 419194 TRRETIE  BIEIZE-N
19 381461 TE.DE  9412E-10 B.2B2TE-02 389091 1E.07  41524E-10 3 GE842E-02 | 396872 14E.07  18322E-0 2 B26ZE-02 404310 20160075  8,0839E-1
20 | 368372 E.07  11919E-03 1,0616E-01 3757339 2E+O7 62B85E-10  TA2G2E-02 | 353254 3E.0F  23203E-10 0 B.TESIE-02 390919 443582165 10238E-10 | _
21 | 3B5732 ZE407 1BO094E-03 17903E-01 36,2848 ZE-O7 EEBI9E-I0 143E5E- I7,0103  BEEL07  29386E-10 1N73E-M 377505 246725 1296BE-10 |
22 | 343525 3E.07 191BE-09 2,5021E-01 350398 BE+07 $4343E-0 21840E-01 35,7404 SEE.NT 2 7214E-0 1,8316E-01 364552 141120525 1 E420E-10
23 | 331738 4EW07  24209E-03 28315E-01 338372 TE«O7 1068E-03 2 74E3E-01 | 345140 12E-08 47123E-0 25195E-01 | 362043 206253075 20794E-10
24 | 32,0355 4E«07 30B59E-03  Z4419E-01 32EYEZ  BE+O7 13627VE-09  27REIE-01 | 33,3297 15E.08 GHESBE-10 Z.B4EEE-0N | 33,9963 2EH182625 2E334E-10
25 | 30,9382 4E.07  38827E-09 12882E-01 3156549 SEL07  1,713IE-09 1,9936E-01 321860 1BE.08 TFESRYE-0 2 A045E-M ! 328297 300540195 3,3351E-10
26 | 298747 3E07 49172E-09  00000E.00 | 304722 TELO7 Z2636E-03 6 21BEE-02 Ho0316  15E.08 3ET72EE-10 14361E-01 31,7032 300540195 4,2236E-10
27 | 28,5496 Z2E407 EB227ZE-09 0,0000E-00 | 29,4265 BE.O7  2,74TEE-03  0,0000E.00 30051 1,2E.08  12123E-09  0,0000E-00 | 306154 2EE132625 5,3490E-10
28 | 27,8596 1E.D7 78B8E4E-03  0,0000E.00 284168 3IEL07 3 47V9EE-09  00000E.00 289851 8EE.07 15353E-03 00000E.00 | 295648 206253075 B 7741E-10
29 | 269026 TVE«40F 93375E-03 00000E.Q0 | 274417 2E.07 4 4067E-03 00000E.00 | 2793906 SEE+07 1,9443E-09 00000E.00 | 235504 141120525 357S9E-10
30 | 259805 3E«06  12649E-02  0,0000E+00 | 265001 1E.0F G5808E-0% 00000E.00 | 2T0301  3E.O0F  Z4624E-04  00000E.00 | 275707 84672315 10885E-09
| 25,0830 IE+0E  1EOMSE-0%  0,0000E-00 | 25,5308 4E<06  V0BYFE-03  00000E.00 | 261026 14E-07  ZNS4E-09  00000E-00 | 266248 44352165 13759E-09
32 | 242281 37ET40 2028BE-02  00000E.Q0 | 24,7127  2E+06  39507E-09  00000E.00 | 25,2069 5352325 39493E-03  00000E-00 28,7111 20160075 1, 7425E-09
33 | 23,3967 43230 25631E-02 0,0000E.00 | 232647 476020 11335E-08 00000E.00 | 24,3420 2035800 GO001GE-09  OQ0000E.00 | 24,8288  TERETIH  2,2088E-09
34| 225939 20475 32536E-03  0,0000E-00 | 230453 18YE5  143%GE-02  00000E.00 | 235067 593775 GI340E-09 00000E-00 | ERAVES 2629575 2,7947E-09
35 21,8186 J2TE  4120BE-08 00000E-00 | 222550 23751 1,8180E-08  00000E-00 227001 142806 80216E-03  0,0000E-00 23154 T3E281 3,5333E-09
36 | 21,0700 378 B2183E-08  0,0000E-+00 214314 3664 2 3024E-08  0,0000E+00 21,8212 27405  1,0153E-08  0,0000E+00 | 223538 183511 4 4323E-03
a7 | 20,3470 28 EEOSEE-03  0,0000E-00 | 20,7533 406 2,91%9E-02  0,0000E.00 21,1690 4060 1,2865E-08 0,0000E-00 | 215924 465 5,67E5E-09
38 | 196488 1 8,3693E-02  0,0000E-+00 20,0412 24 3,692TE-08  00000E.00 | 204426 435 16293E-08  0,0000E-00 20,8514 4445 7,1888E-03
34 13,3541 1 4 E7EEE-08  0,0000E+00 13,7411 30 ZOEZ4E-0%  0,0000E+00 | 20,1360 465 4,1042E-03
40 19,0637 1 2E132E-08  0,0000E-00 | 19,4450 H 11530E-08
41 18,7778 1 14E02E-08 |
W« » [ 7 J014-venc-opciies | Calculo ~PETRELOE . Dias (teis ¥ . [N m B ]
Pronto B0% (=j—————{+)

Figura 7.26.: Nogao da dimensao da planilha para 90 periodos.

Tabela 7.4.: Probababilidade tedrica de alta da acao PETR4, no periodo de

18/11/2013 a19/05/2014.

Data da cotagao | Valor Periodo para calculo das Valor Valor
de V, (2014) SELIC das médiasdeae b de a de b

Valor Teodrico
de p(a)

01/01 a15/01 9,9% | 18/11/2013a16/12/2013 | 1,01412 | 0,97352
16/01 a 20/01 10,4% | 18/11/2013a16/12/2013 | 1,01158 | 0,98121
21/01a17/02 | 10,4% | 17/12/2013 a20/01/2014 | 1,01158 | 0,98121
18/02a26/02 | 10,4% | 21/01/2014a17/02/2014 | 1,01399 | 0,98012
27/02a17/03 | 10,65% | 21/01/2014a17/02/2014 | 1,01399 | 0,98012
18/03a02/04 | 10,65% | 18/02/2014a17/03/2014 | 1,01525 | 0,98162
03/04a22/04 | 10,9% | 18/02/2014a17/03/2014 | 1,01525 | 0,98162
23/04a19/05 | 10,9% | 18/03/2014 a 22/04/2014 | 1,02831 | 0,97549
20/05a16/06 | 10,9% | 23/04/2014a19/05/2014 | 1,02088 | 0,98640

66,12%
66,17%
63,14%
59,83%
59,86%
55,83%
55,85%
66,70%
40,62%
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7. Uma proposta para o ensino médio

Contando os pregdes de alta e de baixa para cada intervalo entre os venci-
mentos das opgoes, entre o final do ano de 2013 e inicio de 2014, é possivel calcular
a probabilidade amostral de alta, conforme tabela

Os indices médios de alta (a) e de baixa (b), sao calculados (valor tedrico resul-
tante da expressao (7.3))) por periodos de acordo com os vencimentos dos contratos
de opgoes, que para o ano de 2014, sao mostrados na tabela

Com esses dados e as cotacoes da agao Petrobras PN (PETR4) pode-se montar
planilhas para comparagao entre os valores realmente negociados dos contratos de

op¢oes e os valores obtidos pelo modelo, utilizando a planilha de calculo EXCEL.

A seguir sao mostrados a tabela (7.5 do contrato de op¢do de compra PETRA4,
com vencimento em 20/01, valor de exercicio (strike) R$ 14,75 e o respectivo grafico
Compara-se o valor praticado pelo mercado (Real), o valor calculado pelo mo-
delo binomial considerando a probabilidade amostral do periodo anterior de altas
e baixas (chamado a partir daqui de Modelo I) e o valor previsto pelo modelo bino-
mial considerando as probabilidades de alta e baixa pela expressao (7.3) (chamado

a partir daqui de Modelo II).

Tabela 7.5.: Comparacgao entre os valores praticados pelo mercado e o calculado pe-

los modelos do contrato de opgao PETRAA4.

dia | valor valor | prob. Co prob. Co
do de | strike | dias da | amost. | modelo modelo | modelo
mov. | fech. uteis | acao | p(a) I erro% p(a) II erro%
02/01 | 2,01 | 14,75 | 12 | 16,75 | 42,1% | 0,53 |-73,8% | 66,12% | 2,08 3,4%
03/01 | 1,88 | 14,75 | 11 | 16,42 | 42,1% | 0,43 |-77,2% | 66,12% | 1,75 | -6,8%
06/01 | 1,87 | 14,75 | 10 | 16,62 | 42,1% | 0,60 |-67,9% | 66,12% | 1,93 3,5%
07/01 | 1,59 | 14,75 9 16,16 | 42,1% | 0,41 |-74,0% | 66,12% | 1,48 | -6,7%
08/01 | 1,55 | 14,75 8 16,19 | 42,1% | 0,48 |-69,3% | 66,12% | 1,50 | -3,4%
09/01 | 1,01 | 14,75 7 15,70 | 42,1% | 0,28 |-72,0% | 66,12% | 1,03 1,8%
10/01 | 1,30 | 14,75 6 15,97 | 42,1% | 0,48 |-63,0% | 66,12% | 1,26 | -2,7%
13/01 | 1,03 | 14,75 5 15,77 | 42,1% | 0,45 | -56,6% | 66,12% | 1,07 3,7%
14/01 | 1,01 | 14,75 | 4 | 15,70 | 42,1% | 0,46 |-54,4% | 66,12% | 0,99 | -2,3%
15/01 | 1,31 | 14,75 3 16,04 | 42,1% | 0,84 |-35,7% | 66,12% | 1,31 | -0,3%
16/01 | 0,87 | 14,75 2 15,59 | 42,1% 0,55 -37,0% | 66,17% 0,85 -2,1%
17/01 | 0,82 | 14,75 1 15,51 | 42,1% 0,61 -25,1% | 66,17% 0,77 -6,6%
média | -58,9% média | -1,6%

Observe no grafico a nitida concordancia entre os valores da Bovespa e

do Modelo II. Usando no calculo as probabilidades de alta e baixa obtidas pela ob-
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7. Uma proposta para o ensino médio

servacao do periodo imediatamente anterior (Modelo I), obteu-se valores com erros

relativos muito altos comparados ao valor real.

PETRA4- venc. 20/01/2014 - strike RS 14,75

25
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Figura 7.27.: Comparacao entre o Mercado, o Modelo I e o Modelo II para o contrato

PETRAA4.

O préoximo contrato a ser analisado é o PETRB2, com vencimentoem 17/02/2014

e valor de exercicio, ou strike de R$ 20,25: tabela

Tabela 7.6.: Comparacao entre os valores praticados pelo mercado e o calculado pe-

los modelos do contrato de opgao PETRB2.

dia | valor valor | prob. Co prob. Co
do de | strike | dias da | amost. | modelo modelo | modelo
mov. | fech. uteis | acao | p(a) I erro% p(a) II erro%
02/01 | 0,06 | 20,25 | 32 | 16,75 | 42,1% 0,00 -100,0% | 66,12% 0,04 -40,2%
03/01 | 0,05 | 20,25 | 31 | 16,42 | 42,1% | 0,00 |-100,0% | 66,12% | 0,02 |-62,0%
06/01 | 0,04 | 20,25 | 30 | 16,62 | 42,1% | 0,00 |-100,0% | 66,12% | 0,02 | -40,6%
07/01 | 0,04 | 20,25 | 29 |16,16 | 42,1% | 0,00 |-100,0% | 66,12% | 0,01 |-77,6%
08/01 | 0,03 | 20,25 | 28 | 16,19 | 42,1% | 0,00 |-100,0% | 66,12% | 0,01 |-75,1%
09/01 | 0,03 | 20,25 | 27 | 15,70 | 42,1% 0,00 -100,0% | 66,12% 0,00 -94,4%
10/01 | 0,02 | 20,25 | 26 | 15,97 | 42,1% | 0,00 |-100,0% | 66,12% | 0,00 | -85,2%
13/01 | 0,02 | 20,25 | 25 | 15,77 | 42,1% | 0,00 |-100,0% | 66,12% | 0,00 |-92,2%
14/01 | 0,02 | 20,25 | 24 | 15,70 | 42,1% | 0,00 |-100,0% | 66,12% | 0,00 |-96,9%
16/01 | 0,01 | 20,25 | 22 |15,59| 42,1% | 0,00 |-100,0% | 66,17% | 0,00 |-97,3%
17/01 | 0,01 | 20,25 | 21 | 15,51 | 42,1% | 0,00 |-100,0% | 66,17% | 0,00 |-99,0%
média | -99,9% média | -78,2%

No grafico fica evidente que os dois modelos sao insatifatorios, pois

apresentam uma discrepancia muito grande em relacao ao prego negociado. Isto
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7. Uma proposta para o ensino médio

acontece devido ao valor muito alto do strike, que inviabiliza o valor da op¢do. Po-

rém o mercado ignora isto e continua a negocia-lo. Para valores desfavoraveis, onde

o prec¢o negociado seja inferior a R$ 0,10, o mercado perde a "racionalidade", e ne-

nhum modelo consegue prever os valores praticados. E o limite do modelo binomial.

Além do que, o modelo nao leva em conta as taxas de corretagem e demais custos

envolvidos nas transac¢des. Esperava-se uma "aproximagao razodvel” que, neste caso,

nao ocorreu.
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Figura 7.28.: Comparagao entre o Mercado, o Modelo I e 0 Modelo II para o contrato
PETRB2.

Observe os dados do contrato PETRC42 na tabela de vencimento para
17/03 e valor de exercicio de R$ 12,75.

Tabela 7.7.: Comparacao entre os valores praticados pelo mercado e o calculado pe-
los modelos do contrato de opgdo PETRC42.

dia | valor valor | prob. Co prob. Co
do de | strike | dias da | amost. | modelo modelo | modelo
mov. | fech. uteis | a¢ao p(a) I erro% p(a) IT erro%
06/03 | 0,91 | 12,75 7 13,43 | 50,0% 0,49 | -45,9% | 59,86% | 0,75 | -17,7%
07/03 | 0,63 | 12,75 6 13,32 | 50,0% 0,43 | -32,3% | 59,86% | 0,64 1,5%
10/03 | 0,46 | 12,75 5 13,01 | 50,0% 0,24 | -48,2% | 59,86% | 0,38 | -18,3%
11/03 | 0,49 | 12,75 4 13,11 | 50,0% 0,31 |-37,8% | 59,86% | 0,43 | -11,6%
12/03 | 0,65 | 12,75 3 13,32 | 50,0% 0,48 | -26,4% | 59,86% | 0,60 -7,9%
13/03 | 0,44 | 12,75 2 13,11 | 50,0% 0,32 | -26,9% | 59,86% | 0,40 |-10,2%
14/03 | 0,15 | 12,75 1 12,78 | 50,0% 0,10 |-30,4% | 59,86% | 0,12 |-16,7%
média | -35,4% média | -11,5%
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PETRC42- venc. 17/03/2014 - strike R$ 12,75
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Figura 7.29.: Comparacao entre o Mercado, o Modelo I e 0 Modelo II para o contrato

PETRCA42.

O grafico na figura representa este caso, onde o valor do Modelo II "se-
gue” muito bem o Mercado, porém um pouco abaixo: supostamente, devido as taxas

nao consideradas pelo modelo.
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Figura 7.30.:

Comparacgao
PETRCS3.

entre

o

Mercado, o Modelo 1

Modelo II o contrato

A partir da figura sao mostrados varios graficos para visualizacao sem

a apresentagao dos dados. A linha azul representa os valores praticados pelo mer-

cado. A verde indica os valores previstos pelo Modelo II (tedrico) e a linha vermelha

indica os valores previstos pelo Modelo I, porém considerando as propabilidades de

alta e baixa efetivamente apresentadas pelo ativo no periodo anterior (parcialmente

teorico).
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PETRB67 - venc. 17/02/2014 - strike R$ 16,75
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Figura 7.31.: Comparacao entre o Mercado, o Modelo I e 0 Modelo II para o contrato

PETRB67.

PETRB71 - venc. 17/02/2014 - strike RS 11,75
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Figura 7.32.: Comparacao entre o Mercado, o Modelo I e 0 Modelo II para o contrato

PETRB71.
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PETRC55- venc. 17/03/2014 - strike RS 15,59
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Figura 7.33.: O contrato PETRC55 é outro exemplo onde ambos os modelos falham:
para valores baixos, proximos de zero.

PETRD2 - venc. 22/04/2014 - strike RS 12,75
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Figura 7.34.: Para valores acima de R$ 0,50 o Modelo II é satisfatério, no caso PE-
TRD2, com vencimento para 22/04/2014.
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PETRD3 - venc. 22/04/2014 - strike RS 13,25
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Figura 7.35.: PETRD3, outro exemplo satisfatério para o Modelo II.

PETRD50 - venc. 22/04/2014 - strike RS 10,25
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Figura 7.36.: PETRD50, outro exemplo satisfatorio para o Modelo II.
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Na tabela[7.8|sao apresentados os dados referente ao contrato PETRE41, onde

ocorre uma situagao diferente: o valor do prémio aumenta ao aproximar-se do ven-

cimento devido ao strike, ou valor de exercicio, baixo. Também ocorre uma alteracao

neste ultimo, por causa de alguma remuneracao distribuidas aos acionistas. Esta si-

tuagao nao foi prevista no modelo, mas como os dados sao “publicados” diariamente,

0 Modelo II continua com um desempenho satisfatorio.

Tabela 7.8.: Contrato PETRE41: mudanga no valor do strike durante sua vigéncia.

dia | valor valor | prob. Co prob. Co
do de | strike | dias da | amost. | modelo modelo | modelo

mov. | fech. uteis | acao | p(a) I erro% p(a) II erro%
21/02 | 2,78 | 11,75 | 56 | 14,15| 50,0% | 0,72 | -74,1% | 59,83% | 2,69 | -3,4%
25/02 | 3,00 | 11,75 | 54 | 14,18 | 50,0% | 0,77 | -74,4% | 59,83% | 2,70 | -9,9%
19/03 | 1,93 | 11,75 | 40 |13,34| 50,0% | 0,55 |-71,5% | 59,86% | 1,83 | -5,3%
20/03 | 2,45 | 11,75 | 39 | 13,99 | 33,3% | 0,08 |-96,5% | 55,85% | 2,44 | -0,5%
25/03 | 2,86 | 11,75 | 36 | 14,48 | 33,3% | 0,21 |-92,6% | 55,85% | 2,90 1,5%
26/03 | 2,93 | 11,75 | 35 | 14,40 | 33,3% | 0,21 |-92,8% | 55,85% | 2,82 | -3,8%
27/03 | 3,59 | 11,75 | 34 | 15,57 | 33,3% | 0,69 |-80,8% | 55,85% | 3,98 | 10,8%
31/03 | 3,96 | 11,75 | 32 | 15,78 | 33,3% | 0,92 |-76,8% | 55,85% | 4,18 5,5%
01/04 | 3,86 | 11,75 | 31 | 15,81 | 33,3% | 1,01 |-74,0% | 55,85% | 4,20 8,9%
02/04 | 4,67 | 11,75 | 30 |16,56 | 33,3% | 1,61 |-65,6% | 55,85% | 4,95 6,0%
15/04 | 4,95 | 10,91 21 15,32 | 33,3% 2,24 -54,7% | 55,85% 4,50 -9,0%
22/04 | 5,16 | 10,91 | 18 | 1596 | 33,3% | 3,09 |-40,1% | 55,85% | 5,13 | -0,6%
24/04 | 5,4 | 10,91 16 | 16,13 | 66,7% 8,16 51,2% | 47,17% 5,29 -2,0%
02/05 | 6,52 | 10,91 | 11 |17,60 | 66,7% | 8,84 35,5% | 47,17% | 6,74 3,3%
06/05 | 7,58 | 10,91 9 18,24 | 66,7% | 9,13 20,5% | 47,17% | 7,37 | -2,8%
07/05 | 7,82 | 10,91 8 18,58 | 66,7% 9,29 18,8% | 47,17% 7,71 -1,5%
09/05 | 6,81 | 10,91 6 17,67 | 66,7% 7,91 16,1% | 47,17% 6,79 -0,3%
14/05 | 7,35 | 10,91 3 18,29 66,7% | 7,96 8,4% | 47,17% | 7,39 0,6%
16/05| 7,13 | 10,91 1 18,05 | 66,7% | 7,33 2,8% |47,17% | 7,14 0,2%

média | -39,0% média | -0,1%

Note no grafico como o valor da probabilidade de alta p(a), obtidos por

amostragem no periodo anterior, altera significamente o comportamento do valor

do prémio no Modelo 1. No entanto, o valor calculado pelo Modelo II continua satis-

fatorio.

Veja mais dois exemplos: PETRD99, figura e PETRDY3, figura[7.39
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Figura 7.37.: PETRE41, um caso de valor crescente para o prémio C,.
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Figura 7.38

.. PETRD99, outro exemplo de valor crescente proximo ao vencimento.
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Figura 7.39

.. PETRD93,
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outro exemplo de valor crescente proximo ao vencimento.




7. Uma proposta para o ensino médio

Em todos esses contratos foram comparados 298 valores entre o Modelos Il e

os valores praticados pelo mercado. Os erros relativos percentuais sao apresentados

na tabela

Tabela 7.9.: Erros relativos entre os precos praticados pelo Mercado e os previstos
pelo Modelo II.
-100% | -95% | -72% | -38% | -17% | -8,8% | -3,4% | -0,6% | 2,2% | 4,9%
-100% | -94% | -71% | -37% | -17% | -8,8% | -3,4% | -0,5% | 2,2% | 5,5%
-100% | -93% | -71% | -37% | -17% | -8,7% | -3,3% | -0,4% | 2,3% | 5,7%
-100% | -92% | -70% | -36% | -16% | -7,9% | -3,1% | -0,3% | 2,4% | 6,0%
-100% | -92% | -69% | -33% | -15% | -7,5% | -2,8% | -0,3% | 2,5% | 6,4%
-100% | -89% | -69% | -32% | -15% | -7,3% | -2,8% | -0,2% | 2,5% | 6,4%
-100% | -89% | -66% | -32% | -15% | -7,1% | -2,7% | -0,2% | 2,7% | 6,6%
-100% | -88% | -66% | -32% | -15% | -6,8% | -2,3% | -0,2% | 2,7% | 6,9%
-100% | -88% | -65% | -31% | -14% | -6,7% | -2,2% | -0,2% | 2,7% | 7,3%
-100% | -87% | -63% | -29% | -14% | -6,6% | -2,2% | 0,1% | 2,8% | 7,7%
-100% | -85% | -62% | -28% | -14% | -6,6% | -2,1% | 0,1% | 2,9% | 7,8%
-100% | -85% | -61% | -27% | -14% | -6,2% | -2,1% | 0,2% | 3,0% | 7,8%
-100% | -84% | -60% | -26% | -13% | -6,2% | -2,1% | 0,3% | 3,0% | 8,0%
-100% | -83% | -58% | -24% | -13% | -6,1% | -2,0% | 0,6% | 3,1% | 8,0%
-100% | -82% | -57% | -24% | -13% | -6,0% | -2,0% | 0,6% | 3,1% | 8,4%
-100% | -82% | -56% | -24% | -13% | -5,8% | -2,0% | 1,0% | 3,3% | 8,9%
-100% | -82% | -56% | -24% | -12% | -5,8% | -1,9% | 1,0% | 3,3% | 9,0%
-100% | -82% | -55% | -22% | -12% | -5,7% | -1,8% | 1,2% | 3,3% | 9,5%
-100% | -80% | -53% | -22% | -11% | -5,6% | -1,6% | 1,5% | 3,4% | 9,5%
-100% | -79% | -51% | -21% | -11% | -5,3% | -1,6% | 1,5% | 3,4% | 10,3%
-100% | -79% | -48% | -21% | -11% | -5,2% | -1,6% | 1,5% | 3,4% | 10,8%
-100% | -79% | -45% | -20% | -10% | -4,9% | -1,5% | 1,5% | 3,5% | 12,7%
-100% | -78% | -44% | -20% | -10% | -4,6% | -1,5% | 1,6% | 3,7% | 13,1%
-99% | -77% | -43% | -20% | -9,9% | -4,5% | -1,2% | 1,8% | 3,7% | 13,7%
-98% | -77% | -43% | -19% | -9,9% | -4,0% | -1,1% | 1,8% | 3,9% | 14,2%
-97% | -76% | -41% | -18% | -9,8% | -3,8% | -0,9% | 2,0% | 4,2% | 15,9%
-97% | -76% | -40% | -18% | -9,1% | -3,8% | -0,8% | 2,1% | 4,3% | 15,9%
-97% | -75% | -39% | -18% | -9,1% | -3,7% | -0,7% | 2,2% | 4,4% | 17,3%
-97% | -75% | -39% | -17% | -9,0% | -3,6% | -0,7% | 2,2% | 4,7%
-97% | -73% | -38% | -17% | -9,0% | -3,5% | -0,6% | 2,2% | 4,9%

Agrupando esses valores em classes chega-se a tabela que por sua vez
gera o grafico apresentado na figura Observe o pico na classe entre -4% e 4%,
que mostra um sucesso "relativo” do Modelo II, mesmo nao considerando as taxas
cobradas pelo mercado. Sendo seu valor médio de -27% e desvio padrao 37% (cal-

culados pelo EXCEL), nao se pode afirmar que este histograma é "bem comportado”.
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7. Uma proposta para o ensino médio

A quantidade de valores com erros menores que -50% nao é desprezivel, muito pelo
contrario, estranhamente aumentam quanto mais proximos de -100%. Para explicar
essa anomalia, é levantada a hipotese de que esses valores estao associados as situa-
¢Oes nas quais a opgdo "vira po”, ou seja, caminha para o valor nulo, onde o modelo

~ . ”e . . ”n
nao consegue seguir a "irracionalidade” dos operadores.

Tabela 7.10.: Frequéncia dos erros relativos do Modelo II em relagao ao Mercado.

Bloco | Frequéncia
-100% 23
-92% 12
-84% 7
-76% 14
-68% 10
-60% 6
-52% 7
-44% 4
-36% 10
-28% 7
-20% 12
-12% 25
-4% 37
4% 91
12% 26
20% 7
Total 298

Para contornar a limitagao observada, retirar-se os valores calculados pelo
Modelo II abaixo de R$ 0,09, independentemente do valor realizado pelo mercado,
obtendo um novo rol de erros relativos, mostrados na tabela e agrupados na
tabela totalizando 218 valores.

O grafico correspondente a tabela [7.12]esta na figura ja apresenta uma
aparéncia "bem comportada”, com média de -7,2% e desvio padrao de 15%. Isto vem
demonstrar que o mercado “aceita” os valores propostos pelo Modelo II de forma
satisfatoria.

Exercicios Propostos (a serem desenvolvidos no laboratério de informatica:

com internet e planilha eletronica Excel.)

1. Considere os dados obtidos anteriormente da acao PN da empresa CEMIG.
Utilize o Modelo Binomial para calcular o valor teérico do contrato de opgao
de compra CMIGI20, de vencimento em 16/09/2013, para segundo o Modelo
Binomialo dia 30/08/2013.
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7. Uma proposta para o ensino médio

Erros do Modelo em relagdo ao Mercado
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Figura 7.40.: Histograma dos erros relativos do Modelo II em relagao ao Mercado.

Erros do Modelo em relagdo ao Mercado para
valores calculados maiores que RS 0,09
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Figura 7.41.: Histograma dos erros relativos do Modelo II para valores de prémio C,
calculados acima de R$ 0,09.
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7. Uma proposta para o ensino médio

Tabela 7.11.: Erros relativos do Modelo II sem os valores abaixo de R$ 0,10.

-66,0% | -26,7% | -16,4% | -9,8% | -5,7% | -2,2% | -0,5% | 1,8% | 3,3% | 6,9%
-58,1% | -26,2% | -15,1% | -9,1% | -5,6% | -2,1% | -0,4% | 1,8% | 3,3% | 7,3%
-56,4% | -24,3% | -15,1% | -9,1% | -5,3% | -2,1% | -0,3% | 2,0% | 3,3% | 7,7%
-56,3% | -24,2% | -15,0% | -9,0% | -5,2% | -2,1% | -0,3% | 2,1% | 3,4% | 7,8%
-51,1% | -24,1% | -14,5% | -9,0% | -4,9% | -2,0% | -0,2% | 2,2% | 3,4% | 7,8%
-48,2% | -23,7% | -14,1% | -8,8% | -4,6% | -2,0% | -0,2% | 2,2% | 3,4% | 8,0%
-45,4% | -22,3% | -13,9% | -8,8% | -4,5% | -2,0% | -0,2% | 2,2% | 3,5% | 8,0%
-44,3% | -21,6% | -13,9% | -8,7% | -4,0% | -1,9% | -0,2% | 2,2% | 3,7% | 8,4%
-43,4% | -21,4% | -13,8% | -7,9% | -3,8% | -1,8% | 0,1% | 2,2% | 3,7% | 8,9%
-42,6% | -20,7% | -13,1% | -7,5% | -3,8% | -1,6% | 0,1% | 2,3% | 3,9% | 9,0%
-39,3% | -20,3% | -13,0% | -7,3% | -3,7% | -1,6% | 0,2% | 2,4% | 4,2% | 9,5%
-38,6% | -19,9% | -12,9% | -7,1% | -3,6% | -1,6% | 0,3% | 2,5% | 4,3% | 9,5%
-38,0% | -19,5% | -12,6% | -6,8% | -3,5% | -1,5% | 0,6% | 2,5% | 4,4% | 10,3%
-37,7% | -19,1% | -12,1% | -6,7% | -3,4% | -1,5% | 0,6% | 2,7% | 4,7% | 10,8%
-36,7% | -18,3% | -11,6% | -6,6% | -3,4% | -1,2% | 1,0% | 2,7% | 4,9% | 12,7%
-36,7% | -18,0% | -11,4% | -6,6% | -3,3% | -1,1% | 1,0% | 2,7% | 4,9% | 13,1%
-35,8% | -17,7% | -11,2% | -6,2% | -3,1% | -0,9% | 1,2% | 2,8% | 5,5% | 13,7%
-31,9% | -17,3% | -11,1% | -6,2% | -2,8% | -0,8% | 1,5% | 2,9% | 5,7% | 15,9%
-31,8% | -17,2% | -10,5% | -6,1% | -2,8% | -0,7% | 1,5% | 3,0% | 6,0% | 15,9%
-31,6% | -17,0% | -10,2% | -6,0% | -2,7% | -0,7% | 1,5% | 3,0% | 6,4% | 17,3%
-30,9% | -16,7% | -9,9% | -5,8% | -2,3% | -0,6% | 1,5% | 3,1% | 6,4%
-27,9% | -16,6% | -9,9% | -5,8% | -2,2% | -0,6% | 1,6% | 3,1% | 6,6%

Tabela 7.12.: Frequéncia dos erros relativos do Modelo II para valores de prémio C
superiores a R$ 0,09.

Bloco | Frequéncia
-68% 0
-60% 1
-52% 3
-44% 4
-36% 8
-28% 5
-20% 12
-12% 25
-4% 37
4% 91
12% 26
20% 6
Total 218
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7. Uma proposta para o ensino médio

2. Faca um estudo detalhado do ano de 2013 para os contratos de opgdo de compra
para a a acao PN da Companhia de Mineragao Vale do Rio Doce. Verifique a
confiabilidade do modelo calculando os erros relativos entre os valores prati-
cados pelo Mercado e os previstos pelo Modelo II. Conclua com um histograma
analogo ao da aula.
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8 CoONCLUSAO

Os problemas da Educagao sao muitos e extremamente complexos. Aqui nao
se teve a presuncao de analisar profundamente esses problemas e, muitos menos,
em apresentar solugdes através de receitas mirabolantes. Porém foram relacionados
alguns fatos que, em geral, atrapalham o aprendizado no ensino médio.

A escola é, para o aluno, um ponto de encontro social, onde sao disponibiliza-
das muitas informacgoes, muitas sem significado e utilidade. O sistema educacional
publico é deficitario pois, mesmo diante da pluralidade de sua comunidade, insiste
na padronizagao dos contetdos curriculares. Uma das consequéncias de um curri-
culo "rigido”, é o baixo desempenho do aluno. O curriculo ignora a realidade econo-
mica, social e cultural do aluno, priorizando contetidos que, em muitos casos, nao
tem nenhuma relacdo com a experiéncia de vida do aluno e de sua familia. E notério
a falta de pré-requisitos, mas muitas vezes, o aprendizado nao ocorre porque ha um
conflito entre o curriculo e o que o aluno considera relevante. O aluno da perife-
ria necessita de retorno pratico, nao tendo interesse pelo conhecimento puramente
académico. Ele precisa trabalhar cedo. Um conceito comum a todos é a importancia
do dinheiro, e a partir disso, justifica-se os contetidos basicos de Matematica Finan-
ceira introduzidos no ensino fundamental, retomados no ensino médio, incluindo
Probabilidade e Estatistica.

Por outro lado, é necessaria uma revisao de contetidos de forma gradual,
desde a base, para sanar dificuldades e deficiéncias dos cursos de formagao de pro-
fessores, de modo a facilitar na preparacao de aulas diversificadas favorecendo o
processo de ensino-aprendizagem.

Para o professor é importante a definicao formal do conceito de fun¢ao densi-
dade de probabilidade para uma melhor compreensao de Estatistica. Citando o caso
do desvio padrao, ha duas expressoes: amostral e populacional. No caso amostral,
nao sao considerados todos os dados, dai nao ser possivel calcular o valor esperado
da grandeza, logo a medida é mais incerta. Quando sao considerados os valores de
todas as medidas pode-se afirmar que o valor verdadeiro é muito préoximo da mé-

dia (aritmética, geométrica, etc... — que depende do experimeto) sendo mais "fd-
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8. Conclusdo

cil” estimar o erro. Outro fato importante é que ao levar a quantidade de medidas
ao infinito a distribui¢ao binomial tende "naturalmente” a distribuicao normal ou
gaussiana. Desse modo um problema probabilistico modelado de forma discreta,
em tese, pode ser tratado como uma aproximacao da forma continua. Em muitos
casos, a modelagem no dominio do discreto pode ser aplicada no ensino médio. O
que ja nao acontece com casos continuos.

A terminologia do mercado acionario é muito rica, e totalmente modelavel
pela matematica financeira desenvolvida no ensino médio. Como em qualquer mer-
cado, a bolsa de valores é um ambiente onde agentes compram e vendem bens e
servigos. Entre outros, sao interessantes agoes e seus contratos de opgoes.

Ativo é qualquer bem com valor intrinseco, pode ser uma mercadoria, di-
nheiro, ou parte de uma empresa (ag¢do). Contratos de opgoes sao aqueles que deter-
minam uma transagao com um preco previamente combinado, independentemente
do valor do bem, no ato da transagao. E chamado de opcao, pois o titular, aquele que
compra, tem a opcao de confirmar ou nao o fechamento da transagao. Ja o langador,
que vende, é obrigado a acatar a decisao do primeiro. Esse direito de optar tem um
custo chamado prémio. No caso de desisténcia o prémio nao é devolvido. Determinar
o valor justo para o prémio é um problema antigo para esse tipo de contrato.

A dificuldade para determinar o prémio de um contrato de opgao reside no
fato de que o valor do ativo na data de efetivacao do contrato, ou vencimento, nao
ser conhecido. A cada nova negociagao do ativo, o preco pode subir ou cair, de-
pendendo de muitos fatores: lei da oferta e procura, contexto econémico, situagao
politica, finangas da empresa, especulacao, etc.

Para criar qualquer modelo é necessario definir algumas condi¢oes de con-
torno. No caso da precificagdo no mercado aciondrio, a primeira € a auséncia de
arbitragem, ou seja, toda transacao implica em algum risco. Nao é possivel, um
agente ter lucro certo comprando "barato” e vendendo “caro” no mesmo instante,
mesmo que em outros mercados. Uma consequéncia imediata dessa condi¢ao é que
nenhum agente "ganha” sempre ou "perde” sempre. Pelo contrario, no decorrer do
tempo, em média, o lucro de todos os agentes é nulo.

Desse modo, com conceitos basicos, é possivel calcular a probabilidade de
alta e de baixa de uma agao a partir da taxa de juros praticado pelo mercado e pelos
fatores de alta e de baixa. Dai constroi-se o Modelo Binomial Uniperiddico para um
contrato que vence no proximo pregao.

Para um Modelo Binomial com duragao de contrato de mais de um pregao,

foi necessario uma generalizacao do modelo anterior, com condigoes de contorno
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8. Conclusdo

um pouco mais sofisticadas, porém ainda compreensiveis para uma aluno de ensino
médio.

Em 1973, Merton, Black e Scholes, desenvolveram uma equagao diferencial
envolvendo o valor da opgao, o preco do ativo, a volatilidade do preco, a taxa livre
de risco e o tempo. Ficou conhecida como Férmula de Black e Scholes. Foi o resultado
de um processo historico, que pode servir como ponto de partida para discussao de
disciplinas iniciais da graduacao, onde a matematica financeira seja o foco. Inclu-
sive para professores que desejarem desenvolver técnicas de modelagem com seus
alunos.

Para o ensimo médio é necessario uma abordagem pratica com exemplos re-
solvidos e exercicios de aplicacao para que os conceitos sejam assimilados de forma
gradual. Com uma parte tedrica, procura-se o aprofundamento dos conceitos, para
entao apresentar os elementos da bolsa de valores e colher informagoes praticas da
oscilagao do mercado através de dados reais disponiveis no site oficial da bolsa.
Usando o computador, através de rotinas da planilha eletronica Excel, é possivel,
sem grandes dificuldades, processar toda a informagao e comparar os valores ted-
ricos com os valores reais praticados pelo mercado. Os valores obtidos sugeriram
a investigacao de acertos e limitacoes do modelo, que se mostrou satisfatério. Nos
casos em que o modelo falhou, coincide com a situagao na qual nao vale a pena, o
titular exercer seu direito de op¢ao. Em outras palavras: a opc¢ao "virou pé”. Ao
desconsiderar esses casos, ainda sao analisados 218 cotacoes de opgoes da empresa
Petrobras, chegando-se a um erro relativo médio de -7,2%, com desvio padrao de
15%. Sao resultados satisfatorios, pois o modelo ignora as taxas e custos envolvidos
nas negociagoes.

Assim, sao criadas condigoes para o aluno de ensino médio elaborar hipote-
ses sobre a realidade, discutindo praticas, teorias e principalmente, incentivando-o
ao estudo de Probabilidade e Matematica Financeira. O aluno ao descobrir essa
realidade da bolsa de valores, com a possibilidade de se tornar um agente, tera mo-

tivagao para aprender Matematica.
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A APENDICES

A.1. Espacos e Conjuntos

As defini¢oes e respectivas demonstracoes desta se¢ao foram extraidas dos
livros "Algebra Linear e Aplicagies” de Callioli, Domingues e Costa, [CCA] e "Andlise
Real volume 1. Fungoes de uma varidvel” de Lima, [LEL].

Defini¢ao 13 Considere um conjunto V # (. Esse conjunto é chamado de Espago
Vetorial sobre R se, e somente se:
1. Existir uma adicao (#,v) — u +v em V, com as seguintes propriedades:
a) u+v=v+u,Yu,v €V (comutativa);
b) u+(v+w)=(v+u)+w,Vu,v,w eV (associativa);

c) existe em V um elemento neutro para essa adi¢ao representado por o, ou
seja,
doeV|u+o=uYueV

d) Para todo elemento u de V existe o oposto, representado por (—u), ou seja,

YueV,A(-u)eV|u+(-u)=o.

2. Existir uma multiplicagao de RxV em V, de modo que a cada par («,u) de
R x V associa-se um unico elemento de V, representado por « - u, de maneira

que:
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para quaisquer u,veVea,p €R.

Em particular é interessante o espago R", onde uma n-upla de nimeros é
uma sequéncia finita de n nimeros reais indicados por (ay,...,a,). O conjunto de
todas as n-uplas de nimeros reais é denotado por R"”. O IR” pode ser visto como es-
paco vetorial sobre IR desde que sejam definidas adi¢ao de multiplicagao do seguinte
modo:

(al,...,an)+(b1,...,bn):(a1 +b1,...,an+bn)
a-(ay,...,a,)=(a-ay,...,a-ay).

Além disso, devem satisfazer as oito propriedades da definigao

Definicao 14 Seja V um espaco vetorial sobre R. Um Subespago Vetorial de V é um
subconjunto W C V, tal que:

1. 0eW;
2. Yu,veW,u+veW;
3. VaelReVueW,a-ueW.

Perceba que a segunda condicao significa que a adigao de V, restrita a W, é
uma adi¢cao em W. Com a terceira fica definida uma multiplicagao de Rx W em W.

E com isso temos que W também é um espago vetorial sobre IR.

Defini¢ao 15 Considere C um conjunto contendo os pontos x; e x, e a € [0,1]. Diz-
se que o ponto b = a -x; + (1 —a)-x;, € o resultado de uma combinagdao convexa de x;

e x,. Observe que a + (1 —a) = 1.

Pode-se estender esta defini¢ao para um conjunto de pontos:

Definicao 16 Diz queopontob =a;-x1+ay-Xp+--+a, Xy, coma; >0,i=1,2,...,n
€ uma combinagdo convexa dos pontos x1,Xj,...,X, quando

n

ap+ar++a, = E a;=1.
i=1

Teorema A.1 Sejam os pontos uy e u, pertencentes ao R", e uz um ponto qualquer entre

uj e u,, entdao uz é uma combinagdo convexa de uy e u,.
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Demonstragao: Por hipotese o ponto uz pertence a reta r definida pelos pontos u;
e up, isto é, uzer:u=uy;+A-(up; —uy). Para que uj fique entre u; e u; basta que
A=a,onde 0 <a <1. Assim

uz=u;+a-(uy-uy)

uz=u;t+a-uy;—a-uy
us=a-uy+(l-a) u; (A.1)

Como cada coeficiente de (A.1) é maior ou igual a zero e a soma deles é igual a 1,

entao pela definicao uz é uma combinacao convexa de u; e u,. O

Defini¢ao 17 Um subconjunto C € R" é chamado convexo, se e somente se, para

quaisquer pontos u; e u; pertencentes a C qualquer combinacao convexa
b=a;-u;+ay-u,
também pertencer a C. Em outras palavras, se C é convexo, entao

u,ueC=a-u;+(l-a)-ueC (0<a<l).

Portanto, um conjunto C é considerado convexo se todos os pontos do seg-
mento de uma reta que une quaisquer dois pontos de C também pertencer a C.
Seja X um subconjunto de R. Uma cobertura de X é uma familia C = (C)) ¢,

de conjuntos C) C IR tais que X C U C,; isto é, para todo x € X, existe algum A e L

AeL
tal que x € C,.

Uma cobertura de X C UA,\, diz-se aberta quando cada conjunto A), A €L,
A€l
¢ aberto em R. A cobertura UC,\ é finita quando L é um conjunto finito; isto &,

Ael
L:{/\l,.../\n}eXCCAlU---UCAH.

Uma subcobertura de C é uma familia C’ = (C,) ¢, L’ C L, tal que ainda se

tenha X C U C,.

Ael’
Os intervalos abertos C; = (0,%), C, = (%, 1)e C3 = (%,%), constituem uma

cobertura C = (Cy, C,,C3) do intervalo X = [}1, %] De fato, o intervalo [%, %] cCiu

C,UC3 =(0,1); ou seja, [%, %] C U C,, para L ={1,2,3}. Agora, L’ = {1, 3} determina
Ael
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uma subcobertura de C, pois temos que o intervalo [i, %] c CLUCs;=(0, %), ou em
outra notagao, X C U C,.

Ael’
Definicao 18 Um conjunto K C R chama-se compacto quando toda cobertura aberta
de K possui subcobertura finita.

Seja X um subconjunto finito de R. Digamos que X = {ay,4a,,...,a,}. Se
C = (Cy)eL € cobertura aberta de X entao cada ponto de X pertence a algum C,.
Digamos que a; € Cy,a, € Cy,...,a, € Cy . Entao X CCy UCy U---UC, . Como
{C1,,Cy,,...,Cy } € um conjunto finito, X € um conjunto compacto.

Para verificar que um conjunto X nao € compacto basta encontrar uma cober-
tura aberta de X que nao contenha subcobertura finita.

A reta R nao é um conjunto compacto. De fato, para A, = (—n,n), a cobertura
aberta {A,;n € N} de R nao admite subcobertura finita, pois a unido de um nimero
finito de intervalos (—n,n) é igual ao intervalo de maior indice, que nao é igual a IR.

0 intervalo (a,b) também nao é um conjunto compacto. Considere a familia
o0

de abertos A, = (a+ %, b- %) Entao (a,b) c| |A,. No entanto a uniao de um numero
n=1

l) é igual ao intervalo de maior indice, que nao contém

finito de intervalos (a+ %, b,

o intervalo (a, b).
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A.2. Teorema de Minkowski

As demonstragdes apresentadas nesta secao foram extraidas do artigo "Mo-
delos Matematicos em Finangas: Avaliagdao de Opgoes”, de autoria de Sérgio B. Volchan,
[VSB].

Lema A.2 Seja C C R" fechado, convexo e ndo contendo a origem. Entdo, existe um

funcional linear € em IR" e um niimero real a > 0 tais que
VxeC {(x)>a.

Em particular, o hiperplano {(x) = 0 ndo intercepta C.

Demonstragio: Seja B(O;R) = {x € R" : ||x|| < R?} a bola de raio R > 0 centrada na
origem. Escolha-se R tal que B(O;R)N C = 0. Como B(O;R)N C é compacto (fechado
e limitado)ﬂ a fun¢ao norma ||-||, sendo continua, tem um minimo global num ponto
xo € B(O;R)N C. Segue que

Vxe C lxll = llxoll (A.2)

como ilustrado na figura[A.T| para o caso plano.
Da convexidadeE| de C sabe-se que para VYt € [0,1] e para todo x € C:

(1—t)-xg+t-x=x9+1t-(x—xp) €C.
Assim, pela desigualdade (A.2), Vt € [0,1]:
llxcg + £ - (x = x0)II> = IIxolI%,

ou seja,

lxoll® + 2 - llx = xoll? +2- - <xp,x—x0 > > [Ixol%,

ou ainda,

2 lx—xol> +2-t- <x9,x—x9> > O.

Agora, a funcio quadratica g(t) =a-t?>+2-b-t, com a = ||x—x¢||> > 0, b =< xp, x —x >

'Veja defini¢io|18) no apéndice
2Consulte a definigao(17} no apéndice
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Figura A.1.: Determinando x; no R?.

sera nao negativa para 0 <t <1 se e somente se b > 0. Isto é,
<xXp,X—Xx9> =0 = <xp,x> > |Ixll*

Entao, escolhendo £(x) =< xg,x > e & = ||xy||?, 0 lema fica demonstrado. O

Teorema A.3 Em IR", sejam K um conjunto convexo compacto, V um subespago veto-

riaﬂ Se VN K =0, entdo existe um funcional linear €(-) em R" tal que
1. VxeK, €(x)>0;
2. VxeV,{(x)=0.

Portanto, V estda contido num hiperplano que ndo intercepta K.

Demonstragao: Considere o conjunto C = {x e R" : d(y,z) e Kx V,x = y—z}. Afirma-

se que C é convexo e fechado.

3Consulte apéndice deﬁnigéo
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Convexidade: sejam x; = y; —21 e X = Y, — 2, com y1,9, € K e x;,x, € V.
Entao, YVt € [0,1]:

(1—t)'xl+t'X2:[(1—t)'y1+t'y2]—[(1—t)'Zl-l-t'Zz]EC.

Fechamento: considere uma sequéncia {x, = y,,—z,,},cn em C tal que lim x, =
n—o00

x. A sequéncia {,},en € limitada, pois K é limitado; logo possui uma subsequéncia

{ynj }iew convergente:

lim Y, =9,

j—o0

onde y € K, pois K é fechado. Assim,

z=limz, =lim(y, —x,,.)=v—-x€V,
Jim z, jm(yn] n) =9

pois V é subespaco, logo fechado. Portanto x =y—z,comyeKeze V,istoé, xeC,
ou seja, C é fechado.
Além disso, C nao contém a origem pois K NV = 0. Pelo lema anterior existe

um funcional linear £(-) em R” e um namero real a > 0, de forma que
VxeC, {(x)>a.

Logo,
VyeK,VzeV, {€(y)—£(z)>a>0. (A.3)

Fixando y e z e aplicando a desigualdade[A.3|para y -z, y € R, arbitrario, conclui-se
que {(z) =0, Vze V e portanto {(y) > a > 0, Vy € K. O
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A.3. Martingais: Precos e Valor da Carteira

O desenvolvimento dos conceitos apresentados nesta secao foi baseado no
artigo "Modelos Matemadticos em Finangas: Avaliagdo de Opgdes”, de autoria de Sérgio
B. Volchan, [VSB].

Proposicao A.4 Sejam {Mt}tT:0 um martingal e {H,f}tT:0 uma sequéncia predizivel rela-
tiva ao filtro {}}}LO. A sequéncia {Xt}tT:O definida por

Xo=Hy-My (Hp € F),

parat>0

Xt:HO'M0+ Hk'AMk,

t
k=1

(onde AMy = My — AMy._, ) também é um martingal.

Demonstragao: Sendo {Mt}tT:O um martingal e {Ht}tT:0 € Ft}tT:O, entao X, € F. Para
t>0,

E(Xt+1 _th}—t) = E(Ht+1 '(Mt+1 _Mt)l}—t)
= Hyp1 - E(My1 — My F) =0,

mostrando que {Xt}tT:o ¢ um martingal. O

A sequéncia {Xt}tT:0 € chamada de transformada de martingal de {Mt}thoi por

Corolario A.5 Se o vetor de pregos atualizado {/S\t}tT:0 for um martingal, entdo o valor
atualizado {V\t(f))}tTZO serd um martingal, também. Particularmente, o valor esperado

para o retorno de uma estratégia auto-financidvel é igual ao capital inicial.

Demonstragao: A partir de uma estratégia auto-financiavel 6, com ¢ > 0:

t
V()= Vo(0) + ) <6, AS; >,
k=0
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e Vo(0)=Vy(0) =< 01,AS, >.
De outro modo,
t
V(0)=) Vi,
k=0
onde
d . —
Ve=) 6iAS;
i=0

sao transformadas de martingal e portanto martingais, para k = 1,2,...,d. Desse

modo V;(0) é um martingal. O
Assim consegue-se uma caracterizacao mais interessante para martingais:

Proposicao A.6 Uma sequéncia {M,} de varidveis aleatorias integrdveis e adaptadas (a

um filtro F ) é martingal se. e somente se, para toda sequéncia predizivel {H,} se confirmar

t
E [ZHk - AM;
k=1

que:

=0 (A.4)

para todo t > 1.
Demonstragao: (=) Se {M,} é martingal, entao a sequéncia {X;}, com Xy =0e

Xy=) Hp-AMy, com t>1,

t
k=1

¢ um martingal pela proposicao
Entao,
E(X;)=E(Xp)=0.

(<) Paraj=1,2,...,t, considere a sequéncia {H;} definida por

0 se k=j+1
1, se k:j+1,AeJ":j

Hy =
é predizivel. Assim,

E = E[14(Mj41 - M;)] =0.

in - AM;

k=1
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A A

E[M]+1|f]:M] (P qc

Portanto, VA € ]:j,

ou seja,

4Probabilidade "quase certa”.
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A.4. Codigo VBA

Usando o cédigo VBA - Visual Basic Aplication a seguir foi possivel selecionar

e carregar, numa planilha eletronica Excel da Microsoft, os dados fornecidos pelo site

da BOVESPA, [BOVI|, do ativo PETRA4.

As figuras[A.2]e[A.3]sdao imagens da janela de edi¢ao da macro "Le_COTAHIST()".

E Microsoft Visual Basic - Cadigo_VBA_Bovespa.xlsm - [Planilha (Cédigo]]

=N EER =)

i Arquivo  Editar  Exibir  Inserir  Formatar  Depurar  Executar Ferramentas  Suplementos  Janela  Ajuda

=>» Funcionou como projetado
" 12/06/2014
direts = "Bovespai"
textosf = "Textos\"
arg out$ = diretf + textos$ + "PETR4.txt"
Open arg outf For Output As #101 ''" PETRCERAS £101]
ng = diretf + textosf + "COTRHIST A"
lido = 0
grav = 0
datae = "??23?"

HNArg Entr = FreeFile ° Obtém o nimeroc de arguivo
ano arg entr = 2013 "YOLND
a_arg entr$ = ano_arg entr
narg$¥ = n¥ + Trim$(a_arqg _entr$) + ".txt"
Open narg® For Input As #NAIq_Entr ' Cria o nome do arguivo.
Do While Not EOF (MArg Entr)

ezp = (lido / 20000) - (Int(lido / 20000))

If esp = 0 Then

Debug.Print "—-————- "

Debug.Print "-—————- "
Call Espera

Debug.Print "Ano: "; a_arq_entrs: "— data: "; datae; "- Agdo: "; cod acao; "- Lidos: ";

-0 X
HE =R TR N SN I A R = A T WU e ===
|:Gera|1 ﬂ |Le_CC-TAHIST j
Sub Le COTAHIST () z'
! UFABC ==» Como lucrar na Bolsa de Valores
' Edu =

1id

S0

Figura A.2.: Janela de parte do c6digo fonte da macro Le_ COTAHIST().

Este codigo, editado como macro na planilha Excel, 1€ o arquivo formato texto

disponivel no site da Bolsa de Valores de Sao Paulo [BOVJ, cria outro arquivo for-
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mato fexto s6 com os registros referentes ao cddigo PETR4 da agao PN da empresa
Petrobras.

Abaixo a continuacao da macro...

E Microsoft Visual Basic - Cadigo_VBA_Bovespa.xlsm - [Planilha (Cédigo]]

=N HoR(=>
i Arquivo  Editar  Exibir  Inserir  Formatar  Depurar  Executar Ferramentas  Suplementos  Janela  Ajuda - F X
HEN=REY® RN W IR RTI A  H TI N RV R e N = e
|:Gera|1 ﬂ |Le_CC-TAHIST j
Call Es=spera

=
End If

lido = lido + 1
Line Input #NArq_Entr, Entrada$
cod_acao = Mid$ (Entrada$, 13, 6)
Empresas = Mids (Entrada$,
datae = Mid#% (Entrada$, 3,
PETRCEBRRS #101
If cod_acaoc = "PETR4 " Then "'
grav = grav + 1
gravat = Entrada$
Print #101, gravas
esp2 = (grav / 200) - (Int(grawv / 200))
If esp2 = 0 Then
Debug.Print "Ano: "; a arq entr$; " Acdo: ":; cod acao; "- Lidos"; lido; ™
End If
End If
Loop
Close #NArg Entr

gravando reg #

' fecha o arguivo de entrada

Clase

FINAL DR CRRGR EM TXT

{
gl

Figura A.3.: Continuagao do cédigo fonte da macro Le_ COTAHIST().

O arquivo texto original COTA_HIST traz varias informagoes, de acordo com

o arquivo SeriesHistoricas_Layout disponivel em [BOV]], confirmado pela figura
abaixo:

Outro co6digo, cria a partir do arquivo PETR4.txt a planilha PETR4.xls com
as informacoes de data, codigo da empresa, nome da empresa, tipo do papel (PN/ON),
valor na abertura, valor maximo, valor minimo, valor no fechamento e valor do total

negociado. O c6digo é apresentado na figura[A.5|abaixo:

A figura[A.6lapresenta um trecho da planilha obtida:
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Home Exibir L
Q Q +:| Régua 3 Quebra automatica de linha ~
i | Barra de status 3*-1 Unidades de medida ~

Ampliar Reduzir 100

%

Zoom Mostrar ou ocultar Configuracdes

Q00COTAHIST.2013BCVESPR 20131230

012013010202ARPL11E 010XAPPLE DRN ME RS
DDDDDDGDIIZDDGDDDDODDIIQDDDDDDDDDDIIEDDDDDDDDDDIIEDDDDGODDDOIIEDDDDDDDDDDIDBIEDﬂ
ooooolo0000000000000040000000000000448000000000000000000555512310000001000000000
BDROD4102

012013010202ABCE4 010ABC BEASIL EN N2 RS
oooo00000014000000000001427000000000140000000000014140000000001415000000000141500
700446000000000000365%30000000000052246320000000000000000995512310000002000000000
LCNPR4118

012013010296ABCEB4AF 0202BC BREASIL PN N2 RS
ooo0Q0000012260000000001415000000000132600000000013630000000001413000000000141300
soooosooo00QO0O0O000000O0O0OBY0O0000000000011855100000000000000555512310000001000000000
LCNEPR4118

NIZ20130T02N2ARREL] NINARRTT, ENOITCA TINT M3 RS
1 | 1 | 3

i 5 | COTAHIST_A2013 - WordPad [ -E 5]

]

100% (=) { ()

Figura A.4.: Imagem do arquivo texto fornecido pela Bovespa.

%9 Microsoft Visual Basic - Cadigo_VBA_Bovespaalsm - [Planilha (Cédiga)] [ -E =]

m. Arquive  Editar Exibir Inserir  Formatar Depurar  Executar Ferramentas Suplementos  Janela  Ajuda -8 x
HEERE” NIEEER: =W N S T N e =N ) gisdly @ 5= ==l s g
IIGeraIl j ITJ(T_xIs_empresa j

Sub TXT xl=s empresa|)
' Edu ==»> Funcionou comgo projetado

" 12/06/2014
nomp = "PETR4"
prefix ler = "Bovespa\Textos\" '' mesmo diretéric
prefix grav = "Bovespa\"™ '' mesmo diretdrio

nom = prefix ler + nomp + ".txt"”

Workbooks.OpenText FileName:=nom, Origin:=xlWindows, _
StartRow:=1, DataType:=xlFixedWidth, FieldInfo:=Array(Array(0, 9), Rrray(2, _
5}, Rrray(l0, 9), Array(l2, 1), Array(24, 9), Rrray(27, 1), Array(39, 1), Array(43, 9), _
Array(32, 9), Rrray(se, 1), Arrayi(e9, 1), Array(82, 1), Array(95, 9), Array(108, 1), Array( _
121, 9), Array(134, 9), Array(147, 9), Array(l52, 9), Array(170, 1), Array(188, 9), Rrray( _
201, 9), Array(202, 9), Array(210, 1), Array(217, 9), Array(230, 9), Array(242, 9), Rrray( _

245, 9))

xls = prefix grav + nomp + ".xls"
RotiveWorkbook.Savehs FileName:=xls, FileFormat:= _
xlNormal, Password:="", WriteResPassword:="", ReadOnlyRecommended:=False _
, CreateBackup:=Fal=e
Workbooks (2) .Close SawveChanges:=False
End Sub

Ao |

El

a il

Figura A.5.: Codigo fonte da macro TXT_xlIs_empresa() da planilha Excel.

174




A. Apéndices

S

I;:!%. E - o-§ ) PETR4 [Modo de Compatibilidade] - Microseft Excel - = x
S Inicio Inserir Layout da Pagina Formulas Dados Revisdo Exibigdo @ - =7 x
J % \E\ | ‘E‘ ‘E‘ £ Nova Janela 13 @
13 — || = organizarTude T | ] A -
Mormal LaPyangL;E:a = Mostrarj[}cultar Zovom @ Congelar Painéis = ] | 33 Sdale\r.?rraisap;a%o J;:Ir:c:l';sai Masros
IModos de Exibigdo de Pasta de Trabalho lanela Macras
i3 - f« | 61627466100 ¥
a_ | 8 | c¢ | o [ e [ ¢ | e [ nw pon ] 3R
2 | 02/01/2013 PETR4 PETROERAS PN 1399 2021 1969 1969 00128028800 =
3| 03/01/2013 PETR4 PETROBRAS PN 1981 2040 1970 2040' 5152?455100!
4 | 04/01/2013 PETR4 PETROBRAS PN 2033 2062 2017 2048 73822225800
5] 07/01/2013 PETR4 PETROBRAS FN 2048 2067 1955 2008 56592695100
6 | 08/01/2013 PETR4 PETROBRAS PN 2011 2023 1946 1950 57302410700
7| 09/01/2013 PETR4 PETROBRAS PN 1964 1987 1946 1968 47974302300
8 10/01/2013 PETR4 PETROBRAS PN 1977 1988 1954 1983 34595383300
9 | 11/01/2013 PETR4 PETROERAS PN 1985 2004 1970 1988 26185512000
10| 14/01/2013 PETR4 PETROBRAS PN 2001 2024 1976 1985 56485485700
11| 15/01/2013 PETR4 PETROBRAS PN 2011 2015 1978 1982 59085307500
12 16/01/2013 PETR4 PETROBRAS FN 1989 1989 1960 1984 33133682600
13| 17/01/2013 PETR4 PETROBRAS PN 1986 1953 1969 1971 35039540900
14 |18/01/2013 PETR4 PETROBRAS PN 1980 1989 1958 1958 37307918300
E /2012 PET AS PN 1957 1960 1927 1939 35023471200 *
4 4 » M| PETR4 Wés ¥ [ i
pronto | Y Ol

Figura A.6.: Planilha Excel com os registros de negociacoes de acoes da Petrobras.

E Microsoft Visual Basic - Cédigo_VBA_Bovespaxlsm - [Planilha (Codigo)]

m. Arquive Editar Exibir Inserir  Formatar Depurar Executar Ferramentas Suplementos  Janela  Ajuda - F X
HEI RN NIRRT W 4 R AN - H A - R
|:~:;era.|:- j ILe_COTAHIST j
' =
direcs = "Bovespa\"
textozg = "Textos\"
tpmerc$ = "070" '' opgdoc de compra CeLCCCCECaaCsLs<ags INCLUSAD
opé = "E" "' oPCAD EUROPEIA L ELLLTaadLdaaas  INCLUSAD
e pns = " PH" e ESPECIFICFL(;}:‘I.G DR EL[;ilO
cod _op$ = "PETR" + op$
v arg out$ = diretf + textos$ + "PETR4.txt" '' agdc PETROBRA PN
arg outf = diretf + textosf + cod opf + ".txt" '' OPFCAD JAN PETROBRE BN <<<<<< ALTERAE;E&D{
Open arg _outf For Cutput As 101 '' PETROEBRLS #101
n¢ = diret$ + textos$ + "COTAHIST A" —
lido = 0 -
=|= 4 3

Figura A.7.: Alteracao para a leitura de opg¢oes da Petrobras.
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Para carregar os dados dos contratos de opgdes sao necessarias algumas alte-
racoes. Na macro Le_COTAHIST() ha duas alteracgoes: a defini¢ao de novas variaveis
tpmerc$, op$ e eh_opcao) e na condigao logica onde sao separados os registros com
a Empresa$ "PETRE", que significa "op¢ao Petrobras do tipo Européia” e com o tipo
de mercado "070- "Opgao de compra". Veja as alteragoes nas figuras e

#7 Microsoft Visual Basic - Cadigo_VBA_Bovespa:xism - [Planilha (Cédigo)] =n ECR===
im Arquive Editar Exibir Inserir  Formatar Depurar Executar Ferramentas Suplementos  Janela  Ajuda -8 X
HENERE™ RN . N SN TN A SO AR WU RSNt e K= e
|:Gera|] j |Le_COTAHIST j
Line Input #NAIq_Entr, Entrada#% j
" cod_acac = Mid$ (Entrada$, 13, &) """ codigo da ag@o + " "
cod acao = Mid$ (Entradag, 13, §) "' codigo da opgdo <O
Empresa$ = Mid$ (Entradas, 28, 12)
datae = Mid$ (Entrada$, 3, B8)
eh opcacf = Mid¢ (Entrada$, 25, 3) "' LE 0 TIPC DE MERCADC <<<<<<<<<<<<Cg<s
onpn$ = Mid$ (Entradag, 39, 3) LE a ESPECIFICACAO Dn ACAQ
'' PETRCEBERAS #101
If cod acac = "PETR4 " Then '' Or Empresa$ = "PETROERAS "
If Empresa$ = "PETRE " End eh_opcao$ = tpmerc$ Then ''opgdo de compra <<<<
grav = grav + 1 =
b
=]= 4 3

Figura A.8.: Alteragao para a leitura de opgoes da Petrobras.

Para incluir na planilha das opgoes "PETRE.xls" a data de vencimento e o valor
de exercicio (strike) também foi necessaria uma alteracao na macro TXT_xIs_empresa()
conforme mostra a figura

E assim obteve-se a planilha com os registros das negociades das op¢oes de

compra das agdes da empresa Petrobras do ano de 2014 até o dia 10 de junho, mos-
trada na figura|A.10
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29 Microsoft Visual Basic - Cédigo_VBA_Bovespaxlsm - [Planilha (Cédigo)] =R

im Arquive  Editar Exibir Inserir Formatar Depurar Executar Ferramentas  Suplementos Janela Ajuda Digite urna pergunta - -8 X
HE TR TN Y SN T WA S AN Wb i @ | SE = B S e
I (Geral) - I ITJ(T_xIs_em presa - l

Workbooks.0OpenText FileName:=nom, Origin:=x1Windows,

ree StartRow:=1, DataType:=xlFixedWidth, FieldInfo:=Array(Array(0, %), Array(2, _

ree 5), &rray(l0, %), Array(l2, 1), Array(24, 9), Rrray(27, 1), Rrray(39, 1), Array(43, 9}, _

ree Lrray(52, 9), Rrray(s6, 1), Array(6€9, 1), Array(82, 1), Rrray(95, 9), Array(l108, 1), Rrray( _

e 121, 9), Array(l134, 9), Array(l47, 9), Array(l52, %), Array(170, 1), Array(laa,_al, Rrray( _ =
ree 201, 93, ArraytEOE,_QIJ, Array (210, 1), Array(217, 9), ArraytESO,‘iJ, Array(242, 9), Rrray( _

e 245, 9))

Workbooks.COpenText FileName:=nom, Origin:=xlWindows, _
StartRow:=1, DataType:=xlFixedWidth, FieldInfo:=Array(Array(0, 9), Arrav(2, _
5), Array(l0, 9), Array(l2, 1), Rrray(24, 1), ZArray(27, 1), Array(3%, 1), Rrray(49, 9), _
hrray(52, 8), Array(56, 1), Array(€3, 1), Array(82, 1), Rrray(85, 9), Array(108, 1), Array( _
121, 9), Array(134, 9), Array(147, 9), Array(l52, 9), Array(170, 1), Array(188, 1), Arrav( _

201, 9), Arrav(202, 5), Array(210, 9), Arravy(2l1l7, 9), Arrav (230, 1), Arraytzfiz,?}', Lrravy|(
A — -

245, 9))
i ST _'Ij
Figura A.9.: Alteracao no co6digo para a leitura dos dados de opgaes.
I,E? 1 H Y - (o I_l = PETRE [Modo de Compatibilidade] - Microsoft Excel - = x
S Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo ® - 7 x
11 - fe | 20/01/2014 ¥
A | B |c|l o |e|lelaglnli] 1 |k L M | N

1 |02/01/2014 PETRA4 70 PETRE PN 241 243 201 201 17764800 1475|20/01/2014|BRPETRACNPRG ]
2 |02/01/2014 PETRB2 7OPETREPN 6 7 6 6 15200 2025 17/02/2014 BRPETRACNPRG

3 |02/01/2014 PETRC3 70 PETRE PN 333 333 333 333 33300 1375 17/03/2014 BRPETRACNPRG

4 |03/01/2014 PETRA4 70 PETRE PN 204 205 184 188 9205000 1475 20/01/2014 BRPETRACNPRG

5 |03/01/2014 PETRB2 70PETREPN 5 5 4 5 418200 2025 17/02/2014 BRPETRACNPRG

6 |03/01/2014 PETRC3 70 PETRE PN 321 321 311 313 689200 1375 17/03/2014 BRPETRACNPRG

7 |03/01/2014 PETRC56 70 PETRE PN 136 136 136 136 13600 1609 17/03/2014 BRPETRACNPRG

8 |06/01/2014 PETRA4 70 PETRE PN 156 192 154 187 18049000 1475 20/01/2014 BRPETRACNPRG

9 |06/01/2014 PETRB2 70PETREPN 4 4 4 4 216000 2025 17/02/2014 BRPETRACNPR6

10 | 06/01/2014 PETRC3 70 PETRE PN 312 312 310 310 1244000 1375 17/03/2014 BRPETRACNPRG

11| 06/01/2014 PETRC74 70 PETRE ON 140 140 120 120 26000 1475 17/03/2014 BRPETRACNORY

12 |07/01/2014 PETRA4 70 PETRE PN 203 203 159 159 4212500 1475 20/01/2014 BRPETRACNPRG

13 |07/01/2014 PETRB2 70PETREPN 4 4 4 4 112000 2025 17/02/2014 BRPETRACNPRG

14 07/01/2014 PETRB67 70 PETRE PN 72 77 57 58 2180000 1675 17/02/2014 BRPETRACNPRG

15| 07/01/2014 PETRC3 70 PETRE PN 328 328 290 290 685000 1375 17/03/2014 BRPETRACNPRG

16 | 07/01/2014 PETRC56 70 PETRE PN 139 140 118 118 13003900 1609 17/03/2014 BRPETRACNPRG

17 07/01/2014 PETRC74 70 PETRE ON 169 169 169 169 12100400 1475 17/03/2014 BRPETRACNORS -
T4 4 » ¥ | PETRE / PETRE_ORD [ 7. 0L T 0
Pronto I + 100% @ . @

Figura A.10.: Registros de negociagdoes dos contratos de opgdes das agoes da
Petrobras.
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