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Resumo

Inspirado no artigo de Harold P. Boas [2], neste trabalho estudamos os Arbelos e suas
propriedades. Analisamos a inversao em relacao a um circulo e aplicamos essa técnica na
construcao da Cadeia de Pappus e do Circulo de Bankoff.

Palavras-Chave

Arbelos, Arbelos Gémeos, Cadeia de Pappus, Circulo de Bankoff, Geometria Inversiva



Abstract

Based on the work of Harold P. Boas [2], in this work we study the arbelos and their
properties. we analyse the inversion about a circle and apply this technique to the cons-
truction of Pappus Chain and Bankoff’s circle.

Keywords

Arbelos, Twin arbelos, Pappus Chain, Bankoff’s circle, inversive geometry.
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Introducao

Os arbelos foram estudados pela primeira vez por Arquimedes em seu Livro de Lemas,
Pappus também estudou os arbelos no livro IV de sua colecao.

Este trabalho esta dividido em 4 capitulos. No capitulo 1 serao apresentados alguns
resultados e definicoes como: homotetia, poténcia de um ponto, retas e circulos orto-
gonais, diagonais de um paralelogramo, triangulo retangulo inscrito em um semicirculo,
elipse e a formula de Heron.

No capitulo 2, abordaremos a geometria inversiva. Serd definido o que ¢ inversao e o
que ocorre quando invertemos uma reta em relacao a um circulo e um circulo em relacao
a outro.

No capitulo 3, sera feito o estudo sobre arbelos, assim como algumas de suas propri-
edades e ainda usaremos a inversao para falar da cadeia de Pappus e do circulo de Bankoff.

No capitulo 4, serao aplicados conceitos abordados nos capitulos anteriores para pro-
duzir exemplos de construcoes geométricas e resolucao de problemas que podem ser uti-
lizados em sala de aula. Para a realizacao dessas atividades, sugerimos o uso de algum
software de geometria dindmica, como o Geogebra, que foi utilizado nesta dissertacao, mas
algumas atividades podem ser realizadas usando apenas régua e compasso. Esta é uma
boa oportunidade para desenvolver a curiosidade dos alunos e habilidade de resolucao de
problemas que usam conhecimento geométrico e algébrico.
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Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados e definicdes que serao utilizados nos
proximos capitulos.

No capitulo 2 trataremos da inversao em relacao a um circulo. Para isto, precisaremos,
por exemplo, dos conceitos de homotetia e de poténcia de um ponto em relacao a um
circulo, além da defini¢ao de circulos ortogonais, que apresentamos a seguir.

Por circulo queremos dizer o lugar geométrico dos pontos no plano que equidistam de um
dado ponto.

Definicao 1.1. Sejam F uma regiao do plano, O um ponto do plano e k um niumero real
nao-nulo. A homotetia de centro O e razao k € a transformacdao geométrica que associa a
cada ponto P de F' o ponto P’ sobre a semirreta O?, de origem O, tal que OP' = k-OP.

Observacao 1.1. Se k > 0, a homotetia de razao k é conhecida como homotetia direta, e
se k < 0, como homotetia inversa, que pode ser vista como a composicao entre a homotetia
direta de razao —k > 0 com a reflexao em relagcao ao ponto O.

Figura 1.1: Homotetia de centro O e razao k = 2.
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16 CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES

Figura 1.2: Homotetia de centro O e razao k = —0,6.

Observacao 1.2. Dois circulos sao sempre homotéticos'. Na maioria dos casos, eles

admitem duas homotetias, uma direta e uma tnversa. No caso de circulos disjuntos, os
centros de homotetias podem ser encontrados da sequinte forma: sao as interseccoes das
tangentes comuns internas > (inversa) e das tangentes comuns externas ® (direta). Estes
resultados estao provados nas duas segquintes proposi¢oes e ilustrados nas figuras (1.3),

(1.4) ¢ (1.5).

Proposigao 1.1. Sejam I' e Q dois circulos homotéticos. As tangentes comuns externas
cruzam-se em O que € o centro de homotetia.

Demonstragao. Sejam {O} = t; Nty, figura (1.3), os pontos A e B os centros dos circulos
I e Q respectivamente, e X e Y os pontos de tangéncia de t; com os circulos I" e {2 como
indicado na figura (1.5). Pelo caso de semelhanga AA temos que AOAX ~ AOBY'.

Logo,

OB BY
—=—=k=BY =k-AX.
oA~ Ax "7
Como O é tnico, entao O ¢é o centro da homotetia. O

Proposigao 1.2. Sejam I' e Q circulos homotéticos. As tangentes comuns internas
cruzam-se em O1 que € o centro de homotetia.

IDois circulos sdo homotéticos se existir uma homotetia que aplica um sobre outro.

2Para cada uma das duas tangentes, os pontos de tangéncia aos dois circulos estio em semiplanos
opostos em relacao a reta determinada pelos centros dos circulos.

3Para cada uma das duas tangentes, os pontos de tangéncia aos dois circulos estao no mesmo semiplano
em relacao a reta determinada pelos centros dos circulos.
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Figura 1.3: Homotetia gerada pelas tangentes externas de I" e €.

Demonstra¢ao. Sejam {O1} = t; N ty, os pontos A e B os centros dos circulos ' e Q
respectivamente, e P e () os pontos de tangéncia de t; com os circulos I' e €. Pelo caso
de semelhanca AA temos que ANO1AP ~ ANO1BQ.
Logo,

OB BQ

Figura 1.5: Circulos homotéticos.
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Proposicao 1.3. Homotetias levam retas em retas.

Demonstragao. Sejam r uma reta e H,; a hotetia de centro O e razao k. Tome B e C
pontos de r.

Sejam B’ = H,x(B) e C' = H,;(C). Pelo caso LAL de semelhanca, temos que os
triangulos AOBC e AOB'C’ sao semelhantes.

Se P for um outro ponto qualquer de r = %, entao, pelo mesmo argumento, concluimos

que P’ = H,;(P) pertence a reta B'C’. Portanto r’ = H,;(r) ¢ uma reta. O

Figura 1.6: Homotetias levando reta em reta de razao k=1.5

Proposicao 1.4. Homotetias levam circulos em circulos.

Demonstragao. Denote por H,; a homotetia de centro O e razao k. Sejam P um ponto
qualquer do circulo de centro A e raio r e P = H,(P) e A’ = H,x(A). Entdo OP" =
k-OPe OA' =k -0OA.

Pelo caso LAL de semelhanca, os tridngulos AOAP e AOA’P’ sao semelhantes, de modo
que P'A" =k -r. Assim, P’ pertence a um circulo de centro A’ e raio kr. a

Figura 1.7: Homotetias levando circulo em circulo de razao k=1.9
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Proposicao 1.5. Homotetias preservam tangéncia entre retas e circulos.

Demonstragao. Sejam H,j, a homotetia de centro O e razao k, r uma reta, I' um circulo
de centro A e raio R, e P um ponto de tangéncia entre I" e r.

Se B e C pertence a r entao " = H,(r) é uma reta que passa por B = H,;(B) e
C" = H,;(C). Além disto, I" = Hj, ,(I') é um circulo de centro A’ e raio kR.

Por semelhanca de triangulos, concluimos que AOAP ~ ANOA'P' e AOPB ~ NOP'B'.
Consequentemente /B'P'A' = /BPA = g donde segue que P’ é um ponto de tangéncia

entre IV e 7'. 0

Figura 1.8: Homotetia de razao k=1.9

Definicao 1.2. Seja I' um circulo de centro O e raio r. Se um ponto P estd a uma
distancia d de O, definimos a poténcia do ponto P em relagao ao circulo I' como

Pot(P) = d* —r*.

Pela definicao apresentada, se P é exterior a I', sua poténcia é um nimero positivo;
se P pertence a [, sua poténcia é zero, se P ¢é interior a I', sua poténcia é negativa.

Teorema 1.1. Sejam dados um circulo I', de raio r e centro O, e um ponto P. Se a reta
t que passa por P e intersecta o circulo I' nos pontos A e B, entdo o produto PA.PB ¢é
uma constante (isto é independe de r).

Demonstracao. Seja o circulo I' de centro O e raio r. Seja P um ponto nao pertencente a
I' com PO = d. Sejam t uma reta que passa pelos pontos P, A e B e M o ponto médio do
segmento AB. Seja agora M A = MB = z. Pelo caso de congruéncia LLL, temos que os
triangulos AAOM e ABOM sao congruentes. Consequetemente , os angulos ZAMO e
Z/BMO sio retos, pois sdo congruentes e suplementares. Ou seja, AM L OM. Podemos
dizer que:
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1. Se P é exterior ao circulo I,

PA-PB = (PM —z)(PM +x) = PM?—2* = PO* - OM? — 2* =
= PO*— (OM? +2*) = d* — r* = Pot(P).

Figura 1.9: Poténcia de um ponto P externo ao circulo I'.

2. Se P é interior a I,

—~PA-PB = —(x—PM)(x+ PM)=PM?*—2*>=PO*>—-0OM?—2* =
= PO?— (OM? +2*) = d* — r* = Pot(P).

é -

Figura 1.10: Poténcia de um ponto P interno ao circulo T'.
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Observacao 1.3. Se P pertence a I', entao P serd A ou B, de modo que PA-PB =0 =
pot(P).

Observacao 1.4. Se P ¢ externo ao circulo Q) e uma das retas € tangente ao circulo C
no ponto T entdo PT? = PA- PB. De fato,

Considere uma reta ¢t tangente ao circulo €2 num ponto 7' e uma reta s que cruza o
circulo € nos pontos A e B. Temos entao dois tridngulos AATP e APTB semelhantes,
pois, /TPA = /TPB e ZATP = /TBP (angulos de segmento inscrito a uma mesma

corda AT). Logo, seus lados correspondentes sdo proporcionais, isto &,

PA _ PT

_ 2: .
7 = pp M PT*=PA-PB.

Figura 1.11: Segmento PT tangente ao circulo €.

Definicao 1.3. Sejam um circulo " de centro O e uma reta r. Dizemos que r € ortogonal
a ' se e somente se r passa pelo centro de I'.

Figura 1.12: Reta e circulo ortogonal.
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Figura 1.13: Circulo I' ortogonal ao circulo {2

Definicao 1.4. Dois circulos I' e Q sao ditos ortogonais se eles se intersectam num
ponto I formando dngulos retos, isto €, se seus raios sao perpendiculares no ponto I de
mnterseccao.

No capitulo 3 usaremos os resultados que serao apresentados a seguir.

Proposicao 1.6. Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se, e so se, duas diagonais
se intersectam nos respectivos pontos médios.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, seja ABC' D um paralelogramo e M o ponto de intersec-
¢do de suas diagonais. De AB || CD, segue que ZBAM = /DCM e Z/ABM = /CDM.
Como ja sabemos que AB = C'D, segue que os triangulos AABM e ACDM sao congru-
entes pelo caso ALA. Logo, AM =CM e BM = DM.

Reciprocamente, seja ABC' D um quadrilatero tal que suas diagonais AC' e BD se intersec-
tam em M, o ponto médio de ambas. Entao MA = MC, BM = DM e ZAMB = /ZCMD
(angulos opstos pelo vértice), de modo que os triangulos AABM e ACDM sao congru-
entes, por LAL. Analogamente, ABCM ¢ ADAM também sao congruentes por LAL.
Tais congruéncias nos dao, respectivamente, AB = CD e BC = AD, o que ja sabemos
ser equivalente ao fato de ABC'D ser paralelogramo. 0

A B

Figura 1.14: As diagonais de um paralelogramo.
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Proposicao 1.7. Se um tridngulo inscrito num semicirculo I' de centro O e raio r tem
um lado cuja medida € iqual ao seu didmetro, entao ele € um tridngulo retdngulo e esse
diametro € hipotenusa do tridngulo.

Demonstracao. Sejam D, A e B pontos de I' tais que A, O e B sejam colineares. temos
que o triangulo ABOD é is6sceles, de modo que ZODB = ZOBD, de medida a.
Anéalogamente, ZOAD = ZODA, de medida 3. Consequentemente,

20 + 20 = m.

Logo, a+ 3 = g Assim, ZADB mede g e o triangulo AADB é retangulo em D. [

Figura 1.15: Triangulo inscrito em um semicirculo

A definicdo de elipse serd necessaria para falarmos da cadeia de Pappus que seréd
abordada no terceiro capitulo.

Definicao 1.5. Fizado dois pontos Fy e Fy do plano uma elipse £ de focos Fy e Fy
€ o conjunto dos pontos P do plano cuja soma das distincias a Fy e Fy é igual uma
constante 2a > 0, maior do que a distancia entre os focos 2c¢ > 0. Ou seja, 0 < c < a e
d(Fy, Fy) = 2c,

§={Pld(P, [1) +d(P, Fy) = 2a}

@0 (<0 ° ©o o
(a0)

Figura 1.16: Elipse de focos F} e Fb.
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Heron de Alexandria foi um grande matematico que dentre seus trabalhos desenvolveu
uma formula capaz de determinar a area de um tridngulo somente através das medidas
dos lados. Essa formula descarta a utilizagao da altura do triangulo. Observe a expressao
formulada por Heron de Alexandria:

Figura 1.17: Triangulo ABC

A= /p(p—a)(p—b)(p—c),
a+b+g

2
Vejamos a seguir como pode ser demonstrada a formula de Heron.

onde p =

Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados de um triangulo e h a altura relativa ao lado de
comprimento a.

Aplicando-se o teorema de Pitagoras aos triangulos retangulos obtidos como na figura
(1.17), temos:

V=2>+h* e ¢ =h*+(a—2)
Substituindo-se h na segunda equacao,
A =b -2+ (a—2)? =b—2°+ad* —2ax + 2* = b* + a® — 2azx,

donde temos
a? + b* — 2
2a ’

Tr =
Substituindo-se x na primeira equacao,

2
v =a® 4 h* = (—a2+52_62) + 12,

donde segue que

o a2+ b2 — 2 2+b2_—(a2+b2—02)2+bz-4a2
N 2a 4a? '
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Portanto,

. \/_(&2 + b2 — 02)2 + 4a2b2
B 4a? '

h
A érea do tridngulo é dada por S = %.

S:M _ g.\/—(a2+b2—02)2—|—(2ab)2:
2 2 2a
_ \/(2ab)2—(a2+b2—02)2:
4
_ \/[(2ab)+(a2+b2—02)]~[(2ab)—(a2—1)2+02)]:
4
_ \/[2ab+a2—|—b2—02]'[2ab—a2—b2+02]:
4
_ VI —(a—b)? [(a+b)*—c _
4

_ le—(a=b)] e+ (@=0)]}-{la+b)+-[(at+b)—c]} _

4
_ \/[c—a+b]'[c+a—b]-[a+b+c]'[a—l—b—c]:

4
B \/[c—a+b] c+a—0b] [a+b+c [a+b—c]
= : : : . 5 . 5 =
B \/[a—l—b—l—c—Qa] la+b+c—20 [a+b+c] [a+b+c—2
= 5 : 5 ) 5 . . —
= Vip—a)-p-b)-p (-0
Portanto,
S=Vp-lp—a)-(p—0)-(p—c) (1.1)
a+b+c
onde,p:T.

Com essas defini¢oes basicas temos agora ferramentas que possam nos auxiliar a cons-
trucao do que propomos nesse trabalho.
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Capitulo 2

(zeometria imversiva

Neste capitulo discutimos a geometria inversiva. Definimos a inversao em relacao a um
circulo de raio » > 0 e mostramos como inverter retas e circulos em relacdo a um dado
circulo. A inversao é uma técnica usada ao longo deste trabalho no estudo dos arbelos.
Por exemplo, na construcao das cadeias de Pappus e do circulo de Bankoff.

2.1 Inversao em relacao a um circulo

Definigao 2.1. Seja I um circulo de centro O e raio r > 0 fivados, no plano. A inversao
I em relacao a I' € definida como a aplicacao que associa a cada ponto P, distinto de O,

no plano um inico ponto P’ pertencente a semirreta O—}>’ tal que OP - OP' = r?,

Figura 2.1: Inversao em relagao a um circulo.

A seguir, determinamos uma expressao algébrica para a inversao em relacao a I'.
Comecamos supondo que O é a origem do sistema de coordenadas.

27
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1° caso: O é a origem do sistema de coordenadas, isto é, O = (0,0).

P

Figura 2.2: O é a origem do sistema de coordenadas.

Sejam P = (z,y) # (0,0) um ponto qualquer do plano e P’ = (2/,y) a imagem de P
pela inversao em relagao a I', isto é, P' = [(P). Como P’ € OP, entao

(2',y") = Mx,y), com )€ R}

Por definicio, OP - OP' = 7%, donde temos que /22 +y2 - \/(2/)2+ (v')2 = %
2 2

Consequentemente, \? - (2 + y?)? = r'. Logo, \ = x2:— 2 (OTP)Q' Portanto,
2
I(a,y) = P = .OP.

Caso geral: O = (x¢,yo) ¢ distinto de (0, 0):

No sistema de coordenadas cartesianas original, suponha que P tenha coordenadas
P = (x1,31). No sistema de coordenadas que tem O = (x¢, o) como origem, as coorde-
nadas de P sdo P = (z1 — xo,%1 — yo). Em relagdo a este sistema, as coordenadas do
2
r
ponto P’ = I(P) sado dadas por P’ = 0P . OP. Para obter as coordenadas de P’ no
sistema de coordenadas original, precisamos transladar os eixos de modo que (0,0) seja
novamente a origem. Isto é feito somando-se as coordenadas de O as coordenadas no

outro sistema. Ou seja,

(xlvy/) = (OP)2 ' O_}%‘F 0.
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{770 S ==
!
P, :
Yo 0, | a
i
i
i
i
i
i
i
i

O, x) 21

Figura 2.3: O nao é a origem do sistema de coordenadas.

Em coordenadas temos,

7,2

1 — %)% + (Y1 — Yo)?

[(:E,y) = (x',y’) = (1’0,@/0) + ( : (371 — Zo, Y1 — yO)'

Desta forma, a expressao geral para a inversao I : R? \ {0} — R?\ {O} em relagao
a um circulo I" de centro O é

2

OPp?

.OP. (2.1)

I(P) =0+

Apresentamos a seguir algumas consequéncias imediatas da definicao de inversao:
2
OP?

2. Se P for um ponto exterior de I, isto é, OP > r entdo r> = OP - OP' > r - OP';
logo, OP" < r, isto é, P’ esta no interior de I'.

—
1. OP' = : ﬁ’, de modo que OP' - OP = r2.

<

Figura 2.4: O ponto P é externo ao circulo I'.
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Figura 2.5: O ponto P ¢é interno ao circulo I'.

3. Se P for um ponto do interior de I, isto é, OP < r entao > = OP - OP < r - OP;
logo, OP' > r, isto é, P’ esta no exterior de I'.

4. Se P for um ponto de de I, isto ¢, OP = r entao r? = r-OP’, de modo que,OP' = r,
ou seja, P’ €T

Figura 2.6: O ponto P pertence ao circulo I

5. I é uma involugao, isto é,

2 2

(OP)=04 —" 72~@§:O+5ﬁ:P

(r2>2‘<0P2

r

I(I(P)) = I(P") = O + (0P

OP
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2.2 Inversao da reta em relacao a um circulo

Proposicao 2.1. Seja I' um circulo de centro O e raio r. A inversao em relagcao a I' de
uma reta s que passa por O € a propria reta s.

Demonstracao. Vamos mostrar que as inversas dos pontos de s também estao em s. Seja
P # O um ponto da reta s, entao o inverso P’ pertence a semirreta ﬁ Como P e O
pertencem a s, entao P’ pertence a s.

Agora, resta mostrar que cada ponto B de s é inverso de algum ponto de s. Isto é
consequéncia do fato de a inversdo ser uma involugdo. Ou seja Q = (1(Q)). O

Figura 2.7: Inversao da reta que passa pelo centro de inversao.

Proposigao 2.2. Seja I' um circulo de centro O e raio r. A inversao em relacio a ' de
uma reta s que nao passa por O € um circulo que passa por O.

Demonstracao. Sejam s a reta que nao passa pelo centro O do circulo I' e ¢t um reta
perpendicular a s que passa pelo centro O de I' e intersecta a reta s no ponto A. Seja
agora o ponto A’ o inverso do ponto A em relacao ao circulo. Fixe um ponto P de s,
P # A, e seja P’ o seu inverso em relacao a I. Temos que OA - OA' = OP - OP' = r2.
Pelo caso LAL de semelhanga temos que os triangulos AAOP ¢ AA’OP’ sao semelhantes.
Assim, pela proposi¢ao (1.7), concluimos entdo que o angulo ZOP'A’ é reto, o que nos
permite concluir que o segmento OA’ é o diametro de um circulo que passa pelo centro

0. ]
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Figura 2.10: A reta s é secante ao circulo I'.
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2.3 Inversao de um circulo em relacao a um circulo
dado

Proposicao 2.3. Seja I um circulo de centro O, a inversao em relagao a I' de um circulo
Q de centro O e raio r que nao passa por O' € um circulo.

Demonstracao. 1° caso: O estd no exterior de I'.

Trace OA tangente a I no ponto A. Para cada ponto B pertencente a I', de modo que
OB nao seja tangente a I, considere B’ o outro ponto de encontro de I" com a semirreta

OB. Pela observagao (1.4), tem-se que

OB -0OB = 0A% (2.2)
Seja agora B” o inverso de B’ em relacao ao circulo 2. Entao,
OB'-OB" =1* (2.3)
De (2.2) e (2.3), temos que ,
,
OB = <ﬁ) .0B

Logo o inverso do circulo T, em relacao a 2, pela proposi¢ao (1.4), é sua imagem pela

: . T o\?
homotetia de centro O e razao <m> .
Assim, a inversao leva o circulo I', com O nao pertencente a I', num circulo I".
Reciprocamente, todo ponto do circulo I é o inverso, relativo ao circulo €2 de algum ponto

de .

Figura 2.11: O circulo de inversao [' é externo ao circulo ).

2° caso: O esta no interior de T'.
Seja B um ponto que pertence ao circulo I' e B’ o ponto de interseccao da reta @ com
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Figura 2.13: O circulo de inversao I' é secante ao circulo 2.

o circulo I e considere k = OB - OB'.
Agora para cada A # B pertencente a I', seja A’ o outro ponto de intersecgao de I' com
a reta OA. Pela poténcia de um ponto temos que, OB - OB = OA-OA' = k.
Se A” é o inverso em relacao ao circulo €2 do ponto A’, que pertece a I', em relacao ao
circulo Q, entdo, pela definicao de inversdo temos que OA’ - OA” = r?, onde r é o raio de
Q.

2
Logo OA” = T OA.

Assim, a inversao, em relacao a €2, leva I' na sua imagem homotética de centro O e razao
2

”
= onde k = OB - OB’ e, portanto, num circulo I".

Reciprocamente, todo ponto do ciculo I'' & o inverso, relativo ao circulo €2, de algum ponto
de I'. O]
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Figura 2.16: O circulo de inversao I interno ao circulo 2.

35
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Proposicao 2.4. Seja I' um circulo de centro O e raio r. A inversao em relagcao a I' de
um circulo Q) que passa por O € uma reta que nao passa por O.

Demonstracao. Seja I' um circulo de inversao de centro O e raio r e ) um circulo de
centro O que passa por O. Seja A # O o ponto onde a reta s = %1) intersecta (). Seja
A’ o inverso de A em relacdo a I, entao, A’ pertence a s. Seja r a reta que passa por A’ e
é perpendicular a s. Provaremos que r = €', ou seja, a inversao do circulo Q em relacao
al éaretar.

Sejam agora B # A e B # O um ponto qualquer do circulo Q2 e t = @ Agora, seja P o
ponto onde r intersecta t. Queremos mostrar que P = B’.

Temos que os triangulos AABO e AOA’'P sao semelhantes, pois, os angulos ZA'OP =

ZAOB sao comuuns e o angulo ZABO = /2, pois, OA é o diametro do circulo e um dos
OB OA

lados do triangulo AABO e ZOA'P = 7/2, por construgao. Entao, 04~ 0P

Logo, OB - OP = OA - OA’, mas pela definicao de inversao sabemos que OA - OA’ = r2.

Concluimos que OB - OP = 12, sendo P o inverso de B, ou seja P = B’.

Portanto, os inversos dos pontos B # O do circulo () pertencem a reta r, ou seja, a reta

r é a inversa de ) em relagao a I'. O

Figura 2.17: Inversao de um circulo que passa pelo centro de inversao.
Proposicao 2.5. A inversao de um circulo Q) em relacao a um circulo I' ortogonal a €,
€ o proprio circulo €.

Demonstrac¢ao. Considere um circulo I'; de centro O e raio r, e um circulo €2 que intersecta
I' perpendicularmente nos pontos A e B. Logo, a reta s = OA seré tangente ao circulo (2
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em A. Considere agora um ponto E pertencente a C' e a semirreta passando por O e E
que intersecta o circulo 2 no ponto E’. De acordo com a poténcia do ponto O em relagao

ao circulo €2, temos,
(OA)? = OE - OE' = r?,

o que caracteriza que E’ realmente é o inverso de E em relacdo a I". Mas, h4 apenas um
circulo passando pelos pontos A, B e E’. Logo, o inverso de 2 em relacao a I' é Q. O]

Figura 2.18: Inversao em relacao a um circulo ortogonal
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Capitulo 3

Arbelos

Neste capitulo estudaremos os arbelos e suas propriedades, os circulos gémeos de Arqui-
medes, a cadeia de Pappus e o circulo de Bankoff.

Definicao 3.1. Dados 3 pontos colineares C, Cy e C3 sobre uma reta r, com Cy entre
Ch1 e (3, o arbelo € a reuniao de trés semicirculos de didmetros C1Cy, CyC5 e C1C5 de
um mesmo lado da reta que contém Cy, Cy e Cs.

C, C, Cs

Figura 3.1: Arbelos

A figura a seguir sera utilizada para ilustrar algumas propriedades dos arbelos. As
mesmas podem ser mostradas usando-se a geometria estudada no ensino médio. Procu-
raremos mostrar algumas delas de maneira bem detalhada de modo a ajudar o aluno a

39
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ter um bom entendimento sobre o assunto.

No ponto Cs, construimos uma perpendicular a C;C5 que intersecta o semicirculo de
diametro C;C5 no ponto D. Construimos o segmento DC;. Seja F o ponto de interseccio
do semicirculo de diametro C;Cy com o segmento DC}. Da mesma maneira, construimos
DC5 que cortara o semicirculo de diametro C,C3 no ponto H.

C, C, Cs

Figura 3.2: Arbelos

Proposicao 3.1. O comprimento do semicirculo superior de um arbelo € igual d soma
dos comprimentos dos semicirculos inferiores do arbelo.

Demonstracao. Sejam « o comprimento do semicirculo de diametro C;C3, 5 o compri-
mento do semicirculo de diametro C1Cy e v o comprimento do semicirculo de diametro
C5C5. Sem perda de generalidade, suponha que C1C3 = 1. Se C1Cy =r, com 0 < r < 1,
entao CyC3 =1 — 7.

Logo, temos que:

5 1
-7"'-_
o = QZZ,
2 2
T
5 = 2'7T'§_7T7"
N 2 27
1—r
2-m- 2 T —7r
Y= =
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Assim, temos que:

Proposicao 3.2. O quadrildtero CoF DH € um retdngulo.

Demonstragao. Como o tridangulo AC,DCj5 estéa inscrito em um semicirculo e seu lado
C,C5 é o diametro desse semicirculo temos que o triangulo AC; DC5 é retangulo em D.
Logo, o angulo ZC1DC3 = 7/2. Seja o angulo ZCyC35D = a e o angulo ZC,C1D = b,
entdo a +b=m/2.

O triangulo ADC,C4 é, por construcdo, um triangulo retangulo, pois CoD é perpendicular
a C1C5. Como a soma dos angulos internos de um triangulo ¢ igual a 7, e o angulo
ZC5C3D = a, entao o angulo ZCyDC5 = b.

Como os triangulos AC, F'Cy e ACyHC3 estao inscritos em semicirculos e um de seus lados
é diametro destes semicirculos, entao eles sao triangulos retangulos. Logo, ZC1FCy =
LCyHC3 = 7/2. Uma vez que a soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a m,
segue que o angulo ZFC,Cy = a e o angulo ZHCy,C3 = b. Consequentemente, ZC1CoF' =
ae LCyC3H = b. Como £DCyCy = £DCyC3 = w/2, entdo LDCoyF = w/2 —a =1be
LDCyH =7/2—b=a.

Pelo caso ALA os triangulos AC,F'D e ACyHD sao congruentes. Assim, CoH = FD e
CyoF = HD. Logo, o quadrilatero Co FDH ¢é um paralelogramo.

Como a+b=m/2, o angulo LFCyH = ZFDH = 7/2, concluimos que o paralelogramo
em questao é um retangulo. [

Proposicao 3.3. O segmento CyD é congruente ao segmento F'H e intersectam-se em
seus pontos médios.

Demonstracao. Pela Proposigao (3.2), o quadrilatero Co FFDH é um retangulo. Uma vez
que as diagonais de um retangulo sao congruentes e intersectam em seus pontos médios,
segue que oS segmentos C,D e FH sio congruentes e se intersectam em seus pontos
médios. [

Proposicao 3.4. O segmento FH ¢ tangente comum a ambos os semicirculos menores.

Demonstracao. Pela proposicao (3.2), sabemos que Co F'DH é um retangulo e pela Propo-
sicao (3.3), vimos que os segmentos F'H e CyD sao congruentes e intersectam-se nos seus
respectivos pontos médios. Chamando de N a interseccao desses segmentos temos entao

que NF = NCy = NH. Segue disso que os triangulos ANCyF e ANC5H sao triangulos
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isosceles. Portanto, o angulo ANCyH = ZNHCy = a, ZNCyF = ZNFC5 = b. Sejam [
e J os pontos médios dos segmentos C;C5 e CyC3, respectivamente.

Construimos entao os segmentos IF e JH.

Temos que [F = ICy, JH = JC5 e os triangulos AFICy e AHCyJ sao triangulos
isosceles. Assim,

/HFI = J/IFCy+ /CoFN
/HFI = a+b
LHFI = /2,

e o angulo ZFHJ = 90°, pois:

/FHJ] = /NHCy+ /CoHJ
/FHJ] = a+b
/FHJ = w/2.

Como I F é um raio do semicirculo de diametro C1C5 e o segmento I F é perpendicular
ao segmento FH entdo o segmento F'H é tangente ao semicirculo de diametro C;Cy. Do
mesmo modo, o segmento JH é um raio do semicirculo de diametro C,Cjs, o segmento
FH & perpendicular ao segmento JC5. Portanto, o segmento F'H também é tangente ao
semicirculo de diametro CyCs.

Assim, o segmento FH é a tangente comum a ambos os semicirculos menores. O

Antes de mostrarmos a proxima propriedade, calculamos a medida do segmento CyD
(diagonal). Denotando-se C;Cy = r, temos que, CoC3 = 1 — r, logo

CyD* = C1Cy - CoCh

CyD* = r(1—7)
CoD = r(1—r)
CeD = Vr—1?

Proposicao 3.5. A drea de um arbelo € igual a drea do circulo de didmetro CyD .

Demonstracao. A area A do arbelo pode ser calculada pela area A; do semicirculo de
didametro C;C5 subtraida da soma das areas A, e A3 dos semicirculos de didametros C1Cy
e CyC3, respectivamente. Ou seja, A = A; — (Ag + Aj).

Mas,
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2
Al == ﬂ..(%) :z7
2 8
7 2
AQ g ﬂ-.(i) :7T—7/2’
2 8
W-(l—;r)Q m AR 9 4 2
A3 pr— pr— pr—
2 2 8
Logo a éarea do arbelo é:
V. 7T_7’2 T — 27r + 7r? |
8 8 8
A - T ar? w 2mr  ar?
8 8 8 8 8’
Ao Tt Tt
8 8 8
A - @_2%7’2’
8 8
A - 27‘(‘7”—271'7’2’
8
A - wr — wr?
4

Agora, calculamos a area do circulo de didmetro CsD:

4 W.(@)i

2
2
r—r
A = 1
Tr — mr?
A = 1 ,
o que mostra que a area do arbelo é igual a area do circulo de diametro CyD. O

3.1 Arbelos gémeos

A figura a seguir mostra os circulos gémeos de Arquimedes no arbelo. Os gémeos de
Arquimedes sao circulos interiores no arbelo que sao tangentes ao segmento perpendicular
C5D ao segmento C'C3 no ponto Cs, que é a interseccao dos dois semicirculos menores.
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C, éz Cs
Figura 3.3: Circulos gémeos de Arquimedes

Proposicao 3.6. Os circulos gémeos de Arquimedes tém o mesmo raio.

P1 Rl T

/sRP

(&1 E M1 C J F C

Figura 3.4: Circulos gémeos de Arquimedes

Demonstracao. Sejam C1C3 = 1, C1Cy = r, M o ponto médio de C1C3, P o centro do
circulo gémeo da direita, J a projecao ortogonal de P sobre a reta 25103, F o ponto médio
de C2C35 e R o raio deste circulo (circulo da direita).
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Temos que:
1
MP = —-—R
2 )
1 1—7r 1—7r 1
MJ = MCs—JF —F(C5=—-— - - = — 5
Logo:

JP? = MP?>—-MJ?=

_ (Li_p o Rar—2 2—1—R+R2— R 442 2R — R
-2 "T2) 1 Py :

Entao temos que:

JP? =71 —1r® —2Rr. (3.1)
Além disto,
1—r
FP = R
2 )
1—r
JF = - R
2
Logo,

2 2 2 2
1 r? 9 T 1 r? 9 T
== Z+Z+R —§+R—RT— (4_1+Z+R —2—R+RT>
Assim,
JP* =2R — 2Rr. (3.2)
[gualando-se as equagbes (3.1) e (3.2), temos:
1—
12 _9Rr — 2R — 2Rr. Logo, R= "\ 5 r).

De maneira anédloga podemos mostrar que o raio R; do circulo de Arquimedes da

r(1—r)
2

ponto médio de C',C5. Temos que:

esquerda é . Se I denota a projecao do centro P; deste circulo sobre 25103, Fo

EPlzg‘i‘Rl,
T

EI =- —R;.
9 1
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Logo:
2 2
u%:Eﬁ—Eﬁz(g+&)—(g—&)=%R1 (3.3)
Além disto
MP, = 1—R
1 = 9 1
1 r r 1
[M = ClM—ClE—E[:§—§—<§_R1>:§_T_R1
Logo:
1 > ’
1P32(5—3> _<§_T+R1> = 2rRy — 2Ry — 1’ +r (3.4)

Igualando-se as equacoes (3.3) e (3.4), temos:

7“(1—7“)'

2Ry — 2R, —r? 4+ r = 2rR;. Logo, Ry = 5

Isto ¢ R = R como se tratava provar. O

Veremos agora como encontrar os centros dos circulos gémeos de Arquimedes por meio
de sua construcao.

Construimos EN e FG mediatrizes dos segmentos C,Cy e C,C5, com E e F os pontos
médios de C;C, e C,C5, respectivamente, N é a interseccdo da mediatriz do segmento
C1C5 com o semicirculo de diametro C;Cy e G é a interseccao da mediatriz do segmento
C5C3 com o semicirculo de diametro CyC3. Pelo ponto N construimos o segmento NF
que intersecta CsD no ponto H.

Pelo caso de semelhanga AA, os triangulos AENF e ACyH F sao semelhantes. Logo,
CoH (1—=7)/2

r/2 1/2

T

5 1
CoH — 1—r
CoH = g-(l——r).

Em seguida, construimos o circulo de centro em C5 e raio CoH de modo a intersectar a
reta que passa por CC3 nos pontos [ e J.

Construimos as retas perpendiculares a CyC3 passando por [ e J .
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D
N
G
H
Cl E CZ F C3

Figura 3.5: Construgao dos circulos gémeos de Arquimedes

Figura 3.6: Construcao dos circulos gémeos de Arquimedes

Dai construimos os circulos centrados em F' e E com respectivos raios F'[ e EJ. As
interseccoes das perpendiculares com estes circulos sao os centros dos circulos gémeos, L
e P. Sendo o ponto L; a interseccao do segmento LE com o semicirculo de raio ECs e P,
a intersecdo de PF com o semicirculo de raio FCsy, temos agora que os segmentos LL; e
PP, sdo os raios dor circulos gémeos de Arquimedes.

As coordenadas dos centros desses arbelos sao expressas por:

L= (x1,1n) = (g(l —i—r),r\/lTr) e P = (z9,y2) = <g(3—r),(1 —r)ﬁ), pois como
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D
L
N P
G
Figura 3.7: Construgao dos circulos gémeos de Arquimedes

e
7

Figura 3.8: Construgao dos circulos gémeos de Arquimedes

R=HCy= g(l — 1), temos:

T = r—g(l—r):g(1+7"),
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Além disso,

IL?
EL

ET

Y1

Y1
Y1
Y1

JP?
JF

FpP

Y

Yo
Y2
Yo
Y2
Y2

r r—r? r?
ECy, —ICy = - — = —
Cy Cy 5 5 > 5 entao,
r2 2 r2 2
r——= - e )
2 2
4 4
2 3, T
Ut T T T
rz(l—r),
r2(1—r),
rv1—r.
rorr 3r—r* r(3-r)
_1_ — —_— — = =
rrgmn=rtg g 2 2
FP?— JF? mas,
1—7r r—r? 1 +r2
— =——7r+— e
2 2 2 2 7
r—r? 1 r? N
= — — — entao,
2 2 2
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P

Figura 3.9: Coordenadas dos centros dos circulos gémeos de Arquimedes

3.2 Cadeia de Pappus

No livro IV de sua colegao, Pappus estende o estudo que Arquimedes fez sobre os arbelos.
Na figura seguinte vemos os circulos tangentes aos semicirculos de diametros C,C5, C1C,
e C5,C3. O conjunto de todos estes circulos é conhecido como Cadeia de Pappus.

Figura 3.10: Cadeia de Pappus.

Vamos agora mostrar que os centros destes circulos descrevem uma elipse de focos que
estao contidos na reta que passa por C1Cj.
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Se considerarmos apenas o semicirculo maior de centro D e um semicirculo menor, de
centro E, podemos provar que o centro H de um circulo tangente a ambos pertence a
uma elipse de focos D e E. De fato sejam G e [ os pontos dos semiciculos de centros D
e F, respectivamente, tais que H esta entre D e G, e [ estd entre F e H.

Demonstracao. Sejam

DC, = DC3;=DG =R,
EC, = ECy=FEI=nrq,
FCy, = FC3=ry,
HI = HG=r,
HE = ri+mr,
HD = R-—r,
2R = 2r; + 2ry,
HE+HD = R4+ri=ri+reo+r=2r+ry,=C|F.

Portanto o ponto H pertence a uma elipse de focos E e D cujos vértices sao os pontos C
e F' (ponto médio de CyC3). O

Figura 3.11: Os centros dos circulos da cadeia de Pappus.

Veremos a seguir como construir a cadeia de Pappus nos arbelos.
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Sobre uma reta r, tomamos 3 pontos distintos e colineares C, Cy e C3, com Cs entre
C1 e (3, e os semicirculos de diametros C1Cs, C1C5 e CyC'5 todos de um mesmo lado
da reta r.

Depois construimos um circulo de inversao I de centro ' e raio C1C5.

A inversao do circulo de diametro C1Cy em relagao a [ é a reta s’ (perpendicular
a r e que passa por () e a inversao do circulo de diametro C;C5 em relagao a [ é
a reta t' (uma vez que passam pelo centro de inversao, e a inversiao do circulo de
diametro CyC3 é o circulo K|, de centro O'.

Pelo ponto O’ construimos uma reta perpendicular a C1C5 que intersecta K|, em A.

Para construir o proximo circulo invertemos o circulo K} em relagdo ao ponto A
obtendo-se assim o circulo K7.

Para construir os demais circulos seguimos procedimento anterior.

Agora para construir os circulos da cadeia basta invertermos os circulos Kj, KJ, ...,
K} em relagdo a I para encontrar os circulos Ky, Ko, ... , K.

Of
Of
C
Of
B
Of
A

{

Of

Figura 3.12: Construcao da cadeia de Pappus usando inversao.
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Observacao 3.1. A propriedade da tangéncia é preservada por inversao.

Teorema 3.1. Sejam C1,Cy e C3 trés pontos colineares tais que Cs estd entre C e Cy
e sejam os circulos de didgmetros C1Cy, C1C3 e CyC5. Sejam Og, Oq,...,0, os centros
dos circulos Ko, K4, ..., K, da Cadeia de Pappus, construida na Proposicao anterior. Se
chamarmos de r, o raio de K,, e h,, a distincia de O, a C1C3, entao h, = 2nr,.

T3
K
T3

K
K
K

Ci

B

Figura 3.13: Distancia do centro da cadeia de Pappus até a reta suporte.

C

Demonstracao. 1. Consideremos a inversao relativa ao circulo de centro C'; e raio O,,T,,,
em que 7T, é o ponto de tangéncia ao semicirculo K, da semireta de origem C}.

2. Fazemos isso, porque C4T,, é perpendicular a O,T,,, sendo C,T,, tangente a K,
e O,T, tangente ao circulo de inversao e, por isso, K, é ortogonal ao circulo de
inversao. Os circulos ortogonais ao circulo de invesao sao inversos de si mesmos.

3. Os inversos dos circulos de diametros C1C5 e C;C5 sao retas , pois os circulos
passam por C7, que é centro da inversao. Essas retas ficam definidas pelos pontos
de interseccao desses circulos com o circulo de inversao.

4. O inverso do circulo K, de centro O,, é um circulo tangente as duas retas (determi-
nadas como inversos dos circulos de diametros C1Cy e C1C5 ) de centro P,.

5. Os inversos K/, 0 < i < n sao tangentes a estas retas e tém o mesmo raio O,,7T,,.
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6. O,P, ¢ igual & soma de um raio K|, e outro para K/ = K, além de 2(n — 1)r,
correspondentes aos diametros de n — 1 circulos iguais a K, K/, 1 <i < n—1:
2r, +2(n — 1)r, = 2nr,.

O

3.3 Circulo de Bankoff

Em meio aos circulos individuais de Arquimedes, h4 um outro circulo dentro dos arbelos
que & congruente aos circulos individuais. E o chamado circulo de Bankoff. Leon Bankoff,
dentista em Beverly Hills e também um matematico, encontrou-o e escreveu um artigo
chamado “Os circulos gémeos de Arquimedes sao mesmos gémeos?”

O Circulo de Bankoff é formado a partir do arbelo. Primeiramente, construimos
um circulo K; tangente a cada semicirculo do arbelo, como na construcdo da Cadeia
de Pappus. O Circulo de Bankoff é o circulo que passa pelo ponto de tangéncia dos
semicirculos menores do arbelo, e pelos pontos de tangéncia de K; com os semicirculos
menores do arbelo.

K,

Figura 3.14: Circulo de Bankoff.

Proposigao 3.7. O circulo de Bankoff e os circulos gémeos de Arquimedes sao idénticos,

. ., r
ou seja, seu raio € 5(1 —r).



3.3. CIRCULO DE BANKOFF 55

Demonstracao. Consideremos C1C3 = 1, C1Cy; = r e x o raio do circulo de Bankoff.
Primeiro, vamos calcular a area do triangulo AABC representado na figura (3.14), que
vamos indicar por A. Temos entao que:

ap - L
2
T

BC = 1;T+R.

De acordo com a proposicao de Pappus, a altura de C' relativa a base AB é duas vezes
o raio do circulo K, ou seja, a altura h sera igual a 2R.
Calculando-se a area do triangulo AABC' temos:

1
a2 R
2 2
Logo, de acordo com a féormula de Heron, sabemos que a area de um triangulo de lados
a,becé A=+/s-(s—a) (s—1b)(s—c), onde s é o semiperimetro do triangulo.
Seja agora:

(3.5)

—_
I
<

a = BC= 5 + R,
- AC:ngR,
1
= AB = —.
¢ 2
Consequentemente,
1 r -7
. a+b+c 2+§+R+ 9 R
N 2 - 2 2 ’
1 1—17r r
_ — 4+ R-—__ Lt R=°=L
s 2 )
T —-r
—-b = —-+R——-+R=
s p Pt 9
1 1
_ = 4+ R-—Z=
s—c¢ 2+ 5

Entao pela formula de Heron a area do triangulo AABC sera dada por:

A:\/(%Hz)-(l;’”)-(g)-(m:\/(gr-(1_r).(1+23)) (3.6)
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Sabemos ainda que a area A do triangulo AABC' é pode ser encontrada somando-se
as areas dos triangulos AAOB, NAOC e ABOC, que designaremos por A, Ay e Aj
respectivamente e, lembrando que x é o raio do circulo de Bankoff, temos que:

A = A+ Ay + A,

A = %-%-ij%-(g—l—R)-x—l—%-(1;r+R)-a:,
A = %-x-(%+g+R+%—g+R).
Logo,
A= g - (1+2R) (3.7)

A2
Por (3.5), (3.6) e (3.7), e usando-se que A = e entao

R_
2 g~(1—|—27’) ’
R g-r-(l—r) (1+2R)
2 g~(1+2R) 7
R
R Zr(l—r)
2 x ’
9 _ r(l—r))
x

B r(1—r)

T T



Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo, apresentaremos exemplos de construgoes geométricas, que podem ser feitas
utilizando-se geometria dinamica, no caso, o geogebra. Tais construcoes também poderao
ser realizadas utilizando-se de régua e compasso.

4.1 Exemplos

Exemplo 4.1. Construgao 1.

Construa uma reta r;

e Marque os respectivos pontos A, B e C' sobre r, de maneira que o ponto B fique
1

2
entre os pontos A e C' e que AC =1, AB:§ eBC:§;

Construa um semicirculo de diametro AB;

Construa agora os semicirculos AC' e BC' de modo que fiquem todos do mesmo lado
da reta r, no qual estd o semicirculo de diametro AB.

Solucgao:

o7
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Figura 4.1: Visualizacao da primeira construcao.

Exemplo 4.2. Em relacao ao exemplo anterior,

1. Calcule o comprimento dos semicirculos AC, AB e BC. Verifique a medida do
comprimento exterior e interior. O que vocé observa?
2. Calcule a area da regiao interna ao semicirculo AC' e externa aos semicirculos AB

e BC.

Solucgao:

1. Seja a o comprimento do semicirculo de diametro AC = 1, § o comprimento do

. . 2 . . .
semicirculo de diametro AB = 3 e v o comprimento do semicirculo de diametro

1
Logo, temos que:
1
0 - 27T§_E
B 2 2
2
6 B 27.(‘6_77-
N 2 3
1
T T T

Entao:
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a=p+7.

2. A area da regiao pedida sera a area do semicirculo de diametro AC' menos a soma
das areas do semicirculo de didmetro AB com o semicirculo de didmetro BC', ou
seja:

4 - ) 7
2 8
2

4 — T(3) 7™
2 18
()
A3 = 2 72
S AN
s 18 ™7

_ T

18

Exemplo 4.3. Construcao 2.

e Construa uma reta r;

e Marque os respectivos pontos A, B e C sobre r, de maneira que o ponto B fique

2 1
entre os pontos A e C e que AC =1, AB:§ eAng;

e Construa um semicirculo de diametro AB;

e Construa agora os semicirculos AC' e BC' de modo que fiquem todos do mesmo lado
da reta r, no qual esta o semicirculo de diametro AB.

e Pelo ponto B construa uma reta ¢ perpendicular a reta r;
e Marque o ponto D na interseccao da reta t com o semicirculo AB;

e Construa um circulo de diametro BD.

Solucgao:

Exemplo 4.4. Em relacao ao exemplo anterior,

1. Quanto mede o comprimento do segmento BD?
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Figura 4.2: Visualizacao da segunda construcao.

2. qual é a area do circulo de diametro BD?

3. O que se pode concluir em relagao a area desse circulo e a area da regiao obtida no
exercicio anterior?

Solugao:

1. Sabemos que:

AD*+CD* = 1 (4.1)
2

AD?* = (§)<+BD2 (4.2)
2

CD* = (%)-+BD2 (4.3)

Substituindo-se (4.2) e (4.3) em (4.1), temos:

2\ ? 1\?
(§)<+BD2+<§><+BD2::
4 1

2BD* + - 4+ - =
579

2BD? =

—_

BD? =

BD =

._
w|§|©|w©|q>
D
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2. A area do circulo de diametro BD sera dada por:
BD\?
A = .22
(%)

A = =

3. Podemos verificar que as areas sao iguais.

Exemplo 4.5. Sejam r uma reta e dois pontos A e B ambos de um mesmo lado da reta,
nao pertencentes a r. Construa um circulo passando pelos pontos A e B que seja tangente
a reta r.

Supondo o problema resolvido.

Figura 4.3: Visualizacao de como ficaria depois de resolvido.

Escolhemos o ponto A = O para ser o centro de inversao, de modo que teremos um
circulo C' de centro A. Sabemos que a inversao de uma reta r que nao passa pelo centro
de inversao ¢ um circulo ' que passa pelo centro de inversao.

Agora invertemos o ponto B em relagdo ao circulo C' para obter o ponto B’. Pelo
ponto B’ tracamos as retas t e s tangentes ao circulo 7/, pois como a solu¢ao procurada
deve passar por B e deve tangenciar r entao as retas que passam por B’ devem tangenciar
r’. Ao invertermos a retas s e t em relagao a C' teremos os circulos s’ e t' passando pelo
centro A = O de inversao. As solugoes sao s’ e t'.
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Figura 4.4: Invertendo r em relagao a C.

Figura 4.5: Solucao.
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