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Resumo

Todo saber, por mais antigo que seja, contribui para o avango dos paradig-
mas, na busca de novos saberes que aprimorem a sociedade. As descobertas
de Ptolomeu nao sao exce¢ao, merecendo nota ainda hoje. Esta pesquisa cui-
dou de relevar a sua contribui¢ao no ensino de leis da matematica, as quais se
pode reputar de importancia para o aprendizado em nivel de Ensino Médio,
atualmente. Procurou-se configurar o estudo na forma de uma ferramenta de
consulta aos educadores, resgatando o ensino do seu teorema em duas aulas,
fornecendo material necessério aos professores de area para tanto bem como,
e também, fornecendo uma resenha da sua vida e obra, como pesquisador e
sujeito historico que foi. Ao facultar um novo caminho aos educadores, ja ha
um resultado o qual, por si s6, justifica esta pesquisa. Tratou-se de um tra-
balho de natureza préatica, concebido pela elaboracao de um capitulo sobre
a importancia de Ptolomeu, pela apresentacao e demonstracao de seu teo-
rema em algumas aplicagoes, no contexto do mundo matematico. Partiu da
premissa de que ensinar um saber, e contextualizé-lo no eixo da histéria do
homem, ¢ uma condicao de verdade importante e inegavel para o progresso
das ciéncias, em qualquer area do saber, em qualquer tempo e momento.

Palavras chave: Ptolomeu, quadrilatero, teorema.



Abstract

Every knowledge, as older it can be, helps for de advancement of the pa-
radigms, in searching of new discoveries that can improve the society. The
ones of Ptolomeu are not exception, and may be noticed till nowadays. This
research has taken care of reliving the contribution in the teaching the mathe-
matical laws, which can be reputed the importance for the learning in Me-
dium Level, now. It was tried to configure the studies in the shape of a
consultation tool for educators, rescuing the teaching of his theorem in two
classes, giving necessary subject to the teachers of this area for this, and also
and too, giving a report of his life and works, as a researcher and a historical
fellow he was. On giving a new way for educators, there is a result that,
by itself, justifies this research. It was a practical work, conceived by the
elaboration of a chapter about the importance of Ptolomeu, by the presen-
tation and the proof of his theorem in some applications, in the context of
the mathematical world. It began from the hypothesis that teaching some
knowledge and putting it in the context of the axis of the human history is
a important truth condition and not deniable for the sciences progress, in all
knowing area, and in all time and moment.

Keywords: Ptolomeu, quadrilateral (foursided), theorem.
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo da histéria do homem, muitos pensadores forneceram contribui-
¢oes para o avanco do conhecimento cientifico. O sébio alexandrino Ptolomeu
foi um deles. Portanto, seu nome, sua vida e suas descobertas nao devem ser
esquecidos, ja que o homem ¢é um ser histérico cuja heranca nao pode jamais
ser olvidada.

Esta pesquisa encontra-se na area da Educacao, mais especificamente na
area de Matematica, e pretendeu resgatar a contribuigao histérica do ma-
temético Ptolomeu, para o ensino de leis desta disciplina, as quais se pode
reputar, de suma importancia para o aprendizado em nivel de Ensino Médio.

Para tanto, tratou o presente estudo, de maneira pratica, no molde de
uma ferramenta de consulta aos educadores, resgatar o ensino do Teorema
de Ptolomeu em duas aulas, fornecendo o material necessario aos professores
de area para tanto.

Também, por outro lado, cuidou de resgatar a vida e obra de Ptolo-
meu, como pesquisador, mas também como sujeito histérico, inserido em um
tempo e lugar, cuja informacao também podera servir de introdugao sobre o
tema tratado, tornando-se mais interessante ao aluno, ao conjugar, de forma
multidisciplinar, um saber historico e conhecimento matematico.

O objetivo do mesmo foi o de, exatamente, fornecer um ferramental aos
educadores para, em curto intervalo de tempo, ensinar o Teorema de Pto-
lomeu, em sala-de-aula, a alunos do Ensino Médio, resgatando assim uma
contribui¢ao importante da histéria do homem.

Justifica-se o presente trabalho por, nao apenas facultar um importante



conhecimento que deve fazer parte do saber enciclopédico do estudante para
sua vida estudantil e profissional, bem como resgatar a memoria histérica
no contexto das ciéncias matemaéticas, no qual Ptolomeu ocupa importante
espago.

Tratou-se o estudo em questao de um trabalho de natureza prética, o qual
partiu da premissa bésica de que ensinar determinado saber e contextualizé-
lo no eixo da histéria do homem ¢é uma condi¢ao de verdade importante e
inegével, para o progresso das ciéncias, no tempo futuro.

Para tanto tratamos, entao, de tecer um capitulo onde se observa um apa-
nhado histérico para posicionamento da importancia de Ptolomeu a cultura
humana. Num segundo momento, tratou-se de apresentar a demonstracao
do seu teorema e, na sequéncia, foram efetuadas a demonstracao do mesmo
em algumas aplicagoes, no contexto do mundo matematico.



Capitulo 2

Ptolomeu, A Grécia, Seu Tempo,
Sua Contribuicao

2.1 Justificativa para uma biografia

Este brevissimo capitulo nao pretende configurar um estudo histérico so-
bre a vida e a obra de Ptolomeu; isto poderia ser tratado em outro estudo,
de maior amplitude, sob este angulo de enfoque, e pertencer a cadeira de
Historia da Matemaética, ou mesmo, a alguma outra disciplina externa as
ciéncias matemaéticas, porém de ambito interdisciplinar.

Nao obstante, entende-se a importancia do mesmo porque nao se tolera,
dentro de um contexto de poés-modernidade, ignorar-se a atividade humana,
de um génio do porte de Ptolomeu, sem concebé-lo como um sujeito histo-
rico, situado no tempo e no espaco.

Por esta razao, justifica-se o presente apéndice, o qual tenciona resgatar
as origens, algumas particularidades e a contribuicao deste ilustre grego, nao
apenas para o campo da Matemaética, porém, mais em especial & Trigonome-
tria, mas também para outras areas totalmente distintas, onde a utilizagao
e aplicagao de conceitos desta disciplina, também possibilitou a expansao do
conhecimento cientifico.
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2.2 Ptolomeu, A Grécia e o Seu Tempo

Claudius Ptolomeaus (figura: 2.1(b)), mais conhecido por Ptolomeu, de
acordo com as biografias pesquisadas!, nasceu por volta do Século II d.C.,
provavelmente em Ptolemaida, na regiao de Thebayda (Alto Egito) e viveu,
praticamente toda sua existéncia, em Alexandria, até a sua morte, em Ca-
nope, proximo aquela cidade. Isto é tudo o que se sabe a respeito de sua
vida, sem se mencionar a sua obra e atividades, ao largo de sua existéncia.

Ele viveu muitissimo tempo apo6s outro grande nome da Grécia Antiga,
Pitagoras (540 a.C.) (figura: 2.1 (a)), e muito tempo antes de outro ilustre,
Diofanto (250 d.C.) (figura: 2.1 (c)), também chamado de Diofanto de Ale-
xandria, de importancia enorme para o desenvolvimento da algebra e para a
teoria dos numeros, cuja origem grega pode ser questionada, mas figura na
Antologia grega, com um epigrama que se propoe a dar detalhes de sua vida.
Apos esta digressao, retornemos a Ptolomeu.

Figura 2.1: Tlustragoes de (a)Pitagoras; (b)Ptolomeu; (c¢)Diofanto

Fonte: < http : //www — history.mcs.st — andrews.ac.uk/Indexes/ 500 AD pics.html >
Acesso em: 20 dez. 2013.

E certo que, pelo seu periodo de vida, ele esteve em contato, se nao
diretamente, proximo ao trabalho e estudos de Hiparco? e Menelau®, mais
principalmente.

!Cfe. Enc. e Dic. Internacional, v. XVI, p. 9399.
2Tido por mais famoso astrénomo da Antiguidade.
3Teorema de Menelau: “Se uma transversal arbitraria corta os lados AB, BC e CA

de um tridngulo qualquer, respectivamente nos pontos P, @ e R, entao AP - BQ - CR =
BP-CQ-AR” [12]
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2.3 As Incursoes de Ptolomeu

Consta que ele atuou em varias areas distintas de saber, as quais serao
aqui abordadas de forma muito breve, posto que o estudo em questao nao
objetiva tracar um tratado histérico do mesmo.

2.3.1 Na Geografia

A obra que se reputa de sua autoria, Geographia, é de tal importancia
para o mundo europeu que, durante o século XVI, foi impressa muitas ve-
zes. De acordo com a Encyclopaedia e Diccionario Internacional, Vol. XVI,
p.- 9399: “Os seus mappas, organisados na mesma epocha, fornecem para a
historia das descobertas as indicagoes mais preciosas.” Nao obstante, mais
adiante, lé-se na mesma obra a observacao de que “...seria, todavia, um
erro julgar que, de todos os escriptores gregos, Ptolomeu foi o que melhor
comprehendeu o valor litterario e scientifico da geographia; apesar da sua
erudi¢cdo ou, antes, por causa de ella, foi unicamente wm nomennador pre-
ciso e um cartographo exacto.”

Estes comentarios, obviamente, retiram o suposto valor do matematico
nesta area. Todavia, é preciso ponderar que cada fonte documental pode
trazer, em seu interior, marcas ideolégicas que defendem certas escolas, em
detrimento de outras, o que é facilmente observavel no modelo educacional
brasileiro, que privilegia a Escola francesa, em detrimento da Escola bri-
tanica. Nao fora isto, o grande pensador para as ciéncias talvez nao fora
Déscartes, mas o inglés Francis Bacon, cuja contribuicao ao modelo saxao,
permite que seja chamado de pai da moderna tecnologia. Obviamente, nao
se pode afirmar que este ou aquele estudioso é mais importante. Sem a ma-
teméatica cartesiana, ou sem a metodologia de analise baconiana, o mundo
continuaria na época das trevas, ao sabor dos casuismos da doutrina escolas-
tica e das forgas da natureza.
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2.3.2 Na Astronomia

“

No Dicionario Enciclopédico Brasileiro Ilustrado, p. 3370, lé-se que
... Sua Geografia contém uma estimativa sobre o tamanho da Terra, a des-
cricao de sua superficie entdo conhecida, inclusive a fixacao de localidades
através da longitude e da latitude.” Por outro lado, Ptolomeu guiava-se pela
teoria geocéntrica, segundo a qual o Sol, os planetas e as estrelas girariam
em torno da Terra, um ponto fixo no centro do Universo. A despeito de tal,
o sistema de localizacao, através de longitude e latitude é uma contribuicao,
sem duvida, de certa importancia, principalmente, para a navegagao, nao
somente de sua época, mas também a época do Renascimento europeu.

Nao obstante, aqui também nao h& uma documentacao especifica que
ateste que ele, de fato foi o precursor de tais parametros. E preciso observar,
numa analise de obras da Antiguidade que, muitas vezes, as informagoes e
comentarios sao conflitantes, em relagao ao cotejamento de dois ou mais docu-
mentos relativos a época. De qualquer maneira, isto é corroborado pela obra
contemporanea, Episodios da Historia Antiga da Matemética, ABBOE A.,
p. 127: “Seu Almagesto desempenha o mesmo na Astronomia Matemdtica
que os Elementos de Fuclides e as Céonicas de Apolonio em seus respectivos
assuntos; ...”

Este estudo de Astronomia encontra-se dentro de sua obra maior Alma-
gesto, titulo em arabe, cujo nome original grego seria Megalé Syntaxis tés
Astronomias, o que, por si 86, evidencia o seu interesse, também, por este
campo de estudos.

Nao obstante, cf. ABBOE A. in op. cit., é fato que o proprio Ptolomeu
reconhecia o que era mérito seu, daquilo que fora herdado da astronomia pré-
ptolomaica, esta, um tesouro “mais rico e mais firme do que o da matemdtica
pré-euclidiana” (sic).

Uma outra questao importante a ser assinalada aqui é que o modelo ptolo-
maico é totalmente geocéntrico, necessitando conceber o modelo dos chama-
dos epiciclos para explicar o movimento aparente planetas entre as estrelas
fixas*. O modelo heliocéntrico estava muito longe, ainda, de ser postulado,
portanto.

4Cf GARBI, G. Gilberto, apud A Rainha das Ciéncias, Ed. Livraria da Fisica, p. 94.
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2.3.3 Na Astrologia

Consta que Ptolomeu também se debrugou na area da Astrologia. Na-
quele tempo, a ciéncia da Astronomia, era tal como o estudo da Astrologia,
considerada uma ‘ciéncia rigorosa’, onde a conjuntura dos astros determinava
o comportamento do homem, sendo tidas como de igual importancia.

Uma vez mais, e de acordo com o Dic. Enciclopédico Brasileiro Ilustrado,
Ptolomeu & autor da obra Tetrabiblos®, a qual versa sobre Astrologia, o que
também é referendado na Enciclopédia e Dic. Internacional, obras antigas
de referéncia para este capitulo.

2.3.4 Na Musica

Na musica, também, Ptolomeu forneceu a sua contribui¢ao com a obra
que traz o sugestivo nome de Harmonica, com a teoria matematica de sons
utilizados na musica grega®. Mas ¢ um fato sabido que as proporcoes e estu-
dos das notas musicais ja eram estudadas ha tempo. E recorrente a mencao
de Pitagoras nesta area, como um dos maiores estudiosos que contribuiu para

a formulacao da escala em forma de ‘pentatono’, ao seu tempo.

E pertinente relevar o aspecto que, também aqui, o elemento ‘corda’ es-
tard presente para a concepcao das teorias de correspondéncia entre notas,
mas sera a tensao fisica que sofrem as cordas da lira que estarao em evidén-
cia, para a concepc¢ao de uma tabela de correspondéncia entre notas musicais.
Diferentemente daquela abordagem dos angulos que as mesmas descrevem,
quando manipuladas num plano, segundo a matematica, para a concep¢ao
de uma tabela de correspondéncia de valores numéricos.

5Do grego, “Quatro Livros”.
6Apud, Dic. Enciclopédico Brasileiro Ilustrado. v. 4, p. 3370.
"Escala de cinco notas.
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2.3.5 Na Matemaéatica

E na Matematica, mais especificamente, na area da Trigonometria, que
se encontra a maior contribuicao de Ptolomeu, o foco principal deste tra-
balho cientifico. De acordo com Aaboe, “Ptolomeu realizou algum trabalho
em matemdtica pura, mas € famoso como matemdtico aplicado.” Mais além,
comenta, ele: “Seu Almagesto desempenhou o mesmo papel na astronomia
matemdtica que os Elementos de Euclides e as Conicas de Apolénio em seus
respectivos assuntos ...”

Esta obra, cuja tradugao do arabe significa O Maior, ¢ assim denominada
para distingui-lo em importancia de outros tratados, e o qual, segundo Eves,
H. “ ... manteve-se um trabalho-modelo sobre astronomia até aos tempos de
Copérnico e Kepler”.

Em sintese, posto que este capitulo nao pretende se alongar na forma
de um tratado sobre a matematica de Ptolomeu, o Almagesto é um “livro
técnico e volumoso”, nas palavras de AAboe, A. Ainda segundo este autor, a
grande contribuigao dele ¢, em sintese, a investigacao baseada no pressuposto
tedrico de que: “...wuma descrigao quantitativa e matemadtica dos fendomenos
naturais, capaz de fornecer predi¢oes confidveis, € possivel e desejdvel”.

Nele, Ptolomeu desenvolve a trigonometria, propondo solu¢oes numéri-
cas de problemas geométricos que envolvem angulos, literalmente, medida de
triangulos. Elabora, mais adiante, uma ‘tabela de cordas’, a qual permite o
calculo de angulos, em linhas gerais. Por fim, é do desenvolvimento destas
tabelas, que ele desenvolveu o teorema que o imortalizou:

“Em todo quadrildtero inscritivel, o produto das diagonais € igual a soma
dos produtos dos lados opostos.” [12]
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Figura 2.2: Quadrilatero inscrito

De acordo com a figura: 2.2, temos:
AB-CD + BC:-AD = AC-BD

E bem provavel, e aqui o discurso utilizado ¢ o da Matematica, que, para
a grande maioria dos seres este, bem como outros tantos teoremas, seja ape-
nas mais um. O desenvolvimento da linha de pesquisa, através da teoria
das cordas, um verdadeiro ‘trabalho bracal’, que conduz a lei geral, expressa
na forma de teorema, é a grande contribuicao do sabio. Os investigadores
sérios e estudiosos bem sabem a importancia de ‘tamanha mao-de-obra’, na
colaboragao para o avanc¢o do conhecimento cientifico.

Para além disto, ele forneceu o maior aperfeicoamento de céalculo de an-
gulos, os ultimos 400 anos, a partir da época de Euclides. E, as infinitas
aplicagoes do mesmo vao desembocar em tempos atuais, sendo que uma ¢é a
dos astronomos como Copérnico e Kepler, que farao uso dele para a concep-
¢ao de suas teorias modernas sobre o movimento dos corpos celestes.

Nao ¢ intencao deste capitulo versar extensiva e profundamente sobre
todo o contetido desta obra maior de Ptolomeu. Antes, apenas mencionar
a principal contribui¢ao sua para o desenvolvimento e aperfeicoamento da
Matematica.
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2.3.6 A Contribuicao de Ptolomeu a Luz do Estudo
Histoérico de Sua Obra

Tal como em todo estudo de natureza historica, os documentos existentes,
muitas vezes, sao contraditérios, nao permitindo afirmagoes categoricas, tal
como ocorre nas ciéncias mateméticas. Isto, em muito, devido ao fato que
hé vérios documentos, por autores diferentes, em épocas distintas os quais,
quando comparados, levantam duavidas.

Todavia, nao se pode negar que Ptolomeu, em seu tempo, tenha se de-
brugado sobre questoes cruciais para o homem, dando a sua contribui¢ao nos
campos em que pesquisou. O quanto foi ela e em qual medida, ainda se nos
figura como uma incognita, salvo se novos manuscritos e documentos forem
descobertos pela Arqueologia e suas ciéncias afins, iluminando este periodo
da histéria da humanidade, na construgao do conhecimento.

Encerra-se este capitulo com uma tnica certeza: a construcao do saber,
na area da Matematica, e de outras, tal como a Astronomia e, até mesmo, de
manifestacoes culturais como a Astrologia, se dao com a contribui¢ao conti-
nua de homens que a ela se devotaram, dos quais Ptolomeu foi um dos mais
brilhantes.

Com toda certeza, pode-se afirmar que cada pesquisador em sua érea,
cada matemaético, coloca, por seu turno, uma ‘pedra’ para a construcao da
‘grande pirdmide’ do conhecimento humano, tornando possivel novos hori-
zontes provaveis. Isto pode ser corroborado pelo excerto de uma poesia de
Kepler, Harmonice Mundi, apud ALVES, R. (pp. 74-5 op. cit.): “Aquilo em
que firmemente cri, muito antes de ter visto a Harmonia de Ptolomeu; ...”

Sem eles, todas ciéncias e tecnologias delas advindas, tal como nas areas
da construcao civil, das navegacoes e da exploracao do espaco sideral, dentre
tantas outras arrojadas iniciativas da humanidade, nao seriam possiveis de
ocorrer, e o saber teria se reduzido a apenas algumas poucas leis, vivendo o
homem a desesperanca de sempre estar sujeito as circunstancias das forcas
da natureza que o cerca.

Concluimos que Ptolomeu colocou a sua: uma pedra angular no conheci-
mento da humanidade.
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Capitulo 3

O Teorema de Ptolomeu

Este capitulo possui por fundamento a demonstragao do teorema de Pto-
lomeu, de trés diferentes modos, a saber, expressos nas segoes 3.3, 3.4 e 3.5,
além de seu reciproco na se¢ao 3.6. Assinalamos que, apesar de nao ser mais
apresentada aos alunos do Ensino Médio, por ter perdido aquele “brilho entre
os professores”, nossa proposta ¢ demonstrar que, se forem realizadas, possi-
bilitaré ao estudante o reconhecimento de que os conteudos, em Matematica,
nao surgiram espontaneamente, mas de forma gradativa, com a contribuigao
de diversos estudiosos da &rea.

Além disto, entendemos plenamente que a demonstragao de um teorema
possibilita que o aluno conte com ferramentas para argumentar sobre os fun-
damentos tedricos utilizados.

3.1 Nocoes Geométricas Preliminares

Esclarecamos, de antemao, alguns conceitos, antes de enunciarmos o teo-
rema, mais propriamente:

3.1.1 Quadrilatero

(Segundo Geometria Plana, p. 115 [20]): “Considere quatro pontos A,
B, C e D coplanares distintos, trés a trés nao colineares (ndo alinhados), de
modo que os segmentos AB, BC', C'D e AD nao tenham pontos em comum
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entre as extremidades. A unido desses segmentos, ABUBC UCDU AD. E
chamada quadrilatero ABC'D.”

3.1.1.1 Quadrilatero Convexo

Cada ponto (A, B, C' e D) é externo ao triangulo determinado pelos ou-
tros trés pontos!. (figura 3.1)

Figura 3.1: Quadrilatero convexo

3.1.1.2 Inscrito

(Apud, Dicionério Houaiss Conciso, p. 540 [15]) ¢ ... GEOM cujos vértices
estao sobre uma curva (diz-se de poligono)...”

3.1.1.3 Quadrilatero inscritivel

(Apud, Dicionéario Houaiss Conciso, p. 141 [15]) “Se existir uma circun-
feréncia passando pelos seus vértices.” (figura 3.2)

(a) (b)

Figura 3.2: Quadrilatero inscrito (a ) / ( b ) néo inscrito

1Se ndo assinalarmos nada em contrario, toda vez que tratarmos de quadrilatero, esta-
remos nos referindo a quadrilatero convexo.
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3.1.1.4 Produto

(Apud, Novo Dicionério da Lingua Portuguesa, p. 1396 [11]) ... ARIT O
resultado de uma multiplicacao ...".

3.1.1.5 Lado

Conforme figura 3.2, sao os segmentos AB, BC, CD e AD do poligono?.

3.1.1.6 Oposto

Conforme figura 3.3 (Apud, Novo Dicionario da Lingua Portuguesa, p.

1228 [11]) “...Que esta em frente, fronteiro ..., Contrario, inverso, contra-

posto ....”

AB oposto CD e, vice versa

AD oposto BC e, vice versa

Figura 3.3: Lados opostos

3.1.1.7 Diagonal

(Apud, Novo Dicionério da Lingua Portuguesa, p. 584 [11]) “...4.GEOM
num poligono, segmento de reta que une um vértice a outro nao consecutivo.

2

2Poligono, poli = vérios, muitos, e gonos = angulo.
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3.2 Teorema de Ptolomeu

De acordo com Garbi (opus cit., p. 88 [12]), “o enunciado conhecido como
Teorema de Ptolomeu, mas que deve ter sido descoberto por Hiparco”. Tam-
bém:

“Em todo quadrildatero inscritivel, o produto das diagonais € igual
a soma dos produtos dos lados opostos.” (ibidem)

Figura 3.4: Quadrilatero inscrito

Conforme a figura 3.4, num quadrilatero inscritivel ABC'D de lados AB,
BC, CD e DA, o que tencionamos demostrar é:

AB-CD + BC-AD = AC-BD
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3.3 I Demonstracao do Teorema de Ptolomeu

Inicialmente, vamos relembrar o conceito de angulo inscrito.
Tragamos uma circunferéncia de centro em O e uma corda AD. Em se-
guida, tracamos uma nova corda, que intercepta a circunferéncia nos pontos

B e C, distintos de A e D, denominada corda BC, paralela & anterior, con-
forme a figura 3.5:

4D /) BC

« : angulo central

.
.
.
.
PR B
.®
La®

Figura 3.5: Angulo inscrito

Uma vez que ABC'D é um trapézio isosceles, AD // BC e AB = CD,
e os angulos centrais ZAOB e ZCOD sao congruentes, concluimos que os
angulos inscritos ZADB e ZDBC sao congruentes também:

/ADB = /CBD =8 (3.1)

Podemos, entao, iniciar a demonstracao, considerando a figura 3.6.
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Figura 3.6: Demonstragao I

Apo6s construirmos um quadrilatero ABC D, inscrito em uma circunferén-
cia, tragamos as diagonais AC e BD.

Por D, tracamos um segmento paralelo & diagonal AC, que intercepta a
circunferéncia no ponto E3. Unindo o ponto B ao E, obtemos um segmento

que intercepta a diagonal AC no ponto F.

Conforme observado no desenvolvimento da expressao 3.1, temos que:

AD=CE = ZACD = /EBC = /ABD = « (3.2)

E que:

AB= Z/ACB = /ADB = B (3.3)

O éangulo ZBEA é externo ao triangulo AFBC. Sendo /FBC =a e
/BCF =p: /ZAFB = a+f.

3Caso AC e/ou BD seja(m) diametro(s) da circunferéncia, o ponto E coincidird com
um dos vértices.
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Ainda, na figura 3.6, temos que o segmento AC ¢ a adicao de AF a FC,
de onde se conclui que:

AC = AF + FC =

= AC = AF + CF (3.4)

3.3.1 Semelhanca entre os tridngulos ABD e FFBC

Pelo critério de semelhanca entre triangulos, concluimos que:

AABD = AFBC (~ AA)

Figura 3.7: Semelhanca entre os triangulos ABD e FBC

Uma vez que os angulos (figura 3.7) ZABD = J/FBC = ae

/ADB = /FCB = B, pelo critério de semelhanca entre triangulos,
angulo / angulo (~ AA), concluimos que:

NABD ~ AFBC
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Pelo critério de semelhanga entre os triangulos, os seus lados correspon-
dentes sao proporcionais. Desta forma:

BD AD:>
BC  CF
= BD-CF = AD - BC (3.5)

3.3.2 Semelhanca entre os triangulos ABF e DBC

Na figura 3.8, verificamos que:

AABF = ADBC (~ AA)

Figura 3.8: Semelhanca entre os triangulos ABF ¢ DBC

Dado que os angulos /CAB = /CDB = 0 (angulos inscritos no
mesmo arco BC (figura 3.6) e ZAFB = ZDCB = « + f, pelo critério

de semelhanga entre triangulos, angulo/angulo (~ AA), concluimos que:

ADBC ~ AABF
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Pelo critério de semelhanca entre triangulos, os seus lados corresponden-

tes s@o proporcionais. Assim sendo:

AP AB
CD  BD
= BD-AF = AB-CD (3.6)

3.3.3 Finalizando

Adicionando a equagao 3.6 & 3.5, e substituindo-se AF + C'F pela igual-
dade da equagao 3.4, obtemos:

BD - AF = AB - CD
+ -
BD - CF = AD - BC

BD-AF+BD-CF=AB-CD+ AD -BC =

= BD - (AF + CF) = AB-CD + AD - BC =
———

=| BD-AC=AB-CD+AD-BC |
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3.4 1I Demonstracao do Teorema de Ptolomeu

Construindo um quadrilatero ABC'D, inscrito em uma circunferéncia (fi-
gura 3.9), sendo F um ponto pertencente a diagonal AC, tracamos o seg-
mento DE de tal que forma que ZADE = /BDC = 0.

Figura 3.9: Demonstragao 11

Nele, o segmento AC' é igual a:

AC = AE + EC (3.7)

Uma vez que o arco DC suporta os angulos inscritos /DAC ¢ ZDEC,
concluimos que:

/DAC = /DBC = a (3.8)

Também, os angulos inscritos Z/ACD e ZABD se submetem ao mesmo
arco AAD; logo: R R
/JACD =/ABD = 3 (3.9)
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E, por construcao, temos que:

/ADE = /BDC =0 (3.10)

3.4.1 Semelhanca entre os triangulos AED e BDC

Observando a figura 3.10, e as afirmacoes das expressoes 3.8 e 3.10, con-
cluimos que:

AAED ~ ABDC (~ AA)

Figura 3.10: Semelhanga entre os triangulos AED e BDC'

Os triangulos, AAED e ABCD sao semelhantes pelo critério de seme-
lhanga entre triangulos: angulo/angulo (AAED ~ ABCD).

Triangulos semelhantes tém seus lados correspondentes proporcionais.
Desta forma:

AE _AD
BC  BD
= AE-BD = AD - BC (3.11)
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3.4.2 Semelhanga entre os triangulos ABD e ECD

Observando as figuras 3.9 e 3.11, sob as condi¢oes formuladas anterior-
mente, temos que:

Figura 3.11: Semelhancga entre os triangulos ABD ¢ EC'D

3.4.2.1 ZACD = /ABD = £ (angulos inscritos no arco AAD;
3.4.2.2 No triangulo AAED, temos que /DAE =« ¢ ZADE = 0;

3.4.2.3 E, sendo ZQEC angulo externo ao tridngulo AAFE D, podemos afir-
mar que: ZDEC = o + 6.

/DEC =/DAB = o + 6

Deste modo, os triangulos AADB e o AEDC' sao semelhantes pelo cri-
tério de semelhanga entre tridngulos: angulo/angulo (AADB ~ AEDC).

29



Ja que entre triangulos semelhantes temos os seus lados correspondentes
proporcionais, podemos concluir que:

AB BD:$
EC  DC
= FC-BD=AB-CD (3.12)

3.4.3 Finalizando

Adicionando a equagao 3.11 a 3.12, e substituindo o resultado, na equagao
3.7, AC = AFE + EC, obtemos:

AE - BD = AD - BC
+ -
EC - BD = AB - CD

AE-BD+EC-BD =AD-BC+ AB-CD =

= BD - (AE + EC) = AD - BC + AB - CD =
———

= BD-AC=AD-BC+ AB-CD =

= BD-AC = AB-CD + AD - BC |

30



3.5 1III Demonstracao do Teorema de Ptolomeu

Construimos um quadrilatero ABC'D de diagonais AC' e BD, inscrito
numa circunferéncia

Tragamos uma rreta de B, passando por C' e por D, apoiada sobre o
segmento C'D, esta com um angulo igual a ZADB no sentido anti-horario,

que interceptara a semirreta BC' em P, conforme figura 3.12. (ponto externo
a circunferéncia)

/ ADB=/CDP = «

Figura 3.12: Demonstracao I1I

Desta forma, os angulos /ADB = /CDP = a.

Uma vez que o quadrilatero esta inscrito na circunferéncia, os seus angulos
opostos sao suplementares. Logo, ZBCD é suplementar do angulo ZBAD.
Sendo assim: /BAD = /PCD = p.
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3.5.1 Semelhanga entre os triangulos ADB e CDP

AADB ~ ACDP (~ AA)

Figura 3.13: Triangulos ADB e CDP

Portanto, conforme figura 3.13, pelo critério de semelhanca entre trian-

gulos (~ AA), temos que: AADB ~ ACDP.

Por se tratarem de triangulos semelhantes, eles detém a propriedade de
seus lados correspondentes serem proporcionais. Sendo assim, podemos assi-
nalar que:

AD _ AB
DC — CP
DC-AB
p==-""-"- 1
= C D (3.13)

3.5.2 Semelhanga entre os triangulos DAC e DBP

Analisemos, agora, os triangulos ADAC e ADBP.
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Como podemos verificar na figura 3.12, o angulo /DAC e o angulo
/ZDBC sao angulos inscritos na circunferéncia e extremidades no arco DC.
Sendo assim:

/DAC = /DBC = w (3.14)

O angulo ZAAIA?B e o angulo ZCDP sio adjacentes. Logo, denominando-
se o angulo ZBDC de ¢, podemos relacionar que:

/ADC = /ADB + /BDC =

= 0=a+y (3.15)

Analogamente:

/BDP = /BDC + /CDP =

= /BDP = Y + « =
——
= (de 3.15) = /BDP = 6 =
.. ZADC = /BDP = 0 (3.16)

Sendo assim, podemos afirmar que os tridangulos da figura 3.14 sao seme-
lhantes (caso angulo/angulo) e das expressoes 3.14 e 3.16, concluimos que:
ADAC ~ ADBP.
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ADAC ~ ADBP (~ AA)

B

Figura 3.14: Triangulos DAC e DBP

Ainda, da figura 3.14, constatamos que:

BP = BC + CP (3.17)

Novamente, por semelhanca entre tridangulos, os seus lados sao proporci-
onais. Assim:

AC._AD
BP  BD
AC - BD
Bp = — — 7 1
= D (3.18)

3.5.3 Finalizando

Substituindo-se na equagao 3.17, as equagoes 3.13 e 3.18, obteremos:
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BP = BC + CP
AC - BD DC - AB
AD B Be AD
= m.m.c.(AD) = AD
AC-BD _ BC-AD  DC-AB
AD B AD AD
=| AC-BD=BC-AD+DC-AB
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3.6 Reciproca do Teorema de Ptolomeu

Reciproca do teorema de Ptolomeu (Apud, Geometria Interactiva, <
http : //132.248.17.238/geometria/j ensayo/j ensayo.pdf >. Acesso em:
20 dez. 2013):

“Se o produto das diagonais de um quadrildtero convexo € igual a soma
dos produtos dos lados opostos, entdo o quadrildtero é ciclico.” |2|

Figura 3.15: Reciproca do teorema de Ptolomeu

- (Hipotese) Se ABCD ¢é um quadrildtero convexo (figura 3.15), tal que
AC - BD = AD - BC + AB - CD,
demonstrar que o quadrildtero € inscritivel. (Tese.)

- Demonstracao.

A demonstracao que utilizaremos é a da contra-reciproca, assim sendo,
demonstraremos que, se o quadrilatero ABC'D néao é inscritivel, entao:
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AC - BD < AD - BC + AB - CD

Para tal, construimos um triangulo ACDP (figura 3.16). Assim:

3.6.A.1 Em D, com abertura /ADB no sentido anti-horario, apoiado no
segmento C'D, construimos uma semirreta ﬁ

3.6.A.2 Em C, sobre o segmento C'D, no sentido horario, com abertura de
/DAB, tracamos uma semirreta C? , que encontra ﬁ no ponto P,
determinando o ACDP.

Figura 3.16: Construgao do triangulo CDP

3.6.1 Semelhancga entre os triangulos ADB e CDP

Por construgao, os angulos sao congruentes:
/BAD = /PCD = B,

/ADB = /CDP = a.
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Desta forma, pelo critério de semelhanga entre tridangulos, angulo/angulo
(~ AA), concluimos que: AADB ~ ACDP, conforme a figura 3.17.

1 7
P

Figura 3.17: Triangulos ADB e CDP

Podemos, entao, relacionar:

BD AD  AB (3.19)
DP CD CP '

Utilizando a 1* e 2% igualdades da expressao 3.19, constatamos que os
lados dos triangulos sao proporcionais:

BD _ AD _
DP — CD
BD _ DP

3.6.2 Semelhanca entre os triangulos CDA e PDB

Ligando o ponto B ao P, obteremos o APDB.

38



ACDA ~ APDB

\ ZADC = /BDP = 0

Figura 3.18: Triangulos CDA e PDB

Analisando os triangulos ACDA e APDB da figura 3.18, temos que:

3.6.2.1 Em ambos, fazem parte dos triangulos, os dngulos congruentes:

/ADC = /BDP = 6

3.6.2.2 Das expressoes 3.19 e 3.20 temos que, pelo caso de semelhanca entre
triangulos, lado/angulo/lado (LAL), os triangulos APDB ¢ ACDA

sao semelhantes, validando a relagao:

BP BD
A~ aD (3:21)

3.6.3 Finalizando

Por outro lado:

3.6.3.1 “Se um quadrilatero convexo ¢ inscritivel (ciclico), entao seus angu-
los opostos sao suplementares.”
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3.6.3.2 “Se um quadrilatero convexo tem os seus angulos opostos suplemen-
tares, entdo ele ¢ inscritivel (ciclico).”

Desta forma:

ABCD ¢ ciclico (fig. 3.12) &
< tém angulos opostos suplementares < > .BP=BC+CP*
& B, C e P sao colineares

Por outro lado:

ABCD nao é ciclico (fig. 3.16) &
> ..BP < BC+CP
& BP < BC+CP

Se o quadrilatero ABC'D nao é inscritivel:

BP < BC + CP (3.22)
De 3.21, temos que:

BP _BD

AC ~— AD

AC - BD
BP = ———— 2
— D (3.23)

De 3.19, temos que:

AD _AB

CD CP

4A igualdade BP = BC + CP é apresentada na III demonstracio, na pagina 34, da
subsecao 3.5.2.
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AB - CD
— P = (3.24)

Substituindo as expressoes 3.23 e 3.24 em 3.22, temos que:

BP < BC + cP =

— —
AC - BD - BC n AB - CD
AD AD

AC - BD - BC - AD n AB - CD
AD AD AD

— AC - BD < BC - -AD + AB - CD

Portanto, o quadrilatero ABC'D nao ¢ inscritivel (ciclico). Logo:

| AC - BD<BC - AD + AB - CD |
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Capitulo 4

Utilizando o Teorema de Ptolomeu

O teorema de Ptolomeu pode ser utilizado como ferramenta na demons-
tracao de alguns outros teoremas, os quais relataremos neste capitulo.

4.1 Ptolomeu aplicado ao Teorema de Pitagoras

Quando tratamos do Teorema de Pitagoras (Cfe. Osvaldo Dolce, Fun-
damentos da Matematica Elementar, p. 224) [8] o seu enunciado pode ser
assim formulado:

“Em qualquer triangulo retingulo, a soma dos quadrados dos catetos €
1gual ao quadrado da hipotenusa.”

Para os elementos da figura 4.1, escrevemos o Teorema de Pitagoras como:

n

90°

Figura 4.1: Triangulo retangulo
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2 (4.1)

Inscrevendo, em uma circunferéncia, um retangulo ABC'D (figura 4.2) de

lados m e n, e diagonais p, obtemos:

n n

Figura 4.2: Teorema de Pitagoras

Aplicando o teorema de Ptolomeu, chegaremos a equagao 4.1, que é o

pretendido:

AC-BD =AD-BC+ AB-DC =

= prp=m-m-+n-n =

(4.2)

= p? = m? + n?
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4.2 Ptolomeu aplicado ao Teorema Fundamen-
tal da Trigonometria

Tencionamos utilizar o teorema de Ptolomeu para demonstrar a relagao
fundamental da trigonometria abaixo descrita:

cos’ 0 + sen’f = 1 (4.3)

Para tanto, vamos inscrever um retangulo ABCD, de diagonais AC =
BD =1elados AD = BC =m e AB = (D = n, em uma circunferéncia,
denominando, no triangulo AADC' retangulo em D, o angulo ZCAD de 0
(figura 4.3).

A m = cos 0 D
/]
1 1 _
n n = sen 0
(@)
B m c

Figura 4.3: Teorema fundamental da trigonometria

Aplicando o teorema de Ptolomeu ao quadrilatero ABCD da figura 4.3,
temos que:

AD-BC+ AB-DC =AC-BD =

= m-m+n-n=1-1 =
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= m’+n =1 =

= m’+n =1 (4.4)

Da figura 4.3, relacionamos:
cos@z?j cos ) =m (4.5)

sen@z%# sen ) =n (4.6)

Substituindo as equagoes 4.5 e 4.6 na expressao 4.4, vamos demonstrar a
equacao 4.3, que é o nosso objetivo:

= cos’0 + sen’fd =1
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4.3 Ptolomeu aplicado a Lei dos Cossenos

A lei dos cossenos pode ser assim expressa:
“Em qualquer triangulo, o quadrado de um lado € igual a soma dos qua-
drados dos outros dois lados, menos o duplo produto desses dois lados pelo

cosseno do dngulo formado por eles.” [14]

Conforme figura 4.4, temos:

Figura 4.4: Lei dos cossenos

Desta forma:

A =a>+b —2-a-b- cosb (4.7)

Uma forma de demonstrar esta lei é inscrevendo, em uma circunferéncia,
um trapézio isésceles ABCD (figura 4.5):
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B a _— ¢

Figura 4.5: Trapézio isésceles inscrito na circunferéncia

Chamamos a sua base maior AD = z, a base menor BC' = a, e s30 0s
seus lados ndo paralelos de AB=CD =b e diagonais AC = BD = c.

Tracando pelo ponto B uma reta perpendicular ao segmento AD, que
a intercepta no ponto F', e repetindo o mesmo procedimento para o ponto
C, encontramos o ponto F. Conforme a figura 4.6, teremos dois triangulos
retangulos em E e F', denominados AAFB e ADEC.

Figura 4.6: Triangulos no trapézio ABC' D
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Considerando o segmento AF = ED = y (figura 4.6), observamos que:

AD =AF+FE+ED =
= =Yy +a+y =

= r =2y +a (4.8)

Teorema: “Em qualquer trapézio, a soma de dois dngulos consecutivos,
nio de uma mesma base, ¢ 180°. (Esses dngulos sio suplementares)” !
(Apud, Geometria Plana, p. 122) [20]

Nomeando o angulo /ABC , simplificadamente de angulo B=40 ,e /B AD
de angulo A, teremos que:

No triangulo AAF B (figura 4.7), calculando o cosseno do dngulo /BAF =
ZCDE =7 — 6, temos que:

LA medida de um arco, em radianos, é a razao entre o comprimento do arco e o raio da
circunferéncia sobre a qual este arco esti determinado. As conversoes entre as medidas de
arcos (ou angulos) em graus e radianos sdo feitas por uma regra de trés simples (direta),
a partir da relagao 180° é equivalente a 7 radianos.
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Figura 4.7: Triangulo ABF

cos(m —0) = % =

=y =>b-cos(m—0)

(4.10)
Desta forma, substituindo a igualdade 4.10 em 4.8, obtemos:
T =2-y+a =
=z =2 -[b-cos(mr—0) | + a (4.11)

Aplicando ao quadrilatero ABC'D o teorema de Ptolomeu, temos que:

AC x BD =AB xCD 4+ BC x AD =

= c-c=b-b+a-zx (4.12)

Substituindo 4.11 em 4.12, obtemos:
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c-c=b-b+a-[2-b-cos(m—0)+a] =

= =0V +2-a-b-cos(mr—0) + a* (4.13)

Considerando que, “Se dois dngulos sao suplementares, entio 0s seus cos-
senos sao opostos, isto 6, a+ 3 = 180° = cosf = —cosa’? (Apud,
Geometria Plana, p. 388) [20], entao temos que:

cos (m —0) = —cosf (4.14)

Desta forma, substituindo a equacao 4.14 na 4.13, determinamos a equa-
¢ao procurada em 4.7 (lei dos cossenos):

= ‘ A =a> +b —2-a-b- cosb

2As conversoes entre as medidas de arcos (ou angulos) em graus e radianos sao feitas
por uma regra de trés simples (direta), a partir da relagdo 180° é equivalente a 7 radianos.
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4.4 Ptolomeu aplicado ao seno da soma de dois
arcos

Agora, vamos determinar o seno da soma de dois arcos:

sen (a4 ) = sena - cosff + senfl - cosa (4.15)

Numa circunferéncia de diametro igual a 1, vamos inscrever um quadri-
latero, tomando o cuidado para que uma de suas diagonais coincida com o
mencionado, que esta representado na figura 4.8.

Diametro AC = 1

Figura 4.8: Quadrilatero com diagonal igual ao didmetro

Denominando os angulos /ACB = ae ZACD = B e, sendo AABC' e
AADC de lado AC igual ao diametro da circunferéncia, estes triangulos sao
retangulos. Assim, podemos depreender as seguintes relagoes trigonométri-
cas:

No AABC, da figura 4.9, temos que:
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Triangulo retangulo com AC = 1

A

C
)
B
Figura 4.9: Triangulo ABC
sena=— = AB=sena«

cos o = —— = BC =cos «
No AADC, da figura 4.10, temos que:

Triangulo retangulo com AC = 1

D

O
90°

Figura 4.10: Triangulo ADC
AD
senﬁzT = AD =sen

coS B:CTD = (CD=cos f3

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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Olhando para a figura 4.11, observa-se que o raio (r) da circunferéncia é
igual a 0,5, logo, o seu diametro d seré igual a 1:

Figura 4.11: Lei dos senos no triangulo BC'D

d=2r =
=d =2-0,5=1 =

Aplicando a lei dos senos® para o ABCD e /BCD = a+ B, e utilizando
a Lei dos Senos, mais a equacao de 4.20, obteremos:

BD

sen (a+B) d -
BD
~ sen (a+3) -
= BD = sen (a+ f) (4.21)

3“Em qualquer tridngulo, o quociente entre cada lado e o seno do dngulo oposto é
constante e igual ¢ medida do didmetro da circunferéncia circunscrita.” [14]

93



Aplicando, ao quadrilatero ABC' D, o teorema de Ptolomeu, e substi-
tuindo AC' por 1 (por constru¢ao), mais as relagdes trigonométricas das
equagoes 4.16, 4.17, 4.18, 4.19 e 4.21, chegaremos a equagao 4.15, conforme
proposto:

AC - BD = AB - CD + AD - BC =
= 1 - sen(a+p) = sena - cosfB + senf - cosa =
= sen (a+ ) = sena - cosB + sen 3 - cosa
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4.5 Ptolomeu aplicado ao seno da diferenca de
dois arcos

A formula para o seno da diferenca de arcos é:
sen (a — ) = sena-cosf — sen (- cosa (4.22)

Assim, utilizando a figura 4.12, vamos determinar a equagao 4.22.

Diametro AB =1

Figura 4.12: Seno da diferenca

Em uma circunferéncia de diametro AB igual a 1, inscrevemos um qua-
drilatero ABC' D, sendo um dos seus lados sobre o segmento AB.

Sendo assim, os vértices D e C “enxergam” o segmento AB, de um an-

gulo de 90° (angulo reto). Entao, podemos assinalar as seguintes relagdes
trigonométricas para os triangulos:

4.5.1 No AABC reto em C, e de angulo /BAC = B, na figura 4.13, temos
que:
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Diametro AB =1

Figura 4.13: Triangulo ABC

senﬁzB—lc = BC =senf

A
cosﬁ:TO = AC =cos (8

(4.23)

(4.24)

4.5.2 No AADB reto em D, e de angulo /BAD = a, (a > () na figura

4.14, temos que:

Diametro AB = 1

Figura 4.14: Triangulo ADB

senoa=— = BD=sen«

AD
CoS a:T = AD =cos «

(4.25)

(4.26)
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4.5.3 Por construgao, concluimos que, sendo o didmetro da circunferéncia
(d) igual a 1 e o seu raio (r) igual a 0,5, temos que:

d=2r =
=d=2-0=1 =
- oy =d=1 (4.27)

4.5.4 Da equacao 4.27, e da lei dos senos, afirma-se que: “Em qualquer tridn-
gulo, o quociente entre cada lado e o seno do dngulo oposto é constante
e igual a medida do didmetro da circunferéncia circunscrita” (Apud,
Fundamentos da Matematica Elementar: trigonometria, p. 229 [14])
para 0 AADC e /DAC = a — B, representado na figura 4.15. Assim,
temos que:

N

Figura 4.15: Lei dos senos no triangulo DAC

sen (o — ) =d ~
CD _
= sen (a—B) ~
= CD = sen (a—f) (4.28)
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Agora, vamos obter a equagao 4.22, através da substituigao das equagoes
4.23,4.24, 4.25, 4.26 e 4.28 e, com diametro AB por 1 (pela constru¢ao), no
teorema de Ptolomeu ao caso que AB é um didmetro.

AC - BD = AB - CD + AD -BC =
= cosf3 - sen « = 1 - sen (a—fp) + cosa -sen ff =
= —[1 - sen(a—p) = [—cosp - sen aj + cosa -sen =

= sen (¢ — ) = cosf - sen « — cosa -sen f§ =
= sen (¢ — ) = sena - cos [ — senf -cosa =
= sen (¢ — ) = sena - cosf — sen 3 - cosa

|
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4.6 Ptolomeu aplicado ao cosseno da soma de
dois arcos

Para determinarmos o cosseno da soma de dois arcos, geralmente utiliza-
mos esta formula:

cos (e + ) = cosa-cosff — sen a-sen 3 (4.29)

Vamos determiné-la através da utilizagao do teorema de Ptolomeu. Ini-
cialmente, vamos construir um quadrilatero ABC' D, inscrito numa circunfe-
réncia de raio r, tomando o cuidado para que um dos lados do quadrilatero,
quer seja o lado BC, seja o diametro da circunferéncia. Para melhor com-
preensao, vamos observar a figura 4.16.

Figura 4.16: Cosseno da soma de arcos

Agora, tracamos uma semirreta de A, passando pelo centro da circunfe-
réncia O, que ira intercepté-la no ponto denominado E. Observe que este
segmento AFE também é um didmetro da circunferéncia e, unindo o ponto D
ao ponto E, determinamos o segmento DE.

99



Vamos nomear o angulo Z/ACB de e, uma vez que os angulos /ACD
e ZAED se submetem ao mesmo arco AD, podemos afirmar que:

/ACD = /AED = 8.
4.6.1 Também, da mesma construgao, depreendemos que:
BC = AE = 2-r.

4.6.2 Uma vez que o triangulo AABC' esta inscrito em uma semicircunfe-
réncia (figura 4.17), ele ¢ um triangulo retangulo em A, e 0 mesmo vale
para o tridngulo ADBC em D; portanto, podemos escrever as seguin-
tes relagoes trigonométricas:

Figura 4.17: Triangulos ABC' e DBC

4.6.2.1 no ANABC

AB

sena = o5 = AB = BC- sen « (4.30)
AC

cos v BC C C- cosa (4.31)
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4.6.2.2 no ADBC' o angulo /BCD ¢ igual a o 4 f3, assim:

sen (a+ ) = % = BD = BC-sen(a+p[) (4.32)
cos (a+f) = g—g = CD = BC-cos(a+p8) (4.33)

4.6.3 O triangulo ADAE também é retangulo em D (figura 4.18), por se
encontrar inscrito na semicircunferéncia de centro O de raio 7.

Figura 4.18: Triangulo DAFE

4.6.3.1 Utilizando a igualdade 4.6, escrevemos as seguintes relagoes:

( AD

sen = 15 = mas AF = BC =
(4.34)
AD
\:> sen = ilel = AD = B(C -sen 8
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( DE
cosff = 1E = mas AF =BC =
(4.35)
DE
= DE = BC -
\ = cosf BC = C-cospf

4.6.4 Aplicando o teorema de Ptolomeu ao quadrilatero ABCD, e utili-
zando as expressoes 4.30, 4.31, 4.32, 4.33, 4.34, vamos determinar a
equacao inicial 4.29.

AD - BC 4+ AB - CD = AC - BD =

A

— = — ~ - ~
= BC-senfp - BC + BC-sena - BC -cos (a+ ) =

-

— BC -cosa - BC’-sen(omLB; =

= (BC)? - sen 3 + (BC)? -sena -cos (a+ ) =

= (BC)2 -cosa - sen (a+ ) =

4.6.4.1 Dividindo-se por [(BC')?], obtemos:

= senfl + sena - cos(a+pf) = cosa - sen(a+pf) =
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4.6.4.2 Substituindo [ sen (a+ ) | por [ sen ac- cos f + sen [ - cosa |,

obtemos:

= sen f + sena - cos (a+ ) =

=cosa - [sen a-cosf + sen B - cosa] =

= sen f + sena - cos (a+ ) =

= cos a-sen a-cos f+cosa-sen B-cosa =

4.6.4.3 Dividindo-se por [sen «f, obtemos:

sen (3 L sena - cos (a+B)

sen a sen «
cosa-sena-cosﬁ+cosa-senﬁ-cosa

sen a sen a
2
sen cos® - sen
= ﬁ—l—cos(a+ﬁ)=cosa-cosﬁ+—ﬁ
sen a sen a
sen sen
= b + cos (@ + ) = cosa-cosf + cos®a - p =
sen a sen a

sen B sen f3
sen o sen «

= cos (o + ) = cosa-cosfB + cos’a-
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sen f3

= cos (o + ) = cosa-cosff + [eos?a — 1] =

SEN

4.6.4.4 Substituindo-se a relagao fundamental da trigonometria temos que:

= sen’a + cosa = 1 =

2

= sen” « 2

1 — cos“a =

= —sen’a = cosa — 1

Logo:

sen [

SEN v

= cos (a+f) = cosa-cosff + - [~sen® a] =

2

sen (3 - sen® «

= cos (o + f) = cosa-cosff — sen - sen” a
sen a

Obtemos, assim, a equagao 4.29, tal como pretendido:

= cos (e + ) = cosa-cosf — sen a-sen 3
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4.7 Ptolomeu aplicado ao cosseno da diferenca
de dois arcos

A expressao usual para o calculo do cosseno da diferenca de dois arcos é:

cos (. — B) = cosa-cosf + sen a-sen 3 (4.36)

Vamos, entao, determinar a equagao 4.36, utilizando o teorema de Ptolo-
meu.

Construimos um quadrilatero ABC' D, inscrito em uma circunferéncia, fi-
gura 4.19, de raio r, sendo o lado BC' o seu diametro.

Tragamos uma semirreta do ponto D, passando pelo ponto O, que encon-
tra a circunferéncia em F, formando um segmento (em forma de didmetro),
denominado DE.

Vamos nomear os angulos /ABC de a e 0 ZDBC de B.

Ligando o ponto A ao E, formamos o angulo /AED que, juntamente
com o angulo ZABD), submetem-se ao mesmo arco AD. Assim sendo, temos
que:

/ABD = /AED = a — 8 (4.37)
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Figura 4.19: Quadrilatero ABC'D e angulo inscrito

4.7.1 Os triangulos ABC'A e ABCD, por se encontrarem inscritos em uma
semicircunferéncia (figura 4.20), sao triangulos retangulos. Sendo as-
sim, podemos relacionar:

Figura 4.20: Triangulos BCA e BC'D

No ABCA:

AC

sena= o5 = AC = BC - sen « (4.38)
AB
= — AB = BC - 4.
cosa == = C - cosa (4.39)
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No ABCD:

CD

sen = Be = CD = BC - sen 3 (4.40)
BD
cos f = 5 = BD = BC - cosf (4.41)

4.7.2 Os segmentos BC' e DE sao diametros (figura 4.21). Deste modo,
podemos afirmar que:

BC = DE (4.42)

Figura 4.21: Triangulo AED

No ABCD:
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sen (a — ) = DE = e DE = BC =
(4.43)
= sen(a—p) = g—g = AD = BC - sen (o — )
(
cos (a—f) = % = mas DFE=BC=
{ (4.44)
= cos(a—pf) = AE = AFE = BC - cos (a — f3)
\ BC

4.7.3 Analisando a figura 4.22, o triangulo ABOD tem os dois lados OD
e OB, como sendo seus raios pertencentes a circunferéncia. Assim, o
triangulo ¢ isosceles; portanto, os dois angulos da base sao congruentes.
Logo:

Figura 4.22: Triangulo BOD

/DB0 = /BD0 = 8 (4.45)
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4.7.4 O ABED também se encontra inscrito na semicircunferéncia de dia-
metro E'D. Logo, este triangulo é retangulo em B, figura 4.23, o que

possibilita determinar que:

Figura 4.23: Triangulo BED

( BE
sen = pE

BE

= senff = Vilel
( BD
csf = pE

BD

= COSﬁ = B—C

=

mas DE = BC =
(4.46)

BE = BC -sen f3

mas DFE = BC =
(4.47)

BD = BC - cosf3

4.7.5 Ao ligarmos o ponto B ao ponto E, formamos mais um quadrilatero:

ABED.
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Figura 4.24: Quadrilateros ABC'D e ABED

4.7.6 Aplicando o teorema de Ptolomeu ao quadrilatero ABED da figura
4.24, determinaremos a equagao 4.36, substituindo as igualdades: 4.39,
4.41 ou 4.47, 4.42, 4.43, 4.44 e 4.46.

AE - BD = AB - DE + AD - BE =

N

= ]BC’-cos(a—ﬁ)‘-BC’-cosﬁ\ =

A A

— - ~ ~
= BC-cosa - BC + BC-sen(a«—f) - BC-sen § =

= (BC)* -cos (o« — ) -cos B =

= (BC)? - cosa + (BC)? -sen (a—f)- sen 3 =

4.7.6.1 Dividindo-se por [(BC')?|, obtemos:

= cos(a—pf) - cosp = cosa + sen(a—p) - senf =
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4.7.6.2 Dividindo-se por [cos /3], obtemos:

cos (¢ —f8) - cosf  cosa sen (e — ) - senf
cos 5 ~ cosf cos 5

Cos v sen (a —f) - senf

= cosfa—f) = cos 8 cos 3

4.7.6.3 Substituindo [ sen (o — ) ] por [sen a-cosff — sen [3-cosa |,

obtemos:

coser [sen ac-cos B — sen [ -cosa] - sen (B

= cos(a=f) = cos f3 cos 3

2
cos a sen « - sen [ - cos sen? f3 - cos «
= cos (a—f) = + 5 b_ b

cos 8 cos 3 cos 8
2
Cos & sen® (3 - cosa
= cos(a—p) = + senowsenﬁ—ﬁ—
cos 3 cos 3
Cos & Cos «
= cos (a—f) = + sena-senff — sen®ff —— =
cos 3 cos 3
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COs «v

4.7.6.4 Colocando em evidéncia no segundo membro da expressao —6,
cos

obtemos:

= cos(a—f) = s [1—sen* B] + sena-sen =
cos f3
4.7.6.5 A relacao fundamental da trigonometria é sen? 3 + cos?f3 = 1,
logo: [cos? 3 = 1 — sen? B]. Substituindo, temos que:
= cos(a—f) = wosa cos’B + sena-sen =
cos f3

Chegamos a expressao 4.36, a objetivada:

= cos (¢ —pB) = cosa -cosff + sena - senf3

72



Capitulo 5

Método: Aplicando o Teorema
em Sala de Aula

Para melhor desenvolvimento do tema proposto, segue uma sequéncia uti-
lizada, para apresentar aos alunos, da 2% série do Ensino Médio, do periodo
noturno, do ano letivo de 2013, na Escola Estadual Senador Paulo Egydio
de Oliveira Carvalho, juresdicionada a Diretoria de Ensino Regiao Leste 5 -
Capital.

Com o intuito de verificar o grau de conhecimento pré-existente dos estu-
dantes, foi aplicado um questionério, uma semana antes da respectiva aula,
que durou apenas dez minutos, a qual foi intitulada de avaliacao diagnostica,
procurando associar conceitos matematicos tratados no teorema.

Apo6s analise dos dados, foram escolhidas trés maneiras diferentes de fo-
mentar o aluno para o aprendizado do teorema de Ptolomeu. Foram esco-
lhidas, aleatoriamente, uma turma que foi denominada de turma A, para
aplicar a oficina de “régua graduada e compasso”, turma B, para a oficina de
“E.V.A."! ¢ a turma C para a atividade, utilizando o software GeoGebra.

Apresentamos uma quarta proposta de desenvolvimento do tema, utili-
zando o desenho geométrico, que nao foi aplicada em sala-de-aula, por ne-
cessitar de conhecimentos de resolugao gréafica de expressoes algébricas que,
infelizmente, nao faz parte do curriculo do Estado de Sao Paulo. Porém fi-
card como sugestao para que o docente, que reconhecer que sua turma tem
condigoes de acompanhar o raciocinio necessério em, aproximadamente mais
duas aulas o que serd uma maneira atraente de se adquirir conhecimento.

'E.V.A., sigla de Etil Vinil Acetato, é um polimero emborrachado, popularmente co-
nhecido como espuma de borracha.
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5.1 Avaliacao diagnostica

Para analisar o nivel de conhecimento sobre conceitos matematicos, ne-
cessaria para aplicar o teorema de Ptolomeu, formulou-se dez questoes de
multipla escolha e uma "sim ou nao", atividade 01, figuras 5.1 e 5.2, aplica-

das a cento e quinze alunos.

N° do aluno:

Avaliacdo diagnostica

questéo, apenas responda sim ou néo.

Da questdo 01 a 10, assinale com ( X ) a resposta correta e, na Ultima

01. O que € um quadrilatero:

) @) uma figura plana de 4 lados.
) b) uma figura plana de 5 lados.
) €) um prisma de 4 |ados.

) d) um paralelepipedo.

02. Uma figura inscrita na geometria é:

) @) externa a outra.

) b) tangente, externamente, a outra.
) €) secante a outra.

) d) interna a outra.

03. O que € aresta em uma figura plana:

) @) o apotema.
) b) a face.

) €) o vértice.

) d) o lado

uma figura plana.

() a)um cateto.

() b)um raio.
()c)uma diagonal.
() d)uma hipotenusa.

04. O que é o segmento de reta que une dois vértices ndo consecutivos de

05. O que é ciclico.

a) ndo passa por etapas sucessivas.
b) passa por etapas sucessivas.

(
(
(
(

d) nunca passa por etapas sucessivas.

c) algumas vezes passa por etapas sucessivas.

Avaliagédo diagnostica

Figura 5.1: Formulario da atividade 01 (frente da folha)
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Apresentamos o verso do formulario na figura 5.2.

Avaliacdo diagndstica

N° do aluno: Série/Turma:

06. O que significa a palavra “produto” para a matematica:

) @) mercadoria.

) b) multiplicagéo.

) €) reagente quimico.
) d) diviséo.

07. S&o unidades de comprimento:

)a)mmz, dm, m.
ybymm , dl , m’.
yeymm_, cm , hm.
) d) mm?, dm, m>.

08. O lugar geométrico equidistante de um ponto é chamado de:

a) circunferéncia.
b) ovo.

¢) quadrado.

d) cone.

)
)
)
)

09. “A soma das medidas dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da
medida da hipotenusa”. Este teorema é conhecido como:

( )a)de Tales.

() b)de Pitagoras.
() c)de Ptolomeu.
() d)de Bhaskara.

10. A figura geométrica que tem:

l. todos os lados congruentes, e
i I. todos os angulos congruentes.
E denominada de:

) @) trapezoidal.
) b) regular.

) €) cdncava.

) d) irregular.

A Vocé conhece o Teorema de Ptolomeu?

()Sim. ( )Nao.

Avaliacédo diagnodstica Pagina 2 de 2

Figura 5.2: Formulario da atividade 01 (verso da folha)

Analisando as respostas dos discentes, segue o seguinte resultado:



Questao 01: O que é um quadrilatero?
a) uma figura plana de 4 lados. ( € resposta esperada)
b) uma figura plana de 5 lados.
¢) um prisma de 4 lados.

d) um paralelepipedo.

Tabela estatistica e grafico de resultados:

Questao 01
Alternativa | Resposta | Percentual | Correta
a 81 70,43 % =
b 2 1,74 %
C 75 21,74 %
d 7 6,09 %
Total 115 100,00 %

Tabela 5.1: Dados estatisticos (questao 01)

100 + Questio 01
80
Distribuicio |
das 60 -~
em 40 ~+
grafico | -
20 - Resposta
| esperada
OJ‘,/_ . Hg"
a b T
¢ d
Alternativa

Figura 5.3: Grafico de colunas (questao 01)

Conforme o Curriculo do Estado de Sao Paulo, na area de Matematica e
suas tecnologias (p. 58) [21], os alunos iniciam o aprendizado sobre formas
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geométricas (planas e espaciais) na 5* série (6° ano) do Ensino Fundamental,
para que possam identificar e classificar formas planas e espaciais em contex-
tos concretos, por meio de suas representacoes em desenhos e malhas?.

A resposta esperada dos alunos atingiu 70,43%.

Questao 02: Uma figura inscrita na geometria é:
a) externa a outra.
b) tangente, externamente, a outra.

c) secante a outra.

d) interna a outra. ( <« resposta esperada)

Tabela estatistica e grafico de resultados:

Questao 02
Alternativa | Resposta | Percentual | Correta
a 21 18,26 %
b 37 32,17 %
c 8 6,96 %
d 49 42,61 % =
Total 115 100,00 %

Tabela 5.2: Dados estatisticos (questao 02)

2Malha quadriculada sdo as diversas variacoes e deformacoes possiveis do papel qua-
driculado, e sua funcao é ajudar o aluno na observagao das formas geométricas.
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Questao 02

Distribuicio
das
respostas
em

grifico
Resposta

esperada

"2"

Alternativa

Figura 5.4: Grafico de colunas (questao 02)

O estudante da 5 série, (ibid., p. 58) [21], quando realiza o célculo de
area pelo recurso de composicao e decomposicao de figuras, tem contato com
as expressoes inscritas e circunscritas.

A resposta esperada dos alunos atingiu 42,61%.

Questao 03: O que é aresta em uma figura plana?
a) o apotema.
b) a face.

c) o vértice.

d) o lado. ( « resposta esperada)

Tabela estatistica e grafico de resultados:
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Questao 03
Alternativa | Resposta | Percentual | Correta
a 16 13,91 %
b 18 15,65 %
c 32 27.83 %
d 49 42.61 % =
Total 115 100,00 %

Tabela 5.3: Dados estatisticos (questao 03)

Questiao 03

Distribuicio
das
respostas
em

griafico
Resposta

esperada
" d "

Alternativa

Figura 5.5: Gréafico de colunas (questao 03)

O conteudo necessario para compreender o significado de aresta, (ibid.,
p. 58) [21], ¢ explicado ao aluno na 5* série (6° ano) do Ensino Fundamen-
tal, no conteiido de formas planas, quando desenvolvemos as habilidades de
identificar e classificar formas planas e espaciais em contextos concretos, por
meio de suas representacoes em desenhos e malhas.

A resposta esperada dos alunos atingiu 42,61%.
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Questao 04: O que é um segmento de reta que une dois vértices nao
consecutivos de uma figura plana.

a) um cateto.

b) um raio.

c) uma diagonal. ( < resposta esperada)

d) uma hipotenusa.

Tabela estatistica e grafico de resultados:

Questao 04
Alternativa | Resposta | Percentual | Correta
a 26 22,61 %
b 22 19,13 %
c 31 26,96 % =
d 36 31,30 %
Total 115 100,00 %

Tabela 5.4: Dados estatisticos (questao 04)

Distribuicio
das
respostas
em

grafico

Alternativa

Figura 5.6: Grafico de colunas (questao 04)

Questiao 04
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No contetido de geometria de formas planas, o aluno toma conhecimento
dos seus elementos, (ibid., p. 58) [21], na 5* série (6° ano) do Ensino Funda-

mental.
A resposta esperada dos alunos atingiu 26,96%.

Questao 05: O que é ciclico?

a) nao passa por etapas sucessivas.
b) passa por etapas sucessivas. ( € resposta esperada)
c) algumas vezes passa por etapas sucessivas.

d) nunca passa por etapas sucessivas.

Tabela estatistica e grafico de resultados:

Questao 05
Alternativa | Resposta | Percentual | Correta
a 11 9,57 %
b 71 61,74 % =
C 21 18,26 %
d 12 10,43 %
Total 115 100,00 %

Tabela 5.5: Dados estatisticos (questao 05)

Questao 05
Distribuicio
das
respostas
em
grafico
Resposta
esperada
llb"
a b T
¢ d
Alternativa

Figura 5.7: Gréafico de colunas (questao 05)
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A ideia de ciclico encontra-se associada ao cotidiano das pessoas, que
a podem relacionar com: o nascer e por do sol, o batimento cardiaco, os

ponteiros do reldgio, dentre outros.
A resposta esperada dos alunos atingiu 61,74%.

Questao 06: O que significa a palavra “produto” para a matematica:
a) mercadoria.
b) multiplicacdo. ( € resposta esperada)

c) reagente quimico.

d) divisdo.
Tabela estatistica e grafico de resultados:
Questao 06
Alternativa | Resposta | Percentual | Correta
a 30 26,09 %
b 60 52,18 % =

C 12 10,43 %

d 13 11,30 %

Total 115 100,00 %

Tabela 5.6: Dados estatisticos (questao 06)

Questao 06
Distribuicio
das
respostas
em
grafico
Resposta
esperada
"b"
a b o
¢ d
Alternativa

Figura 5.8: Grafico de colunas (questao 06)

82



Quando o estudante aprende o algoritmo da multiplicacao, o educando
nomeia os seus elementos, tais como: fator x fator = produto, surgindo assim
a palavra produto, conceito que é repetido na 5* série (6° ano) do Ensino
Fundamental, no contetido de ntimeros naturais, nas operagoes basicas.

A resposta esperada dos alunos atingiu 52,18%.

Questao 07: Sao unidades de comprimento:

a) mm?, dm , m.
b) mm , dl , m?>.

c) mm ,cm , hm. ( 4 resposta esperada)

d) mm?, dm , m3.

Tabela estatistica e grafico de resultados:

Questao 07
Alternativa | Resposta | Percentual | Correta
a 25 21,74 %
b 8 6,96 %
C 66 57,39 % &=
d 16 13,91 %
Total 115 100,00 %

Tabela 5.7: Dados estatisticos (questao 07)

80 Questao 07
e 60 )
Distribuicao | -
das | 25
respostas 40
em | 8
grafico |
20 1 Resposta
| - esperada
0 - i - "h"
a b I
¢ d
Alternativa

Figura 5.9: Grafico de colunas (questao 07)
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O contetdo de medidas de comprimento ¢ ministrado na 5* série (6° ano)
do Ensino Fundamental, que tem por objetivo desenvolver a habilidade do
aluno em saber realizar medidas, utilizando padroes e unidades nao conven-
cionais; conhecer diversos sistemas de medidas e saber as principais carac-
teristicas do sistema métrico decimal: unidades de medida (comprimento,
massa, capacidade) e transformagoes de unidades (ibid., p. 58). [21]

A resposta esperada dos alunos atingiu 57,39%.

Questao 08: O lugar geométrico equidistante de um ponto é chamado
de:

a) circunferéncia. (< resposta esperada)
b) ovo.
c) quadrado.

d) cone.

Tabela estatistica e grafico de resultados:

Questao 08
Alternativa | Resposta | Percentual | Correta
a 83 72,17 % =
b 6 5,22 %
c 11 9,57 %
d 15 13,04 %
Total 115 100,00 %

Tabela 5.8: Dados estatisticos (questao 08)
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. Questiio 08

Distribuicio
das 60
respostas
em 40

grifico

20 Resposta

esperada

"all

Alternativa

Figura 5.10: Grafico de colunas (questao 08)

Os alunos tomam conhecimento sobre corpos redondos na geometria, na
8* série (9° ano) do Ensino Fundamental (ibid., p. 64) [21], através do con-
tetdo namero 7, circunferéncia, o circulo e suas partes, area do circulo, com
a finalidade de desenvolverem as habilidades de conhecer a circunferéncia,
seus principais elementos, suas caracteristicas e suas partes.

A resposta esperada dos alunos atingiu 72,17%.

Questao 09: “A soma das medidas dos quadrados dos catetos é igual ao
quadrado da medida da hipotenusa”. Este teorema é conhecido como:

a) de Tales.
b) de Pitagoras. ( < resposta esperada)
c) de Ptolomeu.

d) de Bhaskara.

Tabela estatistica e grafico de resultados:
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Questao 09
Alternativa | Resposta | Percentual | Correta
a 9 7,83 %
b 90 78,25 % =
C 5 4,35 %
d 11 9,57 %
Total 115 100,00 %

Tabela 5.9: Dados estatisticos (questao 09)

Questiao 09
Distribuicio
das
respostas
em
grafico
Resposta
esperada
llbll
a b D —
¢ d
Alternativa

Figura 5.11: Grafico de colunas (questao 09)

O Teorema de Pitagoras é ensinado, (ibid., p. 62) [21], na 7% série (8° ano),
com a finalidade de desenvolver a habilidade de compreender o significado
do mesmo, utilizando-o na solucao de problemas em diferentes contextos.

A resposta esperada dos alunos atingiu 78,25%.

Questao 10: A figura geométrica que tem:
I. todos os lados congruentes e
I1. todos os angulos congruentes.

E denominada de:
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a) trapezoidal.
b) regular. ( « resposta esperada)
c) concava.

d) irregular.

Tabela estatistica e grafico de resultados:

Questao 10
Alternativa | Resposta | Percentual | Correta
a 18 15,65 %
b 66 57,39 % =
C 21 18,26 %
d 10 8,70 %
Total 115 100,00 %

Tabela 5.10: Dados estatisticos (questao 10)

80— 66 Questio 10

Distribuicio
das
respostas
em

grafico
Resposta

esperada
" b "

Alternativa

Figura 5.12: Grafico de colunas (questao 10)

Para os alunos da 6* série (7° ano) do Ensino Fundamental, o contetido
de geometria (angulos, poligonos, circunferéncia, simetrias, construgoes ge-
ométricas) tem por finalidade desenvolver as habilidades dos estudantes em
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compreender a ideia de medida de angulo (em grau); saber operar com me-
didas de angulos e utilizar instrumentos geométricos para construir e medir
angulos; saber calcular a soma das medidas dos angulos internos de um tri-
angulo e estender tal cédlculo para poligonos de n lados; saber aplicar os
conhecimentos sobre a soma das medidas dos dngulos de um triangulo e de
um poligono em situagoes praticas (ibid., p. 59). [21]

A resposta esperada dos alunos atingiu 57,39%.

Questao Extra: Vocé conhece o Teorema de Ptolomeu?

() Nao.
() Sim.

Tabela estatistica e grafico de resultados:

Questao Extra

Alternativa | Resposta | Percentual
Nao 95 82,61 %
Sim 20 14,39 %
Total 115 100,00 %

Tabela 5.11: Dados estatisticos (questao extra)

_ Questio
100 ' Extra
Distribuicio 80
das |~
respostas 60 _
& 40
grifico ]
20
0 .

Alternativa

Figura 5.13: Gréafico de colunas (questao extra)
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Dado que o teorema de Ptolomeu nao faz parte do contetdo sugerido
pelo Curriculo do Estado de Sao Paulo [21], é esperado um percentual alto
de desconhecimento do mesmo.

A resposta dos alunos que o conhecem foi de 14,39%:; e, daqueles que nao,
82,61%.

A Conclusao

Efetuando-se a média aritmética (M.A.) entre as respostas esperadas das
10 questoes sugeridas obtemos:

70,43 + 42,61 4 42,61 + 26,96 + 61,74 + 52,18 4- 57,39 4 72,17 + 78,25 + 57,39
10

M.A. =

= M.A =56,173%

Verificamos que a média aritmética de 56,173%, est4 muito longe do ob-
jetivo daquela esperada por qualquer professor. Sendo assim, torna-se neces-
sario, antes de iniciar o desenvolvimento das aulas propostas, uma retomada
de contetidos, utilizando-se de uma aula suplementar de 50 minutos, para as
turmas da Escola em questao.
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5.2 Utilizando régua graduada e compasso

Na atividade 02, utilizaremos régua graduada e compasso com a turma
denominada A, na construgao de um quadrilatero inscrito em uma circunfe-
réncia.

Forneceu-se, a cada aluno, os seguintes materiais:

5.2.A.1 (1) Formulario da atividade (figura 5.14);

5.2.A.2 (1) Régua graduada (escala);

5.2.A.3 (1) Compasso;

5.2.A.4 (1)
(1)

5.2.A.5

1) Borracha, e

1) Léapis.

Atividade 02

Grupo:

Comprimento Resultado

Produto
cm =

AB =
ABxDC=

bc

Aresta

BCxDA=

BC=

DA

AC=
Diagonal ACxBD= =
BD=

Concluséo:

Figura 5.14: Formulario da atividade 02 (parte da frente)
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Inicialmente, foi utilizada a lousa, para instruir os alunos nos procedi-
mentos, figura 5.15, que segue:

Figura 5.15: Foto da atividade 02 ( A )

5.2.B.1 Construir, na folha de atividade, um quadrilatero inscrito em uma
circunferéncia de diametro que coubesse no retangulo desenhado na fo-
lha;

5.2.B.2 Tragar as diagonais do quadrilatero e nomear os vértices do quadri-
latero em sentido horario ou anti-horério, ABC'D;

5.2.B.3 Posteriormente, com o auxilio da régua graduada, medir os lados e
as diagonais do quadrilatero, anotando os valores na tabela da folha de
atividade;

5.2.B.4 Realizar as multiplicacoes dos lados opostos e das diagonais, e efe-
tuar a adi¢ao dos produtos dos lados e,

5.2.B.5 Comparar os valores obtidos e expressar sua conclusao.

91



Figura 5.16: Foto da atividade 02 ( B )

5.2.1 Atividade

Foram posicionadas as carteiras em duplas, para facilitar a discussao en-
tre os alunos sobre eventuais duvidas.

De posse do material, os estudantes iniciaram a atividade e nos movi-
mentamos, circulando por entre as carteiras, com o intuito de acompanhar e
orientar na tarefa, que apresentaram alguns aspectos:

5.2.1.1 Tornou-se necessario ensinar a alguns alunos como utilizar o com-
passo;

Figura 5.17: Foto da atividade 02 ( C)

5.2.1.2 Alguns alunos utilizaram caneta para tracar o quadrilatero. Substi-
tuiu-se a folha de atividade e foi orientado que utilizassem o lapis, pois
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somente assim seria possivel, em caso de erro, corrigir, sem prejudicar
o desenho;

5.2.1.3 No traco dos desenhos, muitos alunos exageraram na grossura das
linhas, o que prejudicou na medida dos segmentos, pois nao fica bem
definido o ponto de encontro entre retas, sendo solicitado que refizes-
sem o desenho, fornecendo uma outra folha de atividade;

Figura 5.18: Foto da atividade 02 ( D )

5.2.1.4 Um aluno, ao medir os segmentos, utilizou da régua graduada, ini-
ciando a medida do digito um; retornamos & lousa, para explicar a
todos como utilizar corretamente a régua graduada. Aproveitou-se o
erro, para reforgar que a leitura dos niimeros ¢ um momento de atencgao;

5.2.1.5 Como nao foi fornecida calculadora, presenciou-se muita dificuldade
no momento de se efetuarem as multiplicacoes e adigoes, principal-
mente pelos nimeros apresentarem casas decimais. Fica a sugestao
que o professor forneca maquinas de calcular, ou libere a utilizagao de
outro artificios para “agilizar” a atividade; e,
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Figura 5.19: Foto da atividade 02 ( E )

5.2.1.6 Os alunos precisaram, muitas vezes, efetuar a releitura dos valores,
pois apresentavam grande variagao de medidas.

5.2.2 Conclusao

A atividade foi proveitosa, pela retomada do manuseio do compasso, e por
levar o aluno ao aprendizado do teorema, apesar das dificuldades apresenta-
das pelo mesmo. A simples organizacao das carteiras, lado a lado, propiciou
maior interagao entre os estudantes, facilitando o trabalho.

Figura 5.20: Foto da atividade 02 ( F)

Antes do término da aula, aproveitou-se o trabalho de uma das duplas,
para transcrever na lousa os dados que obtiveram, e comentar que, apesar
dos quadrilateros de todos os alunos serem diferentes, as conclusoes, em sua
maioria, foi que o teorema de Ptolomeu é uma verdade, atingindo assim,
através de uma oficina, o objetivo proposto.
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Apresentamos, como ilustracao, a planilha preenchida de um dos grupos
da atividade 02, Régua graduada e Compasso (figura 5.21).

Atividade 02
Grupo: _[N? +

Comprimento
Produto Resu~ltado
cm =
AB= 5,
L. ABxDC= 33,32
DC= 4,6
Aresta + | 56, 43
Bc= %4
I BCxDA= 32,56
DA= 4.4
AC= 1.4
Diagonal ACxBD= 56,98 | =| 56,93
BD= 4, ¥

Conclusdo: _.0¢  yusul®den Jod O%Anx{\w\cg&w

Figura 5.21: Formulario preenchido (atividade 02)
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5.3 Utilizando E.V.A.

Nesta oficina, atividade 03, preparou-se antecipadamente quadrilateros
e circulos, em E.V.A., sendo que alguns inscritiveis e outros nao (em cores
diferentes). A turma que realizou esta atividade é denominada de B. Para
facilitar a oficina, foram nomeados os vértices, antecipadamente, em cada
quadrilatero.

Foto dos quadrilateros e dos circulos, figuras 5.22 e 5.23, utilizados na
atividade proposta.

Figura 5.22: Foto: circulo e quadrilateros inscritivel e nao inscritivel

Figura 5.23: Foto: circulos e quadrilateros
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Iniciamos, fornecendo a cada aluno:

5.3.A.1 (1) Formulario de atividade (figura 5.27, na pagina 99);

5.3.A.2 (1) Quadrilatero inscritivel;

5.3.A.3 (1) Quadrilatero nao inscritivel?;

5.3.A.5

(1)

(1)

(1)
5.3.A.4 (1) Lapis;

(1) Régua graduada, e

(1)

5.3.A.6 (1) Borracha.

Novamente, posicionou-se os alunos em duplas, porém com relatorios in-
dividuais.

Na lousa foram fornecidas as orientagoes sobre como proceder, tal como
segue:

Figura 5.24: Foto da atividade 03 ( A )

5.3.B.1 Os alunos devem anotar em dois quadros, em local especifico, a cor
da figura, e desenhar o seu esboco;

3Um inscritivel e outro ndo, informacao esta que nao foi relatada no inicio da tarefa.
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5.3.B.2 Devem tracar as diagonais de cada quadrilatero;

5.3.B.3 Devem repetir as orientagoes anteriores, para o outro quadrilatero;

5.3.B.4 Devem efetuar as medidas das arestas e das diagonais, e anotar no
quadro da folha da atividade 03; e,

Figura 5.25: Foto da atividade 03 ( B )

5.3.B.5 Devem realizar os calculos e analisar os dados.

Figura 5.26: Foto da atividade 03 ( C)

98



Atividade 03
Grupo:
Esbocar o quadrildtero apresentado:
Cor:
Comprimento ( cm ) Produto Resultade (E)
’;E: AB x DC =
Aresta BC= +
DAS BCxDA=
AC= - —
Diagonal BD= ACxBD= =
Esbocar o quadrildtero apresentado:
Cor:
Comprimento (cm) Produto Resultado (E)
Aresta — +
BC = ~
DA BCx DA =
C=
Diagonal B = ACxBD = =
Concluséo:

Figura 5.27: Formulério da atividade 03

5.3.1 Atividade

Assim, os alunos iniciaram a tarefa. Foi colocado sobre as carteiras cir-
culos de E.V.A., sem mencionar nada, aqueles que perguntaram “Para que é
isto”, foi respondido “Que explicariamos logo mais”, e verificamos.
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Na realizagao do esbogo das figuras os alunos nao apresentaram dificul-
dades, apenas perguntaram se “O desenho nao caberia no espago”, quando
foram informados que deveriam desenhar em uma escala menor.

Figura 5.28: Foto da atividade 03 ( D )

Na tomada das medidas, os alunos voltaram a apresentar dificuldades,
nas leituras das dimensoes, necessitando de orientagao, por exemplo, na pre-
cisao da leitura, sendo preciso ler até a casa dos decimais.

A partir deste ponto, os alunos comecaram a constatar que, num dos
quadrilateros, as medidas da soma do produto dos lados opostos era igual ao
produto das diagonais, o que nao ocorria com o outro.

Neste momento, formulou-se a pergunta “Por que seré que isto esta ocor-
’
rendo?”.

Figura 5.29: Foto da atividade 03 ( E )
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Continuamos circulando pela sala e os alunos, procurando uma resposta,
quando um dos grupos falou “Descobri!, um dos quadrilateros cabe dentro do
circulo e o outro nao.”; respondeu-se “Parabéns. Vocés acabam de constatar
que o teorema de Ptolomeu é valido para quadrilateros inscritiveis em uma
circunferéncia”. Os outros grupos, imediatamente, compreenderam o fato.

Foto do quadrilatero inscrito e nao inscrito, figura 5.30.

k| B

Figura 5.30: Foto: figuras em E.V.A.

Foi pedido que escrevessem a conclusao a que chegaram e, na lousa, foi
apresentado o enunciado do teorema de Ptolomeu.

5.3.2 Conclusao

A atividade descrita atingiu o seu objetivo. Apenas ponderamos, como
sugestao que, ao ser aplicada, se combine com os alunos que, ao descobrir o
que esta ocorrendo no momento da investigagao, nao relatem em voz alta,
pois permitird que os demais consigam chegar a uma conclusao.

Agora, apresentamos, como ilustracao, a planilha preenchida de um dos
grupos da atividade 03, E.V.A. (figura 5.31, pagina 102).
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Grupo:

Atividade 03

Esbocar o quadril,

resentado:

i \ !
Concluséo: ) oD G oy
\ -

Lne

Rent IS NEA Clye fj,'%h%—)

:s)'i';; [T ]

Je

S oS o,

Cor: (.0 L
_—7
= - //
\ 4
\ - 4
\r e
Comprimento ( cm ) Produto Resultado (;)
a = |
. X 39 5
Aresta = e +
d= b"d:ArJ-_)Jn’ "I‘r’fmf’
Di | 2= : f ’
iagonal == * e x = -} B =
r = Jd-o | 1?4 74 02
7
Esbocar o quadrild resentado:
Cor: 4 ¢ .
Comprimento ( cm ) Produto Resultado (z)
Aresta Lts +
b d = = \ . S
® B2 L0 HE9F 2
Diagonal exf= ug104 | = | 4910y

Figura 5.31: Formulério preenchido da atividade 03
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5.4 Utilizando o GeoGebra

Esta oficina, aplicada & turma denominada C, foi realizada na sala de in-
formatica da Escola Estadual “Senador Paulo Egydio de Oliveira Carvalho”,
com o auxilio de um monitor, utilizando um software gratuito, baixado do

site oficial do International GeoGebra Institute, em:

http : / Jwww.geogebra.org/cms/pt _BR/download) .

5.4.1 Atividade

Os alunos posicionados, um para cada computador, receberam as seguin-
tes orientacoes para a construgao da figura. Conforme o “Protocolo de cons-
trugao” gerado pelo GeoGebra, conforme figuras 5.32, 5.33, 5.34, 5.35, 5.36

e 5.37.
H. |Nome icune...|Deﬁni;§n |Dornando |\’al0r
1[Fonta O A 0 =(364,0
-
Font A A =(3.01, 375
L]
Circul O Circu r riro O Hrculolc I na
.
4|Ponta B A | |Ponto sobre p Fonta[n] B ={1.01, 226)
.
Pont A | |Pont I n =
L]
g|Pont A | |Ponto sobre p n 0
L ]
nwa ‘/ Segmenta [A, 8] Segmentols, B
3 n ‘/ Se nia [B Segmento|B, C) b=448
3| Begmen / Segmenta [C, D] SegmentoiC, O]
10|5egmen / Segmenta [D, 4] SeqmentolD, 4]
11|3egmen ./; Seamenio [C, Al SeamentolC, Al f=572
1 e ./. Segmenio [0, B] Segmento]D F] e=5492

B
n]

E

Figura 5.32: Protocolo de construcao 01 de 06
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N. | Nome Teone. . DeEfnican Comanto ‘alor
_'. 0 tedn? I | | |

14|Teno teao ABC B

1% | Texto teein ABC G

16 {Texta todod ABC o

17 | Texto tewtab ABC (4

18{Fonto £ o IFanic média de |Pontome E=iz M, A0
L]

19\Panto F o | [Fonio medio de D FPontollédiofo] F={177.0.16
_I

20)Panto & o |Ponto media et TontoMédiofff G =127, 0.8
L]

24 Panto H | o [Ponic medic FPontahied | =(415,-16
-

22|Panto | o | [Ponic média dec Pontofediofd | =i4.39,1.25)
-
I e Ponio medode 2 Pontalediofs] 1=1{3:349,D5)
.

24|Texto 1ok Agc a

25| Texto tea T ABC o

26| Texto tedos T ¢

57 | Texto taxioh ABC of

Figura 5.33: Protocolo de construgao 02 de 06

IN. [Nome [icone. [Definigio Comando Valor
28(Texto texta10 ABC o
20(Texto taxta11 ABC T
20|2uadrnaters polt b‘ Poligono A B, C, D Poligonols, B, C, D ool =14.42
30|Segmenic a, Segmento [4, B] de Quad aro poli Segmenlals B, poll] 4, =248
30|=egmenioc b, Seamenio [B, C] de Quadrilatera pali Segmento[B, C, pol) o, =448
30|Segmento o, Segmenio [C 0] de Ouadrildtera pal Segmento[C, O, pali] ;=332
30[Segmenta d, Seamenia [D. 4 de Quadrilatera polt SeamentolD. A, pol] d, =873
3|Teso t2xol2 ABC ="+ [LaTek[a, [}~ a="+(LaTex[a |)~ 9=2.40
32| Texto texdod 3 ABC b="+ LaT:'r[sl”:- B="+ .La_-:.f.lsl": + b=4 .45
23|Texto taxiold ABC ="+ (LaTex[c, ]) ="+ (LaTexe ©=3.32
Z4[Texto texio15 ABC d="+ (LaTex[d,]} - d="+ LaTeX[d ]}~ =573
2E(Testo texta 16 apc| |- aTe ="+ (LaTex[]) + 1=5.72
Z6[Mimens h =d ad =826

Figura 5.34: Protocolo de construgao 03 de 06
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N_ Momie

|Comanda

AT Nomero

38 Murmarn |

39 Teso lextn20
40 Texio fextn 17
llli-l Irmern b

42 Tedn fextn21
43 Tedn lextnif
44 Terio lexn12
45 Terlo fextn2z
dfi Ponto |

47 Porto M

LB Yetor u

&% Ponta M

A0 Yelorv

[igone. | pennicio
ot
anc| [B5= — (LaTeXiD -

8= + (LaTexe])+

a=f="+{La

aef=" = {LaTex[l

="+ (L aTeNs]) + "

axbroad="+ [LaT=xk)~

fci=" = (L aTe Wil +

="+ (LaTekhh +

Wetarll M

Wetaritd, W

[ walor

k=339
Sali-cad=33 59
[ a=d=pa 63

b=c=8 267

winderdine{Teoremsa |

\ Ptalomeul

Figura 5.35: Protocolo de construgao 04 de 06

M. | Nemig

[icone. | pennicao

|Cnrnar100

[ator

:".Frlll'f a
52 Fanic R
"":.'--r-l'ul W
sdlFanio 5
E5 Welar m
EfiFonio T
=7[Fan L
TSI'JET:H'“

53{Foma v
B0 \vetor g

&1|Fanio W
r_ufFon'--: rl
Edetarr

g4 Fomio &,

A
-

A
L]

‘f i--l.gn Rl

s
L

>

/ vatar, U

.
e

('l .'5‘[3.'|'.,|_'.

[vtons, R

[vetars. Ry

vatar(l, U]

ey, U]

Q=(1007, A7
R=(11.82 @

w=(125-079

0=(1.08 038
W= (711,577}
2= (913,542

r=(1.62 035

Figura 5.36: Protocolo de construgao 05 de 06
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|I_c|1rw |Deﬁn|gﬂu

/ Vetors,, Z

Comando

WetoriA, , Z

BE|Ponto o* [Gontradep Contra{p|
.
£7|Fonte # & Ponto sobre Sy Panto|EnoY)

BE|Funlo 8 A Panto sobre ey Ponto]ElLoY]
L ]
fgFanta G, A Ponto sobie Eixok PontalEixa¥]
L]
Jo[Fanto O a | [Ponto sebre Bl Fontoleieay]
L]
71|Reta a or D & pemendicutar & PerpendiculadD Bk
72| Rels nda por B, e parpandgiculara Parpandicu .'_IEH__ EloY,
Rets 1 Reta passando por G, & pemen dloudar 2 Perpendiculafs, , Elok]

Eixal
Reta paszando o
EmMaY

JeiPont £, Ponto da intarse
6|Ponto F,

'.‘--—cmc G,

Fonto da Interso

e perpendiculara PerpendiculafP Bzl
Intersecanig, |
gdee.a Intersecaole | a

tegdal a,

Intorsgcanit a,|

G, =(1661. 7.77)

Figura 5.37: Protocolo de construgao 06 de 06

Apéds a construgao da figura 5.38 (p. 107), os alunos iniciam a fase de

observagao, desta maneir

a:

5.4.1.2 Modificando as dimensoes das arestas; e,

5.4.1.1 Movendo os vértices do quadrilatero B, C' ou D;

5.4.1.3 Movendo o ponto A (Pois, além de modificar as arestas, modifica-se
o raio da circunferéncia circunscrita ao quadrilatero).
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£ Atividade 03 Ptolomeuggb

~ Janela de Argeb{a
EllEl~
=l Cénica
= Mimero
O h=8.26
O i=25.63
O j=33.89
o k=33.89
= Panto

P p(x-384F+(y-| ]

]

Arquive Editar Exibir Opcles Feramentas Janela Ajuda

Gl o]o] N

> Janela de Visualizagio

d= 573

b=4.48

o=3.32

> ax d=25.63
> bx o= 8.26

>u. X d+bxc=33.80

@ A=(3.01,3.75)
2 5
@ B=(1.01,2.26)
Ly {0,-2.7)

e= 502
e x f=33.80
T

2

C,={15.61,0)

D=(5.77,-1.26)
[ .28,0)

1
O E-(2.01,3.01)
5 Ey=(028,-2.7)
O F={1.77,0.16)
0 F=10.28,777)
O G={277,0.9)
5 G, =(1561,7.77)
O H=1{4.15,-1.6)
5 H,={15.61,-27)
O 1={439,1.25)
O J=(3.39,0.5)
K= {3.64,0.83)

Teorema de Ptolomeu

@

Peee

P T— b

Entrada

+._ Atividade 03 Ptolo...

Figura 5.38: Utilizando o “GeoGebra”

A atividade transcorreu sem problemas. Apesar dos alunos nao estarem
habituados ao programa instalado, portaram-se corretamente, procurando
auxiliar na realizagdo da atividade. A presenga do monitor foi muito impor-
tante para facilitar na operagao do computador.

Eles conseguiram verificar que o teorema continua valendo, mesmo que
com variagoes nas dimensoes da figura.

Apresenta-se, abaixo, algumas fotos (5.39 até 5.45) da atividade desen-
volvida com eles:
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Figura 5.39: Foto da atividade 04 ( A )

Figura 5.41: Foto da atividade 04 ( C)
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Figura 5.43: Foto da atividade 04 ( E )

Figura 5.44: Foto da atividade 04 ( F)
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Figura 5.45: Foto da atividade 04 ( G )

5.4.2 Conclusao

Apesar de a atividade necessitar de um monitor para auxiliar nas dificul-
dades apresentadas pelos alunos, eles compreenderam o teorema e gostaram
da oficina por terem a oportunidade de sairem da sala-de-aula, para um
ambiente diversificado.
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5.5 Utilizando o desenho geométrico

Segundo Jorge S. (Apud, Desenho Geométrico - Ideias e Imagens, p. 135)
[16]: “a média geométrica ou proporcional entre dois segmentos a e b é o seg-
mento x cuja medida € igual a raiz quadrada do produto de suas medidas”,
assim expressa:

r=VvVa -b < 2> =a-b

O teorema de Ptolomeu, aplicado a um quadrilatero ABC'D inscrito, em
uma circunferéncia, fornece a seguinte relagao:

AB - CD + BC - AD = AC - BD (5.1)
Denominando:
(
AB - CD = m? (5.2)
BC - AD = n? (5.3)
AC - BD = p? (5.4)
\

Substituindo, em 5.1, as expressoes 5.2, 5.3 e 5.4, obtemos o teorema de
Pitagoras.

AB - CD + BC - AD = AC - BD
S——— —— ———
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Sendo assim, obter a média geométrica entre os segmentos AB - C'D, re-
sulta no segmento m? e, repetindo-se o processo para os segmentos BC' e
AD, resulta em n?; e ainda, para as diagonais AC' e BD, determina-se o
segmento p.

Determinados os segmentos, que sao as médias geométricas, construimos
um triangulo retangulo de catetos m e n. Dessa forma, teremos por diagonal
o segmento p. Assim, utilizamos do teorema de Pitagoras e, consequente-
mente, demonstramos o teorema de Ptolomeu, geometricamente.

5.5.1 Atividade

Vamos construir um quadrilatero inscrito em uma circunferéncia, trés
médias geométricas e um triangulo retangulo, que servirao para analise do
teorema de Ptolomeu. Desta maneira:

5.5.1.1 Construir um quadrilatero ABC'D inscrito em uma circunferéncia,
utilizando de régua e compasso, conforme figura 5.46;

n?=c-d=22.426

m?=a-b=36.813

p’=e- f=159.239

Figura 5.46: Quadrilatero inscrito ABCD
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Construir a média geométrica entre os segmentos AB e C'D utilizando do
processo aditivo ou da altura do triangulo retangulo.*

Assim sendo:

5.5.1.2 Construa, conforme figura 5.47, o segmento EH com EH = a + b,
determinando o ponto F', que serd o pé da altura F P;

/ m?=a-b=36.813

EF=15.336

m
= - —
—
—
A
-
D
=z
S——
P et
-
—
T

.__.:‘:=
IS]

Figura 5.47: Média geométrica entre AB [a] e CD [ b ]

40utro método conhecido para se construir uma média geométrica é o processo sub-
trativo ou do cateto do tridngulo retangulo.
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5.5.1.3 Construa o LG®—5° com centro em M (ponto médio de FH) e raio
EH
2 )

5.5.1.4 Trace, pelo ponto F', uma perpendicular a hipotenusa EH, e deter-
mine P no LG — 5, onde FP ¢ alturae FP = m?> = AB - CD =
a - b;

5.5.1.5 Repita o processo da média geométrica (figuras 5.48 e 5.49) entre
os segmentos BC e AD, encontrando F1P, = n? = BC - AD =

¢ - d eidem para as diagonais do quadrilatero AC e BD, encontrando
Py, = p> = AC - BD = e - f;e,

c i >;< d

I
) E
- I =<
_- ! 4
7 ~
// I \\
4 | A
/, ! \\
/ | \
)/ 2< n*=c-d=22.426
// ; \\
/ ! K \
/ ! \
] ! \
1 : \
| ! % \
% { P ] \ |
F
E\l :M‘ \ ’ ! , I H1

I“ I o ,"
| B F =17.135 I | FH, =3.143
i '
I
I

Figura 5.48: Média geométrica entre AD [c]e BC [d |

SLG: lugar geométrico.

SConforme Jorge, S. (Apud, Desenho Geométrico - Ideias e Imagens, p. 30) [16], “O
LG — 5 & um par de arcos capazes, e todos os seus pontos enxergam um segmento de reta
conhecido, segundo um angulo de medida constante.”

114



- o

E,F, = 7.324

- -K "

e

Figura 5.49: Média geométrica entre AC' [e] e BD [ f ]

5.5.1.6 Através do transporte das medidas dos segmentos (figura 5.50), cons-
trua um triangulo retangulo, com catetos de comprimento m e n, e
compare a medida da hipotenusa deste triangulo com a medida da mé-

dia geométrica entre os segmentos AC ¢ BD.

115



e ab + ¢c:d = e-f =

Teorema de Ptolomeu o

Teorema de Pitagoras e = m? 4+ n? = p?
m?=a-b=236.813 p’ =e- f=59.239

K

90°

b

I

I

I 2_c.d=22.
%n—cd 22.426

|

.

Figura 5.50: Teorema de Ptolomeu aplicado ao teorema de Pitagoras

I

5.5.2 Conclusao

O processo descrito permitira que o aluno compare a medida da hipote-
nusa do tridngulo, construido com as médias geométricas dos lados do qua-
drildtero, com aquela encontrada da média geométrica das diagonais e, se
acaso forem iguais (que é o esperado), estaremos provando geometricamente,
por meio do teorema de Pitagoras, a validade do teorema de Ptolomeu.

Este método nao foi aplicado em sala-de-aula, pois os alunos da escola
publica nao tém um curso focado em desenho geométrico, ou melhor, com
aprofundamento necessario: “diga-se, foi retirado do curriculo das escolas pi-
blicas”.

Desta forma, seriam necesséarias mais aulas, do que as previstas para con-
templar este assunto com a devida importancia, o que nao é possivel por
j& ter ocorrido o planejamento anual, bem como o seu replanejamento, nao
tendo sido incluido no programa do semestre, e nao havendo mais tempo
habil para tal.

Porém, fica a observacao para aquele docente que se sentir confortavel,

para desenvolver o assunto junto aos seus discentes, uma outra via de se
comprovar o teorema de Ptolomeu.
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Capitulo 6

Exercicios de Aplicacao

Para a preparacao das aulas sugeridas no trabalho, apresentamos, neste
capitulo, exercicios para fixacao do teorema. Estes, com diferentes graus de

dificuldade.

6.1 Exercicio 01

Diagonais AC' e BD do quadrilatero ABC'D inscrito numa circunferéncia,
se encontram em FE. Se AE =2, BE =5 CE =10, DE =4,e BC = 1—5,

2
encontre AB. [19]

Sugestao de resolugao:

Conforme figura 6.1, temos que:
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Figura 6.1: Exercicio 01

Da figura obtemos as relagoes:

BE 5
AE 2
e
CE_10_5
DE 4 2

Logo, temos que o AAED ~ ABEC, pelo caso LAL (lado-angulo-lado),
pois ZAED = /BEC (O.P.V.)!, e os seus lados sao proporcionais.

Assim:

EB 5 2

2220 - 2o AD =

BC ~ 15~ Ap ;
2

Ainda dessa figura, temos que o AAEB ~ ADEC, pelo caso LALZ.
Observe-se que: ZDEC = ZAEB (O.P.V.), e os seus lados sdo proporcio-
nais.

LO.P.V.: opostos pelo vértice.
2LAL: critério de semelhanga entre triangulos, lado-angulo-lado.
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AE 2 _ 5 _EB | AE _EB _1
DE 4 10 EC DE  EC 2

Logo, das relagoes anteriores entre os triangulos AAEB e ADEC, rela-
cionamos que:

1 AB

Substituindo os valores de DC' =2- AB, AD =3, BC' =15/2, AC =12

e BD =9, e aplicando o teorema de Ptolomeu, obtemos:

AB - DC + AD - BC = AC - BD =
= AB 2-AB + 3 15/2 = 12 9 =
= 2-AB? + 45/2 = 108 =

171
= AB = ?7
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6.2 Exercicio 02

E & um ponto no lado C'D do retangulo ABCD; DE = 6, enquanto
que DA =6 e DC = 8. Se AE prolongado encontra o circulo circunscrito
do retangulo em F', encontre a medida da corda DF', conforme figura 6.2. [19|

Figura 6.2: Exercicio 02

Sugestao de resolugao:

Conforme o enunciado, o quadrilitero ABC'D é um retangulo. Assim
sendo, AC' ¢é diagonal do retangulo e diametro da circunferéncia circunscrita,
conforme figura 6.3.
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4 raio

Figura 6.3: Resolugao do exercicio 02
Desta forma, LAFC = ZABC = 90°.

No tridangulo AABC, BC = AD = 6e AB = DC = 8. Aplicando-se
o teorema de Pitagoras, determinamos que AC' = 10.

O triangulo AADE ¢ retangulo e isésceles, pois AD = ED = 6. Deste
modo, o angulo ZDEA = ZFEC = 45° (O.P.V.).

Logo, o AEFC é retangulo e isésceles, além do que, a hipotenusa EC' =
DC — DE = 8 — 6 =2. Portanto, EF = CF = /2.

Entao, sendo os catetos AD = ED = 6, a hipotenusa AE ¢é igual a
6v2 EAF = AE+EF =6v2+v2 = TV2.

Aplicando o teorema de Ptolomeu ao quadrilatero CF DA, temos que:
AC - DF + AD - CF = AF - CD =
= 10 - DF + 6 -vV2="T7/2 8 =
= 10 - DF + 6-v2 = 56-V2 =

= DF = 52
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6.3 Exercicio 03

Se o triangulo isosceles ABC (AB = AC') se encontra inscrito numa cir-

rA
PB+ PC

cunferéncia, e o ponto P sobre o menor arco em BAC, prove que
AC "
o ¢ uma constante para o triangulo dado. [19]

Sugestao de resolugao:

Conforme a figura 6.4:

Figura 6.4: Exercicio 03

Utilizando o teorema de Ptolomeu ao quadrilatero ABPC', determinamos
que:

PA - BC = PB - AC + PC - AB =

= uma vez que: AB = AC (triangulo isosceles) =

= PA . BC = PB - AC + PC - AC =

= PA - BC = AC - (PB + PC) =

PA AC

~ PB + PC _ BC
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6.4 Exercicio 04

Considere o quadrilatero ABC'D, inscrito numa circunferéncia, tal como
mostrado na figura 6.5, com: AB = 3,2cm, BC = 4,3cm, CD = 6,5cm e
AD =9,9¢m. Uma vez informamos que a diagonal AC' = 6, 9cm, determine
a medida da diagonal BD.

4,3 C

Figura 6.5: Exercicio 04

Sugestao de resolugao:

Aplicando o teorema de Ptolomeu ao quadrilatero ABC'D, e relevando-se
que BD = z, temos que:
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AC
6,9
6,9

6,9

BD

1%

AB

3,2

20, 80

CD

6,5

_|_

63,37

63,37
6,9

9,18

AD

9,9

42,57

BC

4,3

=
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6.5 Exercicio 05

Prove que, se ABCDEFG é um heptégono regular convexo?®, entao: [13]

L_1 1
AB~ AC " AD’

Sugestao de resolugao:

Heptagono regular — ABCDEFG

CD=DFE=AB

Figura 6.6: Exercicio 05

Conforme a figura 6.6, constatamos que:

6.5.1 O segmento AD = AFE, pois possuem diagonais que subentendem trés
lados consecutivos;

6.5.2 O segmento AC = C'E, pois possuem diagonais que subentendem dois
lados consecutivos; e,

3Este exercicio foi uma das questes do vestibular da Universidade Federal de Juiz de
Fora - UFJF.
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6.5.3 Os lados do heptagono regular sao congruentes (C'D = DE = AB).

Aplicando o teorema de Ptolomeu ao quadrilatero ACDFE, temos que:

AD - CE = AE - CD + AC - DE =

Dividindo-se ambos os membros por AB - AC' - AD, segue que:

AD - CE AE - CD AC - DE

= AB - AC - AD _ AB - AC - AD T AB - AC - AD

Substituindo CE = AC e DE = AB, simplificamos:

- AB - AQ" - AD1:A£31 - AC - Aﬂ1+431 - AT - AD

=

N 11 N 1
AB  AC AD
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6.6 Exercicio 06

O teorema de Ptolomeu afirma que “em todo quadrildtero convexo inscri-
tivel, a soma dos produtos das medidas dos lados opostos ¢ igual ao produto
das medidas das diagonais”. Utilize esse teorema para demonstrar que, se d
e | representam, respectivamente, as medidas da diagonal e do lado de um

d (145

pentigono regular, entao: 1T 1 13|

Sugestao de resolugao:

Considere a figura 6.7:

Figura 6.7: Resolucao do exercicio 06

De acordo com o enunciado, d e [ sao respectivamente, as medidas do
lado e da diagonal do pentagono regular.

Aplicando-se o teorema de Ptolomeu ao quadrilatero ABCE, temos que:

4Este exercicio foi uma das questdes do vestibular da Universidade Federal do Ceara -
UFC, em 2000.
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AC - BE = AB - CE + AE - BC =

=d-d=101-d+1-1=

=& =1-d+ 07 =

=d -1-d-1F=0=

(1) £ V(1) —4-(1)-(=1» )

2.(1) ~

= d =

2+ 4102 I +£1-5
= d = 5 = 5 =

Uma vez que d > 0, temos que:

L+ 1V5 - (1 + V5)

= d = =
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6.7 Exercicio 07

Sobre o lado AB de um quadrado ABCD, é desenhado, exteriormente,
o triangulo retangulo ABF, de hipotenusa AB. Sabe-se que AFF = 6 e
BF = 8. Denominando E o centro do quadrado, calcule o comprimento de
EF.° |13

Sugestao de resolugao:

Iniciamos, construindo a figura 6.8, conforme o enunciado do exercicio.

’ N
’ N
’ N
’ N
| ' [
D i o

Figura 6.8: Resolugao do exercicio 07

No triangulo AAF B, aplicando-se o teorema de Pitdgoras, obtemos que:

AB? = AF? + BF?*= AB*=6>+8>= AB’>=36+64= AB = 10

SExercicio integrante da Olimpiada de Matematica de Maio de 2008.
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Sendo o ponto E centro do quadrado, AE = EB e o lado do quadrado
AB = 10, novamente, pelo teorema de Pitagoras, obtemos que:

AFE? + BE? = AB?> = AE?>+ AE?>=10°> = 2 - AE?’ =100 =

= AE=5-vV/2 = AE = EB = 5-2

Uma vez que o encontro das diagonais de um quadrado formam angulos
de 90° (perpendiculares), podemos assinalar, entao, que os angulos /AEB e
/AFB enxergam o lado AB (didmetro) com o mesmo angulo de 90°. Desta
forma, concluimos que o quadrilatero AEBF se encontra inscrito na circun-
feréncia de diagonal AB.

Aplicando-se o teorema de Ptolomeu para esse quadrilatero, obtemos:
AB - FF = AF - BF + AF - BE =
= 10 - EF =5v2 -8 +6-5v2 =
= 10 - EF = 70-vV2 =

= EF = 7.2
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6.8 Exercicio 08

O triangulo equilatero ABC' encontra-se inscrito em uma circunferéncia,
e P & um ponto qualquer do menor arco ¢ BC. Prove que PA = PB + PC,
isto é, que a distancia de P ao ponto A é igual & soma das distancias de P
aos pontos B e C. 7 [19]

Sugestao de resolugao:

Iniciando a resolugao com a construgao da figura 6.9.

A AABC é equilatero

AB = BC = CA

Figura 6.9: Resolucao do exercicio 08

Uma vez que o quadrilatero formado pelos pontos PC'AB encontra-se
inscrito na circunferéncia ao enunciado, podemos aplicar o teorema de Pto-
lomeu:

PA - BC = PB - AC + PC - AB =

6Arco que ndo contém o ponto A.

"Este exercicio é parte integrante da avaliacio AV 01 do curso PROFMAT (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional), da disciplina M A13 Geometria I, em
2011.
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Sendo que: AB = BC = CA (triangulo equilatero AABC), e
substituindo-se AC' e AB por BC' obtemos:

= PA - BC = PB - BC + PC - BC =
— PA - BC = BC(PB + PC) =

= PA = PB + PC
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Capitulo 7

Conclusao

7.1 Consideragoes

Encerramos o presente estudo com a clara demonstragao de que o disposto
no capitulo de introducgao foi plenamente cumprido, quanto aos objetivos e
outras disposi¢oes propostas.

Entende-se que a meta de se ensinar o teorema de Ptolomeu aos alu-
nos de Ensino Médio da escola piiblica, nao somente é plenamente possivel,
bem como importante, na medida em que enriquece o conhecimento dos es-
tudantes; resgata a contribuicao histérica deste sabio; propicia ao educador
aprofundar-se na busca de saberes, contidos no universo da matemética, e
mais principalmente, permite um exercicio de associacao entre os saberes
deste estudioso aos de outros, como quando aplicado seu teorema para vali-
dacao do de Pitagoras.

A utilizacao de modernas tecnologias permitiu a revisitagao de conceitos
antigos, em uma nova linguagem, tornando o conhecimento pedagogicamente
atraente aos alunos que, espera-se, de forma autéonoma procurem resgatar ou-
tros conhecimentos que julgarem importantes para si.
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7.2 Conclusao Final

Também surge a pertinente consideracao de que as amostragens que evi-
denciaram erros de entendimento de determinados conceitos, indicam, bem
provavelmente, uma dificuldade que nao é apenas de ordem da disciplina da
Matemaética, mas também aponta para questoes mais abrangentes, de or-
dem cognitiva, quanto a exata compreensao da terminologia técnica e do seu
significado, o que pode merecer uma investigacao futura de carater interdis-
ciplinar e multidisciplinar, junto a outras areas de saber.

Neste sentido, também entende-se que saberes das areas da Matemaética,
da Informética, da Pedagogia e, até mesmo, da Linguistica, possam, conjuga-
dos, conduzir a um aprimoramento dos meios de aplica¢ao do ensino, levando
o aluno a ter interesse para outros saberes que nao se encontram contidos
no curriculo, mas possuem importancia no conjunto de conhecimentos que
podem ser por ele adquiridos.

Reitera-se aqui o cumprimento da proposta de se resgatar um saber his-
toricamente delimitado no tempo, a época dos sidbios de Alexandria, contri-
buindo assim, e também, para o processo de ampliacao do conhecimento dos
estudantes, de um saber enciclopédico, tao importante como de outros teore-
mas e féormulas, a exemplo do teorema de Pitagoras, da formula de Bhaskara
ou do binémio de Newton, para varios saberes do universo da matematica.

Por fim, reitera-se aqui a necessidade de que outros saberes sejam, conti-
nuamente, resgatados, no sentido de trazer ao estudante, antigos saberes que
possam alavancar o seu interesse pelo estudo da matematica, dentro de um
contexto historico, que forme seu universo de conhecimentos gerais.

Por outro lado, fica em aberto o convite, para que outras areas de sa-
ber, também se apropriem dos saberes do mundo da Matematica, efetuando
contribui¢oes de natureza interdisciplinar e multidisciplinar, onde um saber
nao sobrepuje aos demais, porém, traga um consenso de estudo e pesquisa
integrados, em beneficio do crescimento e autonomia de nossos estudantes.

Encerramos o presente estudo, de natureza eminentemente pratica, na
certeza de que este singelo trabalho também sirva de fonte de inspiracao a
outros colegas pesquisadores e, também, contribua para a formacgao de outros
futuros colegas pesquisadores.
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Capitulo 8

Anexos

No decorrer da pesquisa bibliografica do presente trabalho, varias formas
de expressar o teorema de Ptolomeu foram encontradas. Considerando-se
que nao ¢ um dos objetivos do presente estudo analisar o discurso que o re-
veste foi colocada, em forma de anexo, os diferentes conceitos do mesmo:

8.1 Garbi, Gilberto G.: [12] (p. 88)
“Em todo quadrilatero inscritivel, o produto das diagonais é igual a
soma dos produtos dos lados opostos.”

8.2 Aaboe, Asger: [1] (p. 145)
“Se ABC'D é um quadrilatero inscritivel, entao a soma dos produtos
dos lados opostos ¢ igual ao produto das diagonais.”

8.3 Posamentier, Alfred S.: [19] (p. 164)
(Ptolomy’s Theorem)
“In a cylic quadrilateral the product of the diagonals is equal to the
sum of the products of the pairs of opposite sides.”

8.4 Associacion Fondo DE Investigadores Y Editores: [4] (p. 702)
“En todo cuadrilatero inscrito o inscriptible, el producto de las lon-
gitudes de sus diagonales es igual a la suma de los productos de las
longitudes de sus lados opuestos.”
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8.5

8.6

8.7

8.8

Revista do Professor de Matemaética n® 80: [13] (p. 24)
“Em um quadrilatero convexo inscritivel, o produto das medidas das
diagonais ¢ igual a soma dos produtos das medidas dos lados opostos.”

MORGADO, Augusto C. ; WAGNER, Eduardo ; JORGE, Miguel.: [17]
(p. 190)

“Num quadrilatero inscritivel o produto das diagonais ¢ igual & soma
dos produtos dos lados opostos.”

http://cptolomeu.blogspot.com.br/, acesso em: 20 dez. 2013:
“O retangulo construido sobre AC e BD ¢ igual ao retangulo construido
sobre AB e DC mais o retangulo construido sobre AD e BC.”

Muniz Neto, Antonio C.: [18] (p. 186)
“Se ABC'D é um quadrilatero inscritivel de diagonais AC' e BD, entao:

AB-CD + AD - BC = AC -BD.”
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